A.1. Aplicacié didactica pels alumnes d’ESO.
A.1.1. Fitxa del professor

Catifa de Sierpinski

Iniciador: quadrat

(Iteracié 0)

Generador: eliminar el quadrat interior

(Iteracid 1)

Regla generadora: dividim cada costat del quadrat en tres parts de la mateixa longitud i de
manera que dividirem el quadrat en 9 quadrats idéntics, tots ells a I'interior del quadrat inicial.

Exercici 1i 2: Construiu la iteracid 2 i 3.



Solucio de I’exercici 1:

(Iteracié 2)

Solucié de I’exercici 2:

(Iteracio 3)

Suposem que el quadrat inicial, té de costat 1.

Exercici 3: Calculeu I'area de la catifa de Sierpinski dels 3 primers passos.
Exercici 4: Quin valor tindra quan tendira a infinit?

Exercici 5: Calcular la longitud dels costats en el pas 1,2 3.

Exercici 6: Quin valor tindra quan tendira a infinit?

Solucio de I’exercici 3:
Com sabem de la geometria euclidiana, I'area del quadrat és:

AQ=C2

Hem considerat que el costat del quadrat inicial és 1, és a dir, ¢, = 1.



Per tant, 'area de la catifa de Sierpinski en la iteracié 0 és:
Age, =17 =1

En la iteracié 1, I'area total de la catifa, és la suma de I'area dels 8 subquadrats, calculem primer
I'area d’un dels quadrats i multiplicarem el resultat per 8 (8 = 81).

Calculem primer el costat:

11 1\'
C = — = — = —_
ST 3 T 31 3

Aixi, 'area del subquadrat és:

1\? 1
Aupgse, = <§> =§=o,1111111...

Com tenim vuit subquadrats, I'area total en la iteracio 1 és:

2
1 1
Ao, =8-—=8!. (=) =8-0,1111111... = 0,8888888.....

En la iteracid 2, I'area totals de la catifa, sera la suma de I'area dels 64 subquadrats, calculem
primer un dels subquadrats i multiplicarem el resultat per 64 (64 = 8°):

Calculem primer el costat:

31 (1)1
=372 7\3) 79
Aixi, 'area del subquadrat és:
A = ! 2— ! = 0,0123456
subQy — 9 - 31 - %

Com tenim seixanta-quatre subquadrats, I'area total en la iteracié 2 és:

2
1 1
A, =64 T 82 <§> = 64 -0,0123456... = 0,7901234.....

En la iteracié 3, I'area totals de la catifa, sera la suma de I'area dels 512 subquadrats, calculem
primer un dels subquadrats i multiplicarem el resultat per 512 (512 = 8°):

Calculem primer el costat:
1

3 1 1\’ 1
C = = — = —_ —_— —_—
G737 33 3 27

Aixi, 'area del subquadrat és:



1\ 1
Ao =|— ) =— =0,0013717...
subQs (27> 729

Com tenim cinc-cents dotze subquadrats, I'area total en la iteracio 3 és:

2
1 1
A =512 — =83. [ — ) =512-0,0013717... = 0,7023319.....
5C3 29

Exercici 4:

Construirem les férmules en funcié d’'n per poder calcular el seu limit quan tendim a infinit.

En la iteracié n, I'area totals de la catifa, sera la suma de les arees dels subquadrats, calcularem
primer un dels subquadrats i multiplicarem el resultat per 8":

Calculem primer el costat:

1 n
3n—1 1 1
e T ¢

Aixi, 'area del subquadrat és:

o= (5) =((3)
subQ, — 3n - 3

Com tenim 8" quadrats, 'area total en la iteracié n, sera:

e (3 e (3 0)
SC, — 3n ) (32)n ~\32/) " \o

Si fem el limit quan n tendeix cap a l'infinit tenim que:

2 (5)
Ay,=1lm | =) =0
n—oo 9

lcom Ag- 1= A, , tenim que Ag~ = 0.

Podem concloure que I'area de la catifa de Sierpinski, és zero O.

Exercici 5:

La longitud o perimetre de la catifa seria la suma de la longitud dels seus costats, recordem que
hem considerat que la longitud del costat és 1.

CSC() =1
La longitud total o perimetre del triangle de Sierpinski en la iteracié 0 és 3.

lSC0=1'4=4



En la iteracié 1, tenim el mateix perimetre que en la iteracid anterior, més el perimetre dels
subquadrats que eliminem, que en aquest cas, només és 1 (1 = 8°).

La longitud del costat del subquadrat que eliminem és.

1 1
CsubSC; = 3 = 31

i la longitud total d’'un subquadrat és:
_ 1 _ 1
lsubSC1 _45 _45

Com només eliminem 1 subquadrats, la longitud total o perimetre en la iteracié 1 és:

1 1 4 16
lSC1:lSCo+1'4'§:4+1'4'§:4+§:?:5’3333333"”

En la iteracioé 2, tenim el mateix perimetre que en la iteracié anterior, més el perimetre dels
subquadrats que eliminem, que en aquest cas, son 8 (8 = 8').

La longitud del costat del subquadrat que eliminem és:

! 2
T 1 1 1
C = = — = —_ —_

i la longitud total d’'un subquadrat és:

1 1
lsubSC2=4'§=4'¥

Com tenim que sén vuit, els subquadrats que eliminem, la longitud total o perimetre en la
iteracio 2 és:

lge, =1 841—4141 41—4432—80— 88888
sc, = lsc, 0 32T +1- '§+8- T +§+?—?—8,88 8888.....

En la iteracié 3, tenim el mateix perimetre que en la iteracid anterior, més el perimetre dels
subquadrats que eliminem, que en aquest cas, son 64 (64 = 82).

La longitud del cada costat dels subquadrats que eliminem és:

1 3
3 1 1 1
C = — = — = —_ = —
hSEs T3 T 33 T3 27

i la longitud total d’'un subquadrat és:

1
lsubSC3=4'E=4'§



Com tenim que sén seixanta-quatre, els subquadrats que eliminem, la longitud total o perimetre
en la iteracio 3 és:

1 4 32 256 496
— =44+ —4+ =4 = — = 18,3703703.....

1 1 1
e 2- . — . . — . . — 2- . —
iy = lse, #8745 =44 14— 484 4824 Tt ot =

Exercici 6:

Construirem ara, les formules en funcioé d’'n per poder calcular el seu limit quan tendim a infinit.

En la iteracié n, la longitud total o perimetre de la catifa, sera la suma la longitud anterior, mebys
el perimetre dels subquadrats que s’eliminen, que en aquest cas és 8" !:

La longitud de cada costat d’aquest subquadrat és:

i la longitud total d’'un subquadrat és:

lsubSCn =4

3n

Com tenim que sén 8", els subquadrats que eliminem, la longitud total o perimetre en la
iteracio n és:

I =1 +8”‘141—4+141+841+8241+ +8"-141
SC, T *SCy—1 3n - 3 32 33 3

8
| aquesta suma, a partir del segon terme, és el sumatori d’'una progressioé geométrica de rao 3

— | 8\"
lSCﬂ=4+Z_' <_>
i=12 3

Si fem el limit quan n tendeix cap a l'infinit tenim que:

ol [8)
lSC:Iim4+ZE-<§> =4+ 00=00
i=1

n—oo



