CLASSE TEORICA de BATXILLERAT

Tots sabem que les figures classiques, son figures perfectes:
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Aquest tipus de geometria rep el nom d’euclidiana, donat que es considera que va ser Euclides
qui la va «iniciar».

També tenim clar que vivim en un espai tridimensional, és a dir, de dimensi6 3, per tant, podem
dir clarament quina dimensié tenen les figures que acabem de veure. La recta té dimensié 1, el
quadrat i el pentagon tenen dimensio 2 i I'esfera té dimensio 3.

Amb aquesta definicid, considerarem que un punt té dimensié 0.
En aquests casos estem parlant de la dimensio6 topologica que denotarem com Dy

Avui ens centrarem en el calcul de la dimensié de Hausdorff que és la més utilitzada pel calcul de
les dimensions dels fractals lineals o geométrics.

Per calcular aquesta dimensié es té en compte I’'escala o factor d’ampliacié () que es fara servir

per a realitzar la mesura i la quantitat (N ) d’elements o peces autosimilars necessaries per cobrir
aquesta figura, en funcié d’aquesta escala, ara explicarem que vol dir tot aixo, aquests dos valors
compleixen la férmula:

N=rP
Si aillem de la férmula la D, tenim que

log,N log, (nombre de peces autosimilars)

- log,r log, (factor d'ampliaci6 )

Aquesta expressio funciona per a qualsevol base, perd nosaltres treballarem amb el logaritme
neperia.

Anem a veure com s’ajusta aquesta férmula al nostre concepte intuitiu de dimensié.

Comengarem amb un segment de longitud 1.

F =1 e—— segment unitat

Considerem ara el segment de longitud 2

r=2 '} } i

Per obtenir aquesta figura des del segment original, ’lhem ampliat 2 vegades (r = 2) i coincideix
amb dues copies al segment (N = 2), per tant:



InN In2 _ ,
Dy = = —— = liescompleix que Dy = Dy =1

Inr In
Si en lloc de fer el doble, haguéssim fet el triple, arribariem a la mateixa conclusio.

Ara fem els calculs amb el quadrat i obtindrem que:

r=1 de costat unitat

Sigui ara el mateix quadrat, perd prenem comar = 2

Observem 4 copies del quadrat original, per cobrir el quadrat de costat 2. Tenim doncs que
N=4ir =2itenim:
_InN _In4

D = =
Inr n2

= 2, per tant, es compleix que Dy; = Dy =2

De manera analoga, podriem multiplicar el quadrat per r = 3, i ens caldrien N = 9 quadrats per
recobrir-lo. , ifinsitoten r = 5ion N = 25, la dimensié en ambdds casos vindra donada per:

_ lnN_ In9 _ In 25 _
" Inr In3  In5

Amb el que tenim que:

Fem els calculs ara pel cub i tenim el seglent:

N=38 N =64



la dimensid en tots els casos vindra donada per:

_ lnN_ In8 _ In 64 _
T Inr  In2  Ind

Dy

i es compleix, per tant, que:

Les figures amb que treballarem, s’anomenen fractals. Els que ara veurem, son figures
geometriques amb unes caracteristiques propies, entre d’altres:

- So6n autosemblants.
- Tenen dimensid no entera (si, si, no entera).
- Es generen de forma iterativa.

Veurem alguns dels fractals geométrics més coneguts, els quals es construeixen a partir d’'un
iniciador, un generador i una regla generadora.

Corba de Koch
Deu el seu nom al matematic Helge Von Koch que la va construir per primer cop I'any 1904.

- Iniciador: segment inicial [0,1].

(Iteraci6 0)

- Generador: Primera iteracio del procés (copies escalades de I'iniciador).

(Iteracié 1)

- Regla generadora: reemplacar el segment original per quatre nous segments,
cadascun de longitud 1/3 de la longitud original.

Anem a fer la segona iteracio:
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(Iteraci6 2)



Ara repetim el procés amb els 4% = 16 segments

(Iteracio 3)

| aixi successivament
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(Iteracio 4)

Fins a I'infinit................

Observem que hi ha autosemblanca, una de les caracteristiques que hem indicat, també es
genera de manera iterativa o recurrent, i falta veure si compleix I’altra caracteristica dels fractals,
que la seva dimensio sigui no entera.

Calcularem la dimensi6 topologica i la de Haudorff, tenim que:
D, =1 igual que qualsevol recta del pla.

Mentre que si observem la figura al limit:
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s’observen 4 copies d’ella mateixa amb un factor d’ampliacié 3, per tant, tenim que:
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Compleix amb una de les definicions més acceptada dels fractals que diu que un fractal és
aquella figura geometrica autosemblant que té dimensié Hausdorff estrictament superior a la seva
dimensio topologica.

Dy > D;

Per tant, es pot concloure que la corba de Koch és un fractal.

Com acabem de veure, la seva dimensié Hausdorff és 1,26186...., el que ens diu que la seva
dimensio topologica, en ser una figura de longitud infinita és superior a la d’una recta que sabem
que és 1, perd en cap moment arriba a 2 que és la dimensié d’un pla, perqué no 'omple.

Sovint es considera en forma de corba tancada i s’anomena floquet de neu.
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Floc de Koch
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Floch de Koch amb les succesives iteracions

Que com podem veure esta formada per 3 corbes de Koch
Com exercici calcularem la dimensi6 de Hausdorff d’alguns dels fractals més coneguts i veurem

si compleixen o no amb Dy > Dy.



