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Abstract

A single-valued solution for cooperative games suggest how to allocate what all agents
can get if they cooperate. In this work, we analyze which of the most important solutions
satisfy certain rationality and/or monotonicity properties. In particular we study the
behavior of well-known solutions such as the Shapley value, the prenucleolus, and the
per-capita prenucleolus regarding the core selection property and monotonicity properties
such as coalitional monotonicity. Core selection imposes that whenever it is possible,
the recommendation made by a solution should not give incentives to individual agents
or any coalition to break cooperation. It is for this reason that we consider it as a
rationality property. On the other hand, coalitional monotonicity requires that as long as
one coalition becomes stronger (and the value of the rest of coalitions does not vary), no
member of the coalition is strictly worse off. We show how the imposition of these two
properties will make it impossible to find a solution that satisfies both. Next, we relax
the monotonicity property to aggregate monotonicity. This property demands that if the
coalition of all players becomes stronger (while the value of the rest of coalitions remains
the same), no agent is strictly worse off. In this case, not only the per-capita prenucleolus
satisfies both properties, but also a whole set of solutions does, of which we study its
geometry. Finally, we define a new monotonicity property, weak coalitional monotonicity,
and we leave the door open to a future study of whether or not it is compatible with core
selection.

Resum

Les solucions puntuals dels jocs cooperatius recomanen com repartir allo que els agents
poden obtenir si cooperen. En aquest treball, fem una analisi sobre quines de les solucions
més importants satisfan certes propietats de racionalitat i/o monotonia. En particular,
estudiem el comportament de solucions ben conegudes com sén el valor de Shapley, el
prenucleolus i el prenucleolus per-capita respecte de la propietat de seleccié del core i de
propietats de monotonia com la monotonia coalicional. La propietat de seleccié del core
imposa que sempre que sigui possible, la recomanacié feta per una solucié no ha de donar
incentius als agents individuals ni a cap coalicié a anar per lliure, és a dir, a trencar la
cooperacié. Es per aquest motiu que la considerem una propietat de racionalitat. En
canvi, la propietat de monotonia coalicional requereix que sempre que una coalicié es faci
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més forta (mentre que el valor de les altres coalicions no varia), cap membre de la coalicié
surti perdent. Veiem com la imposicié d’aquestes propietats impossibilitaran trobar una
solucié que compleixi les dues. Llavors, relaxem la propietat de monotonia per introduir
la propietat de monotonia agregada. Aquesta propietat demana que si la coalicié de tots
els jugadors es fa més forta (i el valor de la resta de coalicions es manté igual), cap agent
surti perdent. En aquest cas, no només el prenucleolus per-capita satisfa la combinacié
de selecci6 del core i monotonia agregada, siné que tot un conjunt de solucions ho fa,
del qual n’estudiem la geometria. Finalment, definim una nova propietat de monotonia
coalicional, la monotonia coalicional debil, amb la qual deixem la porta oberta a un estudi
futur quant a si és o no compatible amb la seleccié del core.
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Introduccio

La cooperacié esta molt present en el dia a dia de les persones. Al llarg de la historia
els humans ens hem adonat que tenim metes comunes, ideals que compartim i que volem
arribar a aconseguir. Llavors, per queé no actuar conjuntament per tal d’assolir aquests
objectius? La cooperacié entre persones, la posada en comu d’idees i 'actuacié conjunta,
han permes assolir sempre uns nivells de raonament superiors als que es poden obtenir de
manera individual i, d’aquesta manera, pensar en solucions als problemes des de diversos
punts de vista que només fan que ampliar el ventall de possibles decisions i millorar
els resultats finals. Per tant, i ara economicament parlant, la cooperacié entre agents
econdmics que pretenen maximitzar el seu benefici permet generar uns guanys i/o reduir
uns costos que poden arribar a ser de gran escala. D’aquesta manera, es creen uns
incentius a la cooperacié en els agents que fan que estiguin disposats a ajuntar forces.

Tot i aixi, la cooperacié no és perfecta i també crea maldecaps. Aquest augment en els
beneficis genera després una qiiestié dificil de resoldre: el repartiment dels guanys. Com
es distribueixen aquests beneficis entre els agents participants en la cooperacié? S’ha de
fer un repartiment del guany a parts iguals? O bé el que més ha aportat a la cooperacié
ha de guanyar més que la resta? Quina és la solucié més justa? La resposta a aquestes
preguntes les dona la teoria de jocs cooperatius.

La teoria de jocs és una area molt recent de la matematica que neix fonamentalment
amb V'obra Theory of Games and Economic Behavior de John von Neumann i Oskar
Morgenstern (1944). S’encarrega principalment de I'estudi de models d’interaccions es-
tratégiques entre individus racionals (els “jocs”) i ajuda a comprendre més la conducta
humana pel que fa a la presa de decisions. Tracta d’analitzar aquestes situacions entre
agents i intenta donar solucions als problemes que planteja.

Una de les branques de la teoria de jocs, la teoria de jocs cooperatius, s’encarrega de
I’analisi de les situacions en que els agents actuen de manera conjunta, és a dir, quan
formen coalicions. Suposa que la cooperacid entre aquests agents es produeix a causa de
la possibilitat d’obtenir uns beneficis superiors si actuen de manera conjunta que si no
ho fan, o bé a causa de I'existéncia d’acords vinculants entre agents que provoquen con-
seqiieéncies negatives en qui trenca aquests acords. Sén, per tant, situacions que propicien
el comportament cooperatiu entre els agents. La teoria de jocs cooperatius és llavors un
instrument que permet una analisi profunda dels fenomens cooperatius aportant aspec-
tes tant normatius com positius. Com a tal, s’espera que doni resposta a les preguntes
que hem plantejat abans; sobretot a la de: com s’ha de repartir el benefici que s’obté
mitjancant la cooperacié d’'una manera “justa”? Vegem amb un exemple perque aquesta
situacié genera un problema.

Dos agents, 11 2, tenen cada un d’ells un guant de la ma dreta. Uns altres dos agents,
314, tenen un guant de la ma esquerra. El valor en el mercat d’un guant sol és zero i



el valor d’ajuntar dos guants de mans distintes és d’una unitat. Notem que si els quatre
agents cooperen, poden generar un benefici de dues unitats. El problema vendra llavors
a ’hora de repartir-se aquest benefici. Com ho farien? Com hem dit, la teoria de jocs
pretén donar resposta a aquestes situacions. Unes respostes que, evidentment, poden
ser molt diverses. Per exemple, es podria emportar tot el benefici (2 unitats) un dels
agents, pero llavors, per que haurien de participar els altres en la cooperacio si no reben
res a canvi? Clarament, tot agent vol obtenir el maxim benefici per a si mateix. Per
tant, hi ha una parella de jugadors que reben zero amb incentius a formar una parella
de guants i repartir-se’n els guanys (1 unitat), trencant la coalicié amb la resta. Es a
dir, hi ha propostes de repartiment que poden incentivar als agents o grups d’agents a
anar per lliure. La teoria de jocs busca propostes al problema de repartiment i aquestes,
evidentment, seran més estables si es troben dins el conjunt de solucions en que cap dels
individus implicats ni cap coalicié tingui incentius a trencar la cooperacié. Aquest conjunt
es coneix amb el nom de nucli o core.

En I'analisi que fem demanem que les solucions proposades satisfacin que cap agent ni
cap coalicié tingui incentius per a trencar el vincle de cooperacio i, per tant, que siguin
repartiments que es trobin dins el core. Aixi, definim la primera propietat que desitgem
que satisfacin les solucions dels jocs cooperatius, la seleccié del core. La considerem, doncs,
una propietat de racionalitat, ja que busca l'estabilitat en les solucions als problemes de
repartiment dels guanys.

Estudiem també si les propostes o solucions que ens ofereix la teoria de jocs satisfan
certes propietats que anomenem de monotonia. Parlem de propietats de monotonia per-
que, en situacions en que es produeix un augment en el valor d’alguna de les possibles
coalicions o grups d’agents del joc, demanem que els membres d’aquesta coalicié no en
surtin perdent d’aquest canvi, és a dir, que en la solucié proposada al problema de repar-
timent, cap dels implicats en la coalicié augmentada guanyi menys. La combinacié de la
seleccié del core amb les propietats de monotonia és, per tant, un fet desitjable d’aconse-
guir. En aquest sentit, introduim en el treball dues propietats de monotonia. La primera
és la monotonia coalicional. En aquesta propietat demanem que si el valor d’una coalicié
qualsevol del joc augmenta mentre el de la resta de coalicions es manté invariant, llavors
la solucié ha de repartir de manera que els membres de la coalicié que ha augmentat no en
surtin perdent. D’altra banda, la monotonia agregada, més debil que la primera, demana
que si és la coalicié de tots els jugadors la que augmenta en aquest cas, la solucié ha de
repartir de manera que cap agent participant del joc en surti perdent.

Al llarg dels anys, nombrosos estudiosos han aportat el seu coneixement a la teoria de
jocs, fent propostes de distribucié concretes per als jocs cooperatius. En aquest treball
introduim tres d’aquestes solucions ben conegudes dels jocs cooperatius: el valor de Sha-
pley, introduit per Lloyd Stowell Shapley (1953), Premi Nobel d’Economia de 2012; el
prenucleolus, enunciat per David Schmeidler (1969); i el prenucleolus per-capita, concepte
introduit per Jeffrey Harlow Grotte (1970).

Fem una analisi del seu comportament respecte de la propietat de racionalitat i les
propietats de monotonia que hem comentat. Provem que el valor de Shapley satisfa les
propietats de monotonia perd no la de racionalitat. Veiem com el prenucleolus satisfa
la seleccié del core, perd en canvi, no satisfa les de monotonia. I demostrem que el
prenucleolus per-capita satisfa tant la seleccié del core com la monotonia agregada, tot
i que no satisfa la monotonia coalicional. Veiem, de fet, com la monotonia coalicional
no és compatible amb la seleccié del core en jocs de quatre o més jugadors (Young,
1985; Housman i Clark, 1998). A més del prenucleolus per-capita, hi ha altres solucions



que satisfan ambdues propietats, seleccié del core i monotonia agregada, tot un conjunt
de solucions. El core monotonic agregat d’'un joc és el conjunt de repartiments que
aquestes solucions poden seleccionar. Aquest nou conjunt té una geometria particular
que estudiem, juntament amb la relacié que té amb el core. Arribem a veure també
que, en determinats casos, el core i el core monotonic agregat coincideixen, donant una
condicié necessaria i suficient perque ho facin.

En el Capitol 1 establim les bases per a tractar I’estudi dels jocs cooperatius. Introduim
els principals conceptes de la teoria de jocs cooperatius: el core, aixi com les solucions
puntuals. En presentem tres de les més conegudes: el valor de Shapley, el prenucleoulus i el
prenucleolus per-capita. En el Capitol 2 enunciem la propietat de racionalitat, la seleccid
del core, i la primera de monotonia, la monotonia coalicional. Veiem que, tot i que algunes
de les solucions que coneixem satisfan alguna d’aquestes propietats, la combinacié entre
elles dona pas a impossibilitats. En el Capitol 3, introduim la propietat de monotonia
agregada. Combinant aquesta propietat amb la de seleccié del core, demostrem que el
prenucleolus per-capita satisfa les dues i, de fet, no és I'inica solucié que ho fa. Ens
trobarem amb tot un conjunt de solucions que satisfan ambdues propietats i del qual
n’estudiem la geometria. Per ultim, en el Capitol 4 definim una tercera propietat de
monotonia, la monotonia coalicional debil. La definicié juntament amb una serie de
resultats que poden ser 1itils, estableixen una base de cara a un possible estudi futur
d’aquesta nova propietat, tot seguint amb ’afany de voler combinar-la amb la selecci6 del
core, aixi com hem fet durant tot el treball.



Capitol 1

Jocs cooperatius: el core i les
solucions puntuals

En aquest primer capitol tractarem les principals definicions de conceptes i diversos
resultats sobre la teoria de jocs que anirem utilitzant al llarg del treball. D’aquesta
manera, ens ajudaran a fixar la notacié basica que farem servir.

1.1 Que és un joc?

La teoria de jocs és una area de la matematica aplicada que s’encarrega d’estudiar
models d’interaccions estrategiques entre agents racionals. Aquests models son el que es
coneixen normalment amb el nom de “jocs”, i els agents racionals, encarregats de prendre
decisions, sén els anomenats “jugadors”.

La teoria de jocs neix amb el llibre de Von Neumann i Morgenstern (1944), on ja es fa
referencia al fet que 'estudi es pot enfocar des de dues perspectives que cal diferenciar:
la teoria de jocs no cooperatius i la teoria de jocs cooperatius.

1. Teoria de jocs no cooperatius. La primera branca considera que tots els jugadors
prenen decisions de manera individual i actuen en funcié d’un ventall d’opcions
anomenades estrategies. Que estiguin actuant de manera individual implica que no
es posen d’acord amb altres jugadors i, per tant, que només actuen en funcié del
seu propi interes. Tot i aixo, la utilitat o benestar que un agent obté depen de les
decisions que prenen els altres agents. Aquesta és la caracteristica fonamental per
anomenar jocs a aquestes situacions. En aquests casos, llavors, la millor decisié
possible pot dependre del que els altres agents involucrats en el problema decideixin
fer. Una altra conseqiiencia és que la impossibilitat de posar-se d’acord amb altres
jugadors implica que, en segons quines circumstancies, el jugador no pot saber si la
decisié que pren és la decisié optima, ja que aquesta depen de la resta de decisions
dels altres jugadors.

2. Teoria de jocs cooperatius. Aquesta segona branca considera que els jugadors
actuen de manera conjunta entre ells, formant grups que s’anomenen coalicions.
Aquestes coalicions es formen a causa de situacions externes que propicien un com-
portament cooperatiu entre els jugadors, incentivant-los amb uns guanys majors si
prenen decisions de manera conjunta que si no ho fan; o bé de la possibilitat que



estableixin acords vinculants, és a dir, aquells en que les conseqiiencies de trencar-
los provoquin perdues més grans en qui ho faci que els guanys de fer-ho, de vegades
per lexistencia de multes o castigs en els mateixos. En aquesta segona branca de
la teoria de jocs es posa el focus en com s’han de repartir els guanys de la coopera-
cid, i no pas en quines sén les “millors” decisions, ja que suposem que les coalicions
d’agents simplement escullen aquelles combinacions d’accions millors pel grup.

En aquest treball que ens ocupa, ens centrarem en la branca de la teoria de jocs
cooperatius.

1.2 Els jocs cooperatius i el core d’un joc

Un cop hem fet la distinci6 entre els dos grans ambits d’estudi de la teoria de jocs i ja
centrant-nos només en la branca dels jocs cooperatius, hem de fer una altra classificacié
d’aquests tipus de jocs.

1. Jocs cooperatius d’utilitat no transferible. En els jocs d’utilitat no transferible o
jocs-NTU, encara que s’assumeix la possibilitat de crear acords vinculants entre
agents, la transferencia d’utilitat no és possible entre ells.

2. Jocs cooperatius d’utilitat transferible. En els jocs d’utilitat transferible o jocs-TU,
en canvi, s’assumeix que la utilitat és transferible. Es a dir, un agent pot transferir
utilitat a un altre. Una simplificacié comuna d’aquests tipus de jocs es dona quan els
agents o les coalicions es reparteixen diners, que es poden transferir d’un agent a un
altre facilment. En un joc-TU, una coalicié rep tota la utilitat dels seus membres en
una sola transferencia, i després queda per decidir com redistribuir aquesta utilitat
entre els membres.

En aquest treball, tractarem exclusivament els jocs d’utilitat transferible. Dues re-
ferencies importants en jocs cooperatius sén Rafels et al. (1999) i Peleg i Sudhélter
(2007).

A partir d’ara, considerem N = {1,2,...,n} el conjunt finit d’agents, que anomenem
jugadors i que deixem fixat. Com ja hem comentat, en els jocs cooperatius es formen grups
de jugadors amb ’objectiu de cooperar entre ells i treure un benefici comu d’aquesta unié.
Aquests subconjunts de jugadors, que representem per lletres majascules S, T, R, ...,
s’anomenen coalicions. En cas de voler denotar el nombre de jugadors de la coalicid,
ho representem mitjancant la lletra mintdscula corresponent. Per exemple, per denotar
la cardinalitat del conjunt S, ho fem com |S| = s. I si el que ens interessa és denotar
el conjunt de totes les coalicions d'un joc d’N jugadors, ho fem com 2V, les parts del
conjunt N. Observem que el conjunt 2%V esta format per totes les possibles coalicions que
poden formar els jugadors de N. Seguint aquestes directrius,

Definicié 1.2.1. Un joc cooperatiu d’utilitat transferible és un parell ordenat (N,v)
on N ={1,2,...,n} és el conjunt de jugadors i v és una funcid, anomenada funcié carac-
teristica. Aquesta funcid associa a tota coalicié un valor numéric real, és a dir, v(S) € R,
per a qualsevol S C N. Aleshores:

v: 2V R



Per conveni, en tot joc cooperatiu el valor de la coalicid buida sera 0, és a dir, v(()) = 0.

A partir d’ara, denotem per G al conjunt de tots els jocs amb conjunt de jugadors
N. A més, en cas que no hi hagi confusié i com que tenim el conjunt de jugadors fixat,
denotem el joc (N, v) simplement per v.

Com ja hem comentat, en els jocs cooperatius d’utilitat transferible, el problema con-
sisteix en proposar repartiments del benefici de la cooperacié entre els jugadors, v(INV).
Es a dir, assumirem des del principi que es forma la coalici6 total i avaluarem si aquesta
hipotesi és solida o no. Per fer-ho, imposarem condicions o propietats que desitgem que
es compleixin i veurem si és possible.

Una distribucid, que representarem com un vector de R", x = (z1,...,x,), associara
un nombre real z; a cada jugador ¢ € N, que representa la quantitat assignada a ¢ segons
la proposta x. El conjunt de totes les distribucions eficients, és a dir, que distribueixen la
totalitat del que s’obté si tota la societat o conjunt d’agents coopera, s’anomena conjunt
de preimputacions del joc. La condici6 d’eficiéencia (o optimalitat de Pareto) que
acabem d’esmentar imposa que ) ;. y T; = v(N). Es a dir, direm que una distribucié
r € R" és eficient si compleix ) ;. y2; = v(IN). Si repartissim més que el que poden
obtenir, és a dir, més que v(NN), no seria factible. Mentre que si repartim menys que v(N),
és facil trobar distribucions factibles on tothom esta millor. A més a més, per x € R™ i
S C N, denotem per z(S) = >, g =i, la quantitat que x reporta a la coalicié S. Definim
ara el conjunt de preimputacions.

Definicié 1.2.2. El conjunt de preimputacions d’un joc v € GV, que denotarem com
I*(v), és

I*(v) := {x ER"|z(N) =) x; = U(N)} .

€N
Notem que aquest conjunt és sempre no buit, i és, de fet, un hiperpla de R™.

També s’ha de pensar que cap jugador esta disposat a participar en la gran coalicié si en
aquesta guanya menys que estant ell sol. Llavors, anomenarem principi de racionalitat
individual a la condicié en que el que es distribueix a cada jugador sigui, com a minim,
igual al seu valor individual, és a dir, z; > v(i) Vi € N D Incorporant aquesta condicié a
la d’eficiencia, es genera un altre conjunt:

Definicié 1.2.3. El conjunt d’imputacions d'un jocv € GV, que denotarem com I(v),
és
I(v) :={zeI"(v)|z; >v(i) Vi e N}.

El conjunt d’imputacions el formaran, per tant, totes aquelles distribucions que siguin
eficients i que compleixin la propietat de racionalitat individual. Notem ara que el conjunt
de les imputacions, al contrari que el conjunt de les preimputacions, si que pot ser buit.
Una condicié necessaria i suficient per a que I(v) # 0 és que >,y v(i) < v(V).

Encara introduirem una propietat més abans de definir el core del joc, un dels conceptes
més importants dels jocs cooperatius. Direm que una distribucié satisfa el principi de
racionalitat coalicional si assigna a cada coalicié almenys allo que aquesta es pot
assegurar sense la col-laboracié de la resta de jugadors, és a dir, una distribucié x € R"”

!Si no hi ha confusié, notarem les coalicions com {ij}, {ijk},... en lloc de {4,5},{4,4,k},.... De la
mateixa manera, notarem v(z), v(ij), ..., en lloc de v({i}),v({%,5}),..--



és coalicionalment racional si per a tota coalici6 S € N es compleix » , .gx; > v(S5).
Observem que, evidentment, racionalitat coalicional implica racionalitat individual, pero
no a la inversa. Amb aquesta propietat, podem definir un tercer conjunt amb el qual
treballem molt al llarg de tot el treball: el nucli o core d’un joc, introduit per Gillies
(1953).

Definicié 1.2.4. El core d’un joc v € GV, que denotarem com C(v), és

Cw):={x e I"(v) ]| z(S) >v(S) VS C N}.

El core, llavors, esta format per totes aquelles distribucions que satisfan eficiencia i
racionalitat coalicional. El core d’un joc cooperatiu agrupa totes aquelles distribucions
en que cap coalicid té incentius a trencar la cooperacid, és a dir, descriu els repartiments
que preserven la cooperacié. Aixi, les distribucions que es troben dins el core representen
I’estabilitat en la cooperacid. Llavors, fora d’aquest conjunt queden totes aquelles distri-
bucions que farien que algun agent preferis desvincular-se de la resta de jugadors, ja que
s’adonaria que, actuant pel seu compte, obtindria més benefici.

Vegem un exemple d’un joc cooperatiu senzill i trobem-ne el seu core:

Exemple 1.2.5. Considerem el joc amb conjunt de jugadors N = {1,2,3} i amb la
segiient funcié caracteristica:

v(l)=v(2)=v(3) =0,v(12) =v(13) =1, v(23) =0, v(123) = 1.
Si imposem les propietats que ha de complir el core, obtenim el conjunt segiient:
C(v) = {(z1,72,23) | ;1 +22+23 = 1,71, 22,3 > 0,21 +72 > 1,21 +23 > 1,22 +73 > 0}.

Observem que, la condicié d’eficiencia, x1 + x2 + 23 = 1 imposada sobre les desigualtats
corresponents a coalicions de dos jugadors implica:

T1+x9>1 <= 23<0,
r1+ 2321 <= 29 <0,
To+x3 >0 <— 11 <1

Cap d’aquestes desigualtats pot ser estricte per eficiencia i, per tant, la distribucié
x = (1,0,0) és I"inica del core.

A continuacié, representem en la Figura el core del joc v en el triangle de les
imputacions

2El triangle de les imputacions és el tros de hiperpla d’eficiencia en qué z1, z2,z3 > 0, representat en
dues dimensions.



Figura 1.1: Triangle de les imputacions del joc v. El core del joc esta representat en
vermell.

En aquest exemple, el core del joc consisteix en un tnic punt; pero també ens podem
trobar amb cores més grans o cores buits. Passem ara a definir que entenem com a solucié
puntual d’un joc cooperatiu.

1.3 Solucions puntuals dels jocs cooperatius

Malauradament, el core d’un joc pot presentar alguns inconvenients: pot ser buit, i a
més, no distingeix entre distribucions que hi pertanyen. En canvi, s’espera que la teoria
de jocs ens ajudi a trobar una proposta de distribucié concreta, que assigni a cada jugador
una part del que la societat pot obtenir si coopera. Passem ara a definir que entenem per
solucié puntual d’un joc cooperatiu.

Definicié 1.3.1. Una solucié puntual en GV és una funcié o : GN — R™, que assigna

a cada joc v € G un vector a(v) tal que a(v) € I*(v).

Llavors, una solucié puntual és un procediment que assigna a cada joc cooperatiu un
vector de R, a(v) = (a1(v),...,an(v)), on a;(v) indica el pagament al jugador i, i tal



que el guany total sigui totalment distribuit entre els jugadors, és a dir, que la distribucié
sigui eficient.

1.3.1 El valor de Shapley

Una de les solucions puntuals més ben conegudes i estudiades és el valor de Shapley,
introduit per Lloyd Shapley (1953), Premi Nobel d’Economia de 2012. Abans de definir-
lo, introduim un concepte que ens sera 1til per a entendre més bé aquesta solucié tan
important.

Definicié 1.3.2. Sigui v € GV un joc cooperatiu. Donada una coalicic S C N i un
Jugador i ¢ S, anomenarem contribucié marginal del jugador i a la coalicid S al valor

v(SU{i}) — v(S).

Fent servir la idea de contribucié marginal, definim el valor de Shapley:

Definicié 1.3.3. Sigui v € G un joc cooperatiu d’utilitat transferible. El valor de
Shapley ¢(v) = (¢1(v),...,dn(v)) d’aquest joc és:

i(v):= Y AS)(SULi}) —u(S)] VieN,

SCN\{i}

on’y(S):MperatotaSgN.

n!

El valor de Shapley reflecteix la idea de tenir en compte les diverses contribucions
marginals dels jugadors. Pero, per aquest motiu, no es pot assegurar que el valor de
Shapley es trobi sempre dins del core i, de vegades, pot no ser ni tan sols una imputacio.

Exemple (Revisitat). Recuperem el joc de ’'Exemple i calculem-ne el valor
de Shapley per il-lustrar-ho. Utilitzant la férmula del valor de Shapley donada en la
Definici6 [1.3.3]

B1(0) = & v(1) + ¢ - (0(12) — (@) + 5 - (0(13) — 0(3) + ¢ - (v(123) — 0(23))
=20 (1= 0) 42 (1= 0) 4 5 (1-0)
111 4
“57673 @

¢2(’U)=é,

¢3(U):é-

Es a dir, ¢(v) = (%, é, %) Observem que aquesta distribucié no es troba dins el core, ja
que precisament, el core d’aquest exemple consistia en un sol punt, que no coincideix amb
el valor de Shapley.

Aixi, el valor de Shapley, que és la solucié puntual més coneguda dels jocs cooperatius,
té un petit inconvenient: pot no trobar-se dins del core del joc i, per tant, patir d’algun
problema d’estabilitat o racionalitat. Amb el pas del temps, van sorgir altres solucions
puntuals. Entre d’elles, ens trobem una solucié que, al contrari que el valor de Shapley,
selecciona sempre distribucions que es troben a dins el core. Aquesta solucié tan important
es coneix amb el nom de prenucleolus (Schmeidler, 1969).



1.3.2 El prenucleolus

Abans de donar una definicié formal del prenucleolus, necessitem introduir una serie
de conceptes que seran clau per a entendre’n el funcionament. Introduirem a continuacié
el concepte d’excés d’una coalicié respecte d’una distribucié.

Definicié 1.3.4. Sigui v € GN un joc cooperatiu, l'excés d’una coalicid S respecte
d’una distribucio x € R™ és la diferéncia entre el valor d’una coalicid i el que rep per la
distribucio, és a dir,

e(S,x) =v(S) — z(9).

Si observem aquesta definicié d’excés, veurem que la podem entendre com una expres-
si6 de la insatisfaccid de la coalicid, ja que estem fent la diferencia entre el valor que pot
obtenir gracies a la cooperacié dels membres de la coalicié i el que li assigna la distribu-
cié z. Notem també que aquests excessos poden ser positius o negatius. Si un excés és
positiu, sera una queixa directa de la coalicié; pero si és negatiu pot ser interpretat com
una mesura de com és de satisfactoria x per a la coalicié S. Llavors, un excés més gran
indica un grau d’insatisfaccié major. Per aix0, passarem a continuacié a ordenar aquests
excessos de forma decreixent. Un cop ordenats els excessos, haurem construit un vector,
que anomenarem vector d’excessos.

Definicié 1.3.5. Donat un joc cooperativ v € GN i una distribucid = € R™, el vector
d’excessos O(x) € R?" sera

O(z) = (e(S,x))scw,
amb O(x) > Opy1(x) per a tota k= {1,...,2" —1}.

Llavors, donada una proposta de distribucié z, el vector d’excessos representa les
queixes que presenten les coalicions contra x, comencant per la queixa més gran, després
vindra la 2a més gran, i aixi successivament. A continuacid, ens interessara comparar
distribucions, i ho farem comparant els corresponents vectors d’excessos fent servir ’ordre
lexicografic, que passem a definir a continuacié.

Definicié 1.3.6. Siguin x = (z1,...,%y) 1y = (Y1,-..,Yn) dos vectors de R™. Direm que
x €s lexicograficament menor que y, i ho denotarem com

T <iex Y,
si existeix un k € {1,...,n} tal que

T < Yk

T = Y; V’iE{l,...,k—l}.

També direm que x €s estrictament lexicograficament menor que y, i ho denotarem com

T <lex Y,

si existeiz un k € {1,...,n} tal que
Tk < Yk

T = Y; \V/’iG{l,...,]{?—l}.
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El que fem llavors és comparar les primeres components dels dos vectors. Si sén iguals,
es comparen les segones components, i aixi es segueix fins que es troben dues components
diferents. El vector lexicograficament menor sera aquell que tingui dita component més
petita.

Un cop introduits aquests conceptes previs, estem en posicié de definir una altra de
les solucions puntuals més importants i que tractarem més al llarg del treball: el pre-
nucleolus. Prenent com a referéncia el conjunt de les preimputacions, serem capacos de
definir-lo. Vegem-ho:

Definicié 1.3.7. Sigui v € GV un joc cooperatiu. El prenucleolus és la preimputacid
v* e I*(v) tal que
OW") <iex O(z) VY € I"(v).

El prenucleolus sera llavors aquella preimputacié que sigui preferida a totes les al-
tres preimputacions mitjangant comparacié lexicografica d’excessos ordenats de forma
decreixent. Observem que mentre que el valor de Shapley distribueix d’acord amb les
contribucions dels agents, el prenucleolus obeeix el principi de minimitzar les queixes més
grans.

Anem a veure a continuacié que el prenucleolus existeix i és unic.

Teorema 1.3.8. Sigui v € G un joc cooperatiu. Llavors el prenucleolus existeiz i és
unic.

Per a poder realitzar la demostracié d’aquest teorema, utilitzem el Teorema de Weies-
trass i el Teorema local-global de les funcions convexes. Aquests dos resultats, juntament
amb les seves demostracions, els podem trobar a 'apéndix del treball. Igualment, en fem
referencia en el moment d’utilitzar-los en la demostracié que estem a punt de comencar.
Un cop llegides i enteses les eines necessaries, podem passar a demostrar I'existencia i la
unicitat del prenucleolus.

Demostracid. Suposem que v € GV és un joc cooperatiu i sigui I*(v) # ). Considerem
el conjunt segiient:

vi(v) = {z € I'(v) | O(z) <iex O(y) Yy € I"(v)}.

Per provar-ne 'existéncia, veurem que aquest conjunt que acabem de definir és no buit.
Sigui x € I*(v) i considerem ara la funcié

01(x) := max{ly(z),la(x),... ,lon(z)},

on l;(z) = e(S;,x) i on S; és la coalicié i. Aquesta funcié 61 (z) és un maxim de funcions
lineals i, per tant, és continua i convexa.

Ara, sigui y € I*(v) una preimputacié arbitraria, i sigui p = maxgcne(S,y). Definim
ara un nou conjunt,

X ={xel"(v)]|e(S,z)<uVSCN}.

Evidentment, si v*(v) existeix, pertany a X. Vegem-ho: suposem que no és aixi, és a
dir, que v* = z 1 z ¢ X. Aleshores, existeix algun S C N tal que e(S,z) > u. Aquest
fet implica que la primera component del vector d’excessos O(z) és major que la primera
component del vector d’excessos O(y), que és exactament pu. Per tant, y <je, z, pero
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aquest fet entra en contradiccié amb v* = z, és a dir, que z no seria la preimputacié
preferida a les altres per comparacié lexicografica d’excessos.

A continuacié, ens cal veure que el conjunt X que hem definit és no buit, tancat,
convex i afitat. Observem que X és clarament no buit, ja que y € X. Que X sigui
tancat també és clar, perque un conjunt de R™ no buit i definit per desigualtats lineals
no estrictes cada una d’elles, és tancat.

Vegem ara que és convex. Es a dir, volem veure que per z,z € X i A € [0, 1], llavors
Az + (1 — A\)z també pertany a X. Per tant, sabem que e(S,z) = v(S) — z(S) < p i que
e(S,z) =v(S) — 2(5) < u, per a tot S C N. Ara,

e(S, Az + (1= \)z2)

v(S) — Az + (1 = XN)2)(S)

v(S) — Az(S) + (1 — N)z(9)

Av(S) 4+ (1 = XNv(S) — Az(S) + (1 — N)2(S)
= (A

AL

v(S) = Az(S)) + ((1 = A)v(S) + (1 = A)=(9))
+ (1= Np=p,

IN

amb el que provem que Ax + (1 — \)z pertany a X. Per tant, X és convex.

Comprovem per ultim que el conjunt és afitat. Sigui z € X,

si § = {i},
v(i) —x; < p <= x; >v(i) — p,
isi §S=N\{i},
x; =v(N) — Z z; <v(N) — Z () = ).
JEN\{i} JEN\{i}
Per tant,

o) —p<m <oN)— 3 () - n),
JEN\{i}

amb el que provem que X és afitat, ja que al ser no buit, és clar que

(i) = p < o(N) = > (v(F) — p).
Je\{s}

Un cop vist que el conjunt X és no buit, convex i compacte, podem aplicar el Teorema
de Weierstrass (Teorema a la funcié 0 (x) definida sobre el conjunt X i obtenim que
existeix un minim de 0 (x). Apliquem també el Teorema local-global de funcions convexes
(Teorema a la funcié 0 (z) definida sobre X i obtenim que el conjunt on s’assoleix
aquest minim, anomenem-lo X!, és convex. Aquest conjunt X' també és compacte, ja
que les funcions continues envien compactes a compactes (Teorema .

Observem ara que el valor que pren 6 sobre X' és constant, i hi ha d’haver almenys
una funcié l;, que sigui constant sobre X!. Per veure aquest fet, suposem que hi ha
k funcions, l;,...,l;, que assoleixen el minim de #;(x) (les k primeres) i suposem que
cap és constant sobre X!. Llavors, cada una té un punt z; € X! perai = 1,...,k,
on li(z;) > minger(y)(01(z)) = C. A més, l;(z;) > C, si i # j. Prenent el punt

z = %Z?Zl zj, que és combinacid lineal convexa de z1,...,z2, 1 per la linealitat de les

12



funcions, l;(z) > C per ai = 1,...,k, en contradicci6 amb el fet que, per convexitat de
X! ze XN

Considerem llavors una funcié 02(x) com la d’abans pero traient-li /;;. Aplicant una
altra vegada els Teoremes de Weierstrass i local-global de funcions convexes (Teoremes
sobre aquesta nova funcid, aconseguim minimitzar 0s(x) sobre X 1'i obtenim un
conjunt X? de minims amb X2 C X!, convex, compacte i no buit amb almenys una funcié
l;, constant sobre ell.

Iterant aquest procediment 2" — 1 vegades, obtenim un conjunt X* tal que
X*Cc...cXx'cx

i que és convex, compacte i no buit.

: per construccié de X*, Vo € X*,

~—

Vegem ara si efectivament, X* = v*(v
91 (JI) < 91

(92(1') < (92
O3(z) < 03

y), Vy € X\ X',
y), Yy € X"\ X2,
y), Yy € X\ X?,

~—~ o~

c ey

on en fz(x) < O2(y), 61 és constant; en f3(x) < O3(y), 2 és constant; i aixi successivament.
Per tant, O(z) <, O(y) Yy € I*(v). I a més, tot element que no pertanyi a X* no
pertany a v*(v). Llavors, efectivament X* = v*(v).

.. . . , 1. 2
Vegem-ne la unicitat: Si hi hagués dos elements X* i X* en X*, els excessos de
1 . . 2 . . . .
X* serien iguals als excessos de X* , i, en particular, tots els excessos de les coalicions
individuals també serien iguals. Es a dir, que serien exactament el mateix punt. O

Si pensem en la definicié del core, observem que les distribucions z que hi pertanyen
compleixen z(S) > v(S) VS C N. Aquest fet ens dona una caracteritzaci6 de les distri-
bucions del core, ja que aquestes sempre compliran que e(S,z) < 0 VS C N. Per aixo,
quan es comparen vectors d’excessos, qualsevol distribucié que es troba a fora del core és
pitjor que qualsevol de dins, ja que una distribucié que es trobi a fora del core té almenys
un excés positiu i, en canvi, un punt del core té tots els excessos negatius.

Llavors, el prenucleolus és una solucié puntual que, donat un joc, ens seleccionara una
distribucié tal que:
(1) sempre es pot definir, ja que I*(v) # ), i a més, és una preimputacio,

(2) si el core és no buit, selecciona una distribucié d’aquest (vegeu també el Teorema

E1d).

(3) és el punt que minimitza les queixes de les coalicions.

Exemple (Revisitat). Un cop feta aquesta caracteritzacié del prenucleolus, si
pensem en quina és aquesta distribucié en el cas del joc de I’'Exemple la resposta
és ben senzilla. El prenucleolus del joc v és I'inica distribucié del core, v*(v) = (1,0, 0).

Un cop que sabem que el prenucleolus existeix i és Unic, ens agradaria poder trobar

un metode de calcul explicit d’aquesta solucié. Al contrari que el valor de Shapley, no
tenim una férmula concreta per calcular el prenucleolus d’un joc. Aixi i tot, s’han trobat
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metodes laboriosos pero efectius per al seu calcul. Un d’ells consisteix en la resolucié d’una
seqiiencia finita de programes lineals. Per a més detalls sobre aquest metode, consulteu
Owen (1995). El segon metode, que passem a veure a continuacid, s’anomena criteri de
Kohlberg. Ens serveix per verificar si una distribucié donada és el prenucleolus d’un joc
0 no.

Col-leccions equilibrades i criteri de Kohlberg

El criteri de Kohlberg (Kohlberg, 1971) és un metode explicit per decidir si una
distribucié eficient donada és el prenucleolus d’un joc o no. Aquest criteri fa servir el
concepte de col-leccions equilibrades, que passem a definir a continuacié.

Definicié 1.3.9. Una col-leccid de coalicions C = {Si,..., Sk} €s una col-leccié equi-
librada si existeiven uns valors ag,,...,as, € Ry estrictament positius tals que per a
toti € N,
Z ag; =1,
{jlieS;}

on els nombres ag; son els pesos associats a cada coalicié Sj.

Es a dir, per a cada jugador, la suma dels pesos associats a les coalicions que contenen
aquest jugador és 1. Per tant, perque una col-leccié sigui equilibrada s’ha de complir
aquesta condicid per a tots els jugadors a la vegada, que puguin repartir una unitat
d’esforg entre les coalicions a les quals pertanyen. Fixem-nos per exemple que, qualsevol
col-leccié C que sigui una particié de N, és una col-leccié equilibrada amb pesos tots iguals
al.

Exemple 1.3.10. Sigui N = {1,2,3}. La collecci6 C; = {{1},{23}} és una particié
de N i una col-leccié equilibrada amb pesos a1 = as3 = 1. D’altra banda, la col-leccié
Co = {{12}, {13}, {23}} no és una particié de N, pero és també una col-leccié equilibrada
amb pesos a1y = a3 = Qa3 = %

Observem que, en el cas de col-leccions equilibrades que contenen altres col-leccions
també equilibrades, els pesos associats no sén unics.
Exemple 1.3.11. Sigui N = {1,2,3}. La colleccié C = {{1},{2}, {13}, {23}} és equi-
librada amb pesos a; = a2 = a1z = ay = % o també amb pesos a; = a9z = %
iag = aq3 = 2. Notem que C = {{1},{23}} U {{2},{13}}, és a dir, C conté altres
col-leccions equilibrades i, per aquest motiu, els pesos no sén unics.

Amb el concepte de col-leccié equilibrada, podem definir el de joc equilibrat.

Definicié 1.3.12. Un joc cooperativ v € GV és equilibrat si per a tota col-leccid equili-
brada de N, C = {S1,..., Sk} amb pesos ag,,...,as,, es compleix

k
> as,vu(S;) < v(N).
j=1

Enunciem ara l’equivaléncia entre els jocs equilibrats i els jocs amb core no buit. Aquest
teorema tan important va ser demostrat per primera vegada per Bondareva (1963), pero
el resultat estava en rus. Aixi, quatre anys més tard, Shapley (1967) també va provar-ho;
en aquest cas, en angles. Una versié de la demostracié d’aquest teorema la podem trobar
a Rafels et al. (1999).
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Teorema 1.3.13. Un joc v € GV és equilibrat si i només si C(v) # 0.

Per tant, anomenarem jocs equilibrats al conjunt de tots els jocs amb core no buit, i
els denotarem com BV,

Enunciem a continuacié el criteri de Kohlberg. Per a una demostracié d’aquest resultat
podem consultar Kohlberg (1971) o Owen (1995). Sigui € I*(v). En aquest resultat
i sempre que utilitzem el criteri de Kohlberg, denotarem per ¢ els valors dels excessos
associats a x. Aixi, considerem la serie dels valors dels excessos associats a les diverses
coalicions diferents de les trivials (és a dir, diferents de N i de ) respecte de x, en ordre

decreixent:
el e?, ... k@)

Observem que la quantitat k(x) d’excessos diferents entre si dependra de la preimputacié
x. A més, denotem per B’ al conjunt de coalicions tals que el seu excés és €’. Per tant, B
representa el conjunt de totes aquelles coalicions que tinguin associat I'excés més gran e!.
Seguidament, B2 representa el conjunt de totes aquelles coalicions que tinguin associat el

segon excés més gran 2. I aix{ successivament.

Proposicié 1.3.14. Sigui v € GV un joc cooperatiu i x € I*(v) una preimputacio.
Llavors, x és el prenucleolus del joc v si i només si per a tot 1 < j < k(x)

J

Us

t=1
és una col-leccio equilibrada.

Es a dir, el criteri de Kohlberg caracteritza el prenucleolus d’un joc en termes de
les coalicions d’igual excés. Donada una preimputacié, el criteri demana que s’analitzi en
quines coalicions s’assoleix ’excés més gran. Si la preimputacié donada és el prenucleolus,
aquestes coalicions han de formar una col-leccié equilibrada. A continuacié, el conjunt de
coalicions on s’assoleix el segon excés més gran unit a la col-leccié de coalicions d’excés
maxim haura de formar també una col-leccié equilibrada. Aixi, es segueixen analitzant
successivament les col-leccions de coalicions amb excessos menors unides a les col-leccions
amb excessos majors. Si totes les col-leccions resulten ser equilibrades, la preimputacié
donada és el prenucleolus.

Exemple (Revisitat). Tractem de contrastar que el prenucleolus del joc v de
I’Exemple és (1,0,0) utilitzant el criteri de Kohlberg. Calculem-ne els excessos de
cada coalicié (excepte de les trivials):

Coalicions S | Excessos e(S,z) = v(S) — z(95)
{1} -1
{2}
{3}
{12}
{13}
{23}

oS |lo|Oo | OO
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Ordenem ara els excessos en ordre decreixent:

Excessos Coalicions

{2}
{3}
el=0 | B': ¢ {12}

{13}
| {23}
-1 8 { (1)

Observem que B! és una col-leccié equilibrada amb els pesos que s’indiquen:

B! | Pesos
{2}
{3}
{12}
{13}
{23}

Efectivament, el jugador 1 pertany a les coalicions {12}, {13}. Sumant els pesos corres-
ponents,

N T T N SN

A
2 2
El jugador 2 pertany a les coalicions {2}, {12}, {23}, amb pesos

1+1+1_1
4 2 4

El jugador 3 pertany a les coalicions {3}, {13}, {23}, amb pesos

1+1+1_1
4 2 4
1

I també B! U B? és una col-lecci6 equilibrada si associem el pes 3 a cada coalici6. Com
que les col-leccions sén equilibrades, x és el prenucleolus del joc v, v*(v) = (1,0,0), tal

com voliem comprovar.

1.3.3 El prenucleolus per-capita

Per acabar el capitol, presentem una tercera solucié puntual dels jocs cooperatius.
Amb una serie de lleugeres modificacions sobre el prenucleolus, definirem el prenucleolus
per-capita, concepte introduit per primera vegada per Grotte (1970, 1976).

Abans de definir el prenucleolus per-capita, tinguem present el concepte d’excés per-
capita, similar al concepte d’excés pero calculant-lo en termes per-capita o per membre
de la coalicié. Es a dir, 'excés per-capita d’una coalicié S respecte d’una distribucié x és

v(S) — z(5)
e(S,x) = ———=.
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Per tant, I'excés per-capita ens informa, ja no de la “queixa”’d’una coalicié, sin6 de la
queixa de cada membre de la coalicié o queixa per-capita. Una petita variacié en la
definicié del vector d’excessos fara que puguem considerar el vector d’excessos per-capita
com O(z) € R?" tal que

O(z) = (é(va))Sng

amb O (x) > 644 1(z) amb k = {1,2,...2" — 1}. Es tracta llavors del vector format pels
excessos per-capita ordenats de forma decreixent. Definim ara el prenucleolus per-capita:

Definicié 1.3.15. Sigui v € GV un joc cooperatiu. El prenucleolus per-capita és la
preimputacio v* € I*(v) tal que

O(7*) <iew O(x) Vz € I'*(V).

El concepte és llavors molt similar al del prenucleolus que hem definit en 'apartat
anterior, perod en aquest cas, el prenucleolus per-capita sera la preimputacié que sigui
preferida a les altres mitjancant comparacio lexicografica d’excessos per-capita ordenats
de forma decreixent. A més a més, es pot demostrar, seguint quasi linia per linia la
demostracié del Teorema que el prenucleolus per-capita existeix i és unic.

De la mateixa manera que el prenucleolus, el prenucleolus per-capita és una solucio
puntual que, donat un joc, ens seleccionara una distribucié tal que:

(1) sempre es pot definir, ja que I*(v) # ), i a més, és una preimputacio,
(2) si el core és no buit, selecciona una distribucié d’aquest,

(3) és el punt que minimitza les queixes per-capita de les coalicions.

A més a més, el criteri de Kohlberg es manté i ens serveix, també, per a contrastar si
una preimputacié donada és el prenucleolus per-capita d’un joc o no (vegeu, per exemple,
Derks i Haller, 1999). En aquest cas, s’haura de tenir en compte que les col-leccions de
coalicions que hem de comprovar que sén equilibrades sén aquelles on s’assoleixen els
distints excessos per-capita (que denotarem com &) ordenats de forma decreixent. Feta
aquesta caracteritzacid, podem trobar el prenucleolus per-capita del joc v de I’Exemple

Exemple (Revisitat). Afirmem que el prenuclelous per-capita del joc v és la
preimputacié z = (1,0,0), ja que és I"inic punt del core, és a dir, v*(v) = (1,0,0).
Contrastem aquesta afirmacié utilitzant el criteri de Kohlberg. Calculem els excessos
per-capita de cada coalicié (excepte de les trivials):

Coalicions S | Excessos per-capita é(S,x) = %

{1} -1
{2}
{3}
{12}
{13}
{23}

o | o | oo | O
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Ordenem ara els excessos per-capita en ordre decreixent:

Excessos per-capita Coalicions

{2}
{3}
gl =0 B¢ {12}

{13}
[ {23}
&2 =-1 g {1y

Observem que B! és una colleccié equilibrada amb els pesos que s’indiquen:

B' | Pesos
2} | 1
(8| 1
{12} | 3
{13 | 3
{23} | 1

I també B! UB? és una col-leccié equilibrada si associem el pes % a cada coalici6. Com que
les col-leccions sén totes equilibrades, z és el prenucleolus per-capita del joc v, v*(v) =
(1,0,0), tal com voliem comprovar.

En el capitol segiient estudiem el comportament, tant del valor de Shapley com del pre-

nucleolus i del prenucleolus per-capita, respecte d’una serie de propietats de racionalitat
i de monotonia.
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Capitol 2

Impossibilitat: racionalitat i
monotonia coalicional

Com bé indica el titol del treball i aixi com hem comentat en la introduccio, la idea
principal és estudiar diverses combinacions de propietats de racionalitat i de monotonia
de solucions puntuals en els jocs cooperatius. Llavors, introduirem en aquest capitol la
propietat de racionalitat i la primera de les propietats de monotonia que tractarem.

2.1 La propietat de selecci6é del core

Hem definit els conceptes de solucié puntual i de core d’un joc cooperatiu. Introduirem
ara una propietat en la qual demanarem que la solucié pertanyi al core per a aquells jocs
en que el core sigui no buit. Coneixarem aquesta propietat amb el nom de seleccié del
core, que abreujarem amb les segles SC. La selecci6 del core reflecteix la idea que si és
possible, les solucions han de fer propostes estables des d’un punt de vista racional. Ni
individus ni coalicions han de tenir incentius a trencar la cooperacio, pel fet de poder
obtenir algun benefici addicional si ho fan. Formalitzem-ho:

Definicié 2.1.1. Donada una solucié puntual o : GN — R™, aquesta satisfa la propietat
de seleccié del core, SC, si per a tot joc equilibrat v € BY, a(v) € C(v).

Observem que aquesta propietat ens dona un resultat important en el cas de jocs
cooperatius amb un tnic punt al core, i és que tota solucié que compleixi la propietat de
SC queda totalment determinada. Ara bé, quan un joc tingui més d’un punt en el core
0 quan aquest sigui buit, la propietat de SC no sera suficient per determinar una solucid
puntual.

Passem primer a veure, pero si les tres solucions puntuals importants que hem intro-
duit abans, el valor de Shapley i el prenucleolus i el prenucleolus per-capita, satisfan la
propietat de SC.

Si recuperem I’Exemple del capitol anterior en que calculavem el valor de Shapley
per a un joc, veiem rapidament que el valor de Shapley no satisfa la propietat de seleccio
del core. En el calcul del valor de Shapley d’aquest exemple, que hem fet després de la
Definicio hem obtingut que el valor de Shapley és ¢(v) = (%, %, %) El core, en

canvi, consistia en un sol punt, C'(v) = {(1,0,0)}. Es clar llavors que ¢(v) ¢ C(v).
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En canvi, el prenucleolus si que satisfa aquesta propietat. Vegem-ho:

Teorema 2.1.2. Sigui v € GN un joc cooperatiu i sigui v* el seu prenucleolus. Llavors,
el prenucleolus satisfa la propietat de seleccio del core.

Demostracid. Sigui v € BY un joc equilibrat. Aleshores existeix almenys una distribucié
x € C(v). Llavors, >, g x; > v(S) per a totes les coalicions S € N. Per aixo, e(S,z) =
v(S) = > ieg i <0 per a totes les coalicions S C N.

Suposem ara que v* ¢ C(v). Aleshores, existeix un S C N tal que

v(S) > vi(S) <= e(S,v7) > 0.
€S
Per tant, ©(x) <;., O(r*), ja que l'excés més gran respecte de v* és positiu i, en canvi,
respecte de x és negatiu o zero, en contradiccié amb el fet que v* és el prenucleolus. [

Notem que el prenucleolus per-capita també satisfa la propietat de seleccio del core.
La demostracio es segueix practicament igual a la del Teorema treballant en aquest
cas amb excessos per-capita.

2.2 La monotonia coalicional

Ens interessa estudiar si la propietat de SC, que considerem de racionalitat, és compa-
tible amb altres propietats de monotonia. Enunciem llavors la primera de les propietats
de monotonia i veiem quina classe de resultats, de compatibilitat o incompatibilitat, ob-
tenim quan la combinem amb la propietat de seleccié del core. Passem a introduir la
propietat de monotonia coalicional, que abreujarem també amb les seves segles, M C.

Definicié 2.2.1. Una solucié puntual, o : GV — R", satisfa la propietat de monotonia
coalicional, MC, si per a tot v,v' € GV, tals que existeiz una coalicié T # 0 per la qual
v(T) <V'(T) iv(S) =v'(S) per a tota coalicié S # T, llavors es compleiz a;(v) < a;(v')
per a tot jugador i € T.

El que ens diu aquesta propietat és que si el valor d’una coalicié concreta augmenta
mentre que els valors de totes les altres coalicions es mantenen iguals, llavors el pagament
a cada membre d’aquesta coalicié que ha augmentat no hauria de disminuir. Veiem a
continuacié com el valor de Shapley si que la satisfa.

Proposicié 2.2.2. El valor de Shapley verifica la propietat de monotonia coalicional.

Demostracid. Siguin v,v' € GV tals que v(T) < v/(T) per a alguna coalicié T' # () i
v(S) ='(S) VS # T. Volem veure que ¢;(v) < ¢;(v') per a tota i € T. Siguii € T,

¢i(v) = YT\ DT\ U {i}) —o@T\ DI+ Y 1SS U{i}) —v(S)]

SCN\{i}
S#T\{i}
=T\ {i})[v(T) —o(T\ {i})] + Z Y(S)[W'(SU{i}) — ' (9)]
SCN\{i}
SAT\{i}
< AT\ LH[(T) =o' (T\ {i})] + Z | Y(S)[W'(SU{i}) —'(S)] = ¢i(v),
oy
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on la desigualtat es segueix de v(T) < v'(T). O

Acabem de veure llavors que el valor de Shapley si que verifica la propietat de mono-
tonia coalicional tot i que no verifica la propietat de seleccié del core. Sembla raonable
pensar en la possibilitat de trobar alguna solucié que satisfaci les dues propietats alhora.
Malauradament, per a jocs cooperatius de 4 o més jugadors, aquesta suposicio no és certa,
és a dir, no hi ha cap solucié que satisfaci les dues propietats alhora. Young (1985), va
demostrar aquest resultat en primera instancia per a jocs cooperatius de 5 jugadors o més
i més endavant, Housman i Clark (1998) van arribar a la mateixa conclusié per a jocs de
4 o més jugadors. Formalitzem-ho:

Teorema 2.2.3. Per |[N| > 4, no hi ha cap solucié puntual que satisfaci les propietats
de seleccio del core i de monotonia coalicional.

Demostracié. Ho demostrem per |[N| = 4. Sigui v un joc cooperatiu de 4 jugadors amb
funcié caracteristica:

v(l) =v(2) =v(3) =v(4) =v(12) =v(34) =0, v(N) =2

iv(S) = 1, per a qualsevol altra coalicié restant. Suposem que « és una solucié puntual que

satisfa tant SC com MC. Considerem ara 4 jocs diferents: v!,v? 03, v* amb la mateixa

funcié caracteristica que v excepte per les coalicions segiients: v!(134) = 2, v?(234) =
2, v3(123) = 2, v*(124) = 2. Anem a trobar el core d’aquests jocs. Fem-ho pel joc v3, per
exemple, i la resta de cores es trobaran de manera molt similar.

Suposem que z és una distribucié que es troba en el core del joc v3, és a dir, x € C(v?).
Llavors,

0=234) <zg=0*(N) =21 —29 —23 <V3(N) —03(123) =2 -2 =0 <= 24 =0,

on la primera desigualtat s’obté d’aplicar racionalitat individual; la segona igualtat, d’e-
ficiencia i la segona desigualtat, de racionalitat coalicional. Observem, a més a més, que
r1 =121 +x4 >03(14) =1img =29 + 24 > 0v3(24) = 1. D’on
T+ Ty + 23+ 34 = 2)
Ty = 0
x> 1 :>x1:x2:1,x3:0,
i) Z 1
T3 > 0)

i aleshores, C'(v3) = {(1,1,0,0)}. Analogament,

Cw) ={(0,0,1,1)},

Cw*) ={(0,0,1,1)},

C(v") = {(1,1,0,0)}.
Com veiem, el core d’aquests jocs estan formats per un tinic punt. Per tant, com que hem
dit que « satisfa SC, tenim a(v!) = a(v?) = (0,0,1,1) i a(v3) = a(v?) = (1,1,0,0).

Ara observem que v(123) < v3(123) i que v(S) = v3(S) per a tota S # {123}. Com
que hem dit que « satisfa MC, llavors az(v) < az(v®) = 0. De la mateixa manera,
a;(v) < a;(v*) = 0, per i = 1,2,4. Perd aquest fet és contradiccié amb el fet que a(v) és
eficient. Llavors, o no pot satisfer SC i MC alhora. U
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Amb aquesta demostracié que acabem de veure podem concloure que, en concret, ni
el prenucleolus ni el prenucleolus per-capita satisfan MC en jocs de 4 o més jugadors. Tot
i aixi, en el cas de jocs amb 3 o menys jugadors, el resultat que s’obté quan combinem
aquestes dues propietats és ben distint. Veiem com el prenucleolus si que satisfa SC i MC
(Housman i Clark, 1998; perd no ho demostren, en concret, pel prenucleolus).

Teorema 2.2.4. Per |N| < 3, el prenucleolus satisfa seleccié del core i monotonia coali-
cional.

Demostracié. Ho demostrem per |N| = 3, el cas |[N| < 2 és trivial en comprovar que,
per [N| =2, v*(v) = v(i) + M, per i,j € N. Sigui v un joc cooperatiu de
3 jugadors. Suposem que x és el prenucleolus d’aquest joc. Ara, sigui B; la col-leccié
de coalicions no trivials amb excés maxim. Es a dir, si O(z) = (01(x),...,0g(x)) és el
vector d’excessos ordenat de forma decreixent, llavors By sera la col-leccié de coalicions
no trivials tals que els seus excessos estan col-locats en les primeres posicions del vector
d’excessos (en cas d’haver-hi dues o més coalicions amb el mateix excés maxim); o bé la
coalicié que estigui en primera posici6 (si només n’hi ha una amb excés maxim). Veiem
llavors quina forma pot tenir aquest conjunt Bj.

Suposem que B; ha de contenir una particié de N, o bé que {{12}, {13},{23}} C B;.
Si no és aixi, llavors By ha de ser:

1. una parella {{ij}};

2. dues parelles {{ij}, {jk}};

3. un singleté o un singleté amb parelles que incloguin el singleté {{j}}, {{j},{ij}} o

VAR UIRVLISE
4. dos singletons {{i},{j}} o dos singletons amb la seva unié {{i}, {j}, {ij}}.

En els casos 114, definim y € I*(v) com segueix: y; = x;+€, y; = xj+€iy, = 1 —2¢, on
€ > 0. D’aquesta manera, aconseguim que ¥ sigui eficient. Aixi{, per un € > 0 suficientment
petit, obtenim que O(y) <j. O(x), fet que és contradiccié amb la suposicié que x és el
prenucleolus del joc. En els casos 2 i 3, definim y; = x; —€, y; = v +2¢iy, = 2 —€. De
la mateixa manera i per € > 0 suficientment petit, tenim com abans que O(y) <;e, O(z),
i per tant, contradiccid.

Per tant, podem assegurar que B; sera com un dels casos segiients. Estudiem-los:

Cas 1. Suposem que {{12},{13},{23}} C By. Llavors, e(12,2) = e(13,z) = e(23,z),
amb el que obtenim dues equacions que, juntament amb la condicié d’eficiéncia, ens
generen un sistema de tres equacions amb tres incognites:

v(12) — 21 — 29 = v(13) — 1 — w3
v(12) — 21 — 29 = v(23) — 9 — w3
x1 + x2 + x3 = v(123),
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que té una tUnica solucio:

= % (0(123) + v(12) + v(13) — 20(23))
Ty = % (0(123) + v(12) + v(23) — 20(13))
- % (0(123) + v(13) + v(23) — 20(12)).

Cas 2. Suposem que {{1},{2},{3}} € B;. Llavors, e(1,z) = e(2,z) = e(3,z), amb el que
tornem a obtenir dues equacions. Juntament amb la condicié d’eficiencia obtenim
un sistema que, resolent-lo, té solucié unica:

- % (w(123) + 20(1) — v(2) — v(3))
Ty = % (w(123) + 20(2) — v(3) — (1))
- % ((123) + 20(3) — v(1) — v(2)).

Cas 3. Suposem que B; conté una particié de N diferent de {{1},{2},{3}}, que deno-
tarem, sense perdua de generalitat, com {{1},{23}}. Llavors, e(1,z2) = €(23, )
amb el que, juntament amb l’eficiencia, obtenim dues equacions. Ara, sigui B la
col-leccié de coalicions no trivials que no estiguin en By amb excés maxim, és a dir,
les coalicions on s’assoleix el segon maxim excés.

Suposem que By ha de contenir una particié de N, o bé {{12},{13}} C Bz o bé
{{2},{3}} € Bs. Si no és aixi, llavors Bz ha de ser {{j}} o bé {{1j}} o bé
{{7},{15}}, amb j = 2,3. Definim y; = 21, y; = z; + e iy = 2 —e. Aixi, y
és eficient 1 satisfa e(1,y) = e(23,y) = e(1,x2) = e(23,x). A més a més, per a € > 0
suficientment petit, obtenim que O(y) <i, O(x), en contradiccié6 amb el fet que x
és el prenucleolus.

Per tant, podem afirmar que By sera com un dels tres casos esmentats abans.
Analitzem-los:

Cas 3a) Suposem que {{12},{13}} C Bs. Llavors, e(12,x) = e(13,z), amb el que
obtenim una altra equacié que, ajuntada amb les dues que ja tenim del cas 3,
formen un sistema de tres equacions amb tres incognites amb solucié unica:

o = % (0(123) — v(23) + v(1))
- % <;v(123) + 30(23) _ %U(U —0(13) + v(12)>
s = % (;v<1z3) + %v(23) - %1}(1) —0(12) + v(13)> .

Cas 3b) Suposem que {{2},{3}} € B,. Llavors, e(2,z) = e(3,z), amb el que
obtenim una equacié que, combinada amb les dues del cas 3, formen un sistema
amb solucié tnica:
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ry = % (v(123) — v(23) +v(1))
2o — % <;v(123) + %U(QS) - %0(1) —o(3) + v(2)>
Ty = % (;v(123) + %v(zs) - %Uu) — () + v(3)) .

Cas 3c) Suposem que Bs conté una particié de N, que denotarem, sense perdua de
generalitat, com {{2},{13}}. Llavors, e(2,z) = e(13,z), amb el que obtenim
una tercera equacié que, combinada amb les dues del cas 3, formen un sistema
amb solucié unica:

= % (v(123) — v(23) + v(1))
- % (0(123) + v(2) — v(13))
2 = % ((13) + v(23) — (1) — v(2)).

Llavors, hem obtingut en tots els casos una tnica solucié per al sistema d’equacions.
En el cas hipotetic en que dos o més grups d’equacions siguin possibles al mateix temps,
formaran un sistema compatible. A més, si ens fixem en cada una d’aquestes solucions,
podrem observar que per a cada i € N i cada resultat de x;, els coeficients de v(S) per
a totes les coalicions S que contenen ¢ s6n no negatius. Es a dir que per a cada joc v, el
prenucleolus pel jugador i és una funcié no decreixent respecte de v(.S) per a cada coalicié
S que contingui ¢. Llavors, el prenucleolus és coalicionalment monotonic en els jocs de 3
jugadors. O

La prova que acabem de veure es pot reescriure per demostrar que el prenucleolus
per-capita satisfa seleccio del core © monotonia coalicional en jocs de 3 0 menys jugadors.

Acabem de demostrar que, per |[N| < 3 és possible trobar alguna solucié que permeti
la combinacié de la propietat de racionalitat i la propietat de monotonia. Aixi i tot,
obtenir aquest resultat no resulta del tot satisfactori, ja que es tracta d’una situacid
molt concreta. Volem tenir resultats similars pero en casos amb un nombre arbitrari de
jugadors. Es impossible aconseguir-ho sense modificar cap propietat i, per tant, haurem
de cedir en algun aspecte. En el capitol seglient, relaxarem una mica la propietat de
monotonia coalicional i veurem com si que podem obtenir resultats positius.
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Capitol 3

Possibilitat: racionalitat i
monotonia agregada

3.1 La monotonia agregada

Hem vist com la propietat de monotonia coalicional és massa forta si la volem combinar
amb seleccié del core i, per aixo, sembla raonable pensar que si relaxem una mica la
propietat, podem obtenir resultats positius pel que fa a la combinacié que desitgem. Es
aqui quan introduim una altra propietat, la de monotonia agregada (Meggido, 1974),
que abreujarem amb les segles MA.

Definicié 3.1.1. Una solucié puntual, o : G — R", satisfa la propietat de monotonia
agregada, MA, si per a tot v,v' € GV tals que v(S) = v'(S) per a tota coalicic S C N i
v(N) < V'(N), llavors es compleix a(v) < a(v'), és a dir, a;(v) < a;(v') Vi € N.

Aquesta propietat el que ens diu és que si el valor de la coalicié total augmenta mentre
el valor de totes les altres coalicions es mantenen iguals, llavors el pagament que rep
qualsevol jugador hauria de ser, com a minim, igual al pagament que rebia abans. Es
llavors una propietat més feble que la monotonia coalicional, ja que només permetem que
augmenti el valor de la coalicié total.

Observem que si en la definicié de la propietat de monotonia coalicional prenem T = N,
obtenim exactament la definicié de monotonia agregada. Sera immediat llavors veure com
el valor de Shapley també satisfa la propietat de monotonia agregada.

Corol-lari 3.1.2. El valor de Shapley satisfa la propietat de monotonia agregada.

Demostracid. Es suficient veure que la propietat de monotonia coalicional implica la pro-
pietat de monotonia agregada. U

Per la seva banda, malauradament, el prenucleolus tampoc satisfa aquesta versié més
debil de monotonia. Es tracta d’un resultat d’'Hokari (2000), pero nosaltres ho demostrem
de manera diferent, utilitzant el criteri de Kohlberg.

Proposicié 3.1.3. El prenucleolus no satisfa la propietat de monotonia agregada.
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Demostracié. Considerem el joc v € G amb conjunt de jugadors N = {1,2, 3,4} i funcié
caracteristica

v(i) =0 ¥ieN,
v(13) =0,
v(12) =v(14) = v(23) = v(24) = v(34) =2
v(123) = 4,
v(124) = v(134) = v(234) = 6.
v(N) = 10.

Vegem que x = (2,2,2,4) és el prenucleolus del joc v utilitzant el criteri de Kohlberg.
Calculem-ne els excessos de cada coalicié (excepte de les trivials):

’ Coalicions S ‘ Excessos e(5,z) = v(S) — z(95) ‘

{1} —2
{2} —2
{3} —2
{4} —4
{12} —2
{13} —4
(14} —4
{23} —2
(24} —4
(34} —4
{123} —2
{124} —2
{134} —2
{234} —2

Ordenem ara els excessos en ordre decreixent:

Excessos‘ Coalicions ‘

{1}
{2}
{3}
{12}
el=—2|B':{ {23}
{123}
{124}
{134}
[ {234}
{4}
{13}
e2=—-4| B2: {14}
{24}
{34}

Observem que B! és una col-leccié equilibrada amb els pesos que s’indiquen:
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B! Pesos
{1} §
2} | &
{3} §
{12} L
{23} | &
{123} | &
{124} | 1
{134} | %
{234} | %

Efectivament, el jugador 1 pertany a les coalicions {1}, {12}, {123}, {124} i {134}.
Sumant els pesos corresponents,

1+1+1+1+1_1
6 12 12 3 3

El jugador 2 pertany a les coalicions {2}, {12}, {23}, {123}, {124} i {234}, amb pesos

12 12 12 12 3 3

El jugador 3 pertany a les coalicions {3}, {23}, {123}, {134} i {234}, amb pesos

1+1+1+1+1_1
6 12 12 3 3

El jugador 4 pertany a les coalicions {124}, {134} i {234}, amb pesos
1 1 1

I també B! U B? és una col-leccié equilibrada si associem el pes % a cada coalici6. Com
que les col-leccions son equilibrades, z és el prenucleolus del joc v, v*(v) = (2,2,2,4).

Considerem ara el joc w € GV amb funcié caracteristica

v(S) VS C N,
w(N) =12.

Vegem que y = (3,3,3,3) n’és el prenucleolus utilitzant també el criteri de Kohlberg.
Calculem els excessos:
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’ Coalicions S \ Excessos e(S,y) = v(S) — y(S) ‘

{1} —3
{2} —3
(3} —3
{4} —3
{12} —4
(13} —6
(14} —4
(23} —4
(24} —1
(34} —1
{123} —5
{124} —3
{134} —3
{234} —3

Ordenem els excessos en ordre decreixent:

’Excessos\ Coalicions ‘

({1}
{2}
{3}
el=-3 | B {4}
{124}
{134}
L {234}
{12}
{14}
e2=—-4 | B?: ¢ {23}
{24}
{34}
e=-5| B: {123}
el=—-6| B*: {13}

Observem que B', B! UB? i B' U B? U B2 sén col-leccions equilibrades amb els pesos
que s’indiquen a continuacio:
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B! Pesos || BYUB? | Pesos || BYUB2UB3 | Pesos

{1} 3 {1} {1}
{2} 3 {2} {2}
{3} 3 {3} {3}
{4} i {4} {4}
{124} | 1 {12} {12}
{134} | 1% {14} {14}
{234} | % {23} {23}

{24}
{34}

{24}
{34}

ool |00l |Col— |Col— |00l [Col |00l | ISl [N | DI [ |00l

Q0| |0 | Qo[ | 0ol 00| QO] |00l [CO|F |00 [Wx|—= |00[CO || 00|

{124} {123}
{134} {124}
{234} {134}

{234}

A més, B UB%UB? U B* també és una col-leccié equilibrada associant el pes % a cada

coalicié. Es a dir, totes les col-leccions sén equilibrades i, per tant, y és el prenucleolus
del joc w, v*(w) = (3, 3,3, 3).

Observem finalment que v(S) = w(S) VS C N iv(N) < w(N), pero vj(v) =4 >3 =
vi(w). Per tant, el prenucleolus no satisfa la propietat de monotonia agregada en jocs de
4 o més jugadors. O

Amb tot, acabem de veure que el valor de Shapley no satisfa SC pero si que satisfa
MA. En canvi, el prenucleolus si que satista SC, perd no satisfa MA. Es a dir, en cap de
les dues solucions més importants dels jocs cooperatius és possible combinar ni tan sols
SC amb la versié debil de monotonia. Tot i aixi, aquesta combinacié que desitgem no
és un fet impossible d’aconseguir. Hi ha algunes solucions que si que satisfan les dues
propietats alhora. N’és un exemple el prenucleolus per-capita.

A continuacié, veiem com el prenucleolus per-capita satisfa les dues propietats que
estem tractant: SC i MA. Abans, pero, tinguem present que definirem per a S C N, el

vector eg € R"™ com
(es) 1 siiels,
€s)i =
170 siig S,
Ara si, vegem-ho:

Teorema 3.1.4. FEl prenucleolus per-capita satisfa les propietats de seleccio del core i de
monotonia agregada.

Demostracid. Sigui v € GV un joc. Per provar que satisfa SC, podem seguir passa per
passa la demostracié del Teorema només substituint el prenucleolus pel prenucle-
olus per-capita, els excessos per excessos per-capita i els vectors d’excessos per vectors
d’excessos per-capita.
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Veiem ara que 7* satisfa MA. Sera suficient demostrar que per v,v" € G amb v/(N) >
v(N)iv'(S) =v(S) VS C N, aleshores 7*(v') = ﬂ*(v)%—%-em on ey és el vector

(1,...,1) € R™. Aix{ provarem que 7*(v) < v*(v’), com volem veure.
Siguin x,y € I*(v) tals que y = x + %_'v(m -en. Aleshores, per a S C N,
_ v(S) —y(S)
_w(8) — () 18] - O™
5]
v/ (N)—v(N
o(S) —a(s) IS
5| 5|
_ Vv'(N) —v(N)
=e(S,z) - —F————
[N
Observem que % és una constant i, per tant, per a tota coalicié S, els excessos

per-capita de y es distingeixen dels de z només per una constant.

Ara, sigui y = v*(v"), el prenucleolus per-capita de v; perd suposem, en canvi, que
y # v (v) + % -en, on 7*(v) és el prenucleolus per-capita de v. Aleshores,

6) <ir 6 (7(0) + " e ).

[N
Definim z = y — w -en. Per la relacié entre excessos per-capita obtinguda abans,
. . v'(N) —v(N)
Oy) = O(x) ~ =g e
on egn = (1,...,1) € R?". D’altra banda, de manera similar,
_ "(N) —o(N ~ "(N) —v(N
5 (E*(v) N o/ )|N‘v( ) .6N> 67 () - v'( )‘Nv( ) oo,

Per hipotesi, O(y) <iez © (ﬂ*(v) + % . eN>, i aleshores, O(x) <jer O(7*(v)),
en contradiccié amb el fet que v*(v) és el prenucleolus per-capita de v. Amb aixd provem
que el prenucleolus per-capita satisfa MA. O

Aixi, hem aconseguit trobar una solucié puntual que satisfa tant SC com MA. Per

tant, la combinacié desitjada si que és possible i veurem a continuacié com, de fet, no és
I'inica solucié puntual que satisfa aquestes dues propietats.

3.2 El core monotonic agregat
Ens interessa ara estudiar si a més del prenucleolus per-capita hi ha altres solucions
que compleixen les propietats de seleccié del core i de monotonia agregada a la vegada.

Per aixo, introduim el conjunt de solucions puntuals de GV que satisfan SC i MA i que
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denotarem per S]XC. Observem que v* € SXC i, per tant, és un conjunt no buit. Per saber
com n’és de gran aquest conjunt definim primer el core monotonic agregat, el conjunt
de distribucions que poden ser seleccionades per una solucié puntual de S]XC en un joc
cooperatiu v, concepte introduit per primera vegada per Calleja et al. (2009).

Definicié 3.2.1. Sigui v € GN un joc cooperatiu. Anomenarem core monotonic agre-
gat del joc, que denotarem com AC(v), al conjunt de preimputacions del joc v que poden
ser seleccionades per solucions puntuals de G que satisfan SC i MA, és a dir,

AC(v) = {a(v) : a € SN}

Observem que AC(v) # () per a tot v € G perque conté al 7*; i també que AC(v) C
C(v) per a tot v € BY, ja que si un punt és del AC(v) aleshores és seleccionat per una
solucié a € S]XC que compleix SC. Notem que, per tant, el core monotonic agregat es pot
entendre com un refinament del core.

Per a poder obtenir una descripcié senzilla d’aquest conjunt, denotarem com Bf)V al
conjunt de jocs equilibrats, amb core no buit, que es puguin obtenir de v augmentant o
disminuint només el valor de la coalici6 total, és a dir,

BY = {v/ € BY :/(S) =v(S) VS C N}

Clarament, () # BY c BY, per a tot v € GV. A partir de BY definim el joc arrel d’un
joc donat arbitrari.

Definicié 3.2.2. El joc arrel v, € GV associat al joc v € GV és el joc més petit de BY,
és a dir, v, € BY iv,.(N) <w(N) per a tot w € BN. A més, direm que un joc v € GV
és arrelat si v = v,.

Donat un joc v, el joc arrel es pot interpretar com el nivell minim que ha de produir
la coalicié de tots els agents perque la cooperacié sigui possible sense friccions o sense
problemes d’estabilitat. També és interessant observar que és aquell joc en la classe BY
amb el core més “petit”, on és més dificil satisfer la condicié de racionalitat coalicional.

Per a entendre bé aquest concepte, podem recuperar el contraexemple que hem utilitzat
en el Teorema [2.2.3] Recordem que teniem un joc cooperatiu de 4 jugadors v, amb funcid
caracteristica:

v(l) =v(2) =v(3) =v(4) =v(12) =v(34) =0, v(N) =2, v(5) =1,

on S és qualsevol de les altres coalicions restants. Encara que disminuim molt poc el
valor de la coalicié total de v, no podrem trobar cap v’ tal que v’ € Bf,v , és a dir, cap
v amb C(v') # (. Fixem-nos que si x € C(v), aleshores 1 + 23 > 1ixo+ x4 > 1, 1
també, per eficiencia, x1 + x2 + x3 + 4 = 2. Per tant, és impossible disminuir el valor de
la coalicié total v(N) = 2 i satisfer al mateix temps aquestes dues condicions, associades

a les coalicions {13} i {24}. Es a dir, el joc v ja és un joc arrelat de per si.

Observem a més a més que per definicié, C(v,) # () per a tot v € GV i, aleshores,
qualsevol solucié puntual en GV satisfent SC triara una distribucié del core de qualsevol
joc arrel. Aquesta conseqiiéncia ens sera til per fer una descripcié geomeétrica del nou
conjunt que hem introduit.
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3.3 Descripcié geometrica del core monotonic agregat

Veiem com, fent ts de la definicié de joc arrel, podem fer una descripcié geometrica
del core monotonic agregat.

Teorema 3.3.1. Sigui v € G un joc. Llavors,

AC(v) = C(ur) + (v(N) — v (N)) A,

AN:{:UER”: QC(N):l‘ }

on
x; >0 VieN

Demostracié. Sigui v € GN. Prenem un x € C(v,) + (v(N) — v.(N))Ay, és a dir,
xr=y+ (v(N) —v.(N))z, amb y € C(v,) i z € Ay. Hem de provar que existeix un
a € S, tal que a(v) = .

Per poder definir o a G, considerem un joc qualsevol w € GV. Clarament,

D ai(w) = w(N)

iEN
per definici6. Hem de demostrar que « satisfa SC i MA. Llavors,

1. Si wy # vy, prenem z*r € C(w,) i definim a(w) = %" + %e]\/.

2. Si w, = v, ien cas que v # v, definim a(w) = y+ %(x y) amb y € C(v,)
iz >y.

3. Si w, = v, ien cas que v = v, definim a(w) = x + %e]\/, amb z € C'(v,).

Per demostrar que o satisfh SC prenem w € BY. Vegem que, en cada un dels tres
casos, a satisfa SC.

la. Per S C N,
N) —wp(N
€S €S " €S

on en la primera desigualtat hem utilitzat que w(N) — w,(N) > 0 ja que w € BY,
i en la segona que z*r € C(wy).

2a. Per S C N,
N N
Zai Zyz+’S| N N sz Yi = Wy S)—w(S),
i€S 1€S ZGS

on la desigualtat segueix de y € C(v,) i > y, a més a més de w(N) — y(N) =
w(N) —w,(N) >0 ja que w € BY.
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3a. Per S C N,

> ai(w) Zx,+|5| ) >Zx12vr ) = w(S) = w(S),

€S €S €S
on la primera desigualtat segueix de w(N) — v,(N) = w(N) — w,(N) > 0 ja que
w € BY ila segona de = € C(v,.).

Per demostrar que « satisfa MA prenem w,w’ € GV amb w'(N) > w(N) i w/'(S) =
w(S) VS C N. Aleshores, evidentment w, = w.. Vegem que, en cada cas, a satisfa MA.

1b. En aquest cas,

a(w') = W 4 w,(N)U_V‘U)T(N) en > + (N) ;VTUT(N) en = CV(U))
2b. Ara,
() =y + SIS @) >y + T = ) = atw)

3b. Observem que

afw) =g+ LIl oy w0 — (V)
N

a(v):y+M(w—y):y+(w—y)=x,

ja que x(N) =ov(N). En el cas 3,
v(N) — v (N)

av)=r+ —————"en =1,

ja que v(N) = v.(N). Per tant, en cada cas « és una solucié puntual de GV que satisfa
SC, MA i que a(v) = x, com voliem.

Fem ara la implicacié cap a l’altre costat. Sigui v € GV. Sigui z € AC(v), és a dir,
existeix un o € S tal que a(v) = z. Hem de provar que existeix un y € C(v,) i un
z€ (v(N)—v.(N))Ay tal que z =y + z.

Prenem llavors y = a(vy) i 2 = x—y i, evidentment, z = y+z. Per SCde a, y € C(v,).
Ens queda per veure que z € (v(N) — v.(N))Ay. Diferenciem dos casos:

e Siv(N)>uv(N). Per MAde a, z=2 —y = a(v) —a(v,) > 01iamés amés,

=> z=Y aiv) =Y ai(v) =0v(N) = v.(N).

iEN €N €N

Per tant, z € (v(NV) —v.(N))An.
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o Siv(N) <vp(N). Per MAda, z=2—y=0a(v) —a(v,) <0iamésamés,
z(N) = ZZZ = Zai(v) — Zai(vr) =v(N) — v (N).
iEN iEN iEN

Per tant, z € (v(N) —v.(N))An.
(]

A partir d’aquest teorema que acabem de veure, podem observar que el AC(v) és un
conjunt no buit, al contrari que el core, que si que pot ser buit. A més a més, de la
demostracié s’extreu una manera senzilla de generar solucions puntuals que satisfan SC
i MA. En particular, el per-capita prenucleolus és sempre un element del AC del joc,
v* € AC(v) Vv e GN.

A continuacié, representem el core monotonic agregat d’un joc de tres jugadors no
arrelat, per fer-nos una idea de com es comporta.

Exemple 3.3.2. Considerem el joc de 3 jugadors amb la funcid caracteristica
w(l) =w(2) =w(3) =0, w(12) = w(13) =1, w(23) = 0, w(123) = 2.

Aquest joc és igual al joc v de "'Exemple [I.2.5] excepte pel valor de la coalicié total, que
en aquest cas és 2. Representem el seu core en la Figura |3.1

A S (1,1,0) 0,2,0)

Figura 3.1: El core del joc w és la regié ombrejada en vermell.

34



Aixi, el joc v és el joc arrel de w, ja que si reduim més el valor de la coalicié total en
v, obtindriem un core buit. Per tant, v = w,. Calculem també el core monotonic agregat
del joc w que hem definit.

AC(w) = C(v) + (w(N) — v(N))Ay
={(1,0,0)} + (2—1)Apn
= convex{(2,0,0),(1,1,0),(1,0,1)},

on convex és ’envolupant convexaﬂ En el nostre cas, en que representem els punts en el
triangle de les imputacions en dues dimensions, ’envolupant convexa és el poligon amb
vertexs (2,0,0), (1,1,0)1 (1,0,1). Representem en la Figura3.2]el core monotonic agregat
del joc w. Observem que és un subconjunt del core. De fet, si prenem per exemple el punt
(0,1,1) € C(w), podem veure facilment que no pertany al AC(w), ja que si una soluci6 «
satisfa SC, aleshores a(v) = (1,0,0) al ser I"inic punt del core de v, i aleshores, per MA,
a1 (w) > 1. Efectivament, la primera component de (0,1, 1) no és més gran o igual que 1
i, per tant, aquest punt no podra ser seleccionat per una solucié de AC(w).

0,0,2)

(2,0, 0) =0 0, 2, 0)

(1,1,0) *3

Figura 3.2: La regié ombrejada en blau és el core monotonic agregat del joc w.

3.4 Coincidéencia entre el core i el core monotonic agregat

Per definicio, per a qualsevol joc arrelat, el core monotonic agregat coincideix amb el
core. Tot i aixi, per als jocs no arrelats, el core monotonic agregat pot ser, fins i tot, un

L’envolupant convexa d’un conjunt de punts és la interseccié de tots els conjunts convexos que contenen
el conjunt de punts.
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subconjunt propi del core com hem vist a ’exemple anterior, és a dir, AC(v) C C(v).
Anem a introduir una serie de conceptes que ens seran utils per a estudiar la relacié
entre el core i el core monotonic agregat. En particular, ens interessara saber quan és
que coincideixen i, per tant, quan és que imposar SC és equiparable a imposar les dues
propietats, SC i MA.

Definicié 3.4.1. Una aspiracié d’un joc v € G és un vector x € R tal que x(S) >
v(S) per a tota S C N. Denotem com A(v) al conjunt de totes les aspiracions del joc v.

El conjunt de les aspiracions d’'un joc es pot entendre, llavors, com totes aquelles
distribucions, siguin eficients o no, en que els jugadors estan pagats de tal forma que
cap coalicié rep menys del que pot obtenir. Sén, com el seu nom indica, totes aquelles
distribucions a les quals voldrien aspirar els jugadors. A partir del concepte d’aspiracid,
introduirem el de core large (Sharkey, 1982).

Definicié 3.4.2. Sigui v € GV un joc cooperatiu. Direm que el seu core és large si per
a toty € A(v), existeiz x € C(v) tal que x < y.

En el teorema que veurem a continuacié podrem observar com la coincidéncia del core
i del core monotonic agregat d’un joc no arrelat qualsevol depen del core del seu joc arrel,
concretament de si és large o no.

Teorema 3.4.3. Sigui v € GN un joc cooperatiu equilibrat i no arrelat, i sigui v, el seu
joc arrel. Llavors, AC(v) = C(v) si i només si v, té un core large.

Per a la demostracié d’aquest teorema hem d’utilitzar el Teorema de I’hiperpla sepa-
rador. L’enunciat i la demostracié d’aquest resultat els podem trobar a ’apeéndix. Tenint
present les eines necessaries, podem comencar la demostracio:

Demostracié. D’una banda, suposem que v, té el core large i vegem que AC(v) = C(v).

Obviament, AC(v) C C(v). Ara demostrem la inclusié contraria. Sigui # € C(v),
aleshores z(S) > v(S) VS C N, i a més a més, com que v(S) = v,.(S) VS C N i
v (N) < v(N), es compleix que z(S) > v.(S) VS C N. Es a dir, z € A(v,). Com que
C(vy) és large, existeix y € C(vy) tal que y < z. De fet, z = y+ (z —y) on y € C(v;)
(2 9) € (V) — v (N)) A, ja que a; > 3 Vi € N 1 (z — 9)(N) = o(N) — y(N) =
v(N) — v.(N). Per tant, x € AC(v).

Per a veure la implicacié contraria, suposem que el joc v, no té un core large i vegem

que AC(v) # C(v).

Si C(vy) no és large, per Van Gellekom (1999), existeix un punt extrem y* del conjunt
A(v,) tal que y*(N) > UT(N)H Sigui S(y*) = {S C N : y*(S) = v,(S)}. Com que y* és un
extrem de A(v,), y* és I'inica solucié del sistema d’equacions ) ;g 2; = v(S) VS € S(y*).
El sistema és compatible determinat i el rang de la matriu de coeficients del sistema que
esta formada pels vectors (es)gc S(y*) collocats en columnes és igual a n. Per tant, els
vectors (es)scs(y+) generen R™ i existeix un subconjunt de coalicions {Si,...,S5,} de
S(y*) tal que els vectors eg,, ..., eg, formen una base de R™. Llavors, per a tot i € N hi
ha una coalici6 S € S(y*) amb i € S.

2Com que A(vr) esta definit per desigualtats no estrictament lineals, és un conjunt convex. Llavors, x
és un extrem de A(v,) si no existeixen y, 2 € A(v,) tals que x = Sy + 32.
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Ara afirmem que no hi ha cap x € C(v,) tal que < y*, és a dir, que y* ¢ C(v,) +R}.
Vegem-ho: suposem el contrari, és a dir, que existeix algun x € C(v,) tal que = < y*. Per
a tot i € N existeix S € S(y*) tals que ¢ € S. Llavors, v,(5) < z(S) < y*(S5) = v,.(S5),
i com que z < y*, aleshores z;, = y; per a tot £ € S. En particular, x; = y;. Per tant,
x=y*1y"(N) =z(N) = v.(N), en contradiccié6 amb el fet que y*(N) > v,(N). Per
tant, efectivament, no hi ha cap x € C(v,) tal que = < y*.

Distingim ara dos casos:

Cas 1. Suposem que y*(N) > v(N). Si apliquem el Teorema de ’hiperpla separador
(Teorema al fet que y* ¢ C(v,)+R", existeix una ¢ € R™ tal que ¢-y* < q-z+q-h’
per a tot x € C(v,) i per a tot h' € R"}. Sigui z* € C(v,) tal que ¢-2* < ¢-x per a
tot € C(v,). Ara definim z) = A\y*+ (1 — \)z*, per qualsevol A € (0,1]. Observem
que z) € A(vy). De fet VS C N,

D@ =AYy (=Nt = 0(S).

€S €S €S
Vegem que

q-2o=Aq-y" + (1= A)gq-a”
<Mg-z+q-h)+(1—=Nq-z*
<Mg-z+qg-h)+(1-Ng-z
<q-x+q- (M),

per a tot € C(v,) i per a tot h' € R}. Per tant, ¢- 2y < ¢-x+ ¢ - h per a tot
x € C(vy) i per a tot h € R’.. Aleshores, un altre cop pel Teorema de I'hiperpla
separador (Teorema, 2y ¢ C(vy) + R . A més a més, existeix A\, € (0,1] tal que
zx, (N) = v(N), per tant zy, € C(v) i zy, ¢ AC(v). Es a dir que AC(v) # C(v),

com voliem veure.
Cas 2. Suposem que y*(N) < v(N). Sigui i, € N tal que
HS eSSy ):i.eSH<S|{SeSWy"):5€ N}, (3.4.1)

per a tot j € N; és a dir, 74 és el jugador que pertany al menor nombre de coalicions
de S(y*). Ara definim §* = y* 4+ (v(N) — y*(N)) - e;,. Clarament, §* € C(v).
Efectivament, per S C N,

DO =Dy 4+ ((N) =y (N)) - e, > v,(S) = v(S).

€S €S
Anem a veure que §* ¢ AC(v), que provara que AC(v) # C(v).
Suposem que existeix x € C'(v,) tal que x < ¢*. Sigui R = US’GS(y*):i*¢S S. Clara-
ment, R # ()i N\ R # (. En cas contrari, si R = ) vol dir que i € S VS € S(y*)
que juntament amb la condici implica que per a tot j € N, {S € S(y*):j €
S} = |S(y*)|, en contradiccié amb el fet que S(y*) és una base de R™.
Provem primer que x; = y; = ¢ per a tot ¢ € R. Sigui ¢ un jugador qualsevol
de R. De la definici6é de g* i del fet que i, ¢ R es segueix la igualtat y7 = g*.

Ara, per provar que x; = ¥, observem que existeix una coalicié S € S(y*) amb
i€ Sii.¢ S, jaquei € R. Per tant, cada jugador de S és també a R i, per
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aixo, y*(S) = y*(S) = v,(S). Per hipotesi, x € C(v,) amb = < §*, i per aixo,
xz(S) > v(S) i z(S) < ¢*(S). Llavors, z(S) = ¢*(5), pero com x < §* es segueix
que x; = ¥;.

A més, provem a continuacié també que N \ R C S per a tot S € S(y*) tal que
ix € S. Vegem-ho: sigui j € N\ RiT € S(y*) amb i, € T. Com que j € N\ R,
per a tot S € S(y*) tal que i, ¢ S tenim que j ¢ S, que implica que

{SeSW) ineSH=N{SeSW):je S}
Per tant, considerant [3.4.1]
HS eSSy ):i.e SH=|{SeSW"):j5€S}. (3.4.2)

Sij € T ja hem acabat. Si j ¢ T, tenim que T' € S(y*) amb i, € T 1 j ¢ T, i
es segueix de que ha d’existir un 77 € S(y*) amb i, ¢ T' 1 j € T', que és
contradiccié amb el fet que j € N\ R.

Ara, sigui S € S(y*) amb i, € S. Llavors,

2(S) =2(SNR) +z(SN (N \ R))
=2(SNR)+ z(N \ R)
> v,(S)
)
NR)+y"(SN(N\R))
NR)+y"(N\R),

on la primera desigualtat és perque 2 € C'(v,) i la tercera igualtat perque S € S(y*).
Com que z; = y; per a tot i € R, llavors (S N R) = y*(S N R), que implica que
x(N\ R) >y*(N\R).

Finalment, 2(N) = z(R) + (N \ R) = y*(R) + (N \ R) > y*(R) + y* (N \ R) =
y*(N) > v (N), ésadir, x(N) > v,(N) que és contradiccié amb el fet que z € C(v,.).

=y (S
=y (S
=y*(S

*

O

Aquest teorema, per tant, ens caracteritza els jocs en que el core monotonic agregat
i el core coincideixen, és a dir, en quins casos imposar seleccié del core és equiparable a
imposar tant seleccié del core com monotonia agregada. La coincidéncia, com hem vist,
depen del core del seu joc arrel. Com a resultat, trobem determinats jocs que només
demanant que la solucié pertanyi al core, aquesta també satisfa la monotonia agregada.
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Capitol 4

Conclusions 1 futures linies de
recerca: la monotonia coalicional

debil

Al llarg del treball hem introduit diverses solucions puntuals, juntament amb algunes
propietats de racionalitat i de monotonia que poden satisfer aquestes solucions. Com
hem vist, no sempre hem obtingut els resultats que esperavem. El valor de Shapley, per
exemple, satisfa les dues propietats de monotonia, MC i MA, que hem presentat, pero té
I'inconvenient de no satisfer la propietat de selecci6 del core. El prenucleolus, per la seva
banda, si que satisfa SC i, de fet, satisfa també la monotonia coalicional, per jocs de 3
o menys jugadors. En canvi, pel cas d’'un nombre arbitrari de jugadors més gran que 3,
no satisfa ni tan sols MA. Per tltim amb el per-capita prenucleolus hem vist com si que
és possible combinar la seleccié del core amb propietats de monotonia en jocs de més de
3 jugadors i, de fet, hem descobert que no és 'inica solucié que satisfa SC i MA. Hem
trobat que n’hi ha tot un conjunt de solucions que satisfan ambdues propietats, el core
monotonic agregat. Aquest conjunt ha resultat ser, en general, un subconjunt del core.
Tot i aixi, amb la introduccié dels jocs arrels, hem descobert que la coincidencia entre els
dos conjunts és possible.

Tractem de fer ara un gir més a 'assumpte. Vistes les incompatibilitats amb queé ens
hem trobat amb la monotonia coalicional, la idea és relaxar aquesta propietat de mono-
tonia per veure si una nova proposta més debil si que és compatible amb SC. D’aquesta
manera, encarem una possible linia de recerca a estudiar en un futur i obrim un ventall
de possibilitats pel que fa a la possible combinacié d’aquesta nova propietat amb la SC.

4.1 La monotonia coalicional deébil

Fins ara, en la definicié de les propietats de monotonia tant coalicional com agregada,
demanavem que pujant el valor d’una coalicid, fos la total o una qualsevol, la solucié
puntual es comportés de la mateixa manera; és a dir, que 'augment en el valor d’una
coalicié impliqués que el pagament als membres d’aquesta coalicié no disminuis, com a
minim.

Tot 1 aixi, és estrany pensar que si la coalicié S es fa més forta, no augmenti el valor
de les coalicions que la contenen. Per aquest motiu, seguirem amb la idea d’augmentar
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el valor d’una coalicié, pero farem que, si aquest es produeix, llavors totes les coalicions
que continguin la coalicié6 que acabem d’augmentar, també augmentin el seu valor. La
propietat consistira a demanar, en aquest cas, que els pagaments als membres de la coalicié
augmentada inicialment no disminueixin. Formalitzem-ho:

Definicié 4.1.1. Una solucié puntual, o : GN — R", satisfa la propietat de monotonia
coalicional débil, MCD, si per a tot v,v' € GV tals que existeiz alguna T C N amb
V'(S) —wv(S)=a>0 s S DT, llavors es compleix a;(v) < a; (V') Vi e T.

El que ens diu aquesta propietat és que si el valor d’una coalicié en concret, diguem-li
T, augmenta a i també augmenta en aquesta quantitat el valor de totes les coalicions
que contenen a T', aleshores el pagament a cada membre de la coalicié T no hauria de
disminuir.

Veiem a continuacié una serie de resultats que poden ser interessants de cara a un
possible estudi en un futur d’aquesta nova propietat. Comencem veient la relacié que hi
ha entre la monotonia coalicional i la monotonia coalicional debil: la primera implica la
segona.

Proposicié 4.1.2. La monotonia coalicional implica la monotonia coalicional deébil.

Demostracid. Sigui o : G¥ — R™ una solucié puntual que compleix MC. Siguin v,v’ €
GV dos jocs tals que existeix alguna 7 C N amb v/(S) — v(S) = a > 0 VS O T. Volem
provar que «o;(v) < o;(v') Vi e T.

Considerem Si,S,...,S, D T totes les coalicions que contenen a T'. Sigui v; € GV
el joc tal que v1(S1) —v(S1) = aivi(R) = v(R) YR # S;. Com que « és una solucié
que satisfa MC, llavors o;(v) < a;(vi) Vi € S;. A continuacié, sigui vo € GV el joc
que tal que v2(S2) — v1(S2) = a i va(R) = vi(R) VR # S2. Com que « satista MC,
a;(v1) < a;(vy) Vi € So. Iterant aquest procediment, obtenim que vy = v' € GV és el
joc tal que v (Sk) — vk—1(Sk) = a i vg(R) = vg—1(R) VR # Si. Com que « satisfa MC,
ai(vp—1) < ai(vg) Vi € Sg. Fixem-nos que, com que T' C Sy, ..., S, tenim

a;(v) < ai(vy) < -+ < ayog) = (V) Vi€ T,

és a dir, a;(v) < a;(v') Vi € T. Per tant, a és una solucié puntual que compleix MCD,
com voliem veure. O

Un cop vista la relacié entre MC i MCD podem intentar veure que passa amb la
compatibilitat de la MCD amb la SC. Per veure que MC i SC no sén compatibles hem
utilitzat ’exemple introduit a la demostracié del Teorema En el segiient exemple
mostrem que els arguments per demostrar la impossibilitat de combinar SC i MC ja no
ens serveixen si substituim MC per MCD.

Exemple 4.1.3. Sigui v un joc cooperatiu de 4 jugadors amb funcié caracteristica:
v(1) =v(2) =v(3) =v(4) =v(12) =v(34) = 0,v(N) =2

i v(S) = 1, per a qualsevol altra coalicié restant. Veiem si el valor de Shapley satisfa
tant SC com MCD. Si calculem el valor de Shapley del joc v utilitzant la férmula de la
Definicié obtenim ¢(v) = (%, %, %, %)

Considerem ara 4 jocs diferents: v',v2, v, v* amb la mateixa funcié caracteristica que

v excepte per les coalicions segiients: v!(134) = 2, v}(N) = 3; v?(234) = 2, v}(N) =
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3, v3(123) = 2, v3(N) = 3; v*(124) = 2, v*(N) = 3. Si calculem el valor de Shapley del
joc v! obtenim ¢(v!) = (%, %, %, %) Ara veiem si ¢(v!') € C(v!). Mirem quines condicions
ha de satisfer una distribuci6 perque sigui del core de v!. Suposem que z és una distribucié
del core de v!, x € C(v'). Llavors x complira les condicions segiients:

x>0 r1+x3>1 T +x9+a3>1
x9 >0 1+ x4 21 1+ xa+242>1
x3 >0 To+132>1 1+ a3+ 34 >2
x4 20 To+ x4 >1 To+a3+x4>1
r1+x90 >0 T3+ x4 >0 T1+x9+ 23+ x4 = 3.

mateixa manera, si calculem el valor de Shapley del joc v? obtenim ¢(v?) = (%,
Ara veiem si ¢(v?) € C(v?). Suposem que x és una distribucié del core de v?, =
Llavors x complira les condicions segiients:

1 >0 T1+x3>1 T+ a9 +2x3>1
To >0 T1+ x4 > 1 T+ To+x4>1
3 >0 To+x3 > 1 T+ x3+x4 >1
xy >0 To+ x4 > 1 To + T3+ x4 > 2
r1+x9 >0 T3+ x4 >0 T1+x9+ 23+ x4 = 3.

Veiem que ¢(v?) satisfa totes aquestes condicions i, per tant, ¢(v?) € C(v?). El valor de
Shapley del joc v3 és ¢p(v?) = (%, %, %, %) Si  és una distribucié del core de v? llavors
complira les condicions:

120 r1+r3>1 1+ To+ 133 > 2
x9 >0 r1+x4>1 T1+x9+x4>1
x3 >0 To+x3>1 T +x3+a4>1
x4 >0 T2+ x4 2>1 ot ax3+x42>1
T1+x2 >0 T3+ x4 >0 1+ x9+ 23+ x4 = 3.

Observem que ¢(v®) compleix totes aquestes condicions i, per tant, ¢(v?) € C(v?). I per
tltim, el valor de Shapley del joc v* és ¢(v?)
core de v* llavors complira les condicions:

(2,2,1,2). Si z és una distribucié del

r1 >0 T1+x3 > 1 T+ oo +x3>1
x0 >0 1+ x4 > 1 1+ T2+ 24 > 2
3 >0 T2 +x3 > 1 T1+x3+x42>1
T4 >0 To+ x4 21 To+ a3+ 124 >1
T1+x20 >0 T3+ x4 >0 1+ 22+ 23+ x4 = 3.

Notem que ¢(v?) satisfa totes aquestes condicions i, per tant, ¢(v?) € C(v?).

Podem comprovar que en cada un dels jocs v',v2,v3 i v*, el valor de Shapley satisfa

la MCD respecte del joc v. Observem que v'(S) —v(S) = 1 VS D {134} i ¢;(v) <
#i(vl) Vi € {134}. També v2(S) — v(S) = 1 VS D {234} i a més ¢;(v) < ¢;(v?) Vi €
{234}. Notem que v3(S) —v(S) =1 VS D {123} amb ¢;(v) < ¢;(v?) Vi € {123}. Per
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tltim, v*(S) — v(S) = 1 VS D {124} i també ¢;(v) < ¢;(v?) Vi € {124}. Pero, de fet,
com que hem provat que el valor de Shapley satisfa MC i també que MC implica MCD,
és immediat veure que el valor de Shapley també satisfa MCD.

Per tant, en els quatre jocs proposats per Housman i Clark hem trobat una solucid,
el valor de Shapley, que satisfa SC i MCD. Es a dir, I'exemple utilitzat per Housman i
Clark per a demostrar la incompatibilitat de la SC i la MC en el cas de jocs amb 4 o més
jugadors no ens serveix per demostrar la incompatibilitat de la SC i la MCD.

Per acabar, podem fer un petit estudi sobre que passa amb les solucions puntuals que
coneixem (el valor de Shapley, el prenucleolus i el prenucleolus per-capita) respecte de la
monotonia coalicional debil. Com hem dit, la prova de que MC implica MCD juntament
amb el fet que el valor de Shapley satisfa la MC, ens implica que aquesta solucié també
satisfa la MCD. Pel que fa al prenucleolus, sabem que no satisfa la MA i, per aquest
motiu, al ser una propietat més debil que la MCD, tampoc satisfa aquesta. Per ultim, la
pregunta romandra en saber queé passa amb el prenucleolus per-capita. Hem provat que
aquesta solucié satisfa tant SC com MA. Tot i aixi, la MCD és més forta que la MA i,
per aixo, ens demanem: el per-capita prenucleolus satisfa la monotonia coalicional debil?
D’altra banda, Housman i Clark van provar que no hi ha cap solucié que satisfaci SC i MC
en jocs de 4 0 més jugadors. Pero, la MCD és més debil que la MC. Per tant, és possible la
combinacié de la monotonia coalicional debil amb la seleccié del core? Aquestes preguntes
sén les que deixem obertes i amb les quals establim una possible linia de recerca futura.
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Apendix

En aquest apendix enunciarem i demostrarem una bona partida de resultats que ens
seran utils en la demostracié d’altres teoremes. D’aquesta manera podrem fer una mica
de separacio entre els resultats que principalment ens interessen pel que fa al temari del
treball i d’altres resultats, també importants, perd que ens podrien fer perdre el fil del que
realment perseguim si els incloguéssim en el treball just en el moment en que s’utilitzen.

Comencem enunciant i demostrant el Teorema de Weierstrass, que utilitzarem en la
demostracié de 'existencia i la unicitat del prenucleolus. Abans, enunciem i demostrem
alguns resultats previs que també ens seran ttils.

Definicié 5.1. Un subconjunt X C R™ és compacte si de tot recobriment per oberts de
X en podem extreure un subrecobriment finit, és a dir, si per a tot {U;}ic; amb U; oberts
tals que X C U;erU; hi ha F C I finit tal que X C U;jerUs;.

A més direm que X és compacte per successions si tota successio {xn}nen C X té una
parcial convergent en X.

Recordem que demostrar que un conjunt és compacte és equivalent a provar que és
compacte per successions.

Teorema 5.1. Siguin X CR™ 1Y CR. Si X és compacte i f : X — Y és continua,
llavors f(X) és un compacte de Y.

Demostracié. Veiem que f(X) és compacte per successions. Sigui {yn}nen C f(X) una
successié. Llavors hi ha una successié {x,}neny C X definida per f(z,) = y, ¥n € N.
Com X és compacte, també és compacte per successions amb el que {x,},en té una
parcial {@y, }n,en convergent a un cert x € X. Definim la successié {yn, }n,en C f(X)
per ypn, = f(zn,) Vni € N, que és una subsuccessié de {yy }nen. Com que f és continua,
{Yn), }nren convergeix a f(x) € f(X). Per tant, {yn}nen té una subsuccessié {yn, }n,en
convergent a un element de f(X) i llavors, f(X) és compacte. O

Teorema 5.2. (Teorema de Weierstrass). Sigui X C R"™ un conjunt compacte i
f: X — R una funcié continua, llavors existeizen x1,xe € X tals que f(x1) < f(z) <
f(z2), per a tot x € X.

Demostracio. Com X és un compacte i f esta definida en aquest conjunt, llavors pel
Teorema f esta afitada en X i podem assegurar l'existéncia d’un suprem en X,
M =sup{f(z) : z € X}. Vegem ara llavors que existeix un ¢ € X tal que f(c) = M.

Suposem que no existeix tal valor, és a dir, f(z) # M Va € X. Llavors, la funcié

g(z) = Mff(x) esta ben definida i és continua, ja que f(x) ho ési M n’és el suprem.
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Com que g és continua i X és compacte, pel Teorema g(z) esta acotada superior-
ment, diguem-1i 7' a una cota superior de g(z). Es a dir,

1
O<glz)<T VxeX <— ——<T,Vx e X
) M- @)
1
= T<M—f(:l:),Vx€X

1
— f(:u)<M—T<M,V:ceX,

i llavors M — % seria una cota superior de f(X) menor a M, en contradiccié amb el fet

que M sigui el suprem de f(X). Per tant, f(X) ha de tenir un maxim absolut en X, és
a dir, ha d’existir algun ¢ € X tal que f(c) = M.

Analogament, es pot demostrar que f(X) ha de tenir un minim absolut en X. O
A continuacid, enunciarem i demostrarem el Teorema local-global de les funcions conve-

xes, que també ens sera util en la demostracié de I'existencia i la unicitat del prenucleolus.
Abans, pero, veiem que és un conjunt convex i una funcié convexa:

Definicié 5.2. Un conjunt C' C R™ és convex si per a tot xz,y € C i per a tot A € [0,1],
A+ (1-NyecC.

D’altra banda, si C C R™ és convex, f: C — R és una funcié convexra siVx,y € C i
VA € [0,1] es compleiz

FOz+ (1 =N)y) <Af(z)+ (1= N)[f(y).

Teorema 5.3. (Teorema local-global de les funcions convexes). Sigui f : C — R
una funcié convexra en un conjunt C' C R™ també conver i no buit. Llavors,

1. Si f té un minim local en C, llavors és també un minim global.
2. FEl conjunt de minims locals de f en C,
A={zeC| f(x) =min{f(x) |z € C}}
€s conver.
Demostracio. Provem primer 1. Sigui £ un minim local de f en C. Llavors, existeix un

entorn B.(Z) tal que
f(z) < f(x) Yo € C N B(T). (5.1.1)

Suposem que T no és un minim global de f en C' i arribem a contradiccié. En aquest cas,
tenim que f(z*) < f(z) per algun z* € C. Com que f és convexa, per 0 < A <1,

FOO* + (1= NF) < M) + (1= N FE) < M @) + (1= (@) = ().

Per A prou petita tindrem que Az* + (1 — X\)z € C N B.(Z), i llavors la desigualtat es
contradiu amb B.1.7]

Per provar 2, prenem dos minims locals de f en C, z,y € A tals que f(z) =a = f(y).
Llavors per 0 < \ <1,

FOw + (1= Ny) < Af(@) + (1= NF(y) =a.
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Si aquesta desigualtat fos estricta, tindriem f(Ax + (1 —A)y) < a, en contradiccié amb el
fet que z,y sén minims. Per tant, f(Az + (1 — A)y) = a i llavors Az + (1 — \)y € A, que
prova que A és convex. O

Per 1ltim, enunciem i demostrem el teorema de ’hiperpla separador que fem servir en
la, demostracié del Teorema, Per fer-ho, necessitem el segiient resultat:

Teorema 5.4. Sigui C C R™ un conjunt convex, no buit i tancat i y un punt tal que
y ¢ C. Llavors, existeix un unic punt T € C' que esta a minima distancia de y. A més,
Z és el punt de C' més proper a y si i només si (y —z)(x —z) <0 Ve e C.

Demostracid. Vegem primer Dexistencia. Com que C # (), existeix un punt z* € C.
Llavors, podem considerar el conjunt C' = CN{z : ||y — x| < ||y —2*||} i buscar si existeix
el punt més proper en aquest conjunt. Es a dir, inf{||y — z|| : © € C} és equivalent a
inf{lly —z|| : x € C} que implica trobar el minim d’una funcié continua en un conjunt
compacte i no buit C. Per tant, pel Teorema de Weierstrass (Teorema ., existeix un
minim T en C' que és el punt més proper a y.

Per provar la unicitat, suposem que existeix un z’ € C tal que ||y — Z|| = ||[y — Z'|| = 7.
Per ser C' convexa, ”x € C. Per la desigualtat triangular,

T+

2

1 _ 1 s
< sly=zl+35lly -2l =~

-

Si aquesta desigualtat fos estricta, tindriem una contradiccié amb el fet que T és el punt
més proper a y. Aleshores, és una igualtat i es compleix y — = = A(y — &’) per algun \.
Com que ly — z|| = |ly — &|| = v, llavors |\| = 1. Observem que si A = —1, tindrfem
Y= + € C, contradiccié amb y ¢ C. Per tant A = 1, provant que T = &', és a dir, la
un1c1tat

Finalment, provem que Z és el punt de C' més proper a y si i només si (y —z)(z —z) <
0 Vz € C. D’una banda, sigui x € C. Llavors,
ly ==l = ly =z + 7 —2|* = [ly — 21> + |7 — 2|* + 2(z — ) (y — 2).
Com que ||Z —z||> > 01 (z
és el punt més proper.

—)(y — &) > 0 per hipotesi, lavors ||y — z||? > |ly — Z||* i =
D’altra banda, suposem que ||y —z|> > |ly—Z||* Vo € C. Prenem un z € C i observem
que T+ ANz —Z) € C per 0 < XA <1, jaque C és convex. Aleshores,
ly =2 =Mz —2)|* > |ly — 2|, (5.1.2)
i també,
ly =7 = Az = 2)II” = [ly — 2l + A ||z — 2| = 2A(y — 2)(z — 7). (5.1.3)
De [5.1.211 5.1.3 obtenim
Ay —Z)(z—Z) < Nz —z|? YO<A<L.
Dividint entre A > 0 i fent tendir A — 0", provem el que voliem. O

Teorema 5.5. (Teorema de Uhiperpla separador) Sigui C C R™ un conjunt conver,
no buit i tancat i y un punt tal que y ¢ C. Llavors, existeiz un vector p # 0 i un escalar
a tal que py > o i pr < a per a cada x € C.
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Demostracié. Com que C' és convex, no buit i tancat i y ¢ C, pel Teorema |5.4] existeix
el punt més proper T € C tal que (y — Z)(x —z) < 0 per a cada = € C.

Definimp=y—2 # 0i a = Z(y — ) = pz. Llavors obtenim que pr < « per a cada
zreCipy—a=(y—z)(y—1z) = |y — z||* > 0, com voliem veure.

O
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