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Resum

El problema del passi dels museus és un problema de repartiment que va ser introduit
Pany 2003 per Ginsburgh i Zang. Consisteix en determinar com repartir entre un conjunt
de museus els ingressos derivats de la venda d’un passi, que permet als seus compradors
accedir de forma il-limitada a les seves instal-lacions durant un cert periode de temps.
Per tractar-se d’un problema de repartiment, la quantitat a repartir és inferior a la suma
de les demandes dels museus.

Es presentara aquest problema de dues formes diferents: com a joc cooperatiu i com
a problema de repartiment. Segons si es modelitza aquesta situacié d’una forma o altre,
es presentaran les diferents solucions que s’obtenen.

S’estudiara I’axiomatica de les regles de repartiment per tal de trobar una solucié que
tingui en compte els elements caracteristics d’aquest problema.

Abstract

The museum pass problem is an allocation problem that was introduced in 2003 by
Ginsburgh and Zang. It consists of determining how to distribute among a group of
museums, the income derived from the sale of a pass that allows its buyers unlimited
access to their facilities for a certain period of time. As it is an allocation problem, the
estate to be distributed is less than the sum of the demands of the museums.

This problem will be presented in two different ways: as a cooperative game and as an
allocation problem. Depending on how this situation is modeled, the different solutions
from each case will be presented.

The axiomatics of allocation rules will be studied in order to find a solution that takes
into account the characteristic elements of this problem.
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Introduccio

Els museus acostumen a oferir diferents tipus d’entrades. A part de les entrades estandard
que donen accés a les seves instal-lacions durant un dia, podem trobar els abonaments de
temporada, que permeten als visitants regulars beneficiar-se d’'un descompte important.

Pero hi ha un altre tipus d’entrada, que es coneix com el passi dels museus. A diferéncia
de les anteriors, aquest no depen exclusivament d’un museu. Permet que el seu comprador
pugui accedir a tots els museus que formin part del conjunt que ofereix el passi. Aixi
l'usuari d’aquest, podra visitar tant cops com vulgui tots els museus d’aquest conjunt
durant un cert periode de temps. Normalment, aquest periode de temps es limita a uns
pocs dies.

Aix0 esta pensat sobretot de cara als turistes. Comprant aquest passi, poden visitar
tots els museus d’una determinada ciutat durant el periode de la seva visita. Aixi
s’aconsegueix potenciar la visita de museus que normalment no es visitarien tant i també
s’atrau més el turisme, ja que es facilita molt I’entrada als museus.

Llavors sorgeix un problema, que és com repartir els ingressos de la venda del passi
entre el conjunt de museus que l'ofereixen. Cada museu demandara la quantitat de
diners que cregui que li correspon del total dels ingressos. Obviament, no tots els museus
demanaran el mateix.

Pensem per exemple en que tots els museus de la ciutat de Paris decideixen oferir un
passi conjunt. El museu del Louvre, que és el museu més visitat del mon, demanara una
gran part dels ingressos derivats del passi. I és logic, doncs segurament sera el reclam
principal pel qual un turista decideixi comprar el passi. En canvi el museu Rodin, que
recull les obres de ’artista que li dona el nom, és molt més desconegut a nivell internacional
i rep moltes menys visites. Aquest ultim reclamara doncs una quantitat molt inferior a
la del Louwre.

Suposarem que la suma de les demandes de tots museus és superior als ingressos que
s’han obtingut mitjangant la venda del passi. Si no fos aixi, seria tan facil com donar
a cada museu la quantitat que demana i repartir l’excedent (si hi hagués) entre tots.
Aquesta condicié és basica perque és la que defineix els problemes de repartiment. En
aquest context que hem presentat, haurem de determinar com fer el repartiment del
capital disponible entre els museus. Sempre es fara de forma que es reparteixi la totalitat
del bé disponible.

Aquests tipus de problemes es remunten molt enrere en el temps. Al Talmud, que és
un llibre jueu escrit entre els segles II1 1 V, ja es poden trobar exemples de problemes de
repartiment i de les solucions que es donen. Sén en la seva majoria problemes d’heréncies
i de compres i vendes que els rabins resolien de la forma que consideraven oportuna. En
aquesta obra es poden trobar discussions sobre lleis jueves, tradicions i narracions.



2 INDEX

Al segle XV a Italia, el comerg es realitzava a les places dels principals pobles i ciutats.
Cada comerciant deixava els seus productes al seu aparador i s’asseia a un banc mentre
esperava que els clients vinguessin a comprar. Aleshores, quan un comerciant devia molts
diners i no podia afrontar els pagaments que havia de fer, la lleia decretava que es trencaria
el banc del mercader en qiiesti6. Aixi, s’alertaria als compradors que aquell comerciant
no era honrat.

D’aqui sorgeix el terme banca rotta, que evolucionaria fins a esdevenir bancarrota, que
és la paraula que utilitzem actualment per designar aquestes situacions. Aquests, no
deixen de ser problemes de repartiment.

Avui en dia podem trobar molts exemples d’aquests tipus en problemes de repartiment
d’herencies, o en problemes de fallida. Aquests 1ltims sén potser els més coneguts per les
conseqiiéncies economiques que comporten i per la seva magnitud. Pero tant els problemes
d’herencies o de fallides empresarials com el problema del passi dels museus, compleixen
que el total del bé a repartir no és suficient per afrontar les demandes d’un conjunt de
persones o col-lectius.

A partir de la necessitat que existeix de trobar una solucié per aquests problemes (sense
haver de trencar res a ningti com en el cas dels comerciants del segle XV), es comenga a
plantejar quina és la millor forma de resoldre’ls. No és fins la decada dels anys 80 que es
realitza el primer estudi d’aquest tipus de situacions des d’un punt de vista matematic i
rigoros.

L’any 1982 O’Neill [23] presenta per primer cop un estudi en el que tracta una serie
de problemes de repartiment que apareixen al Talmud. Es basa en 'axiomatica que ell
defineix per poder identificar les solucions segons les propietats que compleixen i aixi
aconsegueix classificar les diferents solucions.

Tres anys més tard, Aumann i Maschler [3] presenten una serie de caracteritzacions
de les regles de repartiment a partir de diversos exemples del Talmud. L’any 1988 Young
[34] també fa un estudi axiomatic de les propietats de les regles de repartiment.

Durant els anys segiients s’estudien diferents maneres de fer la distribucié del bé del que
es disposa en aquest tipus de problemes. El que fan els diferents autors es presentar una
serie de propietats que consideren que han de complir les solucions i proposen una serie
de regles de repartiment que estan caracteritzades per les propietats que s’han establert.

Moulin (2000) [22] fa un estudi axiomatic d’algunes regles i les seves propietats. Herrero
i Villar (2001) [16] caracteritzen les quatre regles de repartiment més estudiades fins al
moment, que sén la regla proporcional, la de guanys igualitaris, la de perdues igualitaries
i la del Talmud. Thomson (2003 [29], 2019 [30]) fa un estudi exhaustiu de les regles de
repartiment i les seves caracteritzacions i recull els resultats més rellevants sobre aquestes.

Una de les formes d’abordar el problema del passi dels museus és precisament aquesta.
Es modelitza aquesta situacié com un problema de repartiment i s’apliquen una serie de
regles per tal de resoldre’l. Aquest és ’enfoc que prenen Estévez-Fernandez et al. (2004)
[10], que sén els primers en tractar el problema del passi dels museus com un problema
de repartiment.

Seguint en aquesta linia, Bergantifios (2015) [4] fa un estudi axiomatic del problema i
determina una serie de propietats que han de complir les regles de repartiment en aquest
context dels museus. Gracies a aquestes propietats, pot caracteritzar unes noves versions
de les regles de repartiment que s’han estudiat anteriorment. Aixi, la soluci6 del problema
dels museus tindra sentit en aquesta situacio.
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Pero aquesta no és la tinica forma d’abordar aquest problema. Rescatant I’exemple del
passi dels museus a la ciutat de Paris, hem vist que hi han museus amb demandes molt
diferents segons si contribueixen més o menys a atraure els visitants perque comprin el
passi. Sies pogués quantificar quina és aquesta contribucié de cada museu, cadascu rebria
aquesta quantitat. Seguint amb ’exemple, el museu del Louvre rebria una compensacio
major que el museu Rodin.

Una opcié possible seria repartir en parts iguals els ingressos obtinguts per la venda
d’un passi determinat, entre els museus que ha visitat 'usuari del passi en qlestié. Aixi
cada museu rebria la quantitat corresponent a la contribucié que fa a la venda d’aquest
passi. Per aix0, s’hauria de comptar quins son els museus que visita cada usuari del passi.
Es seguiria aquest raonament per repartir tots els ingressos obtinguts, de forma que els
museus més visitats, rebrien una quantitat superior.

Ginsburgh i Zang (2003) [14] van presentar per primer cop el problema del passi dels
museus. Ells modelitzen aquesta situacié com un joc cooperatiu i utilitzen el wvalor de
Shapley com a solucié. En 'estudi que fan, demostren que el meétode que proposen com
a solucié del problema és precisament el que s’acaba d’explicar. Es a dir, que el valor de
Shapley és la forma de determinar la contribucié de cada museu a la venda del passi.

En aquest treball s’estudien aquests dos models del problema del passi dels museus.
Es mostren amb detall les solucions que es poden obtenir i les seves propietats. També
es compararen els dos models per veure les limitacions de cadascun.

Al capitol 1 s’introdueixen els conceptes relatius a jocs cooperatius i les seves solucions.
També es presenta la demostracié dels resultats que poden ser interessants.

Després, al capitol 2, es presenten els conceptes de problemes de repartiment i les seves
regles. Aquesta sera la base pel seglient capitol.

Al capitol 3 es defineixen una série de propietats de les regles de repartiment. Llavors es
caracteritzen les regles de repartiment vistes al capitol anterior mitjancant les propietats
que s’han introduit.

Per 1ltim, al capitol 4 s’entra en la part més important del treball, que és aplicar tot
el que s’ha vist anteriorment al problema de passi dels museus. Es comenca presentant
primer el model de Ginsburgh i Zang (2003) [14] i la seva solucid, i després es treballa el
model de Estévez-Ferndndez et al.(2004) [10] amb les seves regles corresponents.

Mitjancant el que s’ha vist als tres primers capitols, es defineix I'axiomatica necessaria
a cada cas per treballar el problema del passi dels museus i donar les seves respectives
solucions. També s’argumenta quin model presenta més limitacions en quant a la forma
de modelitzar-ho o a les dificultats que pot tenir.
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Capitol 1

Preliminars: la teoria de jocs

En aquest capitol s’introdueixen alguns dels conceptes més essencials en els que es basa
aquest treball. Es comenca definint que és la teoria de jocs (que principalment és de jocs
no cooperatius) i després es mostren exemples de jocs. Tot seguit, s’entren a estudiar els
jocs cooperatius, que seran l'objecte central del nostre estudi. Per ultim, es tracten les
possibles solucions d’aquests.

1.1 Teoria de jocs

La Teoria de jocs és una branca de les matematiques que modelitza situacions en les
que es produeixen una serie de decisions de forma interactiva entre un conjunt d’agents.
Aquests agents han de prendre individualment una série de decisions (de forma simultania
o seqiiencial) que produeixen un resultat final. Cada agent té les seves preferéncies sobre
quin resultat final vol que es doni.

Per tant, es pot descriure un joc mitjancant un conjunt que indica els jugadors, un
conjunt que representi les possibles estrategies de cada jugador en cada moment del joc, i
per dltim un conjunt que descrigui els pagaments que rebra cada jugador en cada escenari
possible.

A continuacié es mostra un exemple d’un joc no cooperatiu molt conegut, que va ser
introduit per Luce i Raiffa (1957) al seu llibre Games and Decisions [18].

Exemple 1.1. Una parella ha de decidir entre anar al cinema o al teatre. L’home
prefereix anar ol teatre i la dona prefereix anar al cinema. FEls dos volen coincidir al mateix
esdeveniment, ja que si no coincideixen es considera que cap dels dos estaria satisfet. Si
no es poden comunicar a l’hora de decidir on anar, qué hauria de triar cadasci?

S’acostumen a representar els pagaments que rep cadasci en cada cas mitjancant la
segtient matriu:

Teatre Cinema
Teatre (38,2) (0,0)
Cinema (0,0) (2,3)

A la matriv podem veure els pagaments que s’obtenen quan l’home tria una fila i la
dona una columna. Els parells (a,b) € R? denoten que I’home rep com a pagament a € R
i la dona b € R.
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John von Neumann va demostrar el primer resultat important de la teoria de jocs
Pany 1928, amb el teorema de minimax. Anys més tard, al 1944, John von Neumann i
Oskar Morgenstern publiquen la que es considera la obra clau que dona inici a aquesta
disciplina: The Theory of Games and Economic Behavior [31].

Durant les segiients decades aquesta branca de les matematiques comenga a creixer
exponencialment. L’any 1950 es presenta el famoés dilema del presoner i John Nash
introdueix el seu concepte d’equilibri. Aquesta idea sera essencial dins dels models de
la branca de jocs no cooperatius.

I a partir d’aqui, la teoria de jocs es segueix desenvolupant fins arribar als nostres dies.

1.2 Jocs cooperatius

En aquesta seccié es tractaran els jocs en els que un conjunt d’agents estan interessats
en cooperar per tal d’obtenir un benefici major. Aleshores s’haura de determinar com
repartir aquest benefici que obtenen gracies al treball conjunt. Aquests tipus de jocs
s’anomenen jocs cooperatius. S’esclarira amb un exemple molt il-lustratiu.

Exemple 1.2. Un home vol vendre el seu cotxe. Té dos possibles compradors, el seu vei i
el seu nebot, que ofereixen 5.000 i 2.000 euros respectivament. Ambdds creuen que poden
revendre el cotre per més diners.

St els agents cooperen i formen entre ells una coalicié es generara un benefici. Si no
cooperen, cap d’ells guanyara res. El que farem sera assignar a cada coalicié (subconjunt
d’agents que formen part d’aquest joc) un valor numeéric, que s’anomena utilitat. Si
denotem amb {1,2,3} al venedor, vei i nebot respectivament i per w la utilitat de les
coalicions possibles, tenim que:

u({1}) = u({2}) = u({3}) =0,
u({1,2}) = 2.000, u({1,3}) = 5.000, u({2,3}) =0,
u({1,2,3}) = 5.000.

Definicié 1.1. Un joc cooperatiu és un parell (N,v) format per un conjunt finit N =
{1,...,n} que denota el conjunt de jugadors i una funcié v : 2N — R, on 2V és el conjunt
de les parts de N. Aquesta funcié s’anomena funcié caracteristica i verifica que v()) = 0.

Direm que cada subconjunt S C N és una coalicié que es pot formar. Denotarem per
GN el conjunt de jocs definits sobre el mateix conjunt d’agents N.

Ens interessa sobretot estudiar les propietats que té la funcié caracteristica del joc.
Aix{ es poden agrupar el conjunt de funcions caracteristiques que compleixen les mateixes
propietats en families de jocs.

La primera propietat que definim és la monotonia. Aixo és que cada vegada que
s’afegeixen jugadors a una coalicid, el seu valor augmenta.

Podem pensar per exemple en algun procés industrial en el que els treballadors siguin el
conjunt d’agents. Té sentit doncs esperar que si augmentem aquest conjunt, augmentara
el valor del producte que generen amb el seu treball.

Definicié 1.2. Un joc cooperatiu (N,v) és monodton si per tot S, T € 2V tal que S C T,
es compleix que:
v(S) <o(T).
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Una conseqiiencia immediata de la monotonia és que tot joc monoton és de valors
positius.

Una altra propietat que cal definir és la superadditivitat. Aixo és que si dues coalicions
no tenen cap jugador en comu, aleshores s’obtingui més benefici considerant la seva unié
que sumant els seus beneficis per separat.

Definicié 1.3. Un joc cooperatiu (N,v) és superadditiu si per tot S, T € 2V tal que
SNT =0 es compleir que:
v(S)+v(T) <v(SUT).

També podem requerir que si prenem dues coalicions, la suma dels seus beneficis sigui
menor que la suma dels beneficis de la seva unio i de la seva interseccié. Si un joc compleix
aquesta propietat, direm que el joc és convex.

Definicié 1.4. Un joc cooperatiu (N,v) és convex si per a tot S,T € 2N es compleix :

v(S)+u(T) <v(SUT)+ov(SNT).

A partir de les ultimes definicions és facil veure que si un joc és convex, també sera
superadditiu.

Tornant a 'Exemple 1.2, és facil veure que el joc és monoton i superadditiu. Pero en
canvi, prenent S = {1,3} i 7' = {1, 2}, tenim que:
u(S) + w(T) = 5000 + 2000 > 5.000 +0 =u(SUT)+u(SNT)

. Per tant, el joc (N, u) no és convex.

1.3 Solucions de jocs cooperatius

Un cop queda definit el joc cooperatiu, ens interessa determinar com distribuir els resultats
obtinguts de la cooperaci6 entre els diferents jugadors.

Una distribucié assigna un valor real x; a cada jugador ¢ € N. S’utilitza el vector
r = (z;)iey € RY per denotar aquest repartiment. Aleshores, donada una coalici6
S C N, es representa el seu valor per z(S) = Y, g ;.

El conjunt dels repartiments possibles d’un joc s’anomena conjunt de preimputacions
del joc i es denota per I*(v).

Definicié 1.5. Donat un joc cooperativ (N,v), definim el conjunt de preimputacions del
joc com:

I*(v) = {z e RN : 2(N) = v(N)}.

La condicié z(N) = v(N) s’anomena principi d’eficiéncia.

Podem estipular que cap jugador rebi una quantitat inferior si treballa en una coalicié
que si treballa de forma individual. Si aix0 succefs, no tindria sentit que el jugador
decidis cooperar. El conjunt de preimputacions del joc que satisfan aquesta propietat,
s’anomenen imputacions del joc.
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Definicié 1.6. Donat un joc cooperatiu (N,v), definim el conjunt d’'imputacions del joc
com:
Iw)={zeI"(v):x; >v({i}) Vie N}.

Aquesta condicié que determina que cap jugador pot rebre menys del que guanyaria
sense col-laborar amb ningi, s’anomena principi de racionalitat individual.

Els jocs (IV,v) tals que I(v) # () s’anomenen jocs essencials.

Ara veurem que hi han solucions conjuntistes i puntuals. Les primeres, donen com a
resultat un conjunt i les segones donen un punt. Mostrarem la solucié conjuntista més
important: el core. I veure també dues solucions puntuals molt rellevants: el valor de
Shapley i el nucleolus.

Core

El concepte del core d'un joc cooperatiu va ser introduit per Gillies (1959) [12]. T¢é una
gran importancia ja que es defineix com el conjunt de repartiments que presenten una
estabilitat contra la qual no és possible que cap coalicié pugui queixar-se. Es a dir, cada
coalicié obté més del que podria rebre per si mateixa.

El core del joc selecciona del conjunt d’imputacions del jocs cooperatiu, aquelles on
cada coalicié rep com a minim el valor que li assigna la funcié caracteristica. Direm que
aquesta distribucid és racional des de punt de vista de les coalicions. Per tant, podem
definir el core com el conjunt de distribucions que considerarem racionals.

Previament, definirem la relacid de dominacid, que és la forma de comparar dues
preimputacions per decidir quina es tria. La idea és seleccionar aquelles que no estiguin
dominades.

Definicié 1.7. Donat un joc cooperatiu (N, v) i donades dues preimputacions x,y € I*(v),
diem que x domina y 1 escriurem x dom y, si existeix una coalicid S # () tal que:

1. x; > y;, per a toti € S,
2. x(S) <wv(9).

Aleshores, podem definir el core del joc cooperatiu i comprovar que coincideix amb el
conjunt de preimputacions no dominades.

Definicié 1.8. Donat un joc cooperatiu (N,v), el core del joc, al que denotem per C(v)
es defineix com:

Cv)={zel(v):z(5S)>v(S) VSCN}

Es demostrara que el core d’un joc coincideix amb el conjunt de preimputacions no
dominades.

Teorema 1.1. FEl core d’un joc coincideiz amb el conjunt de preimputacions no dominades.

Demostracio. Comencem prenent una preimputacié que estigui al core 1 suposarem que
és dominada. Sigui y € C(v), suposem que existeix z € C(v) tal que = dom y. Per
definicid, existeix una coalicié S # () tal que:
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1. z; > y;, peratoti e S.

2. 2(S) < v(S).

A partir de la primera condicid, obtenim que z(S) > y(S). Com y € C(v), llavors
y(S) > v(S). Per tant hem obtingut que z(S) > v(S), cosa que contradiu la segona
condicié de la definicié.

Ara falta provar que si y ¢ C(v), llavors existeix una preimputacié que domina y.
Com y ¢ C(v), existeix una coalici6 S # () tal que v(S) > y(S). Definim el vector
r = (2;)ien € RY com:

yﬁw si ieS
€Tr; =
v(N) —v(S) .
—_—c si i¢85.
[N\ S|
Com el vector que hem definit satisfa que x(N) = v(N), pertany al conjunt de

preimputacions del joc.

Per definicié, tenim que z(S) = v(S). I clarament x; > y;, per a tot i € S. Per tant,
x dom y. O

El segiient exemple, introduit per Rafels i Tijs. (1997) [24], ens mostra que en general,
el core no coincideix amb el conjunt d’imputacions no dominades.

Exemple 1.3. Considerem el joc (N,v) on N = {1,2,3} i la funcid caracteristica v esta
definida de la segiient manera:

v({1}) = v({2}) = 0, v({3}) = 1,
1)({1,2}) =2, ’U({2,3}) = 1)({1,3}) =1,
v({1,2,3}) = 2.

Es pot comprovar que el core d’aquest joc és buit ¢ que el conjunt d’imputacions no
dominades és el segment que uneix els punts (1,0,1) i (0,1,1).

Ara donarem una série de propietats que compleix el core.

Teorema 1.2. Donat un joc cooperatiu (N,v), el core és un conjunt compacte.

Demostracio. Es facil veure a partir de la definicié que el core és un conjunt tancat de
R ja que per definicié, és una interseccié de conjunt tancats.

Sigui z € C(v), clarament v({i}) < z; Vi € N. Aquesta és una cota inferior dels
elements del core. Ara veurem que podem trobar una cota superior. Tenim que x; =
(N)—z(N\ {i}) =v(N) —z(N\ {i}) <o(N)—ov(N\{i})Vi € N. Per tant el core és
un conjunt afitat.

I pel teorema de Heine-Borel, tenim que és compacte. ]

Ara centrarem la nostra atencié en determinar quins punts formen el core. Sabem
que no és dificil buscar exemples de jocs cooperatius que verifiquin que el seu core és el
conjunt buit o un punt.
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Exemple 1.4. Considerem el joc (N,v) on N = {1,2,3} i la funcid caracteristica v esta
definida de la segiient manera:

v({1}) = 1, v({2}) = 2, v({3}) =3,
1}({1,2}) =2, U({273}) =95, 1)({1,3}) =4,
v({1,2,3}) = 6.

Clarament, la imputacio (1,2,3) € C(v). I si una altra imputacid verifica que x =
(z1,22,23) € C(v), s’haura de complir que x; > v(i), per i = 1,2,3. I també v(N) =
2?21 T > Zf’zl v(i). Per tant, la inica solucid és (x1,x2,x3) = (1,2,3).

Pero que passa si conté més d’un punt? A continuacié provarem que si el core conté
més d’un punt, aleshores en conté infinits. Per fer-ho, demostrarem que el core és convex.
Aix0o vol dir que si prenem dos punts del core, el segment que els uneix també esta
contingut al core i per tant, aquest esta format per infinits punts.

Teorema 1.3. El core és un conjunt convez.

Demostracié. Prenem dos punts diferents x,y € C(v) amb x # y. Llavors qualsevol punt
que estigui al segment que uneix els dos punts és de la forma z = Az + (1 — )y, on
A e 0,1].

Cal provar que z pertany al core. Sigui § C N, aleshores:
2(S) = Az + (1= N)y)(S) = Az(S) + (1 — My(S) > Mo(S) + (1 — A(S) = v(S).
I clarament:
2(N) = Az + (1= Ny)(N) = Az(N) + (1 = N)y(N) = M(N) + (1 = Mv(N) = v(N).

Per tant, el core és convex. ]

Aixi doncs, hem vist que el core és un conjunt convex i compacte.

Valor de Shapley

El wvalor de Shapley és una solucié puntual, ja que en general el core ens pot donar més
d’un punt. La idea en la que es basa a ’hora de fer la distribuci6 és que cada jugador
rebi una mitjana ponderada de les contribucions que fa a les diferents coalicions en les
que forma part.

Shapley (1953) [27] pren quatre propietats relatives a les regles de repartiment i
crea aquest metode de distribucié de forma que sigui 'inic que verifiqui les propietats
requerides. Com dedicarem el segiient capitol a estudiar en detall les regles de repartiment,
veurem llavors quines sén aquestes propietats i provarem aquest resultat.

Definicié 1.9. Donat un joc cooperatiu (N,v), el valor de Shapley, al que denotarem per
o(v), es defineix per tot i € N com:

sy = S 0D gy —w(S) o s =|S]n=|N]

n!
SCN\{i}
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Podem donar una altra definicié alternativa del valor de Shapley. Sigui II(N) el conjunt
de totes les permutacions dels elements del conjunt N. Per tot = € II(/N) denotarem per
P7(i) el conjunt de predecessors de i donat la ordenacié w. Es a dir, j € P7(i) si i només
si m(j) < w(7).

Definicié 1.10. Donat un joc cooperatiu (N,v) i donat m € II(N), definim el vector

de contribucions marginals associat a 7 i el denotem per m™(v) € RY, com el vector
mf(v) = v(P™(i) U{i}) —v(P™(i)) Vie N.

El conjunt convex més petit que conté el conjunt de vectors de les contribucions
marginals, s’anomena conjunt de Weber i el denotarem per W (v).

Utilitzant els vectors de les contribucions marginals, una definicié alternativa del valor
de Shapley és la seglient:

Definicié 1.11. Donat un joc cooperatiu (N,v) ambv € GV, el valor de Shapley, al que
denotarem per ¢, es defineix com

(;si(v):i > mf(v) VieN.

En general el valor de Shapley pot no pertanyer al core del joc cooperatiu associat.
Ara veurem que en el cas dels jocs convexes si que passa que el valor de Shapley pertany
al core del joc cooperatiu associat.

Abans presentarem la noci6 de joc convex, que va ser introduida per Shapley (1971)
[28]. L’interes principal d’aquest concepte és que ens permetra relacionar els conceptes
de core i valor de Shapley.

Proposicié 1.1. Un joc cooperatiu (N,v), és convex si i només si per a tot i € N i per
a dues coalicions S, T C N\ {i} amb S C T, es compleix que:

v(SU{i}) = v(S) < u(T U{i})) —o(T).

Aquesta propietat es coneix com a bola neu, ja que diu que en un joc convex sempre
és millor formar part d’una coalicié gran que d’una petita. Ara demostrarem el segiient
resultat que relaciona els jocs convexos i el core.

Teorema 1.4. Donat un joc cooperatiu (N,v), son equivalents:

1. El joc és conver.
2. Per cada m € II(N), m™(v) € C(v).
3. El core 1 el conjunt de Weber coincideizen.
Demostracié. 1) = 2). Comencem prenent una permutacié qualsevol 7 € II(N) i una

coalici6 S C N. Triem i € N\ S tal que per tot j € N \ (S U {i}) es compleixi que
(i) < 7(j). Aleshores P™(i) C S.

Per hipotesi, v és convex. Per tant:

(S U{i}) —o(8) 2 o(PT() U{i}) —u(PT(i)) =mf(v) = Y mf(v) =Y mj(v).

jESU{i} jES
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Hem obtingut doncs que :

Zm}r(v) —v(S) > Z mj (v) —v(SU{i}).

JjeS jeSU{i}

Ara, repetint el mateix argument per S U {i} repetidament fins a obtenir la coalici6
N, i utilitzant que ;o mj(v) = v(IV), obtenim:

Zmy(v) —v(S) > Zm;r(v) —o(N) =0.

jes jEN
Es a dir, per cada coalici6 S C N, hem obtingut que ZjeS mg(v) > v(S). Per tant,
m”™(v) € C(v).

2) = 3). Hem de provar la inclusié C(v) C W (v), ja que la inclusié contraria
és directa. Ho fem per induccié sobre el nombre de jugadors n. Per n = 1 el resultat és
directe.

Suposem que el resultat és cert fins a n — 1 i provem que també ho és per n. Com
C(v) és un conjunt convex, sera suficient amb provar que tots els punts de la frontera del
conjunt (v) pertanyen a W(v).

Prenem doncs un punt z € Fr(C(v)). Aleshores, existeix una coalicié no buida S € N

tal que v(S) = z(9).

Per una banda, el subjoc vg € G° es defineix com vg(T) = v(T) per tota coalicié
TCS.

Per altra banda, definim w € GN\S com w(T) = v(T' U S) — v(S) per a tota coalicié
TCN\S.

Sigui xg la restriccié de x als jugadors de la coalicié S. Clarament, tenim que zg €
C(vg). Com z(S) = v(S) i com x € C(v), tenim que per cada coalicié T'C N \ S:

x(T)=x2(TUS)—x(S) >v(TUS) —v(S) =w(T).
Aleshores, xy\ g € C(w). Per hipotesi inductiva, tenim que:

Ts = Z Axm”(vg) on A; € Ry amb Z A = 1.

mell(S) mell(S)
TN\§ = Z prm”™(w) on pur € Ry amb Z pr = 1.
weIl(N\S) TeIl(N\S)

Aleshores, definim la permutacié 7* = (75, myx\g). Aixi, tenim que:

" () m; 9 (vg) si i€8,
M 0= m, " (w) si te N\S.

7

Per tant:

T = Z Z /\wsMﬂN\smﬂ-* (’U)

w5 €II(S) mp\ g €II(N\S)

Es a dir, z € W (v).
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3) = 1). Siguii € N isiguin S,7 C N\ {i} tals que S C T. Considerem
7 = (ms,mp\s, Tn\7) tal que per cada j € N\ T amb j # 4, es compleixi que (i) < 7(j).
Aleshores tindrem que P™ (i) =T, i per tant:

mi (v) = o(P7(i) U {i}) — v(P"(i)) = (T U{i}) — o(T).

Llavors, 3 ;cgm7(v) = v(5). I com m™(v) € C(v), tenim que:

v(SU{i}) < Y mf(v) =v(S) +mf(v).

jESU{i}
Aleshores, v(S U {i}) — v(8) < mF(v) = v(T U {i}) — v(T). Bs a dir, v és convex. [J

Com a conseqiiencia del teorema anterior, hem obtingut el segiient resultat:

Corol-lari 1.1. Donat un joc cooperatiu convex (N,v), aleshores el valor de Shapley
pertany al core del joc.

Ara veurem una altra solucié puntual. El que fara aquesta és trobar un punt dins del
core en el cas que aquest sigui no buit.

Nucleolus

Schmeidler (1969) [26] va presentar el nucleolus, que és una solucié puntual i que selecciona
un punt del core quan aquest és no buit. Es demana, aixo si, que el conjunt de imputacions
sigui no buit. Tracant algunes solucions que corresponen a problemes de repartiment
variats, es veu que s’ha fet servir com un altre metode de repartiment. Abans de definir-lo,
hem d’introduir uns conceptes previs.

Donada una coalicié qualsevol i un repartiment, podem mesurar la satisfaccié de la
coalicié respecte el repartiment realitzat.

Definicié 1.12. Donat un joc cooperatiu (N,v), un repartiment x € RN i una coalicid
S C N, definim [’excés de la coalicié S respecte el vector = com:

e(S,z) =v(S) — Zazz

€S

S’observa que si el core és no buit tots els seus punts presenten excessos negatius o zero
respecte de qualsevol coalicié. Observeu també que tant la coalicid total com la buida
presenten excessos iguals a zero.

Donat el vector que representa un repartiment, podem considerar les diferents coalicions
i ordenar de forma no creixent el vector format pels excessos d’aquestes. Es el que es
denomina vector de excessos.

Definicioé 1.13. Definim el vector d’excessos de la coalicio com el vector dels excessos
ordenat de forma no creizent:

0(z) = (e(S1,2), ..., e(San, x)) € R*".

Es necessari presentar un concepte que ens permetra comparar dos vectors d’excessos.
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Definicié 1.14. Donats dos vectors z,y € RY, direm que y precedeix x en 'ordre
lexicografic i escriurem 0(y) > 0(x) si existeiz | € N amb 1 < 1 < 2" tal que per
tot k <1 es verifica que 0(y) = Or(x) i 0;(y) > 6;(x).

L’ordre lexicografic és 'ordre que serveix per classificar les paraules al diccionari, ja
que compara el valor més gran, en cas de igualtat va al segon, etc. Ara ja ens trobem en
condicions d’introduir el concepte del nucleolus.

Definicié 1.15. Donat un joc cooperativ (N, v) tal que I(v) # 0, definim el nucleolus de
v 1 el denotem per n(v), com el conjunt:

n(w) ={z € I(v):Vy € I(v),0(y) =L 0(z)}

Ara donarem un resultat important sobre el nucleolus. Per fer-ho necessitem primer
introduir un lema auxiliar que ens servira a ’hora de fer la demostracié del resultat que
volem provar. No farem la demostracio del lema perque no és I'objecte del nostre estudi,
perd no té cap dificultat especial. Es pot trobar a [15].

Lema 1.1. Donat un joc cooperativ (N,v) i dos vectors x,y € RN amb x # y tals que
O(z) =0(y). Si A€ (0,1), aleshores O(z) =1 6(Az + (1 — N)y).

Teorema 1.5. Donat un joc cooperatiu (N,v) tal que I(v) # 0, aleshores el conjunt n(v)
conté una unica assignacio.

Demostracié. Comencem definint I¥ = {z € I*¥71 : vy € I*"1 0;(2) < 01(y)} per a tot
ke{l,..,2n}ilI%=1I(v).

Aleshores, per a tot k € {1,...,2"}, la funcié que envia cada vector x € I(v) a la
component 6 (z) és continua. Per tant, els conjunts I* sén no buits i compactes per ser
I(v) no buit i compacte.

Afirmem que 7(v) = I?". Prenem el vector z € I?" iy € I(v). Si y € I*", tindrem que
0(x) = 6(y). Llavors, els dos vectors coincideixen, 6(y) =1, 6(x).

Per tant, suposem que y ¢ I?". Sigui ko el menor index tal que y ¢ I*. Per tant,
Oko (y) > Ok, (x). Aleshores, com x,y € I*~1 per tot [ € {1,....kg — 1} tindrem que
0;(z) = 6;(y). Es a dir, 8(y) =1 0(x). En definitiva, hem provat que n(v) # (.

Per tltim, demostrarem per contradiccié que n(v) és un unic punt. Prenem z,y € n(v)
amb x # y. Com el conjunt I(v) és convex, prenent qualsevol A € (0,1) tenim que
Az + (1 =Ny € I(v). Usant el lema auxiliar, tenim que 0(x) > 6(Az + (1 — N)y). Pero
aix0 contradiu la hipotesi de que = € n(v).

Per tant, queda demostrat que el conjunt n(v) conté una tnica assignacio. O



Capitol 2

Problemes de repartiment i regles

L’any 2008 una de les companyies financeres més grans del mén, Lehman Brothers, es
declarava en fallida. La institucié no podia afrontar els pagaments que havia de fer després
d’haver perdut gran part dels seus clients i d’haver vist com es devaluaven drasticament
els seus actius financers. Aquest és potser 'exemple més conegut d’una empresa que fa
fallida per les enormes conseqiiencies que va tenir, perd en podem trobar molts més en
I'actualitat.

Com en I'exemple anterior, molts cops es dona la situacié en la que una institucié o
una persona, no pot afrontar els pagaments que se li exigeixen. Es poden tractar de diners
o d’altres béns. Podem posar-nos al cas de que tenim dos trossos d’un pastis per repartir
entre cinc amics. Si cadascu ens demana un o els dos trossos, esta clar que no podrem
satisfer les demandes de tothom. Llavors, com es repartira el bé del que es disposa entre
tots els agents? Aquest tipus de problemes es coneixen com a problemes de repartiment
i els estudiarem en profunditat en aquest capitol.

Un cop haguem definit que sén els problemes de repartiment, intentarem veure les
diferents formes de resoldre’ls. Els metodes per solucionar aquests problemes es coneixen
com a regles de repartiment. Més endavant, veurem en detall les regles de repartiment
més utilitzades (proporcional, guanys igualitaris, perdues igualitaries, Talmud, Talmud
invers i arribada aleatoria) per poder aplicar-les a 'hora de solucionar algun problema
de repartiment. Totes aquestes regles sén diferents entre elles, pero tenen propietats en
comu molt interessants. Aquestes caracteritzacions seran estudiades en detall al capitol
segiient.

2.1 Model

Ara comencarem per situar-nos en el context que hem explicat abans i definirem que sén
els problemes de repartiment. Centrarem també la nostra atencié en la seva representacid
grafica, ja que sera molt util més endavant quan parlem de regles de repartiment.

Suposem que tenim un conjunt d’agents, que denotarem per N = {1,...,n}, i un
bé perfectament divisible (pot ser diners, temps, un pastis, etc.), que denotarem per
E (Estate). Llavors ens trobem amb que cada agent del conjunt N reclama una certa
quantitat d’aquest bé. Utilitzarem el vector ¢ = (¢;);en per representar les demandes dels
agents.

15
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El problema de repartiment sorgeix quan la suma de les reclamacions d’aquests agents
és més gran que la totalitat disponible d’aquest bé. Per tant, no sera trivial determinar
com fer el repartiment de forma que tots els agents quedin satisfets.

Definicié 2.1. Un problema de repartiment és un parell (E,c), on E € Ry ic € Rf que
satisfa: > ¢ > E.

Denotem per E € R, (Estate) al total del bé disponible a repartir entre el conjunt
d’agents i per ¢ = (¢;)ieN € Rf al vector de demandes, que indica la quantitat del bé que
requereix cada agent i € N.

Suposarem que el vector de demandes de qualsevol problema de repartiment esta
ordenat de forma creixent. Aixo és c; < cg < ... < ¢,

D’ara en endavant, escriurem C' per representar la suma de les demandes dels agents.
Esadir, C=),cyc.

I utilitzarem la lletra [ (loss) per designar la diferéncia entre la suma de les demandes
i I'Estate. Es a dir, | = C'— E. Aquesta quantitat és la que es coneix com a perdua (loss),
ja que representa la quantitat total que no podra ser repartida. Aixo és perque la suma
de totes les demandes sera superior al total del bé disponible.

Escriurem BY per referir-nos a la familia de problemes de repartiment que tenen els
mateix conjunt d’agents .

Ara veurem que és possible representar els problemes de repartiment de forma grafica.
De fet, sera molt util utilitzar aquesta eina al segiient capitol quan estudiem les regles de
repartiment.

Per fer-ho, definirem una regié: A = {(a:l, ey Tp) € ]Rﬂy | > @ = E}, i prendrem un
punt ¢ = (¢;)ien € Rf que es trobi fora d’aquesta regié. Els valors z; € Ry representen
el que es repartira a cada agent ¢ € N i el punt ¢ = (¢;);en es correspon amb el vector de
demandes que hem definit anteriorment.

Observem que els elements del conjunt A representen un hiperpla de punts dins dels
eixos en sentit positiu. Com hem dit que c¢ es troba fora d’aquesta regid, es complira que
C > E, que era la condicié que havia de complir el nostre problema de repartiment.

Indexarem cada eix segons els agents. Esa dir, si tenim N = {1, 2}, triarem els eixos de
habituals d’abscisses i d’ordenades i assignarem un eix a cada agent j € N. Aleshores, en
cada eix representarem la quantitat que demanda i la que pot rebre l’agent corresponent.
Ho veurem més clar amb un exemple.

Exemple 2.1. Tenim un conjunt format per dos agents, N = {1,2} i un vector de
demandes ¢ = (c1,c2) = (3,2). El Estate és de E = 4 dolars (el bé a repartir només juga
un paper il-lustratiu).

Comencem triant un eix per representar cada agent. Després representem el punt c,
usant que les seves coordenades son les demandes de cada agent.

Aleshores, A = {(z1,22) € R |21 4+ x2 = 4} queda representat pel segment en negre,
a la Figura 2.1.

Ara hem de veure com efectuar aquest repartiment. Basicament s’hauran de complir
dues condicions. La primera és que cap agent pot rebre una quantitat superior a la seva
demanda (ni menys de 0). I la segona, és que tota la quantitat del bé disponible ha de
ser repartida.
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Figura 2.1: Problema de repartiment

Definicié 2.2. Una regla de repartiment és una funcid U : BN — Rf que associa a cada
problema de repartiment (E,c) € BN un tinic vector U(E,c) € Rf tal que:

(i) ci > \I/i(E,C) >0VieN,

(i) D25y Vi(E,c) = E.

Ens centrarem en estudiar 5 regles de repartiment. Les 3 primeres, que son la regla
de guanys igualitaris, la regla de perdues igualitaries i la regla proporcional, apliquen un
criteri igualitari a ’hora de fer el repartiment. Tot i que entre elles es diferencien en quant
a la variable a la que apliquen la igualacié. Després veurem la regla del Talmud i la del
Tamud inversa, que realitzaran 1’assignacié segons la demanda i I’ Estate. 1 per dltim, la
regla d’arribada aleatoria determinara el repartiment seguint una seqiiencia prefixada.

2.2 Regles de repartiment

Regla proporcional

Aquesta regla és potser la que té més tradicié en molts paisos (fins i tot s’acostuma
a relacionar amb Aristotil). Es basa en recompensar a cada agent amb una quantitat
proporcional a a seva demanda.

Definicié 2.3. La regla proporcional, a la que denotarem per P, és la que assigna a cada
parell (E,c) € BN un vector proporcional al vector de demandes c¢. Es a dir:

Pi(E,c)=X-¢, YieN on )\E[O,I]éstalqueZ)\-cizE.
i€EN

A partir de la definicié: >, p A =E = A= %.

Exemple 2.2. L’exemple que estudiarem a continuacid apareiz al Talmud. Aumann
i Maschler (1985) [3] Uestudien en profunditat i proposen aplicar una altra regla de
repartiment que veurem més endavant.

El que farem és presentar aquest exemple i l'utilitzarem per anar veient l'aplicacid de
les diferents regles de repartiment i després comparar-les.
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El problema sorgeix quan dues germanes es disputen la heréncia del seu pare. La petita
reclama la totalitat de l’heréncia i la germana gran reclama la meitat.

Aplicarem la regla proporcional per veure com s’hauria de fer el repartiment. Sigui E
\ . . _ _ E
el total de l’heréncia, tenim que ¢ = (c1,c2) = (E, 7).
_E_
E+%
la germana petita rebra dos tercos de la heréncia i la germana gran rebra un tercg.

Aleshores, podem determinar la constant X € [0,1] usant que A = = % Per tant,

Graficament, podem representar el problema i donar valors al total de la heréncia E.
Els segments en negre representaran els repartiments tals que x1 + xo = E. Per exemple,
representarem els casos en que E val 8 1 6 (Figura 2.2).

Hem vist que la solucio que obtenim aplicant a regla proporcional és que la germana
petita rebi x1 = % - E i la germana gran xo = % -E.

Observem que aquest punts formen part de la mateiza recta x2 = 3+, que és la relacio
entre les demandes c1 i co de cada agent.

Figura 2.2: Regla proporcional per ’Exemple 2.2

Regla de guanys igualitaris

Amb aquesta regla es pretén ser el més igualitari possible pero sense permetre que cap
agent obtingui més que el que demana. La idea és fer el repartiment de forma que tots els
agents guanyin el mateix, pero tenint en compte que ningi pot rebre més que la quantitat
que demanda.

Aquesta regla beneficia als agents amb demandes menors perque quedaran satisfets
abans i poden rebre la mateixa quantitat que un altre agent amb una demanda superior.

Per tant, la idea intuitiva per fer el repartiment seria dividir el total de I’ FEstate en n
parts iguals i que cada agent rebés aquesta quantitat £. Pero si es donés que un agent rep
més del que demanda (és a dir, que es complis que 7~ > ¢;), passaria a rebre ¢; enlloc de
la quantitat inicialment proposada. Aleshores, la diferencia % — ¢; es repartiria en parts
iguals entre la resta d’agents.

Definicié 2.4. Per cada parell (E,c) € BY i cada agent i € N la regla de guanys
igualitaris, a la que denotarem per CEA (Constrained Equal Awards), es defineiz com:

CEA;(E,c) = min{ci, A}, on A € Ry verifica que Z min{c;,\} = E Vie N.
1EN
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S’observa que la regla que acabem d’introduir esta ben definida, ja que existeix un
Unic A € Ry que verifica la propietat anterior. Aixo és degut a que la suma de minims és
una funcié injectiva per ser continua i creixent.

A continuacié aplicarem la regla de guanys igualitaris a ’Exemple 2.2. Com per

definicié A € Ry ha de verificar que min{ci, \} + min{cq, \} = E, usant que ¢ = (E, %),
%. Aplicant doncs la regla de guanys igualitaris, obtenim que cada

L. Representarem el cas en que E = 20 (Figura 2.3).

obtenim que A =
germana rebra la quantitat

Figura 2.3: Regla de guanys igualitaris per 'Exemple 2.2

Graficament, el vector de solucions sera (u, ), amb g € [0,10] fins arribar al punt
(10,10), ja que les demandes del segon agent estaran satisfetes.

Aleshores, el vector de solucions passa a ser de la forma (0, ), amb p € [0,10] fins
arribar al punt (10,20), on ja queda satisfeta la demanda del primer agent.

Per tant, les solucions queden definides per la funcié a trossos resultat d’unir les dues
parts que hem especificat.

Aixi, la solucié del problema en el cas que FE = 20, sera la interseccié d’aquesta funcié
definida per trossos amb el segment que compleix que la suma dels repartiments és igual
al total de I’ Estate. Es a dir, el punt (10,10).

Representar aquests problemes graficament sera molt 1til, ja que sense necessitat de
resoldre algebraicament els sistemes podem trobar les solucions de una forma molt simple.

Regla de perdues igualitaries

Aquesta regla manté el mateix esperit igualitari que la regla anterior, pero en lloc de fer
el repartiment segons els guanys de cada agent, es fa de forma que tots els agents perdin
la mateixa quantitat. A més, s’haura de complir que cap agent pot rebre una quantitat
negativa. Ho veurem més clar amb un exemple.

Exemple 2.3. Sigui N ={1,2,3,4}, c€ R} i E € R+ tal que E < C.

% 1 llavors cada agent © € N, rebra x; = ¢; — [.

La idea és calcular | =
Pero si alguna d’aquestes quantitats fos negativa, per exemple suposem que el primer

agent rebés d < 0, llavors x1 = 0 i es restaria % a cada un dels altres agents.
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Definicié 2.5. Per cada parell (E,c) € BN i cada agent i € N la regla de perdues
igualitaries, a la que denotarem per CEL (Constrained Equal Losses), es defineix com:

CEL;(E,c) = mazx{c; — \,0}, on X € Ry verifica que Zmam{ci —\0}=FE VieN.
1EN

Ara aplicarem la regla a 'Exemple 2.2. Com A ha de complir que max{c; — \,0} +
min{ca — \,0} = E, usant que ¢ = (E, %), obtenim que A = % Aplicant doncs la regla
de guanys igualitaris, la germana petita (agent 1) rebra % i la germana gran obtindra
L. Representarem graficament el cas en que E = 12 (Figura 2.4).

12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Figura 2.4: Regla de perdues igualitaries per I’Exemple 2.2

Regla del Talmud

El Talmud és un llibre que recull les decisions dels rabins sobre lleis jueves i tradicions.
Té un gran valor religids ja que conté la tradicié oral, doctrines i preceptes de la religié
jueva.

A partir de l'estudi de diversos problemes d’assignacié que apareixen al Talmud,
Aumann i Maschler (1985) [3] van presentar la regla del Talmud.

Aquesta és una extensié de la regla de Contested Garment (peca de roba disputada),
que també apareix en aquest llibre. Aixi que primer de tot, comencarem per explicar
aquesta ultima.

El problema de la peca de roba disputada (Contested Garment) que apareix al Talmud,
consisteix en repartir un teixit entre dos agents. Aquests reclamen el total de la pega i
la meitat respectivament. S’observa que aquest és un cas que ja hem estudiat amb altres
regles de repartiment, ja que no és altre que I’Exemple 2.2.

Llavors la regla de Contested Garment planteja fer el repartiment de forma que cada
agent rep la part del total que no ha reclamat l'altre agent. Si després d’aixo encara
queda teixit, es reparteix en parts iguals entre es dos agents.

Definicié 2.6. Per cada parell (E,c) € BN i cada agent i € N = {1,2}, la regla de
Contested Garment, a la que denotarem per CG, es defineix com, peri = 1,2, j # i:

E —max{E — ¢;,0} — max {E — ¢;,0}

CGi(E,c) =max{E —¢j,0} + 5
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Si apliquem aquesta regla a I’ Exemple 2.2, obtenim que la germana petita ha d’obtenir
i la germana gran ha d’obtenir £ . Es a dir, el vector solucié de la regla de repartiment

& (CG1(E, ), CGa(E, ) = (3£, ).

A partir de la resolucié de més exemples de repartiment que apareixen al Talmud
i utilitzant la idea de la regla que acabem de veure, Aumann i Maschler (1985) [3]
introdueixen la regla del Talmud.

3E

Definicié 2.7. Per cada parell (E,c) € BN i cada agent i € N la regla del Talmud, a la
que denotarem per T, es defineix com:

Ti(E,C):{min{c } st g (2.1)

mazx { u} %

IV IA
wlQeoly

on A\, ;€ Ry son tals que Y,y Ti(E,c) = E.

A continuacid, veurem el significat d’aquesta definicié. Haurem de distingir dos casos,
segons si la suma del bé a repartir és major que la meitat de la suma de les demandes o
si és menor.

En el cas en que E < €, pensarem en termes de guanys i es fara el repartiment seguint
la regla de guanys 1guahtarls De forma que cap agent guanyi més de la meitat de la seva
demanda.

En el casen que £ > %, pensarem en termes de perdues i es fara el repartiment seguint
la regla de perdues igualitaries. De forma que cap agent perdi més de la meitat de la seva
demanda.

Usant la definicié de les regles de igualtat en guanys i igualtat en perdues, podem
reescriure la regla del Talmud com:

CEA; (E%) si ES%,

Ti(E,c)={ o o o ViEN.
-t . _ - = i >
2+C'ELZ<E 2,2> si E_2

A continuacid, aplicarem la regla del Talmud a ’Exemple 2.2. Com que 01+02 35

llavors ens trobem el cas en que Tj(E,c) = 4 + CEL;(E — §,%). Usant que ¢ = (E, ﬁ)
arribem a que (T1(E, c), Tv(E, c)) = (3£, f) Es a dir, la germana petita obtindra 2 3 jla

E
germana gran obtindra 7.

Podem observar que la regla del Talmud i la regla de Contested Garment donen la
mateixa solucié. Aixo és perque efectivament, la regla del Talmud és igual a la regla de
Contested Garment quan n = 2.

A continuacié presentarem un resultat important de la regla del Talmud pero no el
demostrarem perque no és d’interes per l'objectiu d’aquest treball. El que ens ve a dir
és que la solucié que proposa la regla del Talmud coincideix amb el nucleolus del joc
cooperatiu associat.

Teorema 2.1. (Aumann i Maschler (1985) [3]) Si s’aplica la regla del Talmud a qualsevol
problema de repartiment, s’obté el nucleolus del joc associat a aquest problema.'

!Donat un problema de repartiment (E,c) el joc cooperatiu associat al problema és un joc on els
jugadors sén els agents i el valor d’una coalicié S C N és el que queda després de pagar als jugadors de
fora de la coalicié el que demanen, o zero si aquesta quantitat és negativa. v(S) = max{E—3_, \\g¢i,0}.
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Regla del Talmud inversa

Aquesta regla va ser introduida per Chun et al. (1998) [9], a partir de la regla anterior.
Sera interessant estudiar les seves propietats i comparar-la amb la regla del Talmud. La
diferencia és que ara pensarem en termes de perdues en el cas en que F < %, i en termes
de guanys al cas contrari.

Definicié 2.8. Per cada parell (E,c) € BN i cada agent i € N la regla del Talmud
inversa, a la que denotarem per RT (Reverse Talmud), es defineix com:

CEL, (E %) si E< %

RT(E,c) =1 oo o VieN
- . _ - = ; >
2—|-CEAZ<E 2,2> ) E_2

Al Talmud, apareix un altre exemple de repartiment interessant que exposarem a
continuacié. Aumann i Maschler [3] ja recuperen aquest problema i 'estudien usant la
regla del Talmud. Tot seguit el presentarem, aplicarem les regles de repartiment que hem
vist i les compararem.

Exemple 2.4. Tenim tres agents N = {1,2,3} que demanden les quantitats indicades
pel vector ¢ = (100,200, 300). Estudiarem els diferents repariments que es poden fer en
els casos en que l’Estate €s igual a 100, 200 i 300.

Utilitzant les definicions de la regla del Talmud i regla del Talmud inversa, obtenim
els segiients resultats pels tres valors de |’ Estate:

Talmud

Ty T T3
E =100 100/3 100/3 100/3
E =200 50 75 75
E =300 50 100 150

Talmud inversa

RTl RTQ RTB
E =100 0 25 75
E =200 50/3 200/3 350/3
E =300 50 100 150

Regla d’arribada aleatoria

Aquesta regla distribueix el bé a repartir segons 'ordre d’arribada dels agents, que se
suposa que és aleatori. El primer agent rebra el minim entre la seva demanda i el total
de I’Estate. Si encara queda per repartir, el segiient agent rebra el minim entre la seva
demanda i la quantitat que resta per distribuir. I es procedeix aixi successivament fins a
repartir el total de I’ Estate.

Clarament aquest mecanisme beneficia als agents que arriben primer. Perque no sigui
aixi, el que es fara és repartir a cada agent la mitjana del que hagués rebut en cada cas
possible d’ordre d’arribada.
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Definicié 2.9. Per cada parell (E,c) € BY i cada agent i € N la regla d’arribada
aleatoria, a la que denotarem per RA (Random Arrival), es defineix com:

1
RA;(E,c) = ] Z min{c;, max{E — Z ¢;,0}} VieN.
" well(N) JEN,m(4)<m(5)

II(N) denota el conjunt de permutacions del conjunt N. Aleshores, 7 € II(N) és una
ordenacié possible de l'ordre d’arribada dels agents de forma que 7(i) < 7(j) indica que
l’agent ¢ € N ha arribat abans que 'agent j € N.

A continuacié presentarem un resultat important que no demostrarem perque queda
fora de I'objectiu d’aquest treball. Es molt rellevant perque ens ve a dir que hi ha una
connexio entre la regla de I’arribada aleatoria i el valor de Shapley del seu joc cooperatiu
associat.

Teorema 2.2. (O’Neill (1982) [23]) Si s’aplica la regla d’arribada aleatoria a qualsevol
problema de repartiment, s’obté el valor de Shapley del joc associat a aquest problema.
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Capitol 3

Propietats de les regles de
repartiment

L’objectiu d’aquest capitol és presentar una serie de propietats que poden complir les
regles de repartiment que hem definit al capitol anterior. Veurem quines propietats
compleix cada regla per tal de veure en que s’assemblen i en que es diferencien entre
elles.

Aumann i Maschler (1985) [3] van ser es primers en estudiar diferents propietats per tal
de caracteritzar algunes regles de repartiment. Herrero i Villar (2001) [16] caracteritzen
les regles proporcional, guanys igualitaris, perdues igualitaries i la del Talmud. Thomson
(2003 [29], 2019 [30]) fa un estudi exhaustiu de les regles de repartiment i resultats provats
fins el moment.

Durant tot el capitol utilitzarem la lletra R per referir-nos a una regla de repartiment
qualsevol.

3.1 Definicio de les propietats

Tractament igualitari

Aquesta propietat estipula que els agents amb les mateixes demandes, han d’obtenir la
mateixa quantitat. Aixo pot semblar forca intuitiu, ja que no tindria sentit que els agents
que tenen les mateixes caracteristiques obtinguin repartiments diferents.

Definicié 3.1. Direm que una regla de repartiment R satisfa la propietat de tractament
igualitari si per tot problema de repartiment (E,c) € BN i per a tot i,j € N tal que
¢ =cj , es compleix que:

Ri(E,c) = Rj(FE,c).
Anonimat
Seguirem amb la idea que hem introduit amb la propietat anterior. Volem recompensar
de la mateixa forma als agents amb les mateixes caracteristiques. Per aconseguir aquest

objectiu, s’exigira que sigui indiferent la identitat de 1’agent.

25
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Definicié 3.2. La regla R satisfa la propietat d’anonimat si per tot parell (E,c) € B,
per tot i € N i per tot m € II(N) es compleix que:

Rﬂ'(z) (Ev CTF(i)) =R (E¢ C)'

Homogeneitat

Aquesta propietat apareix molts cops citada com a invariancia d’escala. Ens diu que si
tenim un problema de repartiment que verifica que el vector de demandes i I’ Estate estan
multiplicats per la mateixa constant, aleshores el repartiment proposat també ho estara.
Entendrem la gran utilitat d’aquesta propietat amb un exemple molt senzill.

Pensem en un problema de repartiment (E,c) on el bé divisible siguin diners i estigui
mesurat en euros. Si prenem com a unitat monetaria els iens, el nostre problema de
repartiment quedara multiplicat per una constant (AF, \c).

Aleshores, la regla de homogeneitat determina que les solucions dels dos problemes
de repartiment es mantindran proporcionals amb la mateixa constant de proporcionalitat
que abans. Si no fos aixi, el fet de canviar d’unitats economiques en aquest cas afectaria
al repartiment proposat, cosa que no té sentit.

Definicié 3.3. La regla R satisfa la propietat de homogeneitat si per a tot parell (E,c) €
BN es compleix que:

R(AE,Nc)=AR(E,c) on\eR,.

Composicié cap avall

Ara estudiarem dues propietats que tracten la situacié en que un cop solucionat el
problema inicial de repartiment (F,c), canvia el valor de 1’FEstate. Denotarem per E’
el nou valor que aquest prendra.

Si la quantitat del bé disponible disminueix, és a dir, £/ < E, aleshores tenim dues
opcions per fer el repartiment.

La primera opcié és desfer el repartiment inicial i tornar a aplicar la regla que pertoqui
amb el nou Fstate F’.

I la segona opci6 és plantejar un nou problema de repartiment en el que les solucions
del problema inicial es prenen com a vector de demandes. Aixi passariem a aplicar a regla
que pertoqui per solucionar el problema (E’,z), on z = (x;);cn és el vector de solucions
del problema inicial (E,c). Observem que aquest nou problema de repartiment esta ben
definit perque el nou vector de demandes satisfa que .y z; = E > E'.

Aleshores, la regla de composicio cap avall ens diu que el resultat que obtenim si
seguim qualsevol dels dos procediments sera el mateix.

Definici6 3.4. La regla R satisfa la propietat de composicié cap avall si per a tot parell
(E,c) € BN iper E' € Ry amb E' < E es compleiz que:

R(E',c) = R(E',R(E,c)).
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Composicié cap amunt

Ara aplicarem la mateixa idea al cas en que la quantitat del bé disponible augmenta, és
a dir, E' > E. De nou, tenim dues opcions.

La primera opci6 és desfer el repartiment inicial i tornar a aplicar la regla que pertoqui
amb el nou Fstate F’.

I la segona opcié és que s’apliqui la mateixa regla per distribuir entre els agents
lexcedent E' — E, i que s’afegeixi al repartiment inicialment proposat.

Aleshores, la regla de composicic cap amunt ens diu que el resultat que obtenim si
seguim qualsevol dels dos procediments sera el mateix.

Definicié 3.5. La regla R satisfa la propietat de composicié cap amunt si per a tot parell
(E,c) € BN iper E' € R, amb E' > E es compleir que:

R(E',c) = R(E,c)+ R(E' — E,c— R(E,¢)).

Independéncia de camins

Ens trobem en la situacié en que s’estima que el bé disponible és de E’, pero en realitat
té un valor inferior E < E’. Aleshores, la propietat d’independéncia de camins ens diu
que el resultat d’aplicar una regla qualsevol al problema (FE,c) és el mateix que el que
s’obté al prendre com a vector de demandes el resultat d’aplicar la regla de repartiment
al problema (FE’, ¢).

Definicié 3.6. La regla R satisfa la propietat d’independeéncia de camins si per a tot
(E,c) € BN iperatot E' € Ry tal que E < E' < ¢1 es compleir que:

R(E,c) = R(E,R(E',c)).

Consisténcia

Ens situarem ara en el context de que el conjunt d’agents canvia. Introduirem la notacié
(N, E,c) per indicar també el conjunt d’agents del problema de repartiment.

La propietat de consisténcia ens ve a dir que si apliquem una regla determinada al
conjunt d’agents N, obtindrem el mateix repartiment que si la apliquem al problema
reduit pel subconjunt S C N. En aquest problema reduit es suposa que els agents del
conjunt N \ S han obtingut la part de 1’Estate que es determinava al problema original i
han marxat.

Definicié 3.7. La regla R satisfa la propietat de consistencia si per tot (N, E,c) € BN,
S C N iperatotie N\S es compleix que:

Ri(N,E,c) = Ri(N\ S,E—=>_ R;(N,E,c),(¢j)jems)-
jes

Pel cas en que |N| = 2, anomenarem a aquesta propietat consisténcia bilateral.
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Ara introduirem una versié de consisténcia que s’anomena consisténcia a la inversa
(reverse consistency). La idea intuitiva ara és contraria a la de la consisténcia que hem
vist.

Abans hem estipulat que la consisténcia consistia en que resoldre un problema pel
conjunts d’agents N era equivalent a resoldre’l per un subconjunt d’aquest. Per contra, la
consistencia a la inversa determina que la forma de resoldre un problema per dos agents,
es pot estendre a qualsevol conjunt d’agents.

Definicié 3.8. La regla R satisfa la propietat de consisténcia a la inversa si per tot
(N,E,c) € BN amb |N| > 3, per cada repartiment x € RN amb x(N) = E i per tota
coalicio S C N amb |S| = 2, es compleizx que:

g =R(S,E—x(N\YS5),cs) =x=R(N,E,c).

Sostenibilitat

Imaginem que ens trobem en una situacié com la que utilitzavem per introduir el segon
capitol. Tenim una institucié molt gran que fa fallida. Entre els afectats que reclamen
els seus diners es troben grans bancs pero també particulars.

En aquest problema de repartiment tenim agents molt desiguals pel que fa al seu
capital. La reclamacié dels bancs i grans empreses sera molt elevada i la dels particulars
sera molt petita en comparacio.

Aleshores, un principi que es segueix en aquests casos és donar prioritat als agents
amb reclamacions molt petites. Aquests seran satisfets primer i després ja s’establira com
repartir el bé restant entre els agents amb grans demandes. Aquesta idea es coneix com
a sostenibilitat.

Definicié 3.9. Donat un parell (E,c) € BY, direm que la demanda c;, amb i € N, és
sostenible si 3,y min{cj, ¢} < E

Per tant, direm que una regla de repartiment satisfa la propietat de sostenibilitat, si
satisfa totalment als agents amb demandes sostenibles.

Definicié 3.10. La regla R satisfa la propietat de sostenibilitat si per a tot (E,c) € BN
i per a tot i € N es compleix que:

c; sostenible = R;(F,c) = ¢;.

Exempcio

Ens situem en un context com el que hem vist abans, on tenim un problema de repartiment
en el que intervenen agents amb demandes molt desiguals. Anem a veure una altre forma
de compensar primer als agents amb demandes petites.

La diferéncia amb la propietat anterior és com determinarem que una demanda és
suficientment baixa. Ara exigirem tunicament que la demanda sigui menor a una constant
determinada.

Depenent de 'autor, aquesta constant varia. En aquest treball he seguit ’article de

Yeh (2004) [33]. Aix{ doncs, tal i com determina aquest, la constant triada sera %
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Definicié 3.11. La regla R satisfa la propietat d’exempci6 si per a tot (E,c) € BN i per
a toti € N es compleix que:

FE
¢ < — = Ri(E,c)=q.
n

Independéncia de demandes residuals

Seguim en un context en el que els agents tenen demandes molt desiguals. Pero ara
pensem en que ens pot interessar prioritzar als agents amb demandes grans.

Per entendre-ho millor podem pensar en el cas d’un sistema de salut publica en la que
tenim només dues persones. Una d’elles pateix una malaltia greu i necessita un tractament
molt costds i I'altre té la grip (el seu tractament costa molt poc). Llavors si el capital que
es disposa és insuficient per fer front als tractaments de les dues persones, prioritzarem a
la persona que pateix la malaltia greu.

Primer de tot, definirem el concepte de demanda residual. Ens servira per determinar,
en aquest nou context, que és el que entenem per una demanda prou petita.

Definicié 3.12. Donat un parell (E,c) € BN i per a tot i € N, direm que la demanda
de l’agent i €s residual si:

E< Z max{c; — ¢;,0}.

JEN

Llavors, per tal de compensar als agents amb demandes més grans, el que es fa és no
considerar als agents amb demandes residuals.

Definicié 3.13. La regla R satisfa la propietat de independencia de demandes residuals
si per a tot (E,c) € BN iper atoti€ N es compleir que:

¢i residual = R;(E,c) = 0.

Exclusié

Ens situem en el mateix context que abans, on volem prioritzar als agents amb demandes
grans. Per fer-ho, determinarem que els agents amb demandes prou petites no rebran
res de I’Estate. I llavors la totalitat del bé disponible es dividira (seguint la regla de
repartiment que pertoqui), entre els agents amb demandes més grans.

La diferéncia amb la propietat anterior és com determinarem que una demanda és
suficientment baixa. Ara exigirem que la demanda sigui menor que la constant % Aixi
doncs, direm que una regla de repartiment verifica la propietat d’exclusid si no considera
a I'hora de fer el repartiment als agents amb demandes menors que %

Definicié 3.14. La regla R satisfa la propietat d’exclusié si per a tot (E,c) € BN i per
a tot 1 € N es compleix que:

l
G < — = Ri(E,C) = 0.

3
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Assegurament

La propietat que veurem a continuacié estipula que els agents que tinguin demandes
raonables, obtindran una quantitat minima a I’hora de fer el repartiment.

Entendrem com a raonable que la seva demanda sigui inferior al total del bé disponible.
Aixi, es garantira que aquests agents rebin com a minim la seva demanda dividida entre
el total d’agents.

Definicié 3.15. La regla R satisfa la propietat d’assegurament si per a tot (E,c) € BY,
1 per a tot i € N es compleix que:

¢ <E = Ri(E,c)> %

Dualitat

Introduirem la nocié de dualitat. Per aix0, hem de pensar que qualsevol problema de
repartiment es pot abordar des de dues perspectives.

La primera és intentar repartir el total de I’Estate entre els agents. Aixo es coneix
com a "pensar en termes de guanys”.

I la segona és intentar repartir les perdues entre els agents, ja que la suma de les
demandes és superior al total del bé disponible. Aix0 es coneix com a ”pensar en termes
de perdues”.

Doncs bé, la dualitat és la propietat que estableix que tant si optem per una estrategia
o altre, obtindrem el mateix resultat. Aixo és molt 1util, ja que ens permet relacionar
dues regles de repartiment si acaben donant el mateix repartiment pero des de diferents
perspectives.

Definicié 3.16. Donat un parell (E,c) € BN i una regla de repartiment R, definirem la
regla dual de R (a la que denotarem per R*) com :

R*(E,c) = c— R(l,c).

A partir d’aquesta definicié, podem fer un parell d’observacions interessants.

Es facil comprovar que R = (R*)*. I també podem demostrar que donat un problema
de repartiment (F, ¢), tota regla de repartiment R defineix una regla dual R* aplicada al
mateix problema.

Introduirem també una propietat molt interessant que és que una regla de repartiment
sigui dual amb si mateixa.

Definicié 3.17. La regla R satisfa la propietat de autodualitat si per a tot (E,c) € BY
es compleix que:

R(E,c) = R*(E,c) =c— R(l,c).
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Drets minims

Pot ser interessant demanar que una regla de repartiment atorgui a cada agent una certa
quantitat que es considera la minima que hauria de rebre.

Aquesta quantitat que entenem com a dret minim d’un agent no és altre que la que no
reclamen la resta d’agents. En el cas de que la suma de les demandes de la resta d’agents
sigui superior a la quantitat total que el que es pot repartir, el dret minim de ’agent en
qiiestié sera zero.

Definicié 3.18. Donat un parell (E,c) € BV direm que el dret minim d’un agenti € N,
i ho denotarem per ri(E,c), és la quantitat que queda un cop s’han satisfet completament
les demandes de tota la resta d’agents. Aquesta quantitat sera 0 si no s’han pogut satisfer
les demandes. Es a dir:

ri(E,c) = max{E — Z ¢j,0}.

JEN\{i}

Denotarem per r(E, ¢) = (r;(E, ¢));en el vector que té per components els drets minims
de cada agent 7 € .

Per tant, sembla plausible atorgar a cada agent el seu dret minim primer i després
aplicar la regla que sigui al capital restant.

Definicié 3.19. La regla R satisfa la propietat de drets minims si per a tot (E,c) € BY,
1 per a tot i € N es compleix que:

R(E,c) =r(E,c)+ R(E =Y ri(E,c),c—r(E,c)).
iEN

3.2 Caracteritzacions de les regles de repartiment

Aquest conjunt de propietats que hem vist a la seccié anterior serveixen per caracteritzar
les diferents regles de repartiment del Capitol 2. No ens centrarem per tant en demostrar
quines regles de repartiment compleixen cada propietat. A continuacié s’especificara
quines propietats compleix cada regla.

La regla proporcional verifica composicié cap avall, composicié cap amunt, anonimat,
homogeneitat, tractament igualitari, consistencia i autodualitat.

Laregla de guanys igualitaris verifica tractament igualitari, anonimat, homogeneitat,
composicié cap avall, composicié cap amunt, independencia de camins, consistencia,
sostenibilitat, exempcio i assegurament.

La regla de pérdues igualitaries verifica composicié cap avall, composicié cap amunt,

tractament igualitari, anonimat, homogeneitat, independeéncia de camins, consistencia,
independencia de demandes residuals i exclusié.

La regla del Talmud verifica independéncia de camins, homogeneitat, anonimat,
tractament igualitari, consistencia, assegurament, autodualitat i drets minims.

La regla de Talmud inversa verifica consistencia i autodualitat.

La regla d’arribada aleatoria verifica tractament igualitari, anonimat, homogeneitat,
assegurament, autodualitat i drets minims.
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El que ens interessa sera caracteritzar les regles a partir de les propietats i veure quines
regles de repartiment es poden definir a partir del compliment d’un conjunt de propietats.
Com en aquest treball ens centrem en el problema del passi dels museus, que sera el que
veurem al seglient capitol, no s’entraran a demostrar moltes de les caracteritzacions que
es presentaran. Es demostrara només el que es consideri més interessant.

Sera al seglient capitol on ens interessara entrar en profunditat en demostrar les
caracteritzacions d’algunes regles mitjangant noves propietats que s’ajustin al context
del problema del passi dels museus.

Moulin (2000) [22] demostra que les iniques regles que satisfan tractament igualitari,
composicié cap amunt i consistencia sén les de guanys igualitaris, perdues igualitaries i
proporcional.

Herrero i Villar (2001) [16] demostren que la regla de guanys igualitaris és la tinica regla
que satisfa tractament igualitari, composicié cap amunt, consisténcia i exempcié. També
demostren que la regla de perdues igualitaries és la tnica regla que satisfa tractament
igualitari, composicié cap amunt, consistencia i exclusié.

Young (1998) [34] demostra que la regla proporcional és la tnica que compleix alhora
autodualitat i composicié cap amunt.

Thomson (2003) [29] demostra que la regla proporcional és la tnica que compleix
alhora autodualitat i composicié cap avall.

Moreno-Ternero i Villar (2004) [21] demostren que una regla de repartiment és la
del Talmud si i només si verifica consistencia, autodualitat, independéncia de camins i
assegurament.

Demostrarem aquesta ltima caracteritzacié perque per fer-ho presentarem un resultat
important, 1’Elevator Lemma. Aquest estableix una relacié entre la consistencia i la
consistencia a la inversa.

Teorema 3.1. (Moreno-Ternero i Villar (2004) [21] ) Una regla de repartiment R satisfa
les propietats d’assequrament, autodualitat, consisténcia bilateral i independencia de camins
st 1 només st és la regla del Talmud.

Demostracié. Comencem provant que la regla de Talmud (T) compleix aquestes propietats.
No demostrarem que la regla del Talmud compleix autodualitat i consistencia bilateral
perque s’obté directament de la definicié.

1. T compleix assequrament:
Prenem i € N tal que ¢; < E. Aleshores volem veure que T;(E,c) > .

- Si E > §, aleshores T;(E, c) = max{%,c; — u}, on p esta definida a la definicié

de la regla del Talmud 2.1.

Pel cas § < ¢; — p, raonarem per reduccié al absurd. Si T;(E,c) = ¢; —p < T,

arribem a una contradiccid, ja que llavors tindriem que & > ¢; —p > 5.

- Si B <, aleshores Ti(E, ¢) = min{%, \}.

Pel cas no trivial A < %, raonarem per reducci6 al absurd, suposant doncs que
A < %t Aleshores tindrem que A < E.

. . o E
Per tot k > i tenim que Ty (E,c) = A < 7.



3.2. CARACTERITZACIONS DE LES REGLES DE REPARTIMENT 33

Com per definicié s’ha de complir que la suma dels repartiment ha de ser el total
de I’ Estate, usant el que acabem de veure:

i—1 n i—1

) E

E = ZlTj(E,c) +Z>\ < z:lTj(E,c)—i—(n—z—l—l) =
J]= J= J=

Es a dir, obtenim que Z;;ll Tj(E,c) > =L E.

Sigui jo € {1,...,7 — 1} Pagent del conjunt que obté el major repartiment segons la
regla del Talmud, aleshores:

p— 1 FE
(i—1)-Tj(E,c) > ZT-E:>TJ-O(E,C) > > A= Ty(E.0).

I aixd es una contradiccid, ja que la regla del Talmud preserva l'ordre (Aumann i
Maschler (1985)[3]).
2. T compleix independeéncia de camins:

Siguin E', E tals que E < E’ < ¢, volem veure que T;(F,c) = T;(E,T(E',c)) Vi €
N. Com E < E' < %, aleshores T;(E, c) = min{$,\} i T;,(E', c) = min{$, N} per
atot i€ N.

A partir de la definicié, tenim que:

E
— si E§ﬁ~cl,
n 2
c n
T\ (E,c) = 51 si — cl<E<C'—§-cl,
cl—i si EZC—E'CL
n 2

Com ¢; > E, aleshores Ti(F,c) = % Per tant, com % = A < %, tenim que
T;(E,c) = % Vi € N. De la mateixa forma, obtenim que T;(E’, ¢) = % Vi e N.
Sabem que la regla del Talmud verifica la propietat de tractament igualitari. Com
les components del vector T;(E’, ¢) sén totes iguals a Q/, aplicant la propietat de
tractament igualitari, obtenim que T;(E,T(E’,c)) = 4 per a tot i € N. Aixi,
obtenim la igualtat desitjada T;(E,T(F’,c)) = T;(E,c) Vi € N.

Un cop hem provat que la regla del Talmud verifica totes les propietats enunciades,
hem de provar el reciproc.

Per fer-ho, ens valdrem del Elevator Lemma que va presentar W. Thomson [30].
L’enunciem a continuacié.

Lema 3.1. Elevator Lemma: Si tenim una regla que compleix la propietat de consistencia
bilateral i una regla que compleix la propietat de consisténcia a la inversa, i coincideixen
per dos agents, aleshores coincideixen per qualsevol nombre d’agents.

Ara, prenem una regla R qualsevol que satisfa assegurament, autodualitat, consisténcia
bilateral i independencia de camins. Com la regla del Talmud compleix la propietat de
consistencia a la inversa, per I’ Elevator Lemma, sera suficient amb veure que les regles R
i R coincideixen per dos agents.

Abans de res, enunciem un altre lema auxiliar que es necessitara.
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Lema 3.2. (Moreno-Ternero i Villar (2004) [21] ) Per a dos agents, si una regla de
repartiment satisfa les propietats d’assequrament, autodualitat i independéncia de camins,
aleshores satisfa la propietat de tractament igualitari.

Usant aquest lema, tenim que R compleix la propietat de tractament igualitari entre
iguals.

Per provar que les regles R i R sén iguals, utilitzarem la definicié de la regla del
Talmud. Tenim que:

EF FE
<272> si ESCM
T(E,c) = (%E—%) sioe < B < e,
Lt i B>
C1 2,62 9 S1 = C9.

1. Sicg < E <9, comc; < Eidonat que R satisfa la propietat d’assegurament tenim
que Ri(E,c) > .
Com co < E equival a ¢; < [, de nou usant que R satisfa la propietat d’assegurament,
tenim que Ry(l,c) > .

Ara, com R satisfa la propietat d’autodualitat, R1(E,c) = c¢; — Ri(l,c) < F.

Per tant, tenim que Ry (E,c) = § = T1(E, c). Illavors, com ¢; +c2 = E, tenim que

Ry(E,c)=FE - % =Ty (E,c).

2. Si F < ¢1, hem vist al cas anterior que per ' = ¢p, usant la definicié de R tenim
que Ri(c1,¢) = G 1 Rao(cr,c) = G

Com R satisfa la propietat de tractament igualitari, pel vector ¢/ = (£, %), tenim

que Ry(E,cd) = Ry(E, ). Aleshores, tindrem que R;(E,c) = T;(E,c) = £ per

i=1,2. Es adir, R(E,d) =T(E,c).

Com R satisfa la propietat d’independencia de camins, R(E,c¢) = R(E,d) = T(E, ¢).

3. Si E > ¢y, aleshores | < ¢;. Usant el cas anterior, tenim que R(l,c) = (4, 1).

Com R satisfa la propietat d’autodualitat, R(l,c) = ¢— R(E,¢). Per tant, R(F,c) =
(a1 — é,CQ - %) =T(E,c).

O]

Hem vist doncs les propietats més importants que compleixen les regles de repartiment
introduides al capitol 2 i les hem caracteritzat usant aquestes propietats.

Al capitol segiient tornarem a fer el mateix pero en el context del problema del passi
dels museus. Per aixo, modelitzarem el problema de forma que haurem de versionar
algunes de les regles de repartiment i propietats que hem vist anteriorment.



Capitol 4

Passi dels museus

En aquest capitol analitzarem en profunditat el que es coneix com a problema del passi
dels museus. Aquesta situacié sorgeix quan un conjunt de museus decideixen oferir
conjuntament un passi que dona accés il-limitat a les seves instal-lacions durant un periode
limitat de temps.

El problema que abordarem és com repartir els ingressos derivats de la venda d’aquest
passi entre els diferents museus. Les diferents formes de repartiment es racionalitzen
mitjancant les seves propietats, si aquestes es caracteritzen. Aixo és el que coneixem com
a problema del passi dels museus.

L’objectiu d’aquest capitol és presentar les diferents formes de modelar aquesta situacio
i les diferents solucions que resulten de cadascuna. Intentarem entendre les diferencies
que sorgeixen en introduir noves variables al model i compararem els resultats obtinguts.

Ginsburgh i Zang (2001) [13] van ser els primers en plantejar aquest problema. El
que fan és abordar aquesta situacié com un joc cooperatiu i utilitzen el valor de Shapley
per repartir els ingressos de la venda del passi. Poc després d’aquesta publicacié i en
contraposicié amb aquest primer model, Estévez-Ferndndez et al. (2004) [10] publiquen
un article en el que descriuen el mateix problema des d’una altra perspectiva. El que fan
és modelitzar-ho com un joc cooperatiu de bancarrota i el solucionen aplicant una serie
de regles de repartiment propies de jocs cooperatius.

A partir d’aqui, sorgeixen noves publicacions en les que es modifiquen els dos models
que acabem d’esmentar. Essencialment, s’introdueixen noves variables o es modifiquen
regles anteriorment vistes per tal de solucionar limitacions que es troben dels dos primers
models. Casas-Méndez et al. (2009) [7] introdueixen un seguit de ponderacions a les
regles de repartiment utilitzades previament.

Bergantinos i Moreno-Ternero (2015) [4] fan una distincié en dos models diferents
segons la informacié de la que es disposa sobre el passi dels museus. Per ultim, Martinez
i Sdnchez-Soriano (2021) [20] introdueixen el concepte de Solidarity with dummies. El
que fan és proposar un model similar al de Ginsburgh i Zang, tot i que donen una
caracteritzacié més amplia del model que es pot generalitzar a més problemes.

35
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4.1 FEl passi dels museus com a joc cooperatiu

Situem-nos en el context que acabem de presentar a I'inici del capitol. Ens trobem en la
situacio en la que un conjunt de museus decideixen oferir conjuntament un passi perque
el comprador pugui visitar tots els museus de forma il-limitada durant un cert periode de
temps. Suposarem que el preu d’aquest passi, que denotarem 7 € R, és fix.

El conjunt N = {1,...,n} representa el conjunt de museus que formen part del passi i
M = {1,...,m} representa el conjunt de compradors d’aquest passi.

El que farem a continuacié és descriure el problema anterior com un joc cooperatiu,
tal i com fan Ginsburgh i Zang (2003) [14]. Per fer-ho, necessitem introduir abans uns
conceptes previs.

Comencarem suposant que en aquest model podem saber quins sén els museus que ha
visitat cada persona que ha comprat el passi. Aixi, denotem per K; C N el conjunt de
museus que ha visitat el comprador j € M. També suposarem que cada comprador del
passi j € M prefereix visitar una série de museus que uns altres i que aquestes preferéncies
sén personals.

En general, per qualsevol subconjunt K C N, indicarem per v(K) el nombre de
compradors que només utilitzen el passi per visitar els museus que estiguin al conjunt
K. Aixi, podem posar:

v(K)=|{jeM:K; C K}

Ara hem de veure com poder fer el repartiment dels ingressos obtinguts amb la venda
del passi dels museus. La idea per distribuir aquests diners entre els museus participants
sera recompensar a cada museu segons la seva contribucié relativa. Aixo vol dir que els
ingressos de cada passi es repartiran de la mateixa forma entre els museus visitats pel
comprador del passi.

Per tant, si denotem per ¢(i) el nombre de consumidors del passi dels museus que es
poden atribuir al museu i € N, cada museu rebra com a compensacié ¢(i)-7. El problema
de repartiment queda reduit doncs, a determinar el valor ¢(i) per a tot i € N.

Seguint la notacié que hem usat a I'inici del capitol, considerem un conjunt de museus
N = {1,..,n} i una coalici6 K = {1,....,k} C N. Denotem per v(K) el nombre de
compradors del passi que han visitat només els museus que formen part de la coalicié K .

Definicié 4.1. Definim el problema del passi dels museus com el joc cooperatiu (N,v)
onv: 2V 5 R és la funcid caracteristica definida per:

v(K)=|{jeM:K;CK}| (4.1)

Denotarem per P el conjunt de problemes del passi dels museus descrits i modelitzats
en aquest context.

Aleshores, si ¢(i) és el nombre de consumidors del passi dels museus que es poden
atribuir al museu ¢ € N, podem expressar aquest nombre mitjangant el valor de Shapley:

(k —1)(n — k)!

n!

$(i) = di(v) = >

KCN

[w(K) —o(K\{i})], VieN.
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Aquesta férmula ens diu quants passis venuts es poden atribuir al museu ¢ € N i per
tant els ingressos que rebra aquest, que seran ¢(i) - 7. Aquesta sera la solucid al problema
del passi dels museus.

Ara introduirem dues propietats de les regles de repartiment aplicades al context dels
museus, que ens serviran per presentar una serie de resultats sobre el valor de Shapley.

En el context d’aquest capitol, utilitzarem el concepte de dummy per referir-nos als
museus que no reben cap visita. La propietat que definirem estipula que aquests museus
no rebin res a I’hora de fer el repartiment.

Definicio 4.2. Una regla de repartiment R satisfa la propietat de dummy si per cada
museu i € N tal que Uj(K) ={j € M :i€ K;} =0, es compleix que:

RZ(E, C) =0.

Fins ara hem utilitzat la notacié R(F,c) per denotar la regla de repartiment del
problema (F,c). Amb la propietat de Consisténcia, com ens interessava especificar el
conjunt d’agents, utilitzavem a notacié R(N, E, ¢).

Ara introduirem una propietat que hauran de complir les regles de repartiment, en
la que ens interessa especificar el conjunt de compradors del passi dels museus. Per
tant, utilitzarem la notacié R(N, M, E, c) per designar la regla de repartiment relativa al
conjunt M de compradors del passi.

Definici6 4.3. Una regla de repartiment R satisfa la propietat de additivitat pels visitants
st per tot subconjunt de compradors del passi My, My C M es compleix que:

R(N,M; U M, E,¢) = R(N, M, E,c) + R(N, My, E, c).

Ara podem donar una caracteritzacié important utilitzant les propietats que s’acaben
d’introduir.

Teorema 4.1. (Bergantinos i Moreno-Ternero (2015) [4]) Una regla de repartiment R
definida en P compleix les propietats de tractament igualitari, dummy i additivitat pels
visitants si 1 només si es tracta del valor de Shapley.

Demostracio. Esta clar que el valor de Shapley compleix totes les propietats. Demostrarem
doncs el reciproc.

Prenem una regla R que satisfaci les propietats de tractament igualitari, dummy i
additivitat pels visitants.

Utilitzarem la notacié R(N, M, E,c) que hem vist a la definicié d’additivitat pels
visitants perque ens interessa especificar el conjunt de compradors del passi dels museus.

Prenem un comprador qualsevol del passi [ € M. Com R satisfa dummy, aleshores
R;(N,{l},E,c) =0 Vi¢ K;.1com R satisfa tractament igualitari, aleshores:

Ri(N,{l},E,c) = Rj(N,{I},E,¢) Vi,jeK,.

A partir de la igualtat :

> Ri(NAl},E,c)=m.

1EN
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Obtenim que:

Ri(N,{l},B,c) = ﬁ Vi € K.

I per ultim com R satisfa additivitat pels visitants, aleshores:

Ri(N,M,E,c)= Y. % Vi€ N.
leNiek,

O]

Ens podem qiiestionar si les tres propietats que hem descrit sén necessaries totes o si
per contra hi ha alguna d’elles que es pugui obtenir a partir de les altres.

Observacié. Les propietats del Teorema 4.1 son independents entre si.

Definim una regla de repartiment R' de forma que per cada comprador del passi, la
totalitat del que paga va destinat al museu amb el nombre de visites més baix dels que
ha visitat. Aixo és:

RY(N,M,E,c) = > T VieN.
jEM:i:minkeKj {k}

La regla R! que hem definit satisfa dummy i additivitat pels visitants perd no satisfa
tractament igualitari.

Definim una regla de repartiment R? de forma que assigni la mateixa quantitat a tots
els museus. Es a dir:

E
R}(N,M,E,c)=— Vi€ N.

n
La regla R? que hem definit satisfa tractament igualitari i additivitat pels visitants

pero no satista dummy.

Definim una regla de repartiment R? de forma que cada museu rebi la part proporcional
al nombre de visites que ha rebut amb el passi. Aixo és:

R}(N,M,E,c) = EGEL € N.
2 ken Vk

La regla R? que hem definit satisfa tractament igualitari i dummy perd no satisfa
additivitat pels visitants.

Ara veurem un altre resultat important que ens faltava per provar.

Hem vist que la soluci6 al problema de repartiment del passi dels museus consisteix en
calcular el valor de Shapley. Pero recordem que la solucié que buscavem havia de complir
que els beneficis obtinguts per cada passi serien repartits entre els museus visitats pel
comprador d’aquest. Anem a veure doncs, que la solucié proposada compleix aquesta
propietat.

Abans, introduirem un concepte que utilitzarem a la demostracié del resultat esmentat.
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Definicié 4.4. Donat un joc cooperatiu (N,v) ambv € GN i donada una coalicié S C N,
definim el joc d’unanimitat associat a la coalicié S com el joc:

1 si SCT,
o(T) = VT C N.
0 altrament.

Proposicié 4.1. Pel problema del passi dels museus, el valor de Shapley implica que els
ingressos que procedeiren del passi de cada visitant es reparteix en parts iguals entre els
museus que ha visitat cada comprador. Es a dir:

pli)= Y ’K1J| (4.2)

j=1l4ekK;
Demostracio. Observem que el joc que estem considerant és el mateix que la suma dels
jocs d’unanimitat considerats en la demostracié de Shapley(1953) [27].

Donada una coalicié S C N considerem el seu joc d’unanimitat associat:

1 si ScCT,

Us(T) = VT C N.
0 altrament.

Pel principi d’eficiencia tenim que ),y ¢(i) = v(N). I com el valor de Shapley
compleix la propietat de tractament igualitari, obtenim que:

1

$i(vs) = ¢ 18]
0 si i¢S.

si 1€5,

Usant la definicié de la funcié caracteristica (4.1), obtenim que:

'U(K) = ZvKi'

JjeEM

I aplicant la propietat d’additivitat, obtenim el resultat.

O]

Un cop hem donat els resultats més importants, només ens queda pensar en els defectes
o limitacions que podem trobar en aquest model.

Tal i com es menciona a Estévez-Ferndndez (2004)[10], aquest model planteja alguns
inconvenients. El primer és que parteix de la base de que es pot coneixer la llista dels
museus que visita cada comprador i aixo pot suposar un problema, ja que sovint no es
disposa d’aquesta informacid.

D’altra banda, tampoc es té en compte les diferéncies de preus amb les entrades
normals. Es a dir, aquest model no compara la solucié obtinguda modelitzant el problema
del passi dels museus com un joc cooperatiu, amb el que obtindria cada museu si els seus
visitants utilitzessin només entrades normals i no el passi. Podria ser doncs que els museus
obtinguessin un major benefici si no oferissin aquest passi.

A continuacid, exposarem un exemple que il-lustra aquest problema.



40 CAPITOL 4. PASSI DELS MUSEUS

Exemple 4.1. Suposem que tenim dos museus N = {1,2}, cent compradors del passi
M = {1,...,100}, un preu del passi de 1 = 20 euros i que l’entrada normal per cada
museu €s de 15 euros. Suposem que cada comprador j € M wisita un cop el museu 1 i
dos cops el museu 2.

Aplicant la regla proposada, calculem ¢(i) per i=1,2. Usant l’expressid (4.2) i tenint
en compte que |K;| =2 Vje M, obtenim que:

Aleshores, cada museu i = 1,2 obtindra ¢(i) - m = 1000 euros.

En canvi, si cada museu hagués venut aquestes entrades a preu normal (i suposant que
rebés les mateizes visites en aquesta nova situacid), el museu 1 obtendria 1500 euros i el
museu 2 obtindria 3000 euros.

4.2 El passi dels museus com a problema de repartiment

En aquesta seccié, presentarem el problema del passi dels museus com un problema de
repartiment. Aixo ens permetra solucionar alguna de les limitacions del model anterior
que hem esmentat.

Cal esclarir previament que en aquest model utilitzarem el terme ”entrada normal” per
referir-nos a l'entrada que pagaria un usuari per entrar a un museu determinat un dia
qualsevol. Sera important tenir en compte el preu de ’entrada normal per veure quin és
el benefici que suposara usar el passi dels museus.

El fet de tenir en compte els preus de les entrades normals dels museus solucionara
un inconvenient, que era no poder establir una comparacié entre els repartiments que
s’obtenen amb el passi dels museu exclusivament o considerant també les entrades normals.

Per aix0, necessitarem coneixer el vector p = (p;)icn, que indica el preu de les entrades
normals dels museus, i necessitarem coneixer també el vector v = (4);en € Zf , que indica
el nombre de visites que rep cada museu sense utilitzar el passi.

Pero ens falta solucionar l'altre gran inconvenient que teniem, que era la dificultat
de obtenir la informacié sobre quin conjunt de museus visita cada usuari del passi. Aixi
doncs, ara suposarem que no podem coneixer aquesta informacié. Només podrem coneixer
el vector p = (1i)ien € Zf que indica el nombre de visites que rep cada museu utilitzant
el passi. Aleshores, es verifica que:

pi(K) ={j € M :ie Kj}|=|U(K)| VieN.

Definicié 4.5. Denotarem el problema del passi dels museus amb la 6-pla (N, M, m,p,v, u).
On tenim:

o N és el conjunt de museus,
o M ¢és el conjunt de compradors del passi,

o 7 és el preu del passi,
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e p=(pi)ien € Rf és el vector dels preus de les entrades normals dels museus,

o v = (V)ieN € Zf és el vector que indica el nombre de visites que rep cada museu
sense utilitzar el passt i,

o 1= (l)ien € Zf és el vector que indica el nombre de visites que rep cada museu
utilitzant el passi.

Denotarem per P* el conjunt de problemes del passi dels museus descrits i modelitzats
en aquest context.

Definicié 4.6. Direm que la dupla (m,u) és la realitzacié del sistema del passi dels
museus. Aizi, m € Ry indica el nombre de passis venuts i p = (j;)ien € Z és el vector
que mesura el nombre de visites que s’han fet a cada museu usant el passi.

Per solucionar I'inconvenient del que parlavem al inici del capitol, assumirem que els
consumidors aprofiten el passi, és a dir que m -7 <37, i - pi-

Aquesta condicié sera essencial a I’hora de definir el segiient problema de repartiment
ja que ens ve a dir que la suma dels beneficis que haguessin obtingut tots els museus si
els visitants utilitzessin entrades normals enlloc del passi, seria major que utilitzant el
sistema del passi dels museus.

Definicié 4.7. Definirem el problema de repartiment associat al problema del passi dels
museus com la dupla (E,c). On tenim:

o F c R, és el total de beneficis obtinguts per la venda dels passis dels museus. Per
tant, E =m - .

o ¢ = (¢)ien € Rf és el vector que representa el que hagués obtingut cada museu
si les wvisites haguessin estat realitzades usant entrades normals. Aleshores cada
component del vector és c; = ui-p; Vi € N.

Un cop hem definit el problema del passi dels museus, hem de parlar de les possibles
solucions. Al Capitol 2 hem vist diferents regles de repartiment. Aleshores, el que farem
sera aplicar-les a aquest problema i veure els resultats que obtenim.

Introduirem una versié de la regla proporcional que anomenarem regla proporcional
amb drets minims (minimal rights).

Ja hem vist al Capitol 3 el concepte de dret minim. Com la regla proporcional no
compleix la propietat de drets minims, el que farem sera introduir una nova versié que si
que ho compleixi. I.’anomenarem regla proporcional amb drets minims.

Definici6 4.8. La regla proporcional amb drets minims, a la que denotarem per PD, és
la que assigna a cada parell (E,c) € BN el seu dret minim, més el resultat d’aplicar la
regla proporcional al capital restant (que sera el inicial menys la suma de tots els drets
minims). Es a dir:

PD(E,c) =r(E,c)+ P(E Y ri(E,c),c—r(E,c))
iEN
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Ara tornarem a analitzar ’Exemple 4.1 perd modelitzant la situacié com un problema
de repartiment. El que farem és aplicar una serie de regles de repartiment vistes al Capitol
2 i compararem els resultats.

En aquest context, tenim que el valor de I’Estate és de E = m -7 = 2000 i que el
vector de demandes és ¢ = (1500, 3000).

Aleshores, aplicant les regles de repartiment que coneixem al problema (FE, ¢) obtenim
els segiients resultats:

Regla Museu 1 Museu 2
P 2000/3 4000/3
PD 500 1500
CEA 1000 1000
CEL 250 1750

T 750 1250

RT 625 1375

RA 750 1250

Hem vist al Teorema 4.1 que el metode de repartiment que es proposava en la seccié
anterior, que era el valor de Shapley, es podia caracteritzar a partir de les propietats de
tractament igualitari, dummy i additivitat pels visitants.

Ens podem preguntar ara si en aquest nou context, podem trobar alguna regla de
repartiment que es caracteritzi també per aquestes propietats. De fet, veurem que no
només no es possible la seva caracteritzacid, siné que tampoc és possible trobar cap regla
que compleixi les propietats estipulades.

Teorema 4.2. No existeix cap regla de repartiment R definida en P* que compleizi les
propietats de tractament igualitari, dummy i additivitat pels visitants.

Demostracié. Suposem pel contrari que existeix una regla de repartiment R que compleix
les propietats de tractament igualitari, dummy i additivitat pels visitants.

Considero el conjunt de museus N = {1,2,3,4,5} i el conjunt de visitants M = {1, 2}.
Suposem que el subconjunts M; = {1} i My = {2} tenen com a vectors de visites sense
passi v! = (1,1,0,0,0) i v2 = (0,0,1,1,1) respectivament. Es facil veure que el vector de
visites sense passi del conjunt de visitants M sera v = (1,1,1,1,1).

Com R satisfa tractament igualitari R(N, M, E, c) = (%’r, %’r, %ﬂ, %”, %’r)

Com R satisfa dummy, aleshores R(N, M1, E,c) = (3, 5,0,0,0).
Com R satisfa dummy, aleshores R(N, Ma, E,c) = (0,0, %, 5, §).

Aleshores, és facil comprovar que:
R(N,M,E,c)+ R(N, My, E,c) # R(N,M, E,c)
Per tant, R no satisfa la propietat d’additivitat pels visitants. O

Fins ara, hem presentat el problema del passi dels museus com un problema de
repartiment i hem vist que és possible aplicar les diferents regles de repartiment que
haviem estudiat per tal de donar una solucié.
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Donarem una volta més a aquest model i introduirem una ponderacié al vector de
demandes del problema de repartiment. Aquesta idea la presenten Casas-Méndez et al.
(2011) [8] i Estévez-Ferndndez et al. (2010) [11].

Considerarem que les demandes dels museus estaran ponderades pel vector que indica
el nombre de visites als museus utilitzant entrades normals. Es a dir, tindrem que la
demanda de cada museu és ¢; = p; -p; -v; Vi€ N.

Tot 1 mantenir-se essencialment com el model de Estévez-Ferndndez et al (2004) [10],
utilitzaré la notacié P¥ per distingir el conjunt de problemes del passi dels museus descrits
i modelitzats en aquest context en el que es tenen en compte aquestes ponderacions.

Ara donarem un resultat important d’aquest model. Per aix0, necessitem introduir
una nova versié de la regla proporcional, que essencialment sera el mateix que la que
haviem vist, pero tenint en compte que el nou vector de demandes esta ponderat pel
vector que indica el nombre de visites amb entrades normals.

Definicié 4.9. La regla proporcional ponderada en el context del passi dels museus P”,

a la que denotarem per P*, es defineix com:

i - Pi - Vi
D jen HiDj v

PH(E,c) = .E VieN.

Més endavant veurem que la nova versié de la regla proporcional es pot caracteritzar
a partir d’'unes propietats que demanarem que es compleixin per tal de donar sentit al
nou model que hem introduit en aquesta seccié. A continuacié, presentarem aquestes
propietats.

La primera s’anomena additivitat en els preus dels passis. Segueix la mateixa idea que
la additivitat pels visitants que haviem vist abans, pero ara demanarem que es compleixi
aquesta propietat per dos preus del passi m, 7 € R

Definicié 4.10. Una regla de repartiment R satisfa la propietat de additivitat en el preu
dels passis si per tot w1, m € Ry es compleiz que:

R(N,M,m +ma, E,c) = R(N,M,m,E,c)+ R(N,M,m, E,c).

La segona propietat s’anomena compatibilitat i busca descriure el comportament de les
regles de repartiment en cas que fos possible que els museus es posessin d’acord a I'hora
de repartir els diners del passi.

Aleshores, ens trobarem en la situacié en la que la suma de les demandes dels museus
és igual a la quantitat a repartir. Es a dir, > ;o pi - pi - v = E.

En aquest cas, la propietat de compatibilitat estipula que, com és logic, cada museu

rebi la seva demanda.

Definicié 4.11. Una regla de repartiment R satisfa la propietat de compatibilitat si per
tot problema de repartiment (E,c) € BY es compleir que:

Z,U,Z"pi'l/i:EjRi(N,M,E,C):ui-pi~Vi Vi € N.
iEN

Ara ja podem presentar el resultat que voliem. Es de gran importancia ja que ens
permet caracteritzar una versié ajustada al nou model de la regla proporcional, de forma
que queden superats els inconvenients que presentava el model de Ginsburgh i Zang.
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Teorema 4.3. (Bergantinos i Moreno-Ternero (2015) [4]) En el context del passi dels
museus PY, una regla de repartiment R satisfa les propietats de compatibilitat i additivitat
en els preus dels passis si © només si €s la regla proporcional ponderada.

Demostracié. Es facil comprovar que la regla proporcional ponderada compleix les propietat
que volem. Ens interessa provar el reciproc.

Prenem una regla de repartiment qualsevol R que satisfa les propietats de compatibilitat
i additivitat en els preus dels passis i volem provar que aquesta regla ha de ser la
proporciona ponderada.

Com R compleix additivitat en els preus dels passis:

Ri(N,M,Wl —|—7T2,E,C) = Ri(N,M,’/Tl,E,C)—|—RZ‘(N,M,7T2,E,C) Vi € N.

Aquesta és I’equacié funcional que ha de complir R. S’anomena equacié funcional de
Cauchy.

Si prenem un preu del passi en un interval tancat = € [a, b], usant la definicié de regla
de repartiment tenim que:

0<R;(N,M,m,E,c) <mm VieN.

Per tant R;(N, M, 7, E,c) esta afitada. Llavors per Aczél (2006) [1], obtenim que les
iniques solucions a aquestes equacions sén funcions lineals.

Concretament, existeix una funcié g; Vi € N tal que per cada problema dels museus
en PY, es compleix que:

R;(N,M,n,E,c)=g¢;(N,M,E,c)-m (4.3)

Aleshores prenem un problema dels museus en P¥ tal que > jen Hj - pj v =E.

Com R satisfa la propietat de compatibilitat, tenim que per aquest problema:

Ri(N,M,m,E,c) = u; -p;-v; Vi€ N.

Aleshores combinant aquesta igualtat amb E = mm i amb la igualtat (4.3):

R(N.M.7.E D U s U
gi(N,M,E,C): 'L( , ML, T, ,C) :,U’L Di Vz: Hi - Pi - Vi .m ViecN.
m m 2 jen M Pj Vi
I finalment, a partir d’aquesta expressié obtenim que:
Ri(N,M,m, B,c)= <1 PV%  p_pype) VieN.

> jen Hi " Dj Y
O

Podem qiiestionar si les dues propietats que hem descrit sén necessaries totes o si per
contra hi ha alguna d’elles que es pugui obtenir a partir de I’altre.
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Observacid. Les propietats del Teorema 4.3 son independents entre si.

Definim una regla de repartiment R* de forma que assigni la mateixa quantitat a tots
els museus. Es a dir:

E
R}N,M,n,E,c)=— ViecN.
n

La regla R* que hem definit satisfa additivitat en els preus dels passis perd no satisfa
compatibilitat.

Definim una regla de repartiment R® de forma que :

R?(N,M,W’E’C):{ Hi - Di Vi si ZjGN/’Lj'pj'Vj:E’

% altrament.

La regla R® que hem definit satisfd compatibilitat perd no satisfa additivitat en els
preus dels passis.



46

CAPITOL 4. PASSI DELS MUSEUS



Conclusions

En aquest treball he estudiat en profunditat el problema del passi dels museus. Per fer-ho,
he tractat primer els jocs cooperatius, els problemes de repartiment i les seves solucions.
Després he caracteritzat les regles de repartiment que havia presentat, utilitzant una serie
de propietats.

Un cop fet aixo, ja ha estat possible abordar el problema des d’una perspectiva
axiomatica. He pogut doncs adaptar els conceptes que havia presentat previament a
la situacié del passi dels museus. Aixi, les solucions obtingudes tenien sentit en el context
d’aquest problema.

Cal dir que aquestes sén potser un tipus de matematiques amb les que no estava
tan acostumat a treballar, ja que disten molt de l’estadistica, el calcul, la geometria
o la topologia. Pero he aprés molt i m’ha semblat realment ttil perque m’ha permes
modelitzar i estudiar un problema que no té cap relacié aparent amb aquesta disciplina,
d’una forma rigorosa.

Aquest apropament permet treballar amb problemes relacionats amb 1’economia, i
aquest és un aspecte que em sembla molt interessant i de gran utilitat.

M’hauria agradat continuar el treball veient més caracteritzacions i propietats que es
poden obtenir del problema del passi dels museus, pero que no he pogut desenvolupar
perque excedia el proposit d’aquest treball.

En un altre context i com a continuacié natural del treball, es podrien posar a prova
els resultats que s’han presentat, treballant amb dades reals de museus. Aix0 no s’ha
pogut fer en tots els casos perque no es disposaven de dades suficients, pero crec que seria
de gran interes.
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