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1.- INTRODUCCIO

La soluci6 del problema d'N cossos a la Teoria General de la Relativitat

requereix la determinaci4 al mateix temps, del camp gravitatori deIs cossos

considerats.

La soluci6 a aquest problema fou donada per primera vegada per Einstein,

Infeld i Hoffmann
[1] (EIH). Estudiaren el problema. d'N cossos esferics, amb

masses arbitraries, que tenien un movimBnt de translaci6 pura - és a dir:

aproximaci6 monopolar. Suposaren que els cossos eren descrits per singula-

ritats puntual s del camp gravitatori, la qual cosa els permetia d'evitar la

tria d'un tensor d'impuls-energia particular. Suposare� a más, que les velo-

citats eren petites comparades amb la de la llum.

Posteriorment, V. Fock{21 enceta una nova direcci6 en la manera d'abor�

dar el problema. El punt de partida de Fock eren les equacions del camp gra-

vitatori amb el tensor d'impuls-energia deIs cossos extensos. utilitzent
.

aquest metode, Petrovat31 deriva unes equacions del moviment en aproximaci6

1- postnewtoniana (l-PN) identiques a les d�IH.

(41
Una mena de s!ntesi deIs dos metodes fou introdu�da per Infeld • En

aquest treball els cossos eren descrits també per singularitats del camp

gravitatori, introdu�des en el tensor d'impuls-energia mitjangant la funci6

� de Oirac:

Una descripci6 detallada d'aquest metode pot ésser trabada en el llibre
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- {51
"Motion cnd Re1ativi tyll •

En els treballs enumerats fins ací 6nicament es considera el cas de mo-

viment de translaci6 pura -- és a dir: aproximaci6 monopolar.

Tenint en compte ja el movirnent de roteci6 propia dels cossos i conside-

rant cada un d:ells com una distribuci6 continua de materia, V. Fock(61 derí-

va un lagrangia a l'aproximaci6 l-PN i quadrupolar.

\71
En un article molt important, A. Papapetrou desenvolupa un metode

per a obtenir les equacions del moviment per a una partícula de prova a l'a-

proximaci6 dipolar. En principi, aquest metode podría servir per a tractar

qualsevol ordre d�aproximaci6 multipolar. Aixo no és així, no obstant, per-

que Papapetrou no d6na un carní sistematic per a obtenir les equacions cova-

ríants del moviment. Llavors el procediment es complica en augmentar l'ordre

d'aproximaci6 rnultipolar, de tal manora que -ja l'ordre quadrupolar resulta

intractable.

Posteriorment, TulCZyjew[81 aplica conjuntarnent els metodes d'Infeld[5]

'P t [7]'d "1
.

dl
.

t 't
.

1 apape rou 1 er1va es equac10ns e mov1men per a un S1S ema grav2-

tatori de dos cossos amb rotaci6 propia. El punt de partida de Tu1czyjew

era un tensor d'impuls-energia de la forma:

,..

1:0(" , .1 j "'� r
on les quanti tats A 2 1:A s6n sirnetriques respecte c( i � , i O és la

funci6 d de Oirac tlrenorma1i tzada" en el sentit d 'Infeld i P1ebansky

(veure ref. [5} , apendix).
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Tulczyjew dona tamb� un lagrangia, el qual no �s correcte per la s80zilla

ra6 que els termes de sPin(*) de les equacions del moviment (eq.(2.2?), ref.

(81) no es deriven daIs termes de spin del lagre.ngia (eq. (2.44), ref. (8) ).

Per tant, tempoc cóna una bona eproximnci6 dipolar del lagrangia de Fock.

Recentment l'interes per aquest problema ha estat renovat a causa de la

deseoberta d'un pulsar a un sistema binari
[9] (PSR -1913+16) que obra noves

possibilitats d'observaci6 d'efectes relativistes. Una mostra d'aquest inte-

res és el gran nombre d'articles publicats sobre el terna en els últims any.�.

En una notable col.lecci6 d'articlesIlO] , tlJJ, [12], \131 W.G. Dixon ha

desenvolupat un metode excepcionalment potent, rigur6s i elegant per a obte-

nir una descripci6 dinamica exacta del moviment deIs cossos extensos a la

Relativitat General. El meto de de Dixon p6na definicions exactes per al mo-

ment linial, el moment angular i la for96 i el moment resultants sobre cada

COSo Tamb� estableix una definici6 univoca per a la linia d'univers del "cen-

tr (. t 1 t· t d B' .

lb k [141 )e-de-massa" del cos centre de mo�men en e sen � e e�g oc •

aespr�s, utilitzant les definicions de Dixon, J. Ehlers i E. RUdOlph{15]
han derivat una f6rmula per a la velocitat del "cerrtr-a-de-maesa" en funci6

del moment linial, el moment angular, la for98 i el moment resultants i el

tensor de Riemann-Ghristoffel. Tamb� han donat una definici6 de'l:¡uasi-rigi-

desa" adaptada a aqueet problema i' han provat que, par a coseos "quasi-rigids",

les equacions de Dixon m�s l'equaci6 del "centre-de-massa" tenen una soluci6

(k) A partir d'ara utilitzarem el mot: spin, en el sentit de moment angular

intrínseco
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�nica a partir d-unes condicions inicials donades. Tot aixo, és cIar, en

el sup�sit que la m�trica de l'espoi-temps 's conegudo.

A més d '('quests eubcr-s que han trocté:,t el problema en el mere de lo

Teorio General de la nelotivitot, hem d'enmcntar: Darker i O'Conell, iCho

i Hari Oass.

En un article recent[l6] 8arker i O'Cone11 obtenen un laarangia per al

problema gravitatori de dos cossos amb masses spins i moments quadrupolers

arbitraris, a 1�El.proximoci6 l-PN. El seu procediment es situa en el morc

de la Teoria Quantica de Camps i consisteix en la interacci6 d-intercanvi

d-un gravito entre dUBS part!cu1cs de spin 1/2. Obtenen tamb� l'evango-

ment del periastri i la precessi6 del spin per a cada coso Cal remarcar

que el 1agrangia de 8arker i O'Cone11 esta d-acord, si m�s n� fins l-or-

dre dipolar, amb el de Fock, si prenem en aquest �ltim Nc2 i

dL �L ..

'}v.
+
')v.

:: O .

• L

(171
Cho i Hari Dass donen una deriv6ci6 c1assic� pero no geometrica, de

l'energio d'interacci6 per al sistema semire1ativista de dos cossos en arro-

ximaci6 quadrupolor. Uti1itzen la teoria de les fonts de Schwinger. Obtenen

un 1agrangia en el sistema del centre de masses i la ve10citat de precessi6

del spin, concordant els seus resultets amb els ja esmentats de Barker i

O-Conell.

Nosaltres ens proposem d'estudiar el problema d-N cossos extensos 8mb

csrrega electrice a l'eproximaci6 dipolar i l-PN. Ho farem considerant cada

cos com una npart!cula de prova" movent-s8 en els camps gravitatori i elec-
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tromagnetic deguts als restants. N-l. Després obtindrem els potencials

aproximats, suposant conegudes les línies d'univers deIs cossos.

Degut a la dificultat introduida en considerar coss6s carregats, el me-

tode de Papapetrou no és suficient per a tractar el problema. Tampoc utilit-

zem els resultats de Dixon perque: 1) ens caldria derivar els termes de for-

9a i moment electromagnetics, 2) les equacions del moviment de Dixon no són

.equacions diferencials sobre la línia d'univers del cos i, 3) els moments

mult�polars que defineix Dixon no s6n els adients per a integrar les equa-

cions del camp mitjan9ant el metode d'aproximacions post-newtonianes.

Desenvolupem ací un metode intermig respecte deIs de Papapetrou i Di-

xon. Al comen9ament el nostre procediment és similar al de Papapetrou pe-
;

, i'

ro, mitjangant la utilitzaci6 d'un sistema de coordenades de Fermi lligat

r
a la línia d'univers del cos en consideraci6, podem donar una manera sis-

tematica de derivar les equacions covariants del moviment.

Al capítol 3 obtenim les equacions del moviment per a una partícula

de prova extensa - és a dir: menyspreem la pertorbaci6 introduida sobre

les equacions del moviment pels camps gravitatori i electromagnetic deguts

.a la propia partícula - movent-se en uns camps gravitatori i electromag-
s ,

netic donats, a l'aproximaci6 dipolar.
I .

Al capítol 4 integrem les equacions d'Einstein-Maxwell a fi d'obte�

nir els potencials gravitatori i electromagnetic deguts a un sistema d'N

cossos a l'aproximaci6 dipolar i l-PN. Al capítol 5 donem les equacions

del moviment aproximades per a cada cos i obtenim·�'equaci6 d'evoluci6 del
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spin. Cal afeigir que obtenim també un 1agrangia per al moviment de trans-

1aci6 i que sempre que ha estat possib1e referir-se a ca1cu1s coneguts

l'acord és total.

2.- MARC GENERAL •

2.1) Equacions d'Einstein-Maxwe11.-

Prenem les equacions d'Einstein-Maxwe11 veure ref. [6], sec.(46) i

(52) � com a punt de parten�a:
'. ;

(1)

\7" 'F t''' _ - L¡ TI J"'"' (2.a)

(2. b]

on: e1s índexs grecs prenen e1s va10rs {O,1,2,3) i e1s 11atins, t1,2,31j

1� i �� s6n, respectivament, les derivades parcial i covariant respecte
::" ,¡

"lA ; �p-I és el tensor de Ricci derivat del tenso'r metric �t"-é7C) ; A,,()<.) és el
.,,' .....

•

I

potencial e1ectromagnetic, T��} �s el tensor d 'impu1s-energia i J"I"(.)(» és

el quadrivector corrent e1ectromagnetic.

El tensor d'impu1s-energia a la dreta de (1) el considerem descomposat
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en dues perts:

T'"'V''=
m (x) Tt'lI+ em (x.) (3)

la primera de les quals representa la IlJart materiaPl i la segona, la con-

tribuci6 del camp electromagnetic.
�

Aquesta segona part �s -veure ref. [18], sec. (? . 23) !

(4)

on el paremetre � '�s una constant que depe� del sistema d'unitats en el

qual expressem la carrega electrica.

2.2) Hipotesis fon2mentals.-

A) Si definim: �
- (suport T�w) V ( suport �(�») , es verifica:-

i) T este format per N components conexes: \��l A= (, •••• "
fol

i: \.)n; i nA n .Q&::: � si A1= 'B
"..,

ii) Els 1\ sdn temporals: per a cada {lA hi ha una congrOencia

de corbes tempora1s de longitud infinita arnb suport a Q", A:4, ...,t{.

iii) E1s SlA s!5nespacia.1ment compactes: la intersecci!5 de cada OA

amb qua1sevo1 hipersuperf!cie espacial �s compacta.

iv) 3 D E1R.+ tal que 10 dist�ncia geodesica entre dos purrts del

mateix 114 ' que estiguin units per una geodesica espacial, és

m�s petita o igual que D.
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B) A distancia infinita deIs cossos l"'espai-temps esdev� Minkowskia i el

potencial electromagnetic es fa nulo Per tant, ppdem triar una familia de

sistemes de coorden0des \��l satisfent les condicions segDents:

i) ]-0 �s temporal (és a dir: fC")(.) > O )

ii) 1(JtT'\ ��.,.(")(J = �t'''lXJt Q)

iii) _M'Jl'\ Al' (�) O
\Rl ... oo

•

M�s encara, suposarem que,

la condici6 de De Donder:

(5.a)

•

(5.b)

pel cap baix, un d"'aquests sistemes satisfa

(6)

on:

De fet, la condici6 (6) �s compatible arnb (5.1.3.) únicament fins a l"'a-

proxirnaci6 l-PN i, per tant, se�an compatibles en el nostre caso Si ané-

ssirn fins a 1"'aproxirnaci6 2-PN, la condici6 de De DondeT ens conduiria a

una metrica divergent a l"'infinit espacial. Per tant, a l'aproximaci6

2-PN (6) i (5.1.3.) seran incompatibles. A la ref. [191, a la qual horn pot

trabar una discussi6 més completa, esta demostrat que existeix una classe

..
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de sistemes de coordenades que satisfnn la condici6 límit (S.a).

e) Els potencials gravitatori i electrornagnetic, així com el tensor d'im-

puls-energia i el quadrivector corrent e1ectric, poden ésser desenrot11ats

en serie de potencies d'l/c.

o) A l'ordre inferior d'aproximaci6 hem d'obtenir les equacions newtonia-

nes del moviment per a un sistema d� cossos en interacci6 gravitatoria i

coulombiana.

E) Trebal1em en l'aproximaci6 de'petites ve1ocitats� Aixo vol dir que, si

�(?C) és una funci6 i Ordlfl = r, a1eshores: Ord['dof]=w r+1, en un siste-

ma de coordenades de la classe definida a (S).

La notaci6 emprada en les línies precedents és la segOent:

Si {(�) és una funci6 que depen del parametre e , aleshores:

f ex) -=- O (s) (7.a)

Ord 1 fl -= '( (v.e)

F) Per a cada !lA triem una linia temporal LA que cau dins, o bé mo1t a

prop, de nA . Aquesta línia d'univers "representara" el moviment del cos A.

Suposem que les dimensions dels cossos amb els quals estem tractant

s6ri molt petites comparades 6mb les distancies entre ells. Aixo vol dir

s6n les equacions de la línia d'univers del

•
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cos A en un sistema de referencia deIs cefinits a (8), sleshores:

.:D .

<'<1 VA-t:e, on: \í_-í�\:: t ��)(1.�-Z¿)(2�-��)
i iAllC" - Zs�\

. ,
v

En conse�nenciat podrem menysprear tots els termes, a partir d'un ordre

determinet en el desenrotllament multipoler.�en el nostre ces, menysprea-

.

rem els ordres quadrupolar i següents.

G) Els potencials ore.vitatori i electromagnetic deguts a cada cos no in-'

flueixen sobre la seva propia dinamica. Per tant, sempre podrem deixar de

banda els termes corresponents's l'auto-potencial.

Aixo correspon al que s'enomena "renormalitzaci6" de la massa i ho trac-

.'

tarem amb m�s detall s l'spar.tat (3.9)

Aquesta hipotesi es concretara en el següent metode de treball: primer

considerarem que cada cos �s una "part1cula de prova" que es mou en el camp

creat pels N -1 restants i en deduirem unes aquacf.ons del moviment, despr-és

cslcularem els potencials deguts sls N-l cossos restants �n funci6 de les

seves trajectories, les quals suposarem conegudes, i els introduirem en les

esmentades equacions. Aixo �s el que fem als cap1tols 4 i 5.

2.3) Coordenades de Fermi.-

Bona part del contingut d "aquaat; e.pe.rtat es pot trobar en di ferents

llocs de la literEl.tura sobre Relativitat General. tJalgrat aixo dediquem tot

un apartat al tema degut a la importancia c;ue tindran els sistemes de coor-

denades de Fermi en el desenvolupament del cap1tol 3.
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En primer 110c definirem el trensport Fermi...JNülker d'un vector al

11arg d 'una ccrba temporal r .

Sigui runa corba temporal d 'equaci6 parnmetrica <J."": ¡{IICS), on s

�s el parñmetre longitud d'nrc i siguin �=::� el vector unitari tangent i

el vector acceleraci6. Si 'rfo
� �s un vector en el punt 1-!: ",PCSo)

el transportat Fermi-Walker de 'lJ,,� al llarg de r �s un vector 17"(5)

sobre' r que satisfa l'equaci6 diferencial:

(s)

amb les condicions inicials:

En particular, el vector ve10citat �4 �s transportat Fermi-Walker al

11arg de r . En efecte:

(9)

En el cas que r sigyi una geodesica � i -= O ,i 11avors 1"equaci6

(s) esdev�: � 1}"
_ O

&/1
- • Per tant, el transport Fermi�Valker. alllarg

d'una geodesica coincideix amb el transport paral.1e1.

Un sistema de coordenades de Fermi es defineix en base a una 1inia

temporal r - que d 'alguna manera ve a representar la historia o 1inia

d'univers d'un observador - més una tetrada ortonorma1 \ ��1 trans'por-
.c.:.o.t.'l,'!I

tada Fermi-Wa1ker al 11arg de r , amb el vector ",_JI.f\ tangento
a r
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� '\��s a dir: U.: 1'8 • Així, segons (S) i tenint en compte l'ortonormelitat:

(10)

",;¿Sigui 1\ la tetra.da oovariant:
� �­;\ = 'n � '\! q.,

� /' fI> (J f1

Les coordenades de Fermi de qualsevol punt de l'espai-temps respecte de

(11)

la línia rila tetrada t�;} es determinen de la manera següent:
o(�D.4. '1,'

Sigui P un punt de l#ep�ai-

temps tal que per el1 es pot tra-

r ortogonalment i, sigui Q

�ar una única geodesica que tal1i

el punt d 'intersecció. Sigui 11'0{

el vector unitari tangent a la

geodesica QP t al punt Q. Pre-

nem un punt Qo sobre r . com

origen s c: O. Siguin (J' i s

les distancies de P a Q i de

Qo a Q , respectivamente Les

Fig. 1

coordenades de Fermi de P re-

latives a r i a la tetrada t��} es defineixen com:
.( '( :Q l. 2.. !I

(12)
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�-
on: 1. � �s la metrica de Minkowsky, que nasal tres prenem amb la signatura

(+ - - -) •

Com veiem, doncs, un sistema de coordenades de Fermi queda determinat

una vegada donada la linia temporal r i la triada de vectors espacials

en un punt de r , tals que: " r: lo) .)_.,(0) ": 11--� J T I'J.
Si prengu�ssim un altre sistema de coordenades de Fermi definit�per

la mateixa linia �
A

i una nova triada {AH_ ,ortonormal i ortogo­
�= 1.1.3

nal a )J,/C.' , necessariament hauria d'existir una matriu R't 'lE 0(3) tal

que:

lO

"\ '9

.A (o) ':

1:

"'O j _

1\1: - (13)

Aquesta relació entre les condicions inicials, i la linia11tat del sistema

diferencial (10), implioa que la mateixa relació (13) s'ha de satisfer

�� � R� j ).�al llarg de tota' la linia r

En conseqOencia les noves coordenades gaardaran amb les antigues la

relació següent:

,., -

.x
11
(i') -= 1<1:' _ .x"j (1')J

(14)

Ens resultara útil coneixer la forma de les components del tensor me-

tric aixi com deIs simbols de Christoffel sobre una linia temporal T

referits a un sistema de coordenades de Fermi lligat a aq�esta linia.

Per la pr�pia definició (12), les linies cccirdenades que pessen per
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qua1sevol punt ,," es) de r s6n: la propia 1ínia r 'coordenada tempor81)
� '\_�i les geód�si�ues tangents a1s �

"
en el punt X�o. Per tant, e1s vec-

tors tangents a elles seran e1s ); (S)
-1

La matriu (J;¡: ).",o�22)stituira
� .. O.4.'I..'

X-l-: :xv{.x.�) , per tant:la jacobiana del canvi de coordonades

(14)

ja que la tetrada t ,,; 1 1 "hem presa ortonorma1.
o( .. O.4.�.S

Pe1 que fa referencia a1s símbo1s de Christoffe1 del tipus r�� tenim,

de (a) i de (12):

(15)

que, comparant amb \7ó X'Ol:' ro� ).� ens porta a

(16)

amb: I

Per a-o calcular els simbols de Christoffel \: , considerem un vector
·l

V' ortogonal a la corba r en un punt:

)
(1?)
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Segons la clefinici6 (12), els punts que tinguin per coordenades de Fermi:

constant

J (18)

estaran sobre una geodesica, que tindra per vector tangent • En. con-

seqüencia:

qualsevulla que sigui el trivector �� i, per tant:

': O (19)

Per fi, refonent (16) i (19) podrem escriure:

(20)

sobre la línia r base del sistema de caardenades de Fermi.

En particular, si f fas una geadesica, llavars �\) = D ,i tindriem

sobre r :

-= O



-16-

2.4) Tensors 8ntisim�trics d'ordre 2 .-

Sigui A).'>I un tensor antisimstric d 'ordre 2 sobre 1 'espe.i vectorie.1

i sigui "l )�.� el tensor de Levi-Givitta sobre el mateix espei.

Triarem 1 "'orientDci6 : 1°U. 3
= + 1

Definim el tensor adjunt del Al� segons:

4

2.
(21)

que també sera antisimetric.

A partir de les fórmules de contracci6 del tensor ����� amb e11

mateix, es demostra facilment que el pas a l'adjunt és una transformaci6

anti-involutiva de1s tensors antisimetrics d'ordre 2; és a dir:

(22)

Sigui ara .AA.). un vector temporal. Donat un tensor antisimetric d 'or-

. � �
dre 2 qua1sevol, existeixen dos vectors A i B ta1s que:

A� u'\ -_
u," 11 O

,
u 'IA,íl =

J
(23)

En efecte, considerem el conjunt de tensors antisimetrics d'ordre 2

que es poden construir segons (23) a partir de qua1sevo1 parella de vectors

( A?, Q�)U ortogona1s a ��. Aquest conjunt sera un subespai vectorial de
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1
'

espai de tensors antisimotrics 1\2 (n4). Ara bé, com que A" i 1O?. s6n

ortogonc.ls a uoJ aquest subespai tindro. dimensi6 6, i com que

tJ\t.Per tant, qualsevol tensor antisimetric d'ordre 2 sobre 11 es pot

escriure en la forma (23).

A més, de (23) obtenim la re1aci6:

(24).

J
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3.- EQU,A.CIONS DEL r.10VIr/ENT D "UNA PARTICULA DE PROVA.

En aquest capitol obordorem la primera port del metode que hem descrit

someroment a (2-2.G). El metode que desenvoluparem �s semblant al de Pa-

popetrou. Introdu!m, pero, alguns canvis que simplificaran molt l'obtenció

de les equacions del moviment en forma covarient.

Pertim d'un tensor d'impuls-energia material -r�(X) i un quadrivector

corrent electric J t'C'lC) • Suposem que �l seu suport n té les mateixes

propietats que cada un dal.s n esmentats a la hipotesi (2- 2. A) •

A

-:

3.1) Lleis de conserv8ció del medi continu.-

Prendrem com a punts de parten�a per a obtenir les equacians del mavi-

ment del cas, la llei de conservació local del tensor d'impuls-energia i

l'equaci6 de cantinu!tat del corrent electrice

La primera d'elles:

(25)

cam és caracteristic de la Relativitat General, és canseqüencia immediata

de les equacians del camp gravitatari (1) ,juntament amb la identitat de

Bianchi, la qual ha d'ésser satisfeta pel tensor de Ricci.

Tenint en compte la descomposici6 (3) i l'expressió (4), obtenim:
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per�, com a conseqO�ncia del primer parell d'equacions de Maxwell (2.b),

els dos primers termes del seaon membre sumen zero i, a conse�Oencia del

segon parell (2.a), el tercer terme d6na:

-'i J<r- al. ,.. r' (27)

i substituint a (25):

" T t'''
_ F" Jc:rV\" m

«.. r
. (28)

Per fi, tenint en compte la propietat clels simbols de Christoffel:

i desenrotllant la quadridivergencia del primer membre de (28), podem es-

criure:

"

\,\1 T �O"
- - 1

fG" rtl

"ti"
A Q"

+ 01. r 1fT (30)

On:
"

1"" .r: -p"T
m

= �-d-' \ n'\ (31)

s6n les densitats tensorinls do l'impuls-cnergia m01:oriRl i del corrent

el�tric, re5pectivement.
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L �equC!.ci6 eje continu5:tot del corrent el�ctric:

donare lloc a relacions entre les meanituds e1ectromagnetiques que inter-

vindran en el problema.

L'equaci6 de continu5:tat l�obtenim com a condici6 de compatibi1itat de
•

(2.a) , prenent la quadridivergencia d'ambd6s membres i tenint en compte

que fr" �s antisimetric.

Tenint en compte (29) i desenrotl1ant la quadridivergencia que apareix

a (32) , podem escriure:

o (33)

Les equacions (30) i (33) s6n les expressions adients de les 11eis

de conservaci6 (25) i (32) , per a �sser utilitzades en els apartats

següents.

3.2) Definici6 deIs moments multipolé1rs (no covariants).-

Prenem un sistema de referencia \x.t'l tal que -x0 és una coordenada
y�o.,.,.\

temporal. Triem una l:rnia temporal L dins, o mo1t a prop, del tub d"'uni-

vers.n. •

Sigui �('l'l 1 "equacd.ó parametrica de la l:rl.1ia L, on s és el parñme-
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tre longitud d'arc -�s a dir: si u!; i� ,a1eshores, J.L.t'«f=+t). Oefi­

nim e1s moments 2n-po1ars de les distribucions T�v (')C) i J"1x.) , referi ts

a la 1ínia temporal L i al sistema ce coordenades t��} , per les expre-

ssions:

,.¿-, ... l·r�(.) = H)". 1A.'(')-) J'-¡'
¿·(s)

H)": 1.(.'(,) 1 .1'1' t�· ··t' j'b'C1>+f')
¿"Cs)

(34. b]

on: (35)

A les expressions (34.a,b) �s pa1esa la simetria d'aquestes qunnti-
•

tats:

(36.6)

e"'.·· �Wl'" (3S.b)

on el parentesi significa simetritzaci6.

D'a1tra part, �s evident de (35) que si un de1s indexe �s zero,

tindrem:

(36.c)
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També �s evident, en les definicions (34.a,b), que les quantitats rrt"

no es transformen de manera covariant sota canvis de coordenades.

Per aquesta raó els anomenarem r.lOments mul t:i_polors (no cOVeripnts) (�lMNC) •

Les propietats de transformació de1s �
.. ,

hDn estat estab1ertes per

[7J
Papapetrou •.Nosaltres tractarem aquest punt més endavant.

\1
,

La importancia dal.s Mf,¡(NC) radica en que, d'una banda són la base, per

a definir els moments multipolars covariants -- com veurem a l'apartat se-

gOent -- i de l'a1tra, en que són e1s coeficients que apareixeran en el de-

senrotllament multipolar de1s potencia1s --gravitatori i electromagnetic --

que obtindrem d'integrar les equacions d'Einstein��axwell pel metode de les

aproximacions postnewtonianes.

3.3) Equcció de sontinuitat,�

En aquest apartat definim e1s momcnts mu1tipo1Brs covnr'Lant.e -- Mf,1(C) --

del corrent electric i obtenim les relacions entre ells que" es dedueixen de

l'equació de continuitat.

Fem un desenrotllament multipolar de (33) respecte de la línia L I en

el sentit de Papapetrou.

, podem inclou-

re aquests factors sota la quadridivergencia i escriure:

(37)
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i, integrant al domini
, tenint en compte la defini-

ció (34. b] junt amb el fet que JI"('It) s'anu1.la fora d'n. i a la seva

frontera, obteni�:

.

¡)(f t e:�··",
..

D\ + � \ e'�I ... 'l�)_'\Y{1Ie��···').n)O} - O (38)

on:

Sigui J) '> O una cota del diametre del tub d 'univers .n i sigui 'R'

una'�ongitud típica" deIs camps gravitatori i electromagnetic considerats

( per exemple: la distancia a les fonts)� Suposarem - re-

cordem la hipotesi (2- 2. F) •

Treballar a l'aproximació
r

2 -polar voldra dir que menysprearem tots els

moments multipolars d'ordres superiors -- aquest �s també el sentit que Pa-

papetrou dóna a aquesta aproximació a la ref.l?]� El fonament d'aquesta

aproximació �s que, en definitiva, els moments
r

.2 -polars epare��eran a

les equacions del moviment multiplicant termes del tipus A.(�)�. Com que

el moment
r

2 -polar té la forma i hem suposat � a: i
�

, l·"'apro-

ximaci6 z"-polar consisteix en menysprear totes les potencies \� r ,f>n •

Aix� dones, en considerar l'aproximació dipolar (r.=l), ens quedara,

de (38):

(39.a)

(39. b)
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(39.c)

i la resta s6n identicement zero.

Considerem el sistema de coordenades de Fermi (S.C.F.) construit en

base a una tetrada ortonormal
1 "

.. "',,_ t41..
\ W- j W¡ � U l .. l.' transportada Fermi-Walkerc. ,,� ......

al llarg de la l:!nia d 'univers L ': tr(s). Designarem per \ X� � les
..¿ ':0.4. 'l. 'lo

coordenades de Fermi. D'acord amb el que hem vist a (2.3), en 8c¡uest

S.C.F. tenim:

I

(40)

Les equacions (3?a,b,c) s'escriuen de la mateixa amanera en qualsevol

sistema de coordenades tal que la coordenada X· sigui temporal. En cada

cas els moments multipolars es defineixen segons (34.b) en el sistema de

coordenades corresponent.

En particular, en el S.C.F. esmentat unes ratlles més amunt, podem es-

criure, tenint en compte (39) i (40):

� O (4l.a)

(41. b)

( 41.c)
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Definim ara ,les quantitats cavariants
� ?-�
,. ,� ,amb suport aL:

j (42)

que anomenarem moments multipolars cavariants - MM(C) - de la distribuci6

de corrent electric J��), respecte de L.

Aquesta definici6 no depén del S .C .F • triat· sobre L, ja que la re-
•

laci6 entre das S.C.F. definits sobre la mateixa línia temporal ve dona-

da per una transformaci6 linial (14).

Com �s evident a la definici6 (42), els MM(C) coincideixen amb els

MM(NC) en un sistema de coordenades de Fermi.

Tamb� �s evident, de (36.c), que' i, per tant:

(43)

Tenint en compte que ';¡�;.uo( , junt amb (20) i (42), podem escriure
o

les equacions (41) en forma covariant:

(44.a)

(44.b)
•

( 44.• c)
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La primero. de les __�uo.1s ens diu que hi ha un escalnr , que éa conser-

va al llarg de L , al qual anomenarem'bcrregn propia" del coso Les altres

dues s6n relacians entre ��, ��� i la derivada d'oc,uest.

Sigui f"A el tensor antisimetric:

(45)

Per cantracci6 amb �� tindrem, utilitzant (43):
•

(46)

que sustituida a (44.c) ens d6na:

(47)

Finalment, descomposant ��� en la part simetrica i la part antisime-

trica, podem pasar:

(48)

1 també, introduint (46) a (44.b)

(49)

essent ��l un tensor antisimetric arbitrario

O'acord 6mb (23) el tensor antisimetric d'ordre
,,}

2
I r es podre

descompasar en la forma:

(50)
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on: , (51)

Les equacions (SO) i (51) ens per�eten d#escriure (48) i (49) en

la for�a:

(52)

(53)

que expressen els MM(C) en funci6 de: la cArrega pr�pia, la l{nia L

triada i e1s vectors el) i Jt
�

, arbitraris i orto!;onals a J)..�

L#arbitrárietat de e� ijk� -- apart de la condici6 d6rtogonalitet:

"'te:' = u"f": o - consisteix en que de 1 "equaci6 de continui tat (32) no

es deriva cap restricci6 sobre e11s. AixD �s conseqüencia de treba11ar a

1#aproximaci6 dipo1ar sens haver fet cap suposici6 sobre la forma del co-

rrent Jt'c",) • Aquesta informaci6 a la que hem renunciat, es supleix fixant

e1s el i �� en cada cas d'acord amb criteris físics, com ara les ec¡uacions

constitutives i el comportament electrodinamic del medi interior del cos

(conductivitat, polaritzabilitat, permeabilitat magnetica, ••• ).

Els vectors �l i � s6n de tipus espai degut a que:

En un S.C.F. sobre L tindrem per a e11s:

(54.a)

e·· = ! J.'x.. :X•. r "(xl
.x.: -6D

(54.b)

•
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Veiem, doncs, que les expressions de e" i p-?:: en un S.C.F. lligat a L

s6n analogues a les definicions clossiques deIs moments dipolars electric

i magnetic, respectivar.1ent -. veure ref. 20 , eq , (C,.o.3) i (44.2) • Es

per aquesta raó que anomenarem e" moment dipolar electric i p.'>. moment

dipolar magnetice

3.4) Equacion� del moviment.-

Si a l'equaci6 (30) 1i fem un tractar.1ent ana1eg al de l'equació (37)

obtenim:

= (55)

on: (56)

Igual com a l·�apartat anterior, en considerar l'aproximaci6 dipolar,

de (55) ens quedara:

(57.a)

(57.b)
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(57.e)

i la resta - n > 2 - s6n idcnticament nul.les. Els símbols de C hristof-

fel i les seves derivades s6n presos en el punt 2P(s>.

En el S.C.F. de la SGcci6 anterior tindrem, tenint en compte (57) i

(40) :

(S8.b)

(58.e)

Ara definim les quantitats covariants amb suport a L:

(59.a)

(59. b]

que anomenarem MM(C)
11

"
de la distribuci6 d'impuls-energia material -r� i

de la for�a de Lorentz
"

01\ ....o¿f C'
• .r ,respectivament.

Les quantitats eovarients (59) presenten les mateixes simetries que

els �
...

i les � ...

,i també, d'acord amb (36.c) i (40), satisfan:
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(BO)

Amb aquestes definieions p00em eseriure en 110e de (S8.e):

(61)

la qual substituida a la identitat:

(62)

ens d6na:

(63)

on: repon r -= � (r fV -; t"f'cr)
Oefinim ara el i_�or de sP1-...Q": (64)

que és un tensor antisimetrie" - més endavant justi fiearem el per que 1 "hern

anomenat spin.

De (63) i (64) tindrem:

(65)

i per eontraeei6 amb af, tenint en eompte (SO):

(66)

que, substituint a (65), d6na finalment:
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Si ora escrivissi� (SS.b) en forme covariant, d#ecord amb (59) i
•

tenint en compte (20) i (67), tindrem:

(68)

la qual, par contracci6 amb -<4 , ens permet de determinar r�uc i, -'simBtr�t-

zant després respecte de ) i \1 , obtenim: .

(69)

També, per antisimetritzaci6 de (68),obtenim:

(70)

Analogament, podem escriure (58.a) en forma covariant i, tenint en .

compte (67) i que el tensor de Riemann-Ghristoffel és:

(71)

- hem pres la definici6 de la ref. [7], eq. (5.6). - t1ridrEm-r'
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(72)

o bé, utilitzant (69)

(73)

Les equacions del moviment i d#evoluci6 del tensor de spin seran les

(73') i (70) una. vege.da haurem explicitat els tensors '4-" i ��V en fun-

ci6 del cemp eloctroma.gnetic, la carrega i els moments dipolars electric i

magnetice

3.5) Lor�a i moment elest�ar-netics resultants.-

Aecordant la definici6 (59.b) i l'expressió (56), tindrem en el

S.C.F.:

4"J - ol l FÜ _ rr - ') 'FY- ·1).i}... � q-

4��
-_

t./.. r;;"'j
Aq-

-=

(74.a)

(74.b)

on els valors, tant del camp electromngnetic com de los seves derivades,

els prenem sobre la línia L.

L'equaci6 (74.b) 85 pot escriure immediatament en funció dels moments

dipolars electric i magnetice Substituint (52) a (74.b) i posant-ho en
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forma covariont:

(?5)

Obtenir una expressió covariant per a f és una mica més lle.rg. De

(74.a) tenim:

(?6)

i, utilitzant (20), podem escriure en forma covariant:

on ja hern eliminat els termes del tipus 1�a-f¡{,. que, si recordem (43), són

nuls.

Tenint en compte (52), podrem escriure pel terme en � fi", de (?7)

- �).q-. � F" r -: (e),,{ + � 1).G"t � ypU(lt) . t) f"�
-=

- e �v.?·t7 x:« (.t e.tAu<rl + !. 1V)�q-f� r 1.{ ) v r� =

y) I q- t .t, f � .l q-

=

(78)
•

Com que al segon terme del segon menbr-e de (?8) la derivada � f"f és con-

treta amb un tensor.antisim8tric, solament contribuirñ la seva part antisi-
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metrica de "\7) 'f"cr que, grccies al primer pare11 d "ee;uacions de Maxwe11

(2. b), val:

(79)

i, per tant, substituint (79) a (78),obtenim:

Tornant ara a 1"equaci6 (77), si fem les substitucions �ue es seguei-

xen de (SO), (52) i (53), padrem pOSE'.r:

lA t f'l f" €. f") + ! Uy,ff�, j)cr r� .u.ll(��A «'9 +

-t- (e? (A'" -4- � 4"f"f1-rf(,{�) v" F)q-} (81)

Així, d'acord amb (75), el segan membre de (73) s "escriura:·

{" -4- M" (�e tf""(,{o-) - � t f'1 ;U�� + i.4 (f" G' €.�) -+

+ (t�"(f' ... � ,)"f�PfUr)-V\)fí\(f' 1 (S2)

Finalment, 6mb les equacians (75) i (82) estem en condicions d"es-

criure les equacions del moviment (70) i (73) en una forma més acabada:

�\ (y+ o.I� ..�rif),¡.!:- lAG f,o�'� - J.. t F'.e" t �f·fF>prt.ll'1A�FA .)} +
.

+! Srf.u� '\\'W
= o(h f'•.uf + (e�{t � í)·r¡'tfu�)yvf).l (S3)



f

-35-

+

(84)

3.6) Condicj6 de "centre:"'de-moviment".-

Aparentment les equacions (83) i (84) proporcionen 10 equacions

diferencials que, en principi, serien suficients per a determinar comple-

tarnent les funcions incognita: fes), �lcs� 1 S�Y('50)

Aixo no és així perque (84) d6na tant 5015 3 equacions índependents

- en lloc de 6 - ja que la contracci6 de (84) amb � d6na identica-

ment zero.

Aquesta contrarietat no és res que ens vingui de nou. La línia d#uni-

vers L. no ha estat, de fet, definida - recordem com a l#apartat (2.2)

hem dit que Lera dins, o molt a prop, d#Q , pero res més. Per tant,

�.f(S) i S�C'SJ, que s6n 1 "equací.d de la línia L i el moment angular in-

tr�nsec referit a ella, respectivament, restaran indetermiQats.

Aquest problema Qns el trobem ja a la teoria newtoniana d#� cossos

extensos i també a la teoría Especial de la Relativitat(2U. En embd6s ca-

, .

�1
.

sos es resol imposant tres condicion subsidiaries sobre S que, per des-

comptat, sigui n compatibles amb (83) i (04).

A la teoria newtoniana, usualment hom tria les condicions:

j &�X ·f· (x,t) ·XQ � O

'\}"
(85)
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llavors, hom diu que la linia L� triada correspon Q la línia d'univers

del centre de massa.

En el nostre cas comen90rem per descomposar el tensor antisim�tric

d'acord amb l'expressió (23):

(86.a)

on: (86. b]•

i, evideni:;ment: (86. c)

Les equacions (86) ens permetran d'escriure (83) i (84) com:

�4 t fU" +- �:" +, cr"f� 5f.tl('.> �<f - el (FY,e,f" .¡.. i 4,�t� �t1Ap F\ft{P.)1 ...

+ � iff>�.s�up;.u�·�"ft'a- = el. \ tU� F" f"T (e.>.v.("+! 1)'AG"f�·pr"�}V'f)<fl (�7)

)� e(.� :z �" � H?
- -1 . �l·Mcr.t\� - v 'JV �...

+ 01. \ -,)'''f�MJ€r.tPCTtL� t j; FIIt'.t,�1-U?tA")r�} (88)

Llavors, com que la_descomposició (861 és biunívoca, els sistemes

{(83) ,(84)} i t( 87) ,( 88) ,t1� a'rbitrafi} són equivalents. Per tant, quan

haguem triat M'(s)- és a dir: haguem definit quina linia
_ és L, - el sis-

{
tema" re 87) ,( 881\ sera determinat.•
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En el S .C.F • lligat a L que estem utili+znrrt , els vectors MI i S�
tenen l#aspecte seRüent:

MI -= s{; -= 1'0[0- tt o o
= J :3X· Xl. t�o (X)

x-::: ,

(89. b]

= -

.,..7i_
sI(, 'O

= -

J ��X . etj><_x,. T�i<. (X)
AO=S

(89. e)

En aquest sistema de eooTdenades �s palesa l#analogia entre (S9.b) i

el primer membre de la eondici6 neVJtoniana de centre de massa (85), i entre

(S9.e) i la definiei6 newtoniana de vector moment angular intrínsee. Per

aquesta ra6, ónomenarem s� quadrivector spin. Al mateix temps, aquestes

s,." .eomparaeions justifiquen 4ue haguem anomenat tensor de spin al

Si prenem H)cs) :: O (que en el sistema de coordenades eje Fermi s #escriu

) obtenim una generalitzaci6 de 1#expressi6 newtoniana (85).

Cal fer notar, per�, que aquesta no és l#úniea generalitzaci6 possible de
•

(S5) .

-- hom pot trobar una discussi6 detallada d#aquest tema a la ref.[2l}.

Aquesta analogia ens porta a formular la següent conjectura: sota condi-

TP"(X) , existeix una línia
m

eions sufieients de regularitat sobre el tensor

única, que és dins, o molt a prop, d#!.t , tal que

\"\)(�): O. Aquesta línia 1 "anornenarcm línia d#univers del "centre-de-mo""

vimentll de la partícula (C-M).
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Així doncs, si substituim t'\�':O a (87) i (88) obtenim les equacions

del moviment del cos és a dir: de la 1ínia del "centre-de-moviment" -

i del spin referit al "centre-de-moviment".

3.7) Massa propia.-

Per contracci6 de (87) amb � obtenim:

(90)

En el cas: e).': p�:::. O', quan prenem la condici6 de "centre-de-moviment":

M�:: O
.

l'esca1ar p es conserva al 11arg de la 1ínia L". Per aquesta

ra61'anomenarem massa propia (no electromagnetica) del cosC�). A partir

d"ara escriurem 11) en lloc de f .

La constant � , que depen del sistema d'unitats en el qual mesurem

la ca.rregQ electrica es pot determinar a partir de (83). Si demanem que en

C*) Pensem que, per a definir la massa propia hauria estat més comp1et

trobar un escalar rn,.=TlH �tt tal que: �� -=0 '. Aixo hauria resultat f'or-ca
J.s

comp1icat, oi rnés essent e" i p? arbitraris. L'escalar m presenta

dos avantages: un ja l'hem vist al text d'ací da1t i l'altre és que, com

veurerri més endavant, a l'aproximaci6 1-PN és una constant del moviment.
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el cas d'un espai-temps Minkowskia i a l'aproximaci6 monopolar - és a

dir: e"-=. r-.?'= o i t-\l� 5"= o - l'equaci6 (83) s 'ha de reduir al'equaci6

d'una partícula puntual carregada en un camp electromagnetic a la Teoria

Especial de la R elativi tat - veure ref. [201, sec. (23) - tenim que ob. 1
C&

quan mesurem la carrega i el camp electromagnetic en el sistema d'unitats

de Gauss •

•

3.8) Resum del capítol.-

Partint de les condicions d'integrabilitat (25) i (32) de les

equacions d'Einstein-Maxwell (1) i (2), hem obtingut els següents re-

sultats:

( 44.a) Definici6 i llei de conservaci6 de la carrega propia.

(�2),(53) Expressions dels MM(C) del corrent electric en funci6 de:

la propia línia d'univers L del cos, la carrega propia i els

moments dipolars electric i magnetic.

(90) Definici6 i llei d'evoluci6 de la massa propia (no electrom.)

(67),(69) Expressions dels MM(C) del tensor d'impuls-energia en fun-

ci6 de: la línia d'univers L , la massa propia, el spin i mag-

nituds de caracter electromagnetic que apareixen a través del

,,1�9
_� explicitat a (75).

(87)',(88) Equacions del moviment de translaci6 i del spin, respec-

tivament.
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3.9) Comentari.-

Ara ja estem en condicions d'explicar más en detall el contingut de

la hipotesi (2.2-8) segons la qual hem menyspreat els efectes de l'auto-

potencial sobre la dinamica del cos en consideraci6. Pel que ens interessa,

aixo equival � suposar que mitjan9ant una redefinici6 adient de les varia-

bIes dinamiques: ro que apareixen a les equacions

del moviment (87) i (88), podem fer desapareixer d'aquestes els termes

que donarien compte deIs efectes de l'auto-camp i l'auto-potencial.

Aquesta suposici6 ás emprada usualment.per Landau & Lifshitz a l'obra

"Tháorie des champs"t201en referir-se al problema d'N cossos en interac-

ci6 e�ectromagnetica - seco 65 - o gravitatoria - seco 106 •

Más encara, tot el que ací diem ás cert, si más no, per a distribu-

•

cions TI'Jf i' JI" de la forma:
m

Tt-'''tx)
m

:¡-t' e x.J

on

.IIl,

� s6n les "bones" funcions de Oirac que presenten Infeld &

Plebansky a 1 'apendix del text "Motion and Relativity" [5�
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3.10) Comparnci6 �mb resu1t�ts obtincuts p8r eltres nutors.-

En aquest epartat compararem les equncions (70), (73) i (SS) amb

1
.

d P t t71.
O

. t221 1 t t tes equac�ons e apape rou � �xon en e cas puramen orBvi a ori

i amb l'equaci6_de Bargmenn, Michel & Telegdi [23] per a la polaritzBci6

d'una particula carregada en un camp electromagnetic.

A. Pepapetrou:

. Per a una particula sense carrega s6n nuls els termes electromagneti.cs

de les equacions (70) i (73) i aquestes es redueixen a:

que coincideixen amb les equacions de Pepapetrou(*) -- ref.t7), eq. (5.3)
.

i (5.?) • AixD confirma la fide1itet del metode desenvolupot ací.

\V.G. Dixon:

D'altra part, les equacions de Dixon per a un cos extens en un camp

gravitatpri - ref. {22) , eq. (49) i (50) s6n:

•

(.�) Tant sols hi ha una diferencia: la massa propia que defineix Papapetrou

és, en els termes utili tzats fins aquí, rt\
fo
'= rn + U4'�CI'(�fJ cue en general no

coincideix amb la nostro m . No obstant, tant m com m· s6n escalars i,

quan les referim a la linia C-rA (I.( .. Scr�o) donen el rnateix resultat.
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on
r')l )t'}
t i el. són , rospectivamerrt , la fOrt;8 resultant i el moment tote.l

ole..gravitatoris que actuen sobre el COSo El propi Dixon demostra que t i

,¡f'
� depenen deIs moments d'ordres quadrupolar i superior, així com de la

metrica. de 1 'espe.i-temps. Per tant, a 1 'aproximaci6 dipole.r: f� O i J.1t�O.

Es evident que quen eliminem la pe.rt electromagnetica de les equacions

(?O) i (73), coincideixen amb les de Dixon, si posem:

Cal remarcar que la linia d'univers del "centre-de-massa" que defineix

Oixon per la condici6: ?.J'Sx�o , no coincideix amb la linio del ncentre-

de-moviment" que nasal tres hem definit: u.f" �"= O (com ja hem óbservat

6l'apartat (3,6), no hi ha una única generalitzaci6 possible de la con-

dici6 newtoniana de centre de massa (85)).

Cal dir, també, que les equacions {?3) i (?O) presenten l'avantatge,

en releci6 a les de Dixon, d'ésser equacions diferencials sobre la línia

d'univers L •

•

L'equaci6 (87), peru expressi6 definitiva de (73) despres de des-

.

�"
composar S segons (86) -- presenta l'anomalia aparent d�ésser una equa-

ci6 diferencial de tercer ordre. No obstant aí.xó , la suposici6 de que 3'))
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pot 6sser dcsenrotllat en serie de potencies d'l!c i que a l'ordre infe-

rior 1"acce1eraci6 és la que d6na la teoria newtoniana, junt Emb (87) i

(GO), ens donBr� unR �nica 8ccoleraci6 físicement Eccepteble.

Barrm�nn! tichel n Trlc�di: (ref. (23) ,[2C� i L?Sl)

Si eliminom la p3rt gravitatoria de 1"e�ueci6 (S8) , tenim:

Si prenem com El referencia la línia del e-M: }"\" = O
, i triant

com a moment dipolnr e1ectric: i com a moment dipolar magnetic:

essent
d
la ra6 giromagnetica - obtenim:

que coincideix amb 1 'equaci6 de 8argmann, •.achel & Te1egdi per a l"evoluci6

del vector polari tzaci6 (valor esperrrt del spin) - veure ref. �3),

eq.(S).
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4.- POTEt'¡CIPLS GRP.VIT/\TC'RI 1 ELECTR(1U/\GÍ'�ETIC
_._

Por a una p�rtícula de prov2, sense carre02 i puntual, les equacions

del moviment (87) es reGueixen a:

- O (91)

les quals es deriven del lagrangia: . (92)

El lagrangiü del qual es derivin les equacions del moviment parnmetrit-

zadas segons la coordenada X' sera doncs:

(93)
'¡

on: i

D'altra port, el lagr�ngia del mateix problema a la teoria newtoniana

és:

,¿"W = (94)

essf-mt el potencial newtonia. o bé, e�uivalentment:

ot"w -= (95)

{�) ,

El contingut d'aquest apartat l'hem tret, practicament en la seva .to -

talitat, de la ref.[51.
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Segons la hipotesi ( ) r:2.2-0 , i l'ordre inferior de ¿:J. han de

coincidir, per tant:

� �(x) + 0(3) (96)

i, en conseqüencia:

) .Ao¡, = O ti) Jr"'j - 0(1) (97)

1, si escrivim: (9S)

podem deduir immediatament de '(97)

j1>O": 0(1) �.,�:: O(Z)
,. "

O"J -= OC") (99)

4.2) EouBcions dbl cernD electromaqn�t�c.-
_____________.__.. _ .---== 'P __

En aquest apartat i el següent 8scriurem les equacions del c?mp (1)

i (2) en una forma adient per a ésser integrcdes mitjangsnt l'aproxima-

ció de petites velocitats.

Partint de (2.a) tonim:

(100)

que en un sistema de coordenades harmonic - és a dir: que satisfaci la

condició de De Donder (6) -es pot escriure:
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(101)

Prenent el "gauge", de Lorentz:

crl: TI

O ·VerAt. = O (102)

i tenint en compte (2.b),1'equaci6 (101) es pot escriure:

(103)

que es pot reordenar i posar com:

LlAfl -= -4nJr- t J:Ap. + �<rt:'�G"�1:A� - 2 ')l:A�'(J1:Ií+i"t
..

)· r;<r
on : J-tt � v1' J fA'

(104)

Tenint en compte (99),1'equeci6 (104) �s un bon punt de partenga

per a obtenir el potencial electromagnetic pel matoda de 1"aproxirnaci6 de

petites velocitats, ja que ens permet calcular Ar . modul termes d'ordre

1\

suposant que coneixem :l
fA'
i les aproximacions mñdu'l, termes

S
" <r't Ad'ordre l/c de 1 i �.

L'equaci6 (104) ens permet, a més, de deduir quins s6n els ordres in-

,.

feriors del desenrrotllament en 1/ c de AJ4 i j t" •

Tenint en compte (106), les condicions de contorn (5) i la defini-

ci6 (7),1'equaci6 (104) implica:

Orel [A,J



-47-

Per nItra banda, l'equRci6 de continuitnt del corrent electric (33)

s'8scriu:

Si, d'acord amb La hip�tesi (2.2-0) f esperem que a 1 'ordre inferior �t

aquesta equaci6 es redueixi a l'equaci6 de continuitat newtoniann, obtenim:

Finalment, com que l'ordre inferior del �es8nretl18ment en serie d'l/c

de l'equaci6 (87) per un espai-temps pla ha de coincidir 8mb les equacions
•

del mcví.merrt d "un ces en un camp coul.ombí.é f tindrem; O� [ Aal : O • En

conseqOencia:

(105)

4.3) Eguacio,_ns del c�mQ rre.vi�ti.:.:::

Prendrem l'expressi6 seoüent per al tensor d'Einstein:

(106)

en: (ID? .a)
-.» •

. J ,

(107.b)

(107.c)
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(lO? d)
•

.; 'Ov!._ O B O..._ D ,= en un sister.1t1 do coor-dennc'cs herrnñrrí c ,

() rl'"L'expressi6 lOG d6na � En funci6 de la densitet de tensor m�tric

��f i l'hem pres de la rEf. [6] , eyu2ci6 (0-8?).

De (1) i (106) tenim, en coordenadas harmoni�ues:

(lOS)

( ) ��
que, tenint en compte 99, ens permet de calcular T aproximat Tins

l'ordre s +1 quan coneixem Tins 1 'ordre s.

Tot seguit passem a deduir �uins s6n els ordres inferiors del desenrot-

11ament s�rie d '1/ c de
,.

1'17 i
A f"en \", 1

Sigui rlpv) = Dt"tÁ [�l"1 i r -= rt\Cn \ '('(yv) I PI": a C2.3 } • De

(99) tindrem f"�� i, de (lOS) :

-=- - (109.a)

i, per tant: (109.b)

L1avors, fent una primera aproximaci6 de l'sc¡uaci6 (30J, tenim:

(110)
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on:
.

t.

Per la hipo tesi .(2.2-0), l'ordre inferior de l'equaei6 (110) ha ce

retre Lris equccdnns newtonio.nes del moviment d 'un fluid - voure ref. (lE) ,

equaeions (6.43) i (6.S7)

J (111)

i, per tant, les relacions següents hauran d'ésser sntisfetes:

("(oo) +4 = r(ot) � 2r ) (112.a)

En eonsec,üencia:

,(00) = 2 ) r(<,j} = 4 (112.b)

Fina1ment, eom o.ue podem fixar arbitrariament l'ordre de la eonstant

prendrem ürJ. r�]= l i escriurem • t.lavors, pe1

T" u" ()1m tindrem, de 109.b

Ord [t�] - O (112. e)

E1s resultats (105) i (112) ens permetran de seguir endave.nt 8mb
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les equacions del cnmp epr-oxí.mades , Com veurem més endavarrt -- Clt='ertCit

(5.1) -- els símbols de Christoffel, especificats precisament fins Q l'or-

dre que correspon a l'aproximaci6 l-PN de les ec.uacions (87) i (88),

s6n:

A " lo 00
1"'0

_ _

L do1 + O(�)loo -.
j

r::a -= O(�)

•

t:� = � 'l0100 o bc:t + i (�¡;t" - ';)(f)�) � O{s)

r� - t \ �i oJsi- ;. ��o JtlOO - �ts d¡f�O} T 0(4) (113)

on:

Per tant, tant soIs ens cal determinar el potencial
A o�

T
fins l'or-

fins l'ordre 4 •

.�4.5) Potencia1s qr�vit2tori i electrome.onetic.-
.

� .

En primera aproximaci6 les equacions (lOS) i (104), tenint en comp-

��..

te (112) i (4), donen:

ó l°o
'''11 ex " 00

0(4)Tm +-

¡'!' el.

II iO� (b1t& " o�

ots)- T '" +
c,,'L

(114.a)

(114.b)

.. '

o'';

...
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0(2) (115.n)

,.. .

4n J� + 0(3) (llS.b)

En una segana apraximaci6, abtenim:

6 t ,00+ 1 U) :; - lG¿'P (1� t 1)("10: -TU) + V�OO, V �DO +.
+ 'd! lOo + O(b)
-

,i V és 1 "oper'anor' gradiente

(116)

on:

Utilitzant (3) i (4), padem escriure:

+00 TAU ¡
.....

VA -VA- 'WI +. n\ + - o' 1"10
'" 4ncZ.

.

(117)

Substituint (117) a (116), utilitzant la identitat:

,

t¡ f· V i - � \ II (�) -' <\>-6� - 4 ,6 � } (lIS)

junt amb (114)· i (115) i reordenant, obtenim:

b. \: tr -1-111) (�- � r) + z � A: \ =

l"c�G \ t� - HoOHt: t-t!!) -1- ��AJo) + 'O:ro + OLb) (119)

Per al potencial electric Ao ,.e 1 "apr-oxí.macd.d l-PN, tenim de (104):

(120)

UNIVERSITAT DI!: BARCELONA
Biblioteca de Flslca , Ouimlc"
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que, uti1itzant (114), (ris) i (ria) i reordenant, ddna t

Fina1ment,·podern escriure (119) i (121) en forma abreujada:

DW -= - (122)

0& - 4n o- + 0(4) (123)

en: tW-;:: ( � A 1 00) ('� 00 A

J.�) ��
.

-

2." •

\ -+1 +
C�

� - (�- � iOO). ( t;,o + t;!) + 1; Ao JO
I

.
e

¡

& -= ( i + � 1°°) ftn,

\

d
i

" a- �to:- ( � .; k lOO) JO +
c,z.

(124.a)

•

(124.b)

(125.a)

(125. b]

,\

La integraci6 de les equaeions (114) I (115), (122) i -(123) a l�apro-

ximació I-PN 6mb les eondieions límit (S) és trivial, ates que tates

elles són equaeiens del tipus Poisson e D'A1embert. Tenim, dones, peIs

potencia1s:

-

,.
00

. T m (X'.')(,�) + 0(4) (126.a)
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(126.b)

(127.a)

(127. b)

on: \ '5C - i'\ -= i &.;� lx¡;-)(�).(:x�-"i'r
,.

r"
El suport de les distribucions Tm, '"R,

A
•

, 1 .r: sera format pels N

ntubs d'univers" deIs quals hem parlat a la hipotesi (2.2-A)
. concentrats cada un d'ells al voltant de la linia LA corresponent.

De les equacions (126) i (127), �s evident que en el desenrotllament

multipolar dels potencials apareixeran els MM(NC) més aviat que els MM(C).

4.6) Els �'M(tJC)' en funció deIs MM(C) .-

Com ja hem rémp.rcat Olés amunt les quantitats ro P"
, rn""i, e"", e.

\1
defi-

nides a (34) no són covariartssota canvis de coordenades. Les lleis de

.

transformació per a les m'" i les rn�f" han estat donades per Papapetrou.

A continuació farem un repas de la derivaci6 d'aquestes lleis.

Considerarem separadament dos tipus de transformacians:

i) J
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ii)

Una transformació de coordenades qualsevulla sera la composició d'una

transformació del tipus (i) amb una altra del tipus (ii).

Sota transformacions del tipus (iJ les m�t'¡) es transformen de Manera

covariant, ates que la integració que apareix a (34) es realitza sobre

el mateix domini i que estem treballant a l'aproximació dipolar.

En el cas de les transfor�acions (ii) cal filar més prim, especial-

01
ment parquá les hipersuperfícies x"= constant i � = constant ja no s6n la

mateixa. Establint una relació entre els punts (X ..
, �O)

.

de la primera hi­

persuperfície i els (,.1, 'X"') de la segona, hom pot arribar a relacionar

ambdues integrals. Així obtenim:

)

m�o(� __ d�/X.t. ';}VI"�'( df'X� - �D :Jf'Xo). Yl'l1�JI'i
I
I

(128)

on les derivades estan preses sobre la línia L
e( o,xel.d ...,,, =-

I 'd)Ct"
Es trivial comprovar que l'expressió (128) també val per a les

i

. .

transfromacions (i). Per tant, valdra també per a composicions de trans-

formacions (i) amb transformacions (ii), és a dir: per a qualsevol can-

vi de coordenades.

De manera analoga podem deriver la formula de transformació per a les

quantitats:

'(Y\ot�= JI"X,,(, dy,')Cf>·M\'f"'I1 -(dl"',df'.x� d".,,\!' + a""xcl• ?1,dr'''�).�'flnl
-\- h \ raf,)G�·'d.,,'Xt. d(',-x°. � rn'f""} (129)
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.

E1s resu1tats (128) i (129) són presos de la ref. [71. Nosa1tres,

pero, hem de donar, a més, les 11eis de transformaci6 de1s moments eV i

• Tenint en compte la semb'l.anca entre e1s f,'M{NC)

e�" i '(1\"o(� , podem escriure immediatament, per ana10gia amb (128) i

(129):

(130)

•

(131)

Per al nostre proposit - escriure e1s Mf;�(NC) a qua1sevo1 sistema en

funci6 de1s MfA(C) - �s útil prendre com a sistema \xf'\ un S .C.F. 11i�

gat aL.

ss I"S,_-< .,:, t( 01 t
'\. YV¡, • VV'lJ "; '\l ¡.;: (.Z."

és_la tetrada que prenem com a base per a cons-

truir el S.C.F. , teni¡:n:'

(132)

i, de l'eXpressi6 de la transformaci6 de1s sfmbo1s de Christoffe1, tenim

per a les derivades segones:\

(133)

Fina1ment, $ubstituint (132) i (133) a (128) i (129),obtenim:

(134.a)
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(134. b]

+ L(�)dA .0.0

(135.a)

(135. b)

1,- utilitzant (52), (53), (67) i. (69), obtenim:

(136.a)

_ r.ue/M � _ � (� 5°("",(.(,1")) +
i

- �. \ e,4"·f"l..f" � � pJ ..jt1.-cf.rilÁr + i J�1tl·f.<rfl\t·¡:�U'} (136. b]

(137.a)

(137.b)

-

4.7) Petencials pravitatori i electromagnetic. Aproximaci� 1-PN i dipolar.-

En aquest apartat deduim les expressions aproximades deIs potencials

creats en el punt ( � (X"'), X-) per la resta de cossos: 81: A
,
66 \ �. , N} •

Substituint a (126) i (127)
. A

,.
� A c;;-' ,.. 1"11

T� i J t" per: L4' m
61:1\ &
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obtenim a 1-aproximaci6 dipo1ar:

,,_ �G- L:\ "
rn

00 'O '\ .oo} 0("') (138.a)'A
-

- -' ti .. t r
-

\
. m� +

c,& \a.-cAl " éa- z.,l
1'*"

J:� 46 L \'
.

Ot 1 .. m�o�} .. o (s) (138. b]
-

e
-' fI1;" t-

c,L 8�A e,"-�l A \ '4;-lA\
ea

.

WA 4G. G {\ �a
+ de 1 r¡<t

= -

\ te." 2A f lA;
. _!_ -t

c:Z a+A A \"i.-�\ U6

+} D: (í<»' \1�-�\+1e\i�-�\.1?� }+Ó(6) (138.c)

&A L�\ A de �. _l _
. *A- .- +

00
+

Il¡f�l UO lo \�-2A\ e
•

tu &
.

;. 1;- :DH }s" \ 'lB - 'lA \ .. d�"�! Il,,-íAV J" O (L,) i
(139'.a)

(139.h)

on: l) = ..!..
! L<\

de "R i d

es defineixen a partir
,

segons una expressi6 analoga a (34).
•

,

Finalment, utili tzant els resu1 tats de 1
-

apendix A I pbdem es.criure:

(140.a)

� O(s) (140. b)
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� �. � •. t!) + L:Di (1%\'2..-20A1 - t\�. 1il"'-"2. y}� 0(')
(l40.c)

él. = )"' 1 \_l _

. (�&.(�_ � yoO) � f!. Aom& _ ! dty"o.est + @:'.JeAo' �\+L 1 &&- �l & e� & ., n Q& G1. & � V
SioA

(141.a)

A·=
,.

lo

,

L: { '4-�d-1.1; - ���) � �e Ij' _ 'l \. (e�ll� + ! ee.:\(v:n�
.B1'4 ¡. " .

I
!

'!

+ O(e,) (141.b)
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50- EQUACIONS DEL MOVIMENT (aproximació l-PN i dipolar)

En aquest capítol substituirem els potencials aproximats (140) i

(141) a. les equacions (87) i (88) 'o Com ja hem dit más amunt apartat

(306) aquestes equacions formen un sistema que no sera determinat fins

que no fixem arbitrariament els valors de: A ::,�, .•• ,11 •

A partir d'ara ens ocuparem de cossos amb moment dipolar electric nul

_respecte de la l:i':nia L. del "centre-de-moviment":
A (142)

L'enaleg d'aquest cas a,la teoria newtoniana seria el d'un sistema d'N

cossos tals que, per a cada un d'ell�,i a cada instant, existís un punt
I
I

respecte del qual s'anulolessin els moments dipolars de les densitats de

.. o

carrega 1. massao

Nosaltres pretenem trobar unes equacions aproximades del moviment

de translació que siguin derivables d'un lagrangiao No hi ha cap raó per

a creure que si prenem la línia L. per a representar el cos
A

A - és a

-

�
--

dir, la condició (1421 les equacions resultants admetin'un lagrangiao
.

i

En qualsevol cas, ates que l'aproximació newtoniana d'aquest problema

sí que. admet un lagraDgia quan prenem la condició newtoniana de centre de

massa (85), prendrem:

A,: .('00.,\10 (1430a)

que, tal com demostrarem a l'ependix B, implica peroal moment dipolar

electric:

(143. b)
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5.1) �ovirnent de tr2ns1eci6.-

Les quatre equacions (87) s6n equiva1ents a (90) más les tres

components espacia1s de (87).

Tenint en compte (1¿1.0), (141), (143) i (A-1, 2, 3, 12 ), podem escriu-

re (90) com:

, ,,'=' �, ... , � (l44.a)

•

per tant, a l'ordre d'eproximaci6 que ens interessa fOA sera una cons-

tant del moviment.

Per a les components espacials de (87) tenim, utilitzant (113),

(124) i (125) :

�� 01 (� .. t ,,�) I\i¿ � rn- t � Too"'�-r�) - e..:pC.,stc.·ÓJAJ. jc .. -t

+ J.�& e.'jK r����) - � A� + � eS!:\/. 6''-ld3100)} +

.... 'd. f _ �",Ar +" !!!. yoo1. + Gm A:' _ 3m oy"o. 112.. + rn�t.-xRo_ J�" M�(d.eY-) +
• 1 4 IV

al. , .t e'f i O V"",,

+ � ehlC• SIC. ;)((1fo_ iOOlOs) + � (40+ Ae-17t) ..¡. �:r. e��eAn) -

_ J_ ee�J,(v.. �f. (A.\+ Aovs) } i¡ e2��(atCoo). 4i'" =- o(�)
,/,(,'1. J "'" J.xo

(144. b)

Si ara introduim a (144.b) e1s valors deIs potencials obtinguts a

(140) i (141) i substituim X ,� per �,Q?,. obtindrem les
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.

f

equacions del moviment de translaci6 del cos A movent-se En el sí del

camp creat pels N- 1 restants.

Resulta senzi1l comprovar que, com era d'esperar, la part monopolor

de les equacions resu1 tsnts - és a dir: la par-t que no depen deIs moments

� � "JA ).
JI
' a

�
• 26

dipolars va' I/� , I , ,cE - coincideix arnb les equacions de Bazansky

i, per tant, pot �sser derivada del 1agrangia de Bazansky:

'"

L.
4.&:1
'*A

�,�
&,ft=,
�B

�mA1'('I& - �A�e
03 cl. �4&

¡.J

""
I Y? l."l [Q.f4 (18n1.r>+ 1�mb) - G"'A tS1-- �tmAm''''p1+D(')t.c'tL �6 4v (145).4,8.D :.,

'",AIfoZ>

En conseqüencia, :les eqJacions del moviment de translaci6 a l'aproximaci6
1

,\A�!>- G"M,o 'M a �iitA';¡;& +
(114'2Ae ){'Ü� .iA�'"

.

i4, .eA;"

I
I

l-PN es poden escriure:

""E' [L 1
A Si

- e,tK s:- �:!� ;01 e'l� (P:,\.+p:1<n· (Xt �J \ �

+ l; L l[-� ( � (",.s,;' +tnast") -lz;. ('\. ro'" +1·""'»)·( tll-'I1i) +
B?A

"" ;� (mAM!-�8t1:) � � (�etz:-�Af�)1'(il i,.J +

0(') (146)
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on:

L��ltim terme del primer membre de (146) és 0(6), gracies a �ueJ

de (68)) tenim:

Tal i com padem veure immediatament a 1�equaci6 (146), si prenguessim

les línies d�univers dels
•

e-M: \ ';¡o\�=J, •• tJ
. ... I

per a descriure el'movi-

ment de translaci6 dels cossos del sistema. és a dir: H; = e: = o

obtindriem unes equacions que no serien derivables de cap 1agrangia. A

més, ens apRreixeria un terme d�acoplament entre el spin i el camp cou1om-

biS.:

!

5.2) lagranria aproximat per al moviment de tra.nslaci6.-

Al contrari, si prenem la cortdici6:

(147.a)

i, d�acord amb :C143.b):

f O(4) (147.b)

. tindrem que les equacions (146) es deriven del lagrangia aproximat:
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on hem utilitzat:

..

t1Z (147.c)

que s'obté de (147.a) uti1itzant 1#aproximaci6 newtoniana de (144).

5.3) Comparaci6 Rmb élItres Iar.ranpians.-

Aquest apartat el dediquem a comparar alguns deIs cassos particu1ars

del lagrangia (148) amb altres lagrangians ja coneguts.

er
1- cas: Cossos no carregats: �ACO

. a?l. ').
, �A -:: pI' = O I A:::,{, ••. ,lI1

De (148) tindrem:

(149)

( L¡,"l és el 1agrangia de Einstein, Infeld & Hoffmann)
: ; ,¡ r
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que coincideix amb 1 'aproximaci6 dipole.r 081 lagrangie. de Fock - r'ef", (G),

seco (78) - quan en aquest escrivim SA:�' en lloc de

En aquest cas +ambé , quan fem N c: 2 i treballem al sistema de referen-o

.... -eL 'dLcia per al qua1: .f ::
� .. -::;- -= O ,obtenim 1 'aproximaci6 dipolar dOel
CVi dV�

lagrangi& de B�rker & O'Conell Ú6]i, obviament, tamb� el de Cho & Hari

(171Doss •

n o

�o ce.s: Com hem dit m�s amunt, a l'aproximaci6 monopolar el legrangi?

(148) es redueix al de Bazafisky (26� derivat també recentment per 8arker

& 0'Conell[27] per un metode de Teoria Quantica de Camps.

er
� cas: Si menyspreem la interacci6 gravitatoria - es a dir, en el

(150)
\
\

on L 0'11 �s el lagrongia de Darwin.

'). ,a �

p'e -= �& ro; Se
ra6 giromagnetica del cas 8 , (150) s'escriura:

En el cas N a:: 2 i prenent: , on d-f> es la

L -
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que d6no. una versi6 classica del lagrangia de 8rei"t-Darwin - veure ref.

28 , eq. (83.17) - quan prenem �A-� 2. , A:\.1. (com recordarem, aquest �s

el' cas de 1�e1ectr6).

5.4) Moviment de rotaci6.-

El moviment de rotaci6 de cada cos vindra descrit per 1�equaci6 d#e-

vo1uci6 del seu spin.
I

Aquesta l#obtindrem substituint els potencia1s
'

I
(141) a 1#equaci6 (8S).aproxim�ts (140) i

Si desenrotl1em (SS) en serie de potencies d�l/c , utilitzant la pri-
i

mera aproximaci6 de (S7)� obtenim com a primer ordre no nul:

(152)

on el 3 i el 5 corresponen a l�o , i el 4 i el 6, a l =1,2,3 •
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Per tal de definir el trivector spin, considerarem la tetrada de re fe-

rencia t el} que Lns'tarrtání.emerrt es tras11ada amb el cos i que no gira
� ..O.4.C.\.. .

[29}respecte del sistema de referencia \ '-'="} - veure MTW , apartat (40.7).

Sigui {��1 la tetrada de vectors tangents a les 1ínies coordenades

en un punt qua1sevo1 de la trajectoria. A l'aproximaci6 1-PN aquesta és

una tetrada de vectors ortogona1s. Sigui {e;} la tetrada or-tonorrna'l, que

resu1ta de norma1itzar e1s e t"'
(el.)

�a. tetrada {e�t que es tras11ada instantaniament amb el cos i que no

gira respecte del sistema \""'1 es construeix ap1icant a la \ e � 1 una

Aquesta tetrada és, segons

�

e
t'" I\� ti f4

�.-=- 1\ �: �

MTW [.291, .

( )eq. 40.31 :

tal que:.transformaci6 de Lorentz pura:

ei � (�- � �o) &·�tl+ � V"lIlj + O\lt)
I

,(153)

En aquesta base les component� del quadrivector spin S�són:
,

1'-

,.. ,.,.. ...

So(. __
8(& I

S0\ r·eA •

,
,

� t'

.' '1

(154)

j .'

El trivector. spin, segons el sistema de referencia \xf41 queda definit

I

per les tres components d'espai
�

SJ en aquesta tetrada de referencia.

Derivant a (154), tenint en compte (152) amb la condici6 (143). més les

expressions (2) i (113), obtenim:

� �

�
1
" \ t (�X'- airO) - � l.v'�X·- �jJ,r) + .t!e' ('Vi·�iA. _",qj Ao)J sJ ..

+ l. J \J.�,-'d,A\) t\u�:JjAo -'\T)'d�Ao)J uj � O{(;)
��1 � �. 1 (155)
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i substituint els potencials aproximats (140) i (141), tenim:

-
-

\- 1)A" \-' A + O Cb) (156.a)

(156.c)

En el cas particular que els quadrivectors moment dipolar magnetic i

spin siguin paral.lels: llZ =: � S:
r MA

- i per tantO, també: l.t�=� sI­r r.1A

tenim que els trivector spin té un moviment de precessi6 respecte de, la

tetrada {e¡} amb veloci tat anqu'Lar t

t- 0(') (157)
.: o
••• �

_

,

Cal ,remarcar que en el cas de cossos no carregats aquesta velocitat

angular de precessi6 del spin és:

-

\ A [�nl8('
., S -)

- � S)-l- �Crt¡bB:5� �QB}líA (�} = 'E. � 7 \:1/1- -¿"lA" "loAS - (." :B
c.1. A�;

, B*A ,.9

Resul tat que �Oi�����i� amb el que, �b����� Bbr-ner , Eh�e�s s Hudolph
\:301

.
.

partint d'una suposici6 diferent i també, amb el que obtenen Sarker &
, -

,

[161; [17]O'Conell i,Cho & Hari Oass per altres metodes, com ja hem esmentat

a-la introducci6.
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5.5) Com8ntari: marc de validese de l'aproximaci6.-

L'aproximaci6 de�etites velocitats", que hem utilitzat - �s a dir:

desenrotllaments en serie de potencies d'l/c, conservant únicament alg�ns

deIs ordres inferiors - és valida únicament quan es satisfan les tres

condicions seg�ents:
, ",

i) Les velocitats deIs cossos s6n petites comparades amb la de la

llum: .

, A:A .... lI\

ii) Els cossos estan prou allunyats els uns deIs altres com per que

el camp sigui feble: J

iii) Estan, pero, suficientment a prop com per que els efectes del re-

tard 'en la propagaci6 de la interacci6 siguin descrits ·amb una apro-

. .

:ximaci6 suficient per la primera correcci6 introduida en resoldre

:.:: les -eqyacions d ....ona (122) i· (123) .

Aix� és aiXí quan la longitud de les ones emeses �s'gran compara-

\
.

da amb les dimensións del sistema.

"

Aquesta condici6 limita el camp d'aplicaci6 deIs resultats ob-

tinguts aquí al cas de sistemes lligats. Si 1? �s una distancia

típica entre dos cossos del sistema i W la velocitat a0gular'de
r-

revoluci6 d'un respecte de l'altre, aquesta condici6 s'escriu:

f'1{ ¿�-
W

Pel que fa referencia a les dimensions deIs cossos cal dir que aquests

o bé: que equí.val, a: '\'frl¿_-<:.t

han d'ésser prou petits: .E. (.¿,!. ,com per que les correccions degudes
'Ro
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a1s termes d'ordres quadrupo1ar i superiors siguin menyspreab1es. Pero

han d'ésser suficientment grans com per que el camp en el seu interior

sigui feble. Així, si � és el radi gravitatori d'un cos del sistema

iD és la cota definida a (2.2-A,iv), haura d'ésser:

•

•
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6.- INTRODUCCIO

Ja 6s ben conegut i ha estat estab1ert per diversos autors(*) que,

des del punt de visto. do la Teoria Clussica de Camps, el moviment d 'un

sistema d'N coseos extensos sota llur m6tua interacci6 pot �sser descrit
•

mitjenge.nt tJ l�nies d'univers \lAlA:: .\ ••• Ñ
a la varietat espai-temps

i N fam1lies de quentitats covariants definides sobre la LA respee-

tiva, les quals corresponen a: l'esea�ar massa propia, nlA ; el tensor

E'.ntisimetric
)..,

SA , moment enQular intrfnsic - abreujadament, spin -

respecte de la linia LA i els moments multipolars deltborren� responsa­

r A .)., ••• l .. }ble de la interacci6, � í�

La primera part d'aquest treball· constitueix un exemple del que hem

enuncie.t aqu! dalt. A la primera part, els Mcorrents". responsables de la

TJI" Jt'interaeci6 eren , pel que fa a la interacei6 gravitatoria y per

l'electromagnetica. Com que hem estat treballant a l'aproximaci6 dipolar,

els únics moments multipolars que han eparegut han estat ·t� i ��
Partint de la llei local de conservaci6 del tensor d'energia-impuls

(t) Hom pot trobar una documentaci6 forga completa sobre el tema a la

ref. 121)pel que fa a la Teoria E�pecial de la Relativitat. Darrerament

'¡'I.G .Dixon lID) , tl.l) , t12] ,[13] ha demostrat la valides!;! :truns resul tats si-

milars en el mare de la Teoria Gener�l de la Relativitat.

f
. 1
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( 'd
...
T"'''= O J

El la Teoria Especda.l, de lo. Relativi tat i v.,1t'� O, a IR T80-

ria General) hom dedueix les lIsis del moviment del sistemo., les O,uals

tenen la foma:

(1[)8.a)

(158. b]

on �� �s la quadrivelocitat associada a L

El quadrivector �: compleix: (159)

i pot �sser aillat contraient (15S.b) 8mb ��� •

!

L'"
Per a cada cos els termes íA i

- t�lIl
� que enomenerem, respectivament,

.fort;:a total i moment total sobre 'A , depenen de la posici6 i velocitat

del propi cos, del valor del "camp" responsable de la interacci6 i les

seves derivades alla on el cos
I

Al es troba�i deIs moments multipolars
j

del ".corrent" associats a A •

Alhora, les funcions "camp" dependran de les posicions i velocitats

de les "fonts" ;_ �s a dir: de la resta de cossos - aixi com deIs mo-

;

ments multipolars del "corrent" de les esmentades "fonts".

Els moments multipolars del "corrent" associats a A s6n una familia
i

t
l, ... ').yo \.de funcions covariants 1" (.l'A) 1

yo � I
definides sobre LA les quals
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es determinen c.rbitrariélment(�). Usualment es trien per a cada cas con-

cret en base él hipotesis fetes sobre la constituci6 interna del cos, r80ns

de simetric., etz.

El sistema (158) presenta, no obsterrt clUBS dificultnts f'onamenba'Ls ,

La primera d'elles �s la indetermioaci6 qu� com recordare� ja hem discu­

tit a la primera part'd'aquest treball. Com hem dit alla, es resol impo­

sant unes condicions subsidiaries del tipus "centre-de-masse", "centre-de-

moviment", etz.

La segona dificultat consisteix en que 1"'especificaci6 del segon mern­

bre de les equacions (158) implica integrar previament les equacions del

campo Degut, pero, a la'�ropnge.ci6 no instantonia" de la interacci6, les

equacions (158) no seran equncións diferencials ordinaries, i un nombre

finit de condicions inicials no sera suficient per a determinar-ne una

única soluci6.

Aquesta dificultat no es pot obviar treballant únicament en el marc

d'una teoria de camps.

(�) En el cas que el IIcorrent" hagi de sa.tisfer una llei de conservaci6

local - per exemple: d", JP= Ó , en el cas de 1 'electrodinamica - po -

dem desenrotllar-la multipolarment al voltant de L4 i obtenim unes rela­

cions algebraiques que ens permeten escriure tots els moments multipolRrs

en funci6 d'uns qunnts d'ells (que nnomenem moments multipolers reduits),

les seves derivadcs i el vector velocitat.
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En el cas de p�rtrcu18s puntunls - �s él dir: rproximnci6 monopolor

la r��ecc.nica Relativista. Predictiva (M.R.P.) proporciona un mar'c en el

qual aquesta dificultat pot �sser evitada.

La M.R.P. s'ocupa de l'estudi �e sistemes,din�mics d'N cossos pun�

tuals a partir de les hipotesis següents:

r\iRP 1 •
- Prcclictiv:i. tnt nevltonj.éme.: Per a cada observador, les equacions

del moviment s6n equacions diferencials ordinaries de segon or­

dre. En conseqüencia, un nombre finit de condicions inicials

(posicions i velocitats en un instant donat) determinen unívoca­

ment les trajectories deIs N cossos del sistema.

rmp 2 .- Invarionc5.2 soto. ccnvis ce coordenE:des: Si un observador ,¡.

obté una família d'N trajectories partint d'unes determinades

condicions inicio.ls, aleshores un o.ltre observador �I , po.r­

tint de condicions inicio.ls preses sobre l'anterior soluci6,

obtindra la mateixa familia de trajectories, ll�vat d#un canvi

de coordenades.

Ambdues hipotesis condueixen a unes restriccions sobre les c¡uadriacce­

leracions de les partícules - les anomenarem "Condicions M.R.P." - J.es

quals, conjuntament amb l'o.proximaci6 monopolar de (158.a), ens menen a

un sistema d'equacions diferencio.ls ordinaries que, a un conjunt finit

de condicions inicials (posicions i velocitats) li associo. una única fa-
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m!lia de trajectories soluci6 del problema��)
El que ens proposem aquf �s fer una extensi6 de la f;l.R.P. al problema

d'N cossos extensos en aproximaci6 multiPolar�:)En ao.uest sentit �s espe­

cialment intercssant el treball de Ph. Droz-Vincent(3�1 referent e siste-

mes relativistes de p8rtícules puntu21s en interacci6, r¡ue ens permetra

de fer directament l'esmentada generalitzeci6, una vegada haurem definit

el marc matemñtic adient.

I

l·
I
,

\
I
\
\

I

\.

(�) El que hem resumit aqu! sobre la M.R.P. es pot trobar amb tots els

detall s a les referencies: l.3il, ('321, [33], [341 i [35], que s6n algunes

de les classiques en aquest campo

(1) L 'expressi6 :!- aproximaci6 mul tipolnr, s "utili tza aqu! amb el mateix

sentit que a l'apartat (3.3), i vol dir que les families de moments mul­

tipolars \1�'''' ).l"t�I' són finites.
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70- VARIETAT DELS ESTATS DINAtlICS D1.JN COS (Aproximaci6 mUltipolar)

Com jo hem dit al capitol anterior, l�estat dinamic d'un cos extens

en aproximaci6 multipoler ve cnracteritzat per: la seva posici6, la se-

va velocitat, m6s un conjunt de quantitnts covariantso Es a dir, per un

punt de la varietat espai-temps més un conjunt de vectors i tensors tan-

gents a aquesta varitat en aquest punto

En aquesta secci6 pretenem dotar d'estructura de varietat diferencia-

ble el conjunt d'estats dinñmics d'un cos en aproximaci6 multipolaro Oe-

dicarem tot el primer apartat a construir l'aparell matematic que ens se-

ra necessari a tal efecteo

7.1) Capn tensorial d'ordre (r,!' 000 rm) sobre una varietat diferen-

ciable.-

Sigui Jt una varietat difernciable de classe C� i dimensi6 s, i

sigui: c2. -::: {(tU I <e) } el seu atlaso

��ada ("U, lf)€.Cl és una carta local difernciableG*�
------ !

Per a cada :2�� , �, dessignara l'espai de vectors tangents a la

varietat rI!

bre IR

al punt 1.

\

J'-t és un espai vectorial de dimensi6 S so­
l

(*) La notaci6 i nomenclatura d'aquesta s8cci6 és la mateixa que s�utilit-

Za a'la referencia [36], secci6 (1)
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(�l
T tJf,l) [:e5sionere. 1 'espE'.i de tensors r vecndes contrnvariants

sobre cit,z ,(' e lN

Donada una m-o'la : (rw·.,,,,.,..)eINm , consirlerem el conjunt:

els elements del qU21 seran les m-pIes:

on

•

Es trivial de demostrar que les operacions:

- suma:

- producte per escalars:
'\ ¿f! 4'0A .... .L!'\ I

defineixen una estructura d'esped vectorial sobre 'IR él. H (.M, j l"'u ... , ('tri) ,

ff\

ñ -=L Á C"¡
, que anomenem suma directa deIs espais:

¡::.\
(t1 1

.. ,
T (Ita).

de dimensi6

:: $ T((·�,)
':::.4

(160)

7.1.1.- Definici6: Anomenarem capa tensorial d'ordre (rt I ••• , rm) sobre

, on:

ii)
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Es evident que U �s exhaustiva.

L'estructura diferenciable de � ens permetra. de definir primer una

topolo[lia i despr�s una es+rucburc dif'er-encdeb'l a sobre T(J<-; '1J'" I rm) .

•

En aquest sentit ens sera 6til el següent resultat d'alrebra tensorial:

? .1. 2 •
- L er:12 : Siguin E i F dos espais vectorials sobre 'IR ,i 4 €..L (E, f)

un isomorfisme. Siguin 'leE) i �(F) les respectives algebres tensorials

sobre E i F . Aleshores existeix un 6nic isomorfisme "l' G l: (J;(E.) ,l(f))
tal que:

i) V ct I b G 1 CE) t('l3b) -= 'k (0..) C9 � (6)

ii) �IE 1: 'f ,. �\� - 1llR.
iii) 'Y! commmuta amb les contraccions.

Aquest isomorfisme � l'anomenarem extensi6 de �
I

a les algebres

tensorials.

Oemostraci6:

Sigui 1"*'€ i\(F��) l'aplicaci6 dual de � • Com qUe"" és
1
'1
1I�.1... ''''�

- � I {tJ,o, r-+\ .un isomorfisme, T.r també ho sera ir .... � ¡;. r 1
\

Sigui {e '}';f¡l 'Una base de E i sigui tc.o�}".I la base dual. Si

T;CE) és l'espai de tensors r-contravariants i p-covariants 50-

•

Aleshores qualsevol element X e'T ;lEJ es podre. expr-eeear-r
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(uti1itzem el conveni o'Einstein per a la suma�. Definim:

(161)

Amb aquesta definici6 es demostra trivia1ment que � satisfa

les condicions (i), 1ii), (iii).

Per a demostrar la unicitat �s suficient adonar-se que, com

que i' ha d 'ésser un isomorfisme de les algebres tensorials �(E)

i �(f) les quals s6n generades - via producte tensorial i com-

binaci6 linial - per E , "IR E�
, i F ,1R ,F� ,res-

pectivament, eleshores �. queda unívocament determinat per �E '

�\� i 'Ü?�e� •

La condici6 (i1i) implica que
!

¡
queda unívocament determinat per i- \E ,de la qua'l, cosa es deri-

va la unicitat.

Trivialment es demostra a partir de (161) el següent:

?1.3.- Corol.lari:· L'isomorfisme 1l? conserva l'ordre deIs tensors així

com les simetries.

Considerem ara: un �'l, De.) €.T (1M. i "','"., I f'm) , al.esbor-es nlla O�) -= lé}t i,

per tant, existirü una carta local (Vt�) E. ti tal que: l€ 'ti •

L 'aplicnci6 �: 'ti ---coo 1R,s

sse ·c!(tt).

sera injectiva i diferenciable de clo.-
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Sigui 1"'oplicaci6 jacobienn de � 81

punt lE:'U - veure ref.[36] , secci6 (1.4) • En aquest cas , �; sera un

Lsomorf'Lsne deIs espeis vectori2.ls J-tl, i lRs ,per tEmt, estem en con-

dicions d"'aplicar el leme (7.1.2):

Existira un únic isomorfisme �� ele les al[lebres tensorials � (Jt¿) i

� l�S) que conserva 1'"ordre i 1 es simetries, tal c;ue: �alJ(,l= tflT i

.m¡\1R -= 11
IR

�s suma directa de subespais d"'ordre

constant de �(j{l:) , �2 determinara un isomorfisme deIs espais H(}{l�Gr"''('tI'I)

i !4(lR'jY'" ...rm) � 1R� •

Amb tot eixo podem definir:

/

(162)

¡
I

..

1 fe\t d"'�sser-ho cJ)que sera injectiva pe �
\

•

Les aplicacions �
,

� una per a cada car-ta local - ens permeten de
,

definir la segOent topologia sobre T(Jf. i r11'.·1 rm)

7.1.4.- Definici6: Els oberts de T(cX¡ ril"" 1"",,) seran els conjunts de

le forma:

(163)

011
11?5t fís6n oberts de .!C\ i les iD.: s6n e.plicacions injectives defi-
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nidos a portir de 18s cortes Locrd s de c}{, pel r.18tcix procediment r.ue

(162).

7.2) Conréenpécs.-

Done.da una cer-ca local (U,�) sobre � , siguin
. 4 s
", •.. ,'X les

components de lf . A1eshores,

una base de 1'"espaí, vectori81

En aquesta base qus.1sevo1 tensor j)�1") 6 TlX�) s 'escriurñ:

.Dl,.)2 -

!

a"l(i!o) @ ••• @d�(e)
/

(164)

i, per tEnt, él po.rtir d'una carta local VU t <.0 podem definir l'cp1i-

caci6:
A

�! 1(-1 lU)

(165)

?2.1.- Proposici6: indueix una estructura de

varietat diferenciab1e
tC-\

e sobre

Demostraci6:
I

Tata' vegc:da que e1s suports U de les cer+es Loce'l,s de �

recobreixen tJf. i c¡ue Tr �s axhauatrí,va, resulta evident que eIs

tr' (fl) tCr.1b6 recobriran T (.N, i r, 1···, 1m ) •
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"" ,,-,
a1eshores �o� �s una ap1icnci6 difereocieble de c1as5e

1(-1
e 50-

A

car-tes 10ce.1S e. partir de les qual,s hem construit (n-I (11) I
Q»

J

, i sigui n
, �

X" •• , X i les

components de q i t} ,respectivament.

Considerem�1'aplicaci6:
•

T't!t ... e,on e1s JI'r:;
11'1 # •

.; e1s 1':" .. Jy t l' t• YG es e.ran re ac�ona s per:

(166)

i per tant:

(167)

Tata vegada que �
..:

�s de c1asse e , els canvis de coordenades

. . ..., "'s
a J{,: �"=X' (X" "IX ) tenen derivades continues fins l�ordre K.

Per tant, la matriu jacobiana

.

����) (�', .. ��) sera derivable amb

,. A-I
continu!tat K- -\ v8gades i, per tant, m o1? també ho sera 'i'('-1

vegades.
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7.3) Estnts din�mics d'un cos ( f'pr:oximf'ci6
n

2 - poler) .-

Com ja hcm dit al capitol anterior, l'evoluci6 dinamica d'un cos en

aproximaci6 multipolar ve descrita per:
•

i) una linia temporal: Lo: ee(S) a la verietat espei-temps Mlt.

ii) la seva maaee propia m S�I'i el tensor de spin i

iii) els moments multipolars de ña distribuci6 de "correntn:

, el nombre deIs quals variara se-

gons quin sigui l'ordre d'aproximeci6 multipolar al que treballem.

Per a representar aquesta evoluci6 dinamica utilitzarem la capa ten-

d'acord amb la segDent: .

7.3.1.- Oefinici6: L 'estat¡
dinamic

instant determinat �s un punt de

d'un cos (aproximaci6 multipolar) en un

Per a un referencial' qualsevol vindra donat per les.quantitats:

,

M�s encara, tota vegada que els canvis de coordenades conserven les

simetries a la capa tensorial - corol.lari (7.1.3) - tindrem que, en

un referencial qualsevol, s'hauran de satisfer les condicions segDents:

la simetria o relaci6 d'ortogonalitat que li correspon-
•

gui, cas de tenir-ne alguna] .: -= �, ... ,1"11

u')."I-_ - l.l�(en el cas que hem tractat a la primera part tenim, per exemple:
I I
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si utilitzem equcst tensor per a representar el "carrent" electrom2�n8tic,

o bé , si utilitzem els moments clipalars E.� i r� ,tindrem: �u,.-= VU�,;D).
Per tnnt, el conjunt deIs 8stflts dinc.mics passibles d'un cos en epr'o-«

ximeci6 multipalcr es redueix a una subverietet '{ de T(M\O'�IZ'(""'lrtl'l)

Tata vegada que les equacians de la subvarietat, no inclauen cap

condici6 sobre x.f , la restricci6 de � definida a (7.2.1-ii) a � se­

guira essent exheustiva:
•

(168)
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8.- Gf-1L.'PS r�-P/;RAf:ET(lICS LOC/\LS DE TRANSLACIOf.JS Sr.ORE UNA VAnIETAT
.

En aquest cap!tol construim l'aparell matematic que ens sera necessa-

ri en els dos sebüents, en els que.ls estudiarem les "condicions M.R.P."

Per tal com no ens ha est8t possible trobar un text que s'ocupés en

alQun punt deIs grups locals r,]-pErametrics, la ma.joria deIs resul tats

d"aquest cap!to1 han estat obtinguts per generelització de resultets ana-

legs valids per a grups uniparemetrics locals, els quals es poden trobar

a la ref. [37] , c2p!tol V •

Cal remarcar,'pero, que algunes de les proposicions valides per a

grups uniparametriques locals no són generalitzables per a N parametres,

degut a que, si bé els subconjunts

els subconjunts �onexos de
j
!

conexos de � són simplement conexes,

no aixi lR'" •

8.1.1.- Definició: Un grup local N-pe.rametric de translacions sobre.}t és

una parella (Vl�) on:

\
11 6s un entorn o6ert de \O\.x.}'t e �,e f1.

,

,

m és una aplicació di fernciable 02'·ll. ----+ Jvt , tal que:

i) 1). n IR tJ
'" � � �

� rO, j) ::: j

és conexo

11)

tJ
Quan tl'= a< ,eX

cas, l'U I �)

diem que (U I a) és un grup global i, en tal

és una realització del grup de Lie ('IR" , +) .
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8.1.2.- Definici6: A ceda gru"p t-J-perf1mctric Loco L de tr?nslf'.cions sobre }f,

li podem associan r' camps e X X� Ctl_ü.
11"" N

de vec·tors tangents a /í,
so�ons la sepOent oofinici6:

_ RiIM l{om) (lla", 'j) - .f ('j)
h..,O h.

on:
A '

.u. :. ( .. O, ••. ,o) .

j �t-= (0,.01, ... , D) i ; M,'I<l =- (0,0, ... ,�)

Els campa Xi, ... , XI'! els anomenem r.eneraoors infinitesimals del grup

•

Per la forma particular de la 11ei de composici6 (8.1.1-iii), el

grup local (fA.�) �s localment isomorf al grup de Lie C�tJ,+) • Per
I

tant, e1s generadors infinitesimal s satisfaran les rnateixes regles de com-

rnutaci6 que els del grup

(169)

La diferenciabili tat deIs XA es demostra facilment a partir de la .

di ferenciabili té¡lt de � • Arnés, si SP és de classe C'P (ü) aleshores els

;: lA .sén de cls_'sse
!

e f-( (.M.).

A la inver�e, el segOent resultat és també cert:

8.1.3.- Teorema: Siguin ]rilo ••
, � camps de vectors tangents a Ji tals

que:

Aleshores existeix un grup N-pcrar.1etric local de translacions de !f. :

(U,�) tal que t� "X'\, . .

, XN per [leneradors infini'tesimals.

Per a demostrar aqucs't teorema utilitzarem el segOent:
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0.1.4.- Lemé': (Teorema de Frobenius)

Sigui /':) IR"+s�c un obert, i siguin.

, funcions recls diferonciebles,

A,.¡:Q- IR

A'1 €. q'lQ)
, 1�(;"s

Sioui

Aleshore� existeix un entorn 1f de i una única funció I � 1f_" lRs
("1(+1de classe � IV) s�tisfent les tres condicions següents:

i) l (i) = b

ii) ( 't, t ("e») � Q

l*: ) (1:) -= A íj (r I f (1:))
J

si, i tant soIs si, V ("C1U) = t'"t"4, •. ,,"t'1II i ..<.e.\ ... ,«') E- Q.

iii)

j "("= �, ••• tJ (170)

No explicitarem la demostració d'aquest teorema, ja que es troba a

qua1sevo1 bext . de geometria diferencial - per exemple, ref. [361, sec.(9.l).

Donats els camps de vectors tE'.ngents a /'t: .x, I • •• ,XN .

i un

punt b e Ji ,triem (tU. tV una carta local tal que: .b é 'll .

Siguin (<«, ... ,,uSo) les components de <f. V 2 ca 11 podrem des-

compose.r JrAl�) segons:

on les funcions �� � � tU) --1' lIC seran cliferencinbles perqu8 e'l s campa

lA ha són.
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Les funcions �! , definidos e. � lll) e 1R,s, les utili tzarem en un senti t

(*)
expressar:m�s dilatet per a

IJ.' .

IVA
•

(171)

Les re1acions de commutGci6 s 'escriurcn:

t: .

J

o 'al tra banda, de (171) �s evident que • Per tant, les fun-

cions �f(t�""trJ;,,"� ... uS) satisfan trivial'ment les re1ncions (170) i,
I

I
en conseqüencia, podem aplicar per a elles el lema de Frobenius (8.1.4):

� re tt) e. 1R.Ñ)C � ('U) '3 E> o i una funci6 t3:tf'erenciable única:

f: 1.B (ri e.) , tf ( 'U) , ,'tal que:

i) {rn -=.t1

ii) V -=c G lB ct � e,), (DA� l�iof}) t-r) -= ?i l f (-El)
on: ffi lt'; e.) = 1 x. f: rJ?\lI \X - t \ e €. } i S>" significa.: derivada parcial res-

pecte de l'A�es�ma variable.

Per tant, podem enuncder la següEmt:.

8.1.5.- Prorosici6: Siguin Xi} , Xt.I camps de vectros tangents a Ji tE'.ls

que: [XA,zJ=O, �A:o 6'O . ..t Ñl . Aleshores:

•

(�) A partir d'ac�, i per conveniencies de notaci6, senyalsrem 6mb una
.

fletxa (�) e1s e1ements de .�� ,no aix1 els de 1Rs.
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�t e iR ti, � t€1t existeix un E> O i una 8plicaci6 diferenciable
,.. ,

unlCn:

i) tt- ft) =;e.

V 't € \B lt i e..)ii)

(172)

Les linies que precedeixen aquest enunciat demos tren que donat (t l)' lR)oI.c .M.

i triant una carta local (1l.'t) pcdem scona+rud.r- r 1Brt.E..) --- �l'U) , tal

que satisfaci (171). Aleshores, (f� �= � sé'..tisfa (172).

Donada una altra carta local Lu.�)
...,

tal que també � �U podrem,
('J

construir una nova 4" m rt€.) ----P « (üJ .

Per tal de prove.r la unicitet ce f cal veure que: f-� I = q-� r
0, equivalentment:

Ara bé, aix� és trivial a partir de que: d'una benda,

(173.a)

i de l'altra:

Aixo, junt amb (17l-ii) implica que:

(173. b)

essent: � = flHn {€ ,�\

Aplicant el resultBt de la proposici6 (8.1.5) a lo,c} IV cf:}L

tindrem que existira un eCr) -funci6 continua estrictament positiva
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de � - i una aplicaci6 dlferenciable única: �¡" 1B\D,EC!,) ----P }t

satisfent' (172-i,ii).

Oefinim ara el conjunt:

vr = U e l -o i € La)) .)< t �} e �lJ,,}{.
le /'{,

(17t1l.a}

.,., .

que sera un obert de 1R "yt , i l'aplicaci6:

(174. b]

que sera diferenciable. En efecte: d'una banda 4�li) és diferenciable,

Vlf.f(., • Oe l'altra, la diferenciabilitat respecte de les var1.ables :E es

demostra de manera analoga a la dels teoremes (S) i (9). de la ref ._[3s1 '.

B.t.5.� ,Proposici6: [w,i) definit a; (174) té�es propietats següents:

i) v � GJ{

J ?: &fl

V dt �"(A) I teJ,2) e,1}J i

el),. ('ao�)) 0;,2) -= exA d-) (1} lt . 2. )) ,
A:: � , ... ,

foJ

(t', �(i,t:))6W I Crt=t' ,2.) €;VJ �

ii)

iii}

iv)'

v] (Unici tat) Si (�IL:) és una parella de dades aná'l.oguea a ('\JL�) ,

.tenint les propietats ,(i,ii,iii), aleshores també satisfa (iv)
I

I ! .'



-90-

i a més:

Demostre.ci6 :

i) IR"o( \e)I)W -= E lD;�c) )C�c1_, �ue és evidentment conexo

ii) i lo: e) �?20 Lo) ::= 2 J per construcció.

Trrto vegmk'1. que Cc.rJeUT, la propietat (iii) es demostra

trivinlment a partir· de la propietat (172) de 1#ap1icaci6 1�

Sigui >' ::j{��.Iap1icant el resu1tat (8.1.5) a l 't�j') �1I?l)xJt

existira una ap1ieaei6 diferenciab1e única tal

que satisfaci (172).

Per la propietat (iii) és trivial demostrar que les

ap1ieaeions: ,..

" 'l),�
H> ve. ey> '4-, .ti 6lr.€,) .tt--

-o �(�-t jY)
.....

i le,�),.. e-

A' ".a {, =.¡�satisfan (172) i 4. (f) � 'fzCt) • Per tant, , i en con-

·conseqüeneia: .i (E', -I (=e,e)) =1t(:c:'+� Ir.)

v) lES demostra de manera anu10ga a (iv) , utilitzant la pro-

pietat d#unicitat que hem citat a la proposició (8.1.5).

LAmb tot aixo queda demostrat el teorema (8.·1.3). Es més,

·la propietat (S.l.6-v) ens permet d#afirmar:

8.1.7.- Proposieió:•
Siguin (w,i) , (V,�) dos grups N-parametrics Local.s

de translacions sobre � tals que tinguin �I··· I �N coro a generadors



infinitesim81s. A1eshores:

essent (�n�l la component conexa de ���) que conté a

I

¡
I

-91-

{OlX}{ .
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9.';" FORf.'UU\CIO DELS AXH1I.'ES DE LA M. R. P.

9.1) VerietGt de 18s condicions inici2ls.-

Sicui J l'esn�i �Els Bstets din�mics possibles d'un cos (oproxima-

ci6 multipolar) tEl1 com l'hem definit a l'Cl.partat (7.3). Sigui 1("'�_'M.

l'ap1icaci6 exhaustiva que projecta cada estat dinamic sobre la posici6

corresponent:

En principi, l'estat dinamic d'un sistema d'N cossos (aproximaci6 mu1-

) �IJ
•tipo1ar vindra donat per un punt de l'espai �

'"
D'ara endavant considerarem tamb� les projeccions de � sobre cada

una de les seves components:

¿= �"",t!.

(175)

Podria donar-se el cas, pero, que un punt 'l€. �ü no representés es­

cap referencial(*1 Es per aixatets simultanis de tots els cossos per a

que ens caldra restringir un xic 't "', i ho farem a partir de la segOent:

9.1.1.- Definici6:
-

Un punt causal de t,tl és un tt� (a.)" .. , Qw)e- �w tal que

(�) Un referencial �s un sistema de coordenades per al qual la coordenada

�o és temporal. L'estructura motrica de MI, �s la de Minko\'!sky en el

cas que es tracti d'un sistema a!llat. Si es tact�s d'un sistema immers
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la [Jcodcsica eJe f1" que unoix netO cmb n C«_,) , "*j , és de tipus ESPOi.

Sirui CN e G IJ
, el conjunt de tots els punts ceuea'ls de �"'.. � és

un ober-t de �tJ i, per tant, l#estructul"El diferencipble d'aquest n#indueix
.

une. 2.1 tra a �AI' amb le rnabed.xa dir.1ensió.

.

.

Per él cada punt causal a é eN podem considerar les N posicions

associo.des TT(II,1, ••• , 7T{d#) (; jlfft com si estiauessin disposades sobre una

hipersuperfície especial de it"', que correspondra a la hipersuperfície

XO:;: O per a e.lgun referencial. Es per eixo que un punt causal a. G ��

representa un conjunt físicement admisible de condicions inicinls.

9.1.2.- Oefinició: L'estat dinemic d'un sistema d'N cossos (aproximació

r.1ultipo1ar) en un instnnt donnt és un punt de la verietat ti' de les con­b"

dicions inicials.

I
!

9.2) Tra1ectorie f�sice dol sistema:

i.

La trnjectoria de ca�a cos és una corba (O-AJ )o{AI�A[) ,on �'�Ae1R

\
en un camp gravitatori originat per fonts exteriars (respecte de la qual

les partícules del sistema es comportarien com "partícules de prova") la

.geometria de n4vindria· donada per la metrica associada a aquest campo

•

En el cas d'un sistema aillat la condició (9.1.1) , ...

s eSCrlura en coor-

denades cartesianes: � =l+ ---)
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i (fA. és una E'.pliCució (fA � ]olAI�At � t ,que euposcr-ern di f'er'encd ab.l.e

de classe eP •

� .. n4:La projecciu d equestn trajectbtia sobre

-- ..... K't

haura d'ésser una corba temporel.

Triant una bona parar.1etritzneió per Q �4 - per exemple, le longi-

tud d'ere ce q"O"'A � la eoordencda temporal �s una funci6 menó tona es-

trictament creixent per a qualsevol referencial, per tant, el Camp de vec-

tors tangent a � no s 'anul.la mai i (fA {§s injectiva.

L'evolució del sistema d'N cossos vindrñ donElda per les N trajecto-

ries individuals t( 0A J ] O(A,�At )}A:..(.... lI o, equivalentmen� per la pRre-

i. r: 1 és l'aplicació:

I-= ]0(\, f->t t x ... ,,1 «; I �r.J [.

r (:¿) = (0'\ ('r.) I
••• I 6".,Jl'r ...1) .

lla ( r. r) on I �s 1 'N-inteI'val :

Tata vegada que les 6'A,. són injectives i e f r tamb� ho sera.

Per tot aixo, r(l) sera una subvarietat N dimensiol1al de :(N

En un referenciel determinat, l'evolució del sistema sera descrita

J ( t � ti�t.··)r....'l
per una seqüencia de valors de , lA I mA• -UA I ..• - •

J I A J)
4-:.1\ ••;,orrespo-

nents a estats simultanis � des del seu punt de vista, evidentment

dels N cossos. Aixo equival a dir.que, en l'esmentat referencial, l·evo-

lució del sistema ve donada per la corba intersecció de la N-subvarietat
.

r (I) .. arnb ··les N - 1 hipersuperfícies:

(176)
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,- -";; equac10ns (176) no són coveri�nts��)
El �uc resulta clor 6s quo , per a quclsevol referencial, a�uesta in-

tcrsecció b:mt sols cfectera als punts ccusc'l.s de rtI) :

�s 8. dir, e aquellas N-ples d'estets dels diferente cossos que correspo-

nen a posicions simultQnies.'

(r,'I) ens permef de definir el conjunt V"=r-'(r<¡)o{:?,,) , que sere,

un obert conex de ��, i l'aplicació

9.2.1.- Definici6: Una trajectoria fasicB del sistema d'N cosaos �s una pa-

re11a {�,Ü) tal que:
)

i) ti I5s un obert conex de �"
...... ¡ �,.

ii) �� 1.( __" �� �s una ap1:i.caci6 diferenciab1e ap(1.{) i injectivB

a 1,l, tn1 que:

iii) � o f"'o�) (=E'fta�) és una corba temporal i orientada cap el futuro

A

Aqui: .u., =(�. O, •• 0,0) :. - (D.f o) o, ,o •• o, I�N =(o,o.000,1)\I\�-l'''',ooOI "\1\ \

Es trivial demostrar que la par-el.La (r, U) , construida unes 1inies
!

m�s amunt a partir de la familia de trajectories ([,1) ,�s una trajec-

toria fasica del sistema d'N cossoS.

(*) Una explicaci6 detallado de cam es determina aquesta carba-evaluci6

del sistema per a cada referonciel pot Ésser trabada e. la ref. [34]. E s

per aixo que aqui no ens estenem mÉs sobre el particular.
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l�,O) l'cnomencrcm: traj8ct�riQ fasica aseociada Q la familia de

trajectories lr, '1) .

9.2.2.- ._fEC?.1?..q_s.._tr2:.1.� Sia t�,'U) una trE'jectorie fpsicc. del sistemC'.• Ales-

hor-es, existeix une. únicC'.. f[\l-:lilia de tr2,;cctories (r,l) tal que:

VeI

Demostre.ci6:

T t d Uc ro" éo a vegEl ,6 que .Il\ s obert i conex , 12. seve im8.tge per

• cada una de les projeccions .?A (175) sera un obert conex de

!R - és a dir, sera un interval obert:

La propietat (9.2.1-ii) ens permet de definir univocament:

(177)

on �A és la projecci6:
A:.�, ..• ,'"

Les propietats (9.2.1-ii,iii) ens permeten d'assegurar que

la corb� ((fA) 11l(,,��t) és diferenciable e", i�jectiva i temporal.
,

Per fi, la familia de trcjectories demanada és:

A partir d'aqui la resta de la demos-

traci6 és trivial.

9.2.3.- Corol.lari: Sigui (g2, 'l.L) una trajectoria f'ásí.ca del sistema i

sigui lr.I) la familia de trajectories individua1s construida a par-
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tir d 'ella. Si (r. 6J) és la trajectoria fasica associada a (r I 1)
aleshores:

9.3) Axioma M.R.P.�-

va. € eN _

.

existeix un conjunt no buit de trajectories fasiques

, tal que:

i)
....

.

O €vJ�

ii) (Unici tat)

on: w;� és la component cone�a de IIJJ;: (\ Nf) contenint el V
,

i L�'j - �"
...

- L. '" \ \I�'j
Si b CeN és tal queiii)

l..,{c)::rb , aleshores: (2:"!::I1 w..) t. � on:

2:1c.: W¡" � &JJ
'9 � ¿.a CS+"f)

iv) Suposarem, a més, que les aplicacions � satisfan unes condicions

de regularitat suficients respecte de les condicions inicials Q.€--C,
rol

de manera que l'aplicaci6 z: que definirem a (178) sigui diferen-

ciable.

El significat d'aquest axioma en termes de les trajectories indivi-

duals és el següent - per una major claretat, farem el cas N <= 2

Donades unes condicions inicials ¡ro;:. (a, llt.) E: �, existeix tota una
2.
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col.lecci6 de parelles d'arcs de trajectoria C<r121�1!-) tals que:

i)

�a(O) = e¿

"\> N

ii) t 0"1 � I 6'1.. a)J- ((fu I ��) E. � Gil; ()L�
coincideixen a un entorn

de (2f, 'Z:ü)
I
\

1,.. \ �

I f{¡ \ 61�

ii), iii) Sigui j = (�II�t) tal que

jA és sobre un arc de trajectoria

6A � , A-:: f. 2 • Aleshores qua,l-

sevol parella d'arcs de trajectoria

que passin per �
coincidira amb (Ü,a \ 6;1) a un entorn
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9.4) Comentari.-

La formulaci6 de l'axioma M.R.P. que hem donat aquí és lleugerament

diferent de la que d6na Droz-Vincent�34�
A l'esmentada referencia, el terme "trajectoria d'una partícula" es

pren en el sentit maximal - és a dir: la seva línia d'univers tota sen-

cera, no perllongable - i a patir d'ell es defineix el concepte de "tra-

jectoria f�sica" d'una manera semblant a com ací hem exposat.

La formulaci6 de l'axioma M.R.P. a la ref. 34 és la següent:

i) existeix una 6nica tr�jectoria f�sica que passa per

t - és a dir:

ii) Si 2:1. és la trajectoria f�sica que passa per 2. i � E. epJ est�

sobre ella - és a dir: � 'ir L-e (t) et - aleshores les imatges de L: z

y 1:1 coincideixen.

Les condicions necess�ries i suficients per que es satisfaci l'axio-

ma M.R.P., segons la ref. t341 , s6n:

i) Les mat�ixes (lO�2.1-i,ii,iii) que nosaltres obtindre�amb la

condici6 adicional, pero, de que:

I

ii) els camps .xl, ... , XN han d'ésser regulars a tota la varietat t:

Per a nosaltres la condici6 . (ii) és un inconvenient ja que, d'una

banda, els camps d'acceleracions amb sentit físic presenten singularitats

en els punts de ,�que corresponen a estats din�mics en els quals dues

partícules s6n al mateix lloc en el mateix instante D'altra part, hi ha
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diferents treballs sobre M.R.P. per a partícules puntual s en els quals,

hom manipula quadriacceleracions que no estan definides a ! tJ_ �tJ i que

tendeixen a 00 a la frontera de �� veure, per exemple, ref. (39] i [40].

La condici6 (ii) nü és conseqüencia de la formulaci6 de l'axioma M.R.P.

de la ref.l341, sino de suposicions adicionals que introdueix Droz-Vincent

per a simplificar el discurs del treball - utilitzaci6 de grups N-para­

metrics globals.

Creiem que el mateix axioma M.R.P., utilitzant grups locals de trans­

lacions (en lloc de globals) permetria d'arribar a una condici6 més feble

que la (ii):

ii�) Els camps �1, •• " �� s6n regulars a tata la varietat �tJ de les

condicions inicials.

La qual és físicament raonable.

Fer aixo presenta, no obstant, una complicaci6 greu. En utilitzar el

concepte de trajectoria en sentit maximal estarie� obligat� a treballar

amb grups N-parametrics locals maximals.

Aquests presenten el inconvenient de que no podem assegurar - excepte

en el cas N = 1 - que donat un . conjunt de camps .xi,···, X,..¡ existeixi

un grup N-parametric local maximal.� que els tingui per generadors

infinitesimals. La superaci6 d'a�uesta dificultat ens cbligaria a sobre­

carregar el tractament matematic.

Per tal d'obviar aquests inconvenients hem donat una formulaci6 menys

ambiciosa de l'axioma M.R.P. que conserva el mateix significat físic 10-
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cal que el de la ref. [34], que evita, pero, afirmacions sobre les trajec-

tories "senceres" de les partícules del sistema.

I
1
I
I
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10.- LES CONDICIONS M. R. P.

10.1) Condicions n8c88sñrie�.-

,

Per tal com e1s suports �� de les trajectories fasiques que pass en

per un a. e t',., donat s6n entorns conexes de 'O €.lR"', podem construir un

tal que:

(178.a)

i una ap1icaci6:

Gracies a (9.3.1-ii',iv) gesta unívocament definida i és diferencia-
o

b1e.

Considerem ara el conjunt:

i l'aplicaci6: 1: =� \w-
,

,

que sera també un entorn obert de

10.1.1.- Proposici6: {W',t:) �s un grup N-parametric local de trans1acions

sobre �t4.

Demostraci6:

Les propietats (8.1.1-i,ii) es demostren trivialment. Tant

soIs resta veure que passa 6mb (8.1.1-iii).

i sigui

Per la construcci6 de \1[, (i1; a) GrW �
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Siguin: .2:"... (5) = 2:: (el lo)

2:�ajJ = 2.. (e.a.) .
i

A1eshores, per l'axioma (9�3:.1-iii): �.b (-'i) = Za. (-ti";;) = a..

Per ta�t, la parella (�A'7k.) definida per

c:$4 un = �"'" le-'t) sera una trajectoria fasica que passi per c::t.. :

Ara bé: lZ.,WA) 6� ,i per 1 'axioma (9.3.1-ii) se; � �A.

coincidiran sobre la intersecci6: ( Uo. n wo.)o • Per tant, si

('t,a)<:. uf, Ir! (;¡'+f,a) s7V" {'t:b)�ur podrem escriure:

L (=él. E(f,d� = z: ('i'+f,a).1 tal i com preteniem demostrar.

D'acord amb (169), e1s generadors infinitesima1s de lw/�) satisfaran

les regles de commutaci6:
/

(..X.A .� x�l -= O

A partir de (9.2.1-ii,iii) és trivial demostrar la següent propie-

tat per a1s generadors infinitesima1s:

10.1.2.- Proposici6: Sigui r�! -e1J -t t 1 'ap1icaci6 definida 'per- (1?5) i

la projecci6 (168). Aleshores:

ii) (11 "pA)T (.x4) � T(�'f) és un camp de vectors tempora1s i orientats

cap al futuro

on t¡ dessigna 1 'ap1icaci6 jacobiana de fa·
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10.2) Condicions suficients.-

Aquestes queden expressades en el següent:

lO.2.i.- Teorema: Siguin �J.' •• x.., camps de vectors tangents a �r.l satis-
fent les condicions següents)

i) r X4.Le1 = O \} A,e, E {t,2, ... ,wl

ii) �¡ (LA) =0 V B =#=A

iii) (n"'fA)T (1..&) s Tllo1'1) és, un camp de vectors temporals i

orientats cap al futuro

Aleshores, '11. € � existeix un conjunt % de trajectories fasiques amb

les propietats esmentades a l'axioma M.R.P. (9.3.1).

Demostraci6:

Per la condici6 (i), d'acord amb el teorema (8.1.3), existira

una familia de grups N-parametrics locals de translacions sobre

�� que tindran J;J".'� per generadors infinitesimals. Sigui

(W,n) un d'aquests grups.

t}'l:6ce�, triem 'lOa -= {f6�I (i:I�)éW'} i considerem 1 'aplica-

� 11,1 � o / ¿,.. (:e) : 2.. (-r. ?oJ.
¿_l,: ·w � ....'" '"

ci6 diferenciable

�tlVl) és una trajectoria fasica. En efecte: en primer 110c

Wi! és un obert conex de lR" i La. és diferenciable i injectiva.

En segon lloc, v' r€·�JCl

f \C{ o �&o¿_?) (=c t tUA) - qor»o 2:1) (f)� =

== ; \(fc:>r&O¿�)Vt+h1A,2) -ltop:& ...�:)rrlt)\
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on hem aplicat la hipotesi (ii)

En cnnaeqüáncf.a ; (peo2:"z) l�+tQ4) = (fao��)eé); VS>I=A,

Per fi, hom pot demostrar de manera analoga, a partir de la

hipotesi (iii), que lTlD F.4. Z'�) (=C+f�) és un are de corba temporal

i orientat cap al futuro

La familia de trajectories fasiques $¡ aixi construida té

les propietats (9:3.1). Aixo és trivial per a (9.3.1�i) i

(9.3.1-ii) és eonseqüencia immediata de la proposiei6 (8.1.7).

La propietat (9.3.1-iii) es demostra a partir de (8.1.1-iii).

10.2.2.- Proposici6: El camp rr(XAl és el camp de vectors tangent a les tra-

jeetories individuals que s'obtindrien a pa�tir de les trajeetories

fasiques (2:'¡ .w.d éSi , pel metode descrit a la proposici6 (9.2.2).

Aixo és trivial a partir de la definici6 de G4 i del fet de

que l'aplicaci6: Ty, l�) x •. ,)( T1it ti)

\pT tzy) I ' .. I�! (Xy))

és l'aplicaei6 identitat.
"'" ,_. z;

En resum: donats N eamps de vectors tangents a �N: X\, ... " XfI) ,

les eondieions (10·.2·.1-i·,ii,ii:i,) s6n necesaár-í.es i suficients per que,

�2:€. �N existeixi una familia de trajectories f'ásf.quas � que satisfaci

l'axioma M.R.P. (9.3.1) i tal que, rr(�l�� sigui el vector tangent a

la trajeetoria individual �lc) ., construida segons (9.2.2) a partir de



-106-

qualsevol (z::-".'\) L'
er­

e: a , w'b <:; \f l. .

10.3) Expressi6 en coordenades.-

En un referencial qualsevol les lleis d'evoluci6 del sistema vindran

donades pel sistema diferencial:

.J.. ?.X
c;l. 1:' 6

el u.!
-=

tÁ 'Ca

� ,= A .... rn. (179)

o, equivalentment, pels N camps de vectors tangents a e�:

on la regla d'Einstein de la suma no compta per als índexs entre paren-

tesi.

A

Suposarem que asbem a la subvarietat �tJ de t?N I restringida per

les equ6cions:

, A= � •... )ll (181)
A

Per a �� valen també tots els resultats obtinguts fins aquí, en par-

ticular els del capítol (10).
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E1s camps de vectors (180) satisfan, evidentment, (10.2.1-ii) i,

gracies a (181) satisfaran també (10.2.1-iii) en cas que sigui n tan-

,..

gents a fÑ• La condici6 necessaria i suficient per que aixo passi s'ob-

té derivant (181) segons X,,:

; A ::: "••.. ,A) (182)

Per fi, la condici6 (10.2.1-1) s'escriu:

o (A,B é-\.., , ... ,tJ )

j
J J?-1
__A_:: O
c:4. 'A' (183)

I

!

En conc1usi6: un sistema d'equacions diferencia1s del tipus (179)

admetra per a cada conjuht de condicions inicia1s una familia de trajec­
I
I

taries soluci6 invariant sota canvis de coordenades en el sentit de la
/: 1

M.R.P •. si, i tant soIs si, les condicions (182) i (183) s6n satisfe-

tes. \
\
\
I

\
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11.- APLIGAGIO AL GAS D'UN SISTEMA DE DOS GOSSOS EXTENSOS, GRAVITANTS 1

AMB GARREGA ELEGTRIGA (aproximaci6 dipolar i l���)

A la pri�8ra part hem derivat les equacions del moviment de transla-

ci6 (144) i del spin (155) per al problema d�N cossos carregats i gra-

vitants a l'aproximaci6 dipolar i l�N. En aquest capitol veurelTl com

aquestes equacions s6n compatibles amb les condicions M.R.P •• Per raons

de simplicitat estudiarem únicament el cas N = 2.

Si t��\ és el sistema de coordenades en el qual estan escrites
. l''''O.,.�.s

les equacions (144) i (155), definirem la metrica següent:

(184)

No donem, en principi, cap mena de sigr.ificat fisic a aquesta metrica,

sino que la utilitzarem únicament per a definir un parametre escalar

sobre la trajectoria de cada cos, independentment deIs altres.

11.1) Plsntejament del problema.-

Partint de l'equaci6 (144)

cos A :

- - J tlzf4ti.. "::::: Cl4 (8�) -.
,{k°'l.

-

mil

podem especificar la triacceleraci6 del
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(185)

on:

-

-- s.
era -

i )( ::: 1 xl
A+1

1 ¡-s = (-1)
-

i 1 {8:¿} és la triaccel,eració que es deriva del lagrangia de Bazansky:

.

aJ( (B%) -=

amb: I

�4= G"Z�IW\a.(�M.A,+ll\1A)- G11�t.bl1.4.f3t\'\1A')- G(Vl141�1 H14A,,¡)+ (18?)
L L

+- �
(lt.{A

També, partint de (1,52) tenim:
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+ X ¡ -

¿ t; 1'VI.4' tYJB (::T $-)C1.X) I 'liS' A +

•

•

+ 0(") (188.a)

i per a la component .)Ao tenim, de ( 152) :

e; - (188.b)

El problema que ens plantejem consisteix en veure si existeixen unes

equacions del moviment (manifestam�l?_nt covar-í.arrts}¡

12J4" .

d,u ,«r-

d�a AtB, .•• , H�1,2.

¿¡lit S'A/5' �AfC (E" 11.;, I !1.¡;, 3", flti- ' eH)'" 'rs
-

dS).
�8

,
(.le, liD' M� I ¡S'F }./c, fff)

(189)A .dA- -

�T4

i una tria de les línies d 'univers LA-: 11,/, (rA), A:: 1,Z

i deIs moments mul tipolars e/{�, �/,(r".) tals que:

i) Satisfacin les condicions de compatibilitat (182) i (183) de la

M.R.P., que en aquest cas s'escriuran:
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¡ (190.a)

_ O -o i (190. b]

ii) Particularitzades per al referencial en el qual estan escrites

(188) i (185) s'obtinguin justament aquestes equacions. Aixo vol

dir que, quan fem A.o:2.t::.�..

, hem d'obtenir:

"'z,¡-'VA
(191.a)

(191. �)

si més no a l'aproximaci6 a la que treballem.

I
El parametre �A que: hem introduit a les equacions (189) és el para-

"

metre longitud d'arc de la trajectoria del cos A, segons la metrica

(184).

11.2.- Eguacions del moviment (manifestament covariants).-

"

Construim primer dos quadrivectors �A i J� tals que, en el sistema

de coordenades en el qual s6n valides (188) i (185), sat�sf�cin (191) i,

a més, les condiciQns:

_ O (192.a)
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(192.b)

O'acord amb (191. a) i els resul tats de l'apándd,x e, podem escriu-

re:
o

�: + (193.a)

.. ."

'€.A

(193. b)

( .¡. 1 J."M" +-) JrO(f
'

1.,4 = -

�. ""rA� cZ(-,/&Jith. fA' 7 U,f �IJ( (- � o;�)

- 528#6
rh' 11J,4 r"f .tI./j.o( [.e G 1t1A' <ípaln, + (6m"., + �) !7,;A f'

CZ(¡I.) l' ;4
.

t: 111.,4 l-
.

I

4- ./MA (1,}I'p+12.f'(�)] +

.... A
'11A. i..\f�� 11 -s

. (el M ftL' '+ G-rnA' I M;' M:).ec&.m"(-1�))/a.1 ·-.6fJi ¡IIZf> PP�fI'/ Ct.t-t)3/i. \ ffl�'
-

rTlA

l ,,'
- 1,1& (�A' _

eA. ) + 3'-m.e'
A tCcr'A''/) (JAA + (.O-.o}') <r:�} +

el./tJ,4l-¡')3/z. 1-,' 1.4 C1(-y')ílZ. i
A

... 3 ,/1
'

t (�A'V) p: t(UAv) )'(�,} +
.

4MA e il (_'/')./1. I r I

I

+ 1 )'A . { 1 ti � p .1ft � vyJ.G ",.,(tr. �+ <r,.'p) +-� (Hi,. +�.�r)] ,'f¡_'f')"/z +

\
i + a Gt\4", l�1 _ �MA) _

cZ.{- tJ�1Z. OI�, VVlA 7A

(193. e)
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i Ll'3,:' és O (;) en el sentit de que, quan particulari tzem per a qual-

sevol referencial, el desenrotllament en potencies d '1/ e de .d '5: cornenca

a i el de Ll s: , a

De la mateixa manera a partir de (lSS) i de (191.b), tenim:

(194)

amb en el sentit explicitat més amunt.

11.3) Les condicions M.R.P ••
-

.

i.

D'acord amb (193), (194) i els formularis (C-l) i (C-2) de

l'apendix C, podem escriure: (*J

(195.a)

(195.b)

(*) La repetici6 de 1 'índex I vol dir JI
suma per a tots els valors d�a­

quest índex�



•
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on les funcions f: ��: s6n funcions polinomiques dels escalars e�

que enumerem a l'apendix C i els W� estan també explicitats al mateix

apendix.

Derivant (195) i aplicant (C-3) i (C-4), tenim:

(196.a)

;:r .

- l �:. MJ (A') + ;�; . &}C CA')) W; (196. b)

Així, sera suficient - encara que no necessari - per que es satis�

facin les condicions M.R.P. (190),
I

que es compleixin les relacions se-·

güents:

JI: M� (A')
tA .:¡

• t:(1C (.4') ==0 (197.a)

D'acord amb la descomposici6 (C-5.b), l'equaci6 (197.a)· és equiva-

lent a:

I

\
!

J:¡; J'" ��r
,.A

. M:t. (A'1 t . Q¡( lA') = O

'del(
(198)

(S)

la qual es pot escriure també, d'acord amb (C-6,9,10,11):

(199)



-115-

Per a. les g: tindrem una expressi6 aná.Lopa .

En conseqüencia, als dos primers termes del primer membre de (199)
I "

hi apareixen els ordres inferiors a 1 de la" �T, i a 1 'úl tim terme hi

surt /A:r.
S+t

Les equacions (193) i (194) ens donen coneixement d'uns pocs termes

P 3"" "J"
.

del desenrotllament" de les" fA, 34 •

Sigui t471 'ordre máxí.m conegut de· t:r.· L 'afirmaci6: "1es funcions

'AS"1� satisfan les relacions (197) a l'aproximaci6 a la que tre-

ballem" significa exactament que la relaci6 (199) es aatrisf'á per a -{S t/-..(

Analogament per al

Aixo és molt senzill de comprovar per a les funcions f1 i �; que

apareixen a les expressions (193) i (194).

°A!Com a exemple estudiarem en detall el cas de t

+ . . . (200.a)

{�
(,z.)

(200.b)
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Per tant, en aquest eas tant 5015 haurem de vsrifiear la relaei6

(199) per a Á � 3 �

per a S < 5 és trivialment eerta.

per a .4 '= s .

z: �:. M� (A') + .z, (¡;). Jez
z

J (I/JdZ';Q1 1.ó· r_ - .4 -

�+l,:� ceJ ('t,) � €!L (J.) .,=1 )..4.1> '1)

L {; M;lA'J 3le NA' L .3� }.fAI =2: f.
I f

I
- + A

• MI lA')
.(.¡..h,.!> (�) 1I" .

"'A e L. t-f"JT"/z. n14 e "l-'fl.yrlz.. ce) (I,)

faeilment, d6na zero.
f.Jr= 3

que, es eomprova

Com veiem, dones, les eondieions M.R.P. s6n satisfetes a l'aproxima-

ei6 que trebal1em, independentment de quins

(quadriveetors) triem.



-117-

12.- CONCLUSIO

Hem desenvolupat ací un metode per a derivar les equacions del moviment

per a una partícula de prova amb estructura multipolar finita, en un camp

gravitatori i electromagnetic. Aquest metode ens permet de tractar aproxi-

macions
n

2 - polars - per valors peti ts de n - sens necessi tat d 'un

aparell tant potent com el desenvolupat per Dixon. Al present treball ens

ceritre�_a l'aproximaci6 dipolar.

Es fonamental en el nostre metode la utilitzaci6 dels sistemes de coor-

denades de Fermi lligats a la línia d'univers que representa el moviment

de translaci6. Com ja hem vist a l'apartat (3.10) les equacions del movi-

ment que hem obtingut estan totalm�nt d'acord amb les equacions que per a

cassos particulars del nostre problema ja es coneixien a la literatura.

Hem obtingut, també, un lagrangia aproximat per a les equacions del mo-

viment de translaci6 d'un sistema d'N cossos extensos, carregats i gravi-

tants. Com ja hem vist a l'apartat (5.3), aquest esta d'acord amb els que

ja es coneixien per a cassos particulars del nostre problema, aquests s6n

els lagrangians de Fock, Barker & O'Conell, Cho & Hari Dass, Bazansky i

Breit-Darwin, alguns deIs quals han estat derivats mitjan9ant metodes de

Teoria Quantica de Camps.

Cal remarcar que el fet de que les equacions del moviment de transla-

ci6 siguin derivables d 'un lagrangia depén de quines línies d 'univers t LA\A ::.1 ... tJ

triem per a descriure aquest moviment. Veiem que si definim LA mitjan9ant
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la condici6 de "centre-de-moviment" - una generalitzaci6 relativista de

la condici6 newtoniana de centre de massa, que definim a lYapartat (3.6)

les equacions que s'obtenen no s6n derivables d'un lagrangia aproximat.

No obstant, trobem una condici6 per a definir les línies d 'univers LA com

a conseqüencia d'exigir l'existencia d'un lagrangia per al moviment de

translaci6.

Aquesta redefinici6 de les línies d'univers LA , segons hem comprovat
•

posteriorment, coincideix amb els resultats obtinguts al respecte per Fus-

. (411tero � Verdaguer en un esquema totalment diferent.

Obtenim també l'equaci6 d'evoluci6 del spin per a cada cos en el nos·-

tre problema d'N cossos, a la mateixa aproximaci6.

Pel que avui sabem d'Astrofísica, no sembla que la contribuci6 electro-

magnetica introdueixi correccions relevants, fins i tot en el cas d'un sis-

tema binari de pulsars. En canvi, la perllongaci6 deIs calculs purament

gravitatoris fins a l'orare quadrupolar, cosa que estem fent actualment,

promet ésser d'aplicaci6 immediata a l'astronomia de posici6 d'estrelles de

neutrons i altres objectes estelars o galactics.

Per fi, hem obtingut una generalitzaci6 de les condicions de la Meca-

nica Relativista Predictiva, en el sentit d'incloure-hi l'estructura mul-

tipolar deIs cossos.

Hem comprovat, també, que aquestes condicions eren satisfetes per les

equacions (144) i (155) del moviment de translaci6 i del spin per al
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nostre problema d'N cossos, a l'aproximaci6 a la que treballem. Aquestes

equacions s6n,_ per tant, invariants sota el grup de Poincaré. AixD genera­

litza el resultat ja conegut de que les equacions de Bazansky, així com

les d'Einstein, Infeld & Hoffmann i les de Darwin, s6n invariants sota

transformacions de Poincaré a l'aproximaci6 corresponent�42], [43\
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En aquest Ep�ndix escriur8m expressions aproximades deIs moments mul-

tipolnrs - te.nt deIs r\.li(NC) com de'l s f,.�rJ(C) - que ens acr'an útils por

a escriure els potencials gravitatori i electromann�tic a l'aproximaci6

l-PN.

Donerem directament els resultats, els quals es poden obtenir utilit-

znnt les equacions: (34), (50), (86), {105) , (112), (�36) i (137):

(1)

.

JLII -= O (A) JL
o
"" 0(2.) (2)

J so = 0(2.) (3)

(4)

(5)

,. -= OCo) t11 _ 0(0) (6)

.

%" = O{:z.) J
(7)



-121-

.

e�= '_I\T" +-
J.€,Io

+ 0(-:,)
ol 'X"

.J ( a)

(9.a)

(9. b)

(lO.a)

(la. b)

rn ej Y1"\'\)'Vl +- L l M(� I\)j)) f- M (i
'" J)_ � e<trj)" + 0(4) (lO.e)

-

eZ.A'(;)

I
m�OD - -.u o" Me. -\- '1"\0 ",t + e. !¡.(� s�'\)j T 0(4) (ll.a)

,

(ll.b)

.\
m.t<j _ _ K�AJ"'v� � Ñl': €,.j)).l<St( lo o (tt) (ll.e)
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(14)

(15)

Les equacd.cns (S), (12) , (13), (14) i (1S) estnn 'renorma1itzadesfl•

Aix� vol ctir que hem escrit i A,., en Tl oc de
&

i

Af és a dir, hGm e1iminat e1s termes d'auto-camp i auto-potencial.
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APENDIX S

Relaci6 entre els MM(C) definits respecte de dues línies temporals

properes:

Sigui n L
,.,

i L dUBS línies temporal s i �iguin dos

-

sistemes de coordenades de Fermi lligats a L i L
,. respectivamente Si-

gui \x"� un sistema de referencia qualsevo1 tal que -x0 sigui temporal.
. ,,= O.t.1.�

De (136.a) , tenim:

(S.l)

i, utilitzant la definici6 (34), m"r" esta relacionat amb els MM(NC) re-
,..

ferits aL, per:

.L 1Y)Vt'f _
u,.

-

.1

I
� (,.... O'l'''_ • '\"1"1 -

[o

(S.2)

!
.

(64) , (S.1,2),D'acord amb (86) .\ i utilitzant tenim:J.!
\
\
i
i

_ Mi = .u
.... <Av �¡ \

�o (..(;\crt'� _ -Ñ\tI". 1)4') (S.3)
<r
-

ao

Evidentment, l'expressi6 del segon membre no és covariant. Más encara, hi

apareixen contraccions de quantitats que no estan definides al mateix punto

Utilitzant (136), podem escriure:

(S.4.a)
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(S.4.b)

on:

,.., ,..,�
Ji. e::. U" e • Les quanti tats amb (",,) s6n definides

Si ara prenem tindrem, de (S.4):

(S.5.a)

(S.5.b)

Així, tenint en compte e1s resu1tats de l'apendix A,

(S.6.a)

'= ,t« (uil)t + 0(4) . (S.6.b)

r "l.-M -= A
,

(S. ?)

:

1, per un canvi de coordenades:

f\10 = - � M'�;
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De la mateixa manera tindrem per al moment dipolar electric:

- e
�

(8.9)

efr"f4 -=

1 (UÜ)+ ;i(-ol�O jt)�o(� j1�a(30).tIf'- = 1{UU)f-O{t,) (B.I0.b)

e'= ;: [ ¡(uir). (JI. + eRjJef) (y� vK)J. )� -t: 0(4) (8.11)

e¿ = � [1(u¡l)tJ(.,..e.fll(¡;i(V�-VI-())·(ói- ""t(.e)+O{y) (8.12�
tO =

I
e"u'-

IJ"
'

Per fi, en el eupñs í,t de que t/= o(Z) - llavors, V�V�O(3) - tindrem,
,
,

I

éomparant (S.S) i (S.i2) :

I

11' '= MIÁ' + (J(,,)
\

el -= 1 L1� + 0(4)
• \

tI 1.
\

- fff 1- o(lt) (8.13)M I

i

\
\
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APENDIX C

C.l) Vectors que es poden formar amb J f, 11./

wt' = :J� - �Bz.éi

... U�Wf.& =

x SAM}39 '=
e

"}a = (-O�+t

)

I
I

I
I

'l
i els analegs a W16&, canviant

el..
S'B per € 0(,. o(.

» , \-\&
i

Els representarem genericament per
�

.

Ws.. • Els que hem explicitat

s6n els que apareixen a les expressions (193) i (194).

C.2) Escalars:

ele. Ne. yUs e2 ( "Lr'/1.- = = -'}

e� -= M -� = Lt{ M.z. -.t ; e�& -= ys&

e.r6& - JJ.A 58 e;, = s, S 2..
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i els analegs a e"e' Q64b' €'6

per �� , � �
o � \l" Els representarem genericament per etC: '

Tots els productes escalars que apareixen a (C.l) i a (C.2), així
•

com el tensor de Levi-Civita, s6n referits a la metrica (184).

C.3) Particularitzaci6 a un referencial qualsevol:

,

J

w,., = ( () x),1 , J i\Vi& =
A l�,t1JI!) - t1"'0,z),.;je.+oca�

• � \-v:-
- � A Ss -r O (3»)

=

etB - .x.Ve +- OC�) el.
J

=- -

• • "

I ( -)1. -l- 0(4) �"A = - X.54e!, =-

;¡ J�V8o

- -

e.r4 = S8' (iTe -i1.4) .,. 0(4) e� - - S,, G.t + 0(4)
• & o
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�l8 - Se' ( sI\;;je) ,t+ O (�)

e'h - X· (s, AS'L) +- 0(4)
o

�1 = 't)c:Vc. ' ( St A S%.) t- O (S)

Aquesta tabla ens permet assignar a cada escalar eK el número natu-

ral:

D'aquesta manera, podrem classificar els termes d'una funci6 polino-

segons:

(e.4-a)mica qualsevulla:

(e .4-b)

b �,��
., -e K.

'

•• : e,,�I(t', ""'n. �

,

(e.a-e)

Direm que �
. �)

és la componerrt d 'ordre S de la funci6 po'l í.nñml.ca ,

I
Es facil comprovar que, d'acord amb la definici6 (7):

Ordtp :' MA.(K \ S e nf I t -=#= O 1
en

També es demostra trivialment que, per a una funci6 polinomica deIs

\

\
\

escalars etC: , tenim:

(tJ (e.5)

(5)

El que hem dit aquí és valid també si canviem"funci6 polinomica per

's�rie polinomica�
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Derivades:

D'acord amb les expressions (193) i (194) i la tria que hem de

fer de V¡:(r.4i�:,S:), e:CrAi !Al, s:) i P:(lA·,ut I s;) ,quan derivem un

vector W¡ de.l s enumerats a (e.l ) respecte de te. , obtindrem una nova

combinaci6 linial deIs W{:
(e .6)

I, de manera aná'l.oqa , per a un escalar eK:

ole" ""'
- - �.c(8}tÁ't�

- (e.7)

on M% (6).� QK (6) s6n series pnl.Lnórrd.ques deLa escalars e::t. •

D'acord amb la hipotesi (2.2-E) i la definici6 de J�� (184), po-

dem prendre com a regla que la derivaci6 respecte de te. d "un escalar eJ<.
i'

deIs enumerats a Ce.2) augmenta en una unitat l'ordre de la magnitud de-

rivada. L'única excepci6 a aquesta regla s6n els escalars:

eiJ>":= N� r;� 1. el NI>
Y3p/ �».) Ce .8)-

; 'bUOUO +

�1:'.&
•

En conseqüencia:

YK-:t= (1) QK (�) =0 �� S e: "'"'le \--i
S

(e.9)



Per a la derivació deIs vectors respecte

blant i, d'acord amb (C.I) i (C.3) tenim:

M� (e) - o

(r)
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val una regla sem-

(C.IO)
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