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l.- INTRODUCCIO

La solucid del problema d’N cossos a la Teoria General de la Relativitat
requerelx la determinacid al mateix temps, del camp gravitatori dels cossos
considerats. |

La solupid a aquest problema fou donada per primera vegeda per Einstein,
Infeld i anfmannll] (EIH). Estudiarén el problema d°N cossos esférics, amb
masses arbitréries, que tenien un movinent de translacid pura — és‘a dirs
eproximacié monopolar. Suposaren que els cossos eren descrits per singula-
ritats puntuals del camp gravitatori, la qual cosa els permetia d“evitar la
tria dun tensor d“impuls-energia particular. Suposaren a més, que les velo-
citats eren petites comparades amb la de la 1llum,

]

Posteriorment, V. Fock encetd una nova direccié en la manera d’abor=
dar el problema. E1 punt de partida de Fock eren les equacions del cemp gra-
vitatori amb el tensor d‘impuls-energia dels cossos extensos. Utilitzant
aquest métode, Petrovat31 derivd unes equacions del mnvimené en aproximacid
1 - postnewtoniana (1-PN) id@ntigues a les d’EIH.

Una mena de sfntesi dels dos mé&todes fou introduida per Infeld‘gl En
aquest treball els cossos eren descrits també per singuleritats del camp

gravitatori, introduides en el tensor d“impuls-energia mitjangant la funcid

5 de Dirac:

~@-ﬁ T Zm.(t} §(R-Fate) - é‘z" JIC

Una descripcid detallada d’aquest métode pot ésser trobada en el llibre



-
mMotion and Relativity" 5]

Ld

En els treballs enumerats fins acf dnicament es considera el cas de mo-

viment de translacif pura = és a dir: eproximecid monopolar.

Tenint en compte ja el moviment de rotecid prdpia dels cossos i conside-

rant cada un dfells com una distribucié contfinua de matéria, V. Fl:u:k[ﬁl deri-~
va un legrangid a 1l’aproximacid 1-PN i quadrupolar.
7 \
En un article molt important, A. Papapetrout 1 desenvolupa un métode

per a obtenir les equacions cel moviment per a una particula de prova a 1°a-
proximacié dipolar. En principi, aquest métode podria servir per a tractar
qualsevol ordre d”aproximacid multipolar. Aixd no és aixf, no obstant, per~
qué Papapetrou no déna un camf sistemitic per a obtenir les eguacions cova-— _
riants del moviment. Llavors el procediment es complica en augmentar 1 ‘ordre
d’aproximacié multipolar, de tal manera gue Ja 1”ordre quadrupolar resultg

intractable.

(3] (sl

Posteriorment, Tulczyjew aplicd conjuntament els métodes d’Infeld

i Papapetrcu[7] i deriva les equacions del moviment per a un sistema gravi-
tatori de dos cossos amb rotacié prdpia. E1 punt de partida de Tulczyjew

era un tensor d‘impuls-~energies de la forma:
o
noo L A3 - 'jﬂl@ A; S
T [ £5 0 (X-%) - t, 738§ U‘-"a}
A A )
A={

<« i
on les quantitats ¢, i {:qp sén simétriques respecte d i @ s X 5 és la

funcid 5 de Dirac "renormalitzaeda" en el sentit d“Infeld i Plebansky

(veure ref, [5} , ap2ndix).



Tulczy jew dond també& un lagrangid, el qual no és correcte per la senzilla

(%)

rad gue els termes de spin' ° de les equacions del moviment (eq.(2.27), ref.
8] ) no es deriven dels termes de spin del lagrengid (eg.(2.44), ref.[c] ).

Per tent, tampoc céna una bona eproximacid dipoler del lagrangid de Fock.

Recentment 1°interés per aquest problema ha estat renovat a causa de la
descoberta d’un pulsar a un sistema binarifg] (PSR = 1913+16) que obra noves
possibilitats d’observacié d’efectes relativistes. Una mostra d‘aquest inte-
rés és el gran nombre d’articles publicats sobre el tema en els dltims anys.

[101,[11]_ , 12}, g W.G. Dixon ha

En una notable col.leccid d’articles
desenvolupat un m&tode excepcionalment potent, rigurds i elegant per & obte-
nir una descripcid dindmica exacta del moviment dels cossos extensos a la
Relativitat General. E1 métode de Dixon déna definicions exactes per al mo-
ment 1linial, el moment angular i la forga i el moment resultants sobre cada
cos. També estableix una definicid unfvoca per a la linia d’univers del "cen-

‘ » [14]
tre-de-massa® del cos (centre de moviment en el sentit de Beiglbock ].
. [15]

Besprés, utilitzant les definicions de Dixon, J. Ehlers i E. Rudolph
han derivat una férmula per a la velocitat del "centre-de-massa" en funcid
del moment linial, el moment angular, la forga i el moment resultants i el
tensor de Riemann-Christoffel. També€ han donat una definicié de uasi-rigi-

desa® adaptada a aquest problema i han provat gue, per a cossos "gquasi-rigids",

les equacions de Dixon més l1’equacié del "centre-de-massa" tenen una solucid

-

- . - _-'. Sl TR . = e 3 5 . __f_,
- .

Oklm A partir d®ara utilitzerem el mot: spin, en el sentit de moment angular

intrinsec.
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Unice a partir d®unes condicions inicials donades. Tot aixd, és clar, en
el supdsit gue le mitrica de l’espai-temps és coneguca.

A més d’cquests mutors gue han troctat el problema en el marc de la
Teoria Gencral de la Relativitnt, hem d’esmentar: Barker 1 0°Conell, i Cho
i Hari Dass.

En un article recent[lsl Barker 1 0°Conell obtenen un lagrangid per al
prnbléma gravitatori de dos cossos amb masses spins i moments quadrupola?s
erbitreris, a l”aproximacid 1 -~PN. E1 seu procediment es situa en el marc
de la Teoria Quantica de Camps 1 consisteix en la interaccid d’intercanvi
d’un gravitd entre dues partfcules de spin 1/2., Obtenen també 1‘avanca-
ment del periastri i la precessif cdel spin per a cada cos. Cal remarcar
que el lagrangid de Barker i 0’Conell estd d’scord, si més nqg fins 1°or-

dre dipolar, amb el de Fock, si prenem en sguest Gltim Ne2 1 7 +P2=

3L L3 _3
W, tag s 0.

Cho i Hari Dasstl?ldunen una derivecid classice, perd no genméfrica, de
1%energia d'interapcid per al sistema semirelativista de dos cossos en epro-
ximacié quadrupolar. Utilitzen la teoria de les fonts de Schwinger. Obtenen
un lagrangid en el sistema del centre de masses i la velocitat de precessié
del spin, concordant els seus regultats amb els ja esmentats de Barker i

0°Conell.
Nosaltres ens proposem d’estudiar el problema d’N cossos extensos emb
cdrrega eldctrica a 1’aproximacié dipolar 1 1-PN, Ho farem considerant cada

cos com una "partfcula de prova" movent-se en els camps gravitatori i elec-
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tromagnétic deguts als restants. N-1. Després obtindrem els potencials
aproximets, suposant conegudes les 1linies d“univers dels cossos.
Degut a la dificultat introduida en considerar cossos carregats, el mé-

tode de Papapetrou no és suficient per a tractar el problema. Tampoc utilit-

zem els resultats de Dixon perqud: 1) ens caldria derivar els termes de for-

ga i moment electromagndtics, 2) les equacions del moviment de Dixon no sdn

¢

.equacions diferencials sobre la linia dunivers del caé i, 3) els moments

multipolars que defineix Dixon no sén els adients per a integrar les egua-

cions del camp mitjangant el metode d‘aproximacions pcsf?newtonianes.
Desenvolupem aci un métode intermig respecte dels de Papapetrou i Di-

xon. Al comengament el nostre procediment és similar al de Papapetrou pe-

rd, mitjangant la utilitzacié d’un sistema de coordenades de Fermi lligat

a la linia d'uéivérg del cos en consideracid, podem donar una manera éiS—
temédtica de derivar 13; equacions covariants del moviment,

Al capftol 3 obtenim les equacions del moviment per a una particula
de prova extensa -; €s a dir: ﬁenyspreem la pertorbacid intruduidé sobre
les equacions del muQiment ﬁsls cémps gravitatori i électrnmagnétic deguts
.a la propia particula — movent-se en uns cgmps gravitafori i electromag-
nétic danat;; all’aéru;iﬁéciﬁ dipoiafl L

Al capfitol 4 iLfééreﬁ les equacions A'Einstein—Maxwell a fi d’obte~
nir eis potencials gravitatori i electromagnétic deguts a un sistema d°N

cossos a 1‘aproximacidé dipolar i 1—PN; Al capftol 5 donem les equacions

del moviment aproximades per a cada cos i nbtenim:L‘aquacié d’evolucid del



spin. Cal afeigir que obtenim també un lagrangia per al moviment de trans—
lacié i que sempre que ha estat possible referir-se a calculs coneguts

1%acord és total.

2.-  MARC GENERAL 5 @

2.1) Eguacions d‘Einstein-Maxwell.-

Prenem les equacions d’Einstein-Maxwell — veure ref.[6], sec.(46) i

(52) — com a punt de partencga:
! .

P UL T

G’ =R"_-LR7sg" = - k. TY . (1)
VY, FI'V =- 4ud" (2.a)
Fov = ophA —3vAn | (2.0)

nn; els fndexs grecs prenen els vélnrs {6;1;2;33 i els 1latins; {1;2;3};

'QP i VL sdn; respectiuament; les derivades parcial i cDVariant respecte
xP ;1{?‘ és el tensor de Ricci derivat del tené&% metric é??x;; ﬂ%pq és el

potencial Blectromégnétic; 'Tﬂ:}éé el tensor d’impuls-energia i I és

el quadrivector corrent electromagnétic.

El tensor d’impuls-energia a la dreta de (1) el considerem descomposat
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en dues parts:

v : v
TP (xy = Tv;(#t) + T:m €3 (3)

la primera de les quals representa la'bart material" i la segona, la con-
tribucid del camp electromagnétic.

Agquesta ségona part és —veure ref.[ié], sec.(7.23] H

Ty = _;'."_.\."T Ff’Frg?“- Fl““'i_""q-‘} (4)

em 4u

on el parémetre <& ‘s una constant que depén del sistema d’unitats en el

quel expressem la ciérrega eldctrica.

2.2)  Hipdtesis fonamentsls.—

A] Si definim: 'F = (suport T:vw) @) ( suport T‘(x)) , 85 verifica:

i) 'F estd format per N components conexes: {Qg}hl'm.n

N
1% \A'Jnﬂﬂ 1 QanQe=9 o o A%B
ii) Els I\‘ sén temporals: per a cada {1, hi ha una congrliéncia .
de corbes temporals de longitud infinita amb suport a Q,, Azd,..,N.

iii) E1s )

A sénespacialment compactes: la interseccid de cada (1.

amb qualsevol hipersuperficie espacial és compacta.
iv) 3D eIR,+ tal que la distincia geodesica entre dos punts del
mateix .flﬁ , que estiguin units per una geod@sice espacisl, és

més petita o igual que D.



B) A distdincia infinita dels cossos 1’espai-temps esdevé Minkowskid i el
potencial electromegnétic es fa nul. Per tant, ppdem triar una famflia de

sistemes de coordenades %x”} satisfent les condicions seglients:

i) x° és temporal (és a dir: 5”t:n> o)

ii)  lem %;N(-r.) =M lxla{ﬂcfj 5‘:) (5.a)

Ky @

iii) Jim Aw =0 (5-5)
Xl 00

Més encara, suposarem que, pel cap balx, un d’acuests sistemes satisfa

la condicié de De Donder:

on: 5‘93 {% %_“9 : %-.—. det (8‘,{), .

De fet, la condicié (6) &s compatible amb (5.a) dnicament fins a 1°a-
proximaciéd 1-PN 1, per tant, seran compatibles en el nostre cas. Si ané-

ssim fins a 1%aproximacié 2-PN, la condicid de De Donder ens conduirie a

“una mdtrica divergent a 1%infinit espacial. Per tant, a 1 aproximacié

2PN (8) i (5.a) seran incompatibles. A la ref. 9], a la gual hom pot

trobar una discussié més completa, esta demostrat que existeix una classe



de sistemes de coordenades gue satisfan la condicié 1imit (5.a).

C) Els potencials gravitatori i electromagndtic, aixf com el tensor d’im-
puls—-energia i el gquadrivector corrent eléctric, poden ésser desenrotllets

en série de potdncies d’l/c.

D) A lordre inferior d“aproximacié hem d’ocbtenir les eguacions newtonia-
nes del moviment per a un sistema d’N cossos en interaccié gravitatdria i

coulombiana.

E) Treballem en 1l’aproximacié de '‘betites velocitats” Aixd vol dir que, si
s'(-x) és una funcid i OrdIfl =r, aleshores: Ord[s,fls r+l, en un siste-
ma de coordenades de la classe definida a (B).

La notacid emprada en les linies precedents és la seglient:

Si {(x) és una funcié gque depén del parametre ¢ , aleshores:

}:(x) = 0(s) &=> ,i.\:; = -r[;:) =0 © (7.a)
ord {{] = &> = mdx {seN/ £=00}  (7.1)

F) Per a cada .Qn triem una 1linia temporal L, gue cau dins, o bé molt a
prop, de (1, . Agquesta lfnia d‘univers "representara” el moviment del cos A.
Suposem gque les dimensions dels cossos amb els quals estem tractant

sén molt petites comparades amb les distancies entre ells. Aixd vol dir

que si LAE zz(s)g(intxuj,x-) sén les equacions de la lfnia d”univers del



<10

cos A en un sistema de referdncia dels definits a (B), eleshores:

D _ < — - - 3 i 3
<A VA¥e , on: \F-F,1 = | 5, (ef-2d)(28- 2
{2, 0x9- ool $0 1 ) 25)(22- %)

En consegliéncie, podrem menyspreer tots els termes, a partif d“un ordre
determinet en el desenrotllament multipoler —en el nostre cas, menysprea-

rem els ordreé gquadrupolar i seglients.

G] Els potencials grevitatori i electromagnetic deguts a cada cos no in-’
flueixen sobre la seva prdpia dinamica, Per tant, sempre podrem deixar de
banda els termes corresponents e l'auto-potgncial.

Aixd correspon al que s’anomena "renormalitzacid" de la massa i ho trac-
tarem amb més detali ;-i'épértat (3.2)

Aquesta hipdtesi es concretard en el seglient métode de trebail: primer
considerarem que cada cos és una "partIcula de prova” qug es mou en el camp
creat pels N -1 restents i en deduirem unes egquacions del moviment, després
calcularem els potencials deguts als N~1 cossos restants en funcié de les
seves trajectdries, les quals suposarem conegudes, 1 els introduirem en les

eqmentades equacions. Aixd és el que fem als capftols 4 i 65,

2.3) Coordenacdes de Fermi.-

Bona part del contingut d’aquest apertat es pot trobar en diferents
llocs de la literatura sobre Relativitat Generel., talgrat aixd dediquem tot
un epartat al tema degut a la importéncia cue tindran els sistemes de coor-

denades de Fermi en el desenvolupament del capftol 3.



i T .

En primer lloc definirem el trensport Fermi-lalker d‘un vector al

llarg d’una corba temporal T .

Sigui T una corba temporal d’equacié parcmétrica x'= x(s), on s

v
és el pardmetre longitud d’arc i siguin u"-% el vector unitari tangent i
v
5": % el vector ecceleracid. Si 4, és un vector en el punt xf; '}:P(sg)

el transportat Fermi-ialker de 4y,Y al llarg de T‘ és un vector UV(s)

sobre ' | que satisfd 1‘equacié diferencial:

S‘Uq v v '
T (37up - w2’ 3) 0° (2)
amb les condicions inicials: V(s = 'D':

En particular, el vector velocitat «’ é&s transportat Fermi-Walker al

llarg de T' « En efecte:

v . )
(Bup-%00) uf = ¥ 5K - (9)
8A _
En el cas que | sigui una geoddsica 2% =0 , i llavors 1‘equacif
v
(8) esdevé: %P- =0 . Per tant, el transport Fermi-yalker al llarg
A

d’una geodésica coincideix amb el transport paral.lel.
" Un sistema de coordenades de Ferml es defineix en bese a una linia
temporal " = gue d’alguna manera ve a representar la histdria o linia
= L é
d’univers d‘un observador — més una tétrada ortonormal &22} transpor-

=041

- ®
tada Fermi-\alker al llarg de |k , amb el vector )’. tengent a T =



-] 2~

A
és a dir: u’z2; . Aixf, segons (8) i tenint en compte 1‘ortonormelitat:

’ v S }% f
);7-“- ] —_ = - 3 ).. w’ ., ©€=4.2.3 [lU]
34 e |
. < 2 %3
Sigui A, 1la tdtrada covariant: A, = 1 t g (11)
& Qe
Les coordenades de Fermi de gualsevol punt de 1 espai-temps respecte de
la 1fnia ' i la tétrada {3;} . es determinen de la manera seglient:
oz20,4,1,
Sigui P un punt de 1°espai-
temps tal que per ell es pot tra-
gar una Unica geod@sica que talli
" ortogonalment i, sigui Q
el punt d’interseccif. Sigui Y
el vector unitari tangent a la
geoddsica QP , al punt Q. Pre-

nem un punt Q, sobre T com

o

origen s=0, Siguin & i s
les distdncies de P a Q i de

Q, a &, respectivament. Les

Fig. 1

coordenades de Fermi de P re-

latives a |° i a la tdtrada {2:} es defineixen com:
oddv=a12.3

%P =s ; X = cv* A = v, ) 77‘7- (12)
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on: 112? és la mdtrica de Minkowsky, gue nosaltres prenem amb la signatura

T

Com veiem, doncs, un sistema de coordenades de Fermi cueda determinat

una vegada donada la linia temporal T

" ); {o)} .

-+ »
ey CMunpunt e T, tals quer )i gezo )&w.};..””'?zj

i la trfada de vectors espacizls

Si prenguéssim un altre sistema de coordenades de Fermi dePinit-per

. A
la meteixa 1fnia T i una nova trfada -{)E} y ortonormal i ortogo-
=11 ’

nel a ' , necessdriament hauria d’existir una matriu R

5 0(3) tal
que:

v v
)'t (o) = Yts J._Jf.o)

RI: qibe R R (12)

Aquesta relacid entre les condicions inicials, i la linialitat del sistema

diferencial (10), implica que la mateixa relacid (13) s’ha de satisfer

A - .Y
el llerg de tota la 1fnia [ : PMER N
En conseqlidncia les noves coordenades goardaran amb les antigues la

relacidé seglient:

~ o
°

(» = :E?(?ﬂ

-

X' = R 5 XID ()

Ens resultard (til condixer la forma de les components del tensor md -
tric aixf com dels sfmbols de Christoffel sobre una linia temporel T

1]

referits a un sistema de coordenacdes de Ferml lliget a aquesta linia.

Per la prdpia definicié (12), les lfnies ccordenades que passen per



T

gualsevol punt x"¢) de V' sén: la prdpia 1lfnia U (coordenada temporal)
i les geodésiques tangents als ): en el punt X% . Per tant, els vec-

tors tangents a elles seran els )-; () . La matriu (J,;] constituira
3

Y eo.4.%,
ofz0.4.2.%

la jecobiena del canvi de coordenades x'= 2Y(X%), per tant:

gzg T Xz My Yer = Izs i é“ﬁ=‘F} (14)

ja que la tetrada {1:} 5 1’hem presa ortonormal.
q=0,4.%.

Pel que fa referéncia als simbols de Christoffel del tipus Faf':' tenim,

de (8) 1 de (12):

v S o6 4 v P |
v, X = =53 (3w — %p u¥) A% (15)
que, comparsnt amb Vz ‘;,.': 3? }t; ens porta a !
v 3\ _ ¥ '
B ap - 548) = T (16)
amb: A‘Z = A; A, ; A:‘- & xiv A

<
Per a. calcular els simbols de Christoffel TI'*"S , considerem un vector

};." ortogonal a la corba T en un punt:

(17)

R e s e R



) B

Segons la definicid (12) y €ls punts que tinguin per coordenades de Fermi:

X & constent
. TRt TeCee (18)
estaran sobre una gendééica, qus tindrd per vector tangent jx“ « En.con-
seqgliéncia:
7 (pT X)) =0
P Yo \f 1) =
gualsevulla que sigui el trivector FT i, per tant:
]
T'_‘.J. =0 (19)
Per fi, refonent (16) i (19) podrem escriure:
t ' _ 2. - uF 4.
T‘:p Mg Uy 3 Mg A %P M g, 92 (20)
sobre la 1fnia V' base del sistema de coordenades de Fermi.
fos una geodésica, llavors %Y =0 , i tindriem

En particular, si T

sobre T :
Tf =0
ap



-16-

2.4) Tensors entisimdtrics d’ordre 2 .-

Sigui Aﬁ‘ un tensor entisimdtric d’ordre 2 sobre 1espai vectoriel
M* i sigui*q’"‘? el tensor de Levi-Civitta sobre el mateix espei.
Triarem 1’orientacid: ’q’"" e %d .

Definim el tensor adjunt cel A segons:

ﬁ“w _%'_ ’rl',\v-tﬁ' A*@’ ‘ ) (21)

que també serd antisimétric.
A partir de les férmules de contraccid del tensor 7?”*? amb ell
mateix, es demastra facilment que el pas a 1l adjunt és una transformacidé

anti-involutiva dels tensors antisimétrics d‘ordre 2; és a dir:
’ §
v ) ¥ pLy
(A ) = - A (22)

Sigui ara s} un vector temporal, Donat un tensor antisimétric d‘or -

A
dre 2 qualsevol, existeixen dos vectors A i B“ tals que:
2 vl LA ¥y k
Puy=Bu, =0 , A= 2874+ 2 (70) (23)

En efecte, considerem el conjunt de tensors antisimétrics d“ordre 2
que es poden construir segons (23) a partir de gualsevol parella de vectors

(Ha}ﬁﬁ} ortogonals a 27 Aquest conjunt serd un subespai vectorial ce




2
1’espai de tensors antisimdtrics /(M%) . Ara bé, com que A 1 B sén
ortogonals a uf y aguest subespei tindrd dimensid 6 , i com que
dim AF(Hf) = 6 , el subespal coincidiré amb tot 1°espai Aa[ﬂ“).

Per tant, qualsevol tensor antisim@tric d’ordre 2 sobre YP es pot

escriure en la forma (23).

A més, de (23) obtenim la relacid:

Ay BZ [24)

=
&
~

I

Py, = A .
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3= EQUACIONS DEL MOVILENT D"UNA PARTICULA DE PROVA .

En aquest capftol abordarem la primera part del métode que hem descrit
somerament a (2-2.6). E1 mdtode gue desenvoluparem &s semblant al ce Pa-
papetrou. Introduim, perd, alguns canvis que simplificaran molt 1 obtencid
de les equacions del moviment en forma covariant.

Partim d’un tensor d’impuls-energia material -Ti&x) i un.quadrivector
corrent eléctric JV=x) . Suposem que el seu suport {1 +té les mateixes

propietats que cada un dels QA esmentats a la hipdtesi (2-2.A).

-

3.1) Lleis de conservacid del medi continu.=

Prendrem com a punts de partenca per a obtenir les equacions del movi-
ment del cos, la llei de conservacid local del tensor d’impuls-energia i
1°equacié de continuitat del corrent el2ctric.

La primera d‘elles:

VPT*"’ =0  (29)

com és caracteristic de la Relativitat Beneral, és conseqlitncia immediata
de les equacions del camp gravitatori (1) juntament amb la identitat de -
Bianchi, la qual ha d‘’ésser satisfeta pel tensor de Ricci.

Tenint en compte la descomposicié (3) i 1%expressié (4), obtenim:

v { “\r .at ek . pe e 26
%Tefnzq%\i-[VPF?)Fﬂ% . P pEEL) el
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perd, com a conseqli®ncia del primer parell d‘equacions de Maxwell (2.b),
els dos primers termes dél seqon membre sumen zero 1, a conseqlidncia del

secon parell (2.z2), el tercer terme déna:
r.'r‘ - -—-Y.T 2?
VeTegm = -aF¢d (27)
i substituint a (25):
v v T
VFT‘:“= £ T'. T (28)

Per fi, tenint en compte la propletat dels simbols de Christoffel:

o 51 (29)
Tﬁe B F%_DTG

i desenrotllant la quadridiverg2ncia del primer membre de (28), podem es-

criure:

2

A | T v Ac

On: -T-t:: = ﬁ . Tl:,: j.r_;ﬁ‘ J° (31)

sfn les densitats tensoriels de 1‘impuls-cnergia material i del corrent

.

eldtric, respectivament.
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L ‘equecid de continuitaot del corrent eldctric:

Ko (32)
Vrj = 0 |

donard lloc a relacions entre les megnituds electromagndtiques que inter-
vindran en el problema.

L ‘equacié de continuitat l‘obtenim'cam a condicid de compatibilitat de
(2.2) , prenent la quadridivergdncia d’ambdés membres i tenint en compte
que }?r?és entisimétric.

Tenint en compte (29) i desenrotllant la quadridivergéncia que apareix

a (32), podem escriure:

2.9 =10 (33)
Les equacions (30) i (33) s6n les expressions adients de les lleis
de conservacid (25) i (32), per a ésser utilitzades en els apartats

seglients.

3'2) Definicié dels moments multipolers (no covariants).-

Prenem un sistema de referéncia \_x"}l““ ”tal gue %X° és una coordenada
temporal. Triem una 1lfnia temporal L dins, o molt a prop, del tub d‘uni-

vers () .

Sigui s 1°equacié paramdtrica de la lfinia L, on s és el pardme-




-]~

d?P

tre longitud d’arc =—=8&s a dir: si u's= il aleshores, u?ur'-'ﬂ]. Defi-
nim els moments 2n—pulars de les distribucions -Tt:(xJ i 3*60 y referits

a la 1lfnia temporal L i el sistema de coordenades {x”} y per les expre-— '

ssions:
mAG--- 11& PV[S) - (__l‘)“' ‘u..(ﬁ)- ASF . fa", . -.fxﬂ- —f-ﬂy'[teﬂ)‘;f] (34.5‘]
Z%(s)
M = u,'chj +¥ '/{a'!"'f% Ttat vk (34.5)
Z°ts)
on: 2% = TL ?f’ GIR"/ f’-—- 0 a 2ft® "'fr € ﬁ} (35)

A les expressions (34.a,b) &s palesa la simetria d‘aquestes quanti-

tats:

LYPRRY N mu!"-"\")(}"") | (a36.a)

L An) Y
8(31 n

2,...9&:19 (36.[3)

" on el paréntesi significa simetritzacié.

D’altra part, &s evident de (35) que si un dels Indexs Ai és zero,

tindrem:

oM Anpr . Prahn? _ (36.c)
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També és evident, en les definicions (34.a,b) , que les guantitats m'""
ie" no es transformen de manera covariant sota canvis de coordenades.

Per aquesta rad els anomenarem mnoments muliinolars (no coveriants) (MMNC).

Les propietats ce transformacié dels m'"’ han estat establertes per
(7] \
Papapetrou ~. .Nosaltres tractarem acuest punt més endavant. :
La importéncia dels HM(NG] radica en que, d”una banda sén la base. per
a definir els moments multipolars covariants e« com veurem a 1l°apartat se-—
L]
glient — 1 de 1%altra, en que sén els coeficients gque epareixeran en el de-
senrotllament multipolar dels potencials -=gravitatori i electromegnétic —

gue obtindrem d’integrar les equacions d‘Einstein-taxwell pel métode de les

aproximacions postnewtonianes.

3.3) Equecié de continuitat.-

En aguest apertat definim els moments multipolars covariants — MM(C) —
del corrent eléctric i obtenim les relacions entre ells que es dedueixen de
1l%equacié de continuftat.

Fem un desenrotllament multipolar de (33) respecte de la 1finia L , en
el sentit de Papapetrou.

i multipliquem (33) per (¥ 2"@)-.... (%*-2™®) , podem inclou-

re aquests factors sota la quadridivergéncia i escriure:

2, L3 0o 29 22 -

-1, e (sp' - Spo™)es OHE) =0 ()

iy



“D3

i, integrant al domini ¥b- 28(5) e Z°(5) , tenint en compte la defini-
cié (34.b) Jjunt amb el fet que JWJ) s’anul.la fora d’l i a la seva

frontera, obtenim:

‘a:...ﬁab . .
.‘El:..{ e \ + _-E:R e(a....'ln\_.qj.(a.eh...'x..')o}

2 A
on: va-_.-; ..4.):... = _El_i_
ue Axe

'S:'Lgui D>»0 una cota del didmetre cdel tub d'ungluers N i sigui K-
una "longitud tipica" dels camps gravitatori i electromagnétic considerats
( per exemple: la disténcia a les fonts). Suposarem que: ‘23441 - re-
cordem la hipdtesi (2-2.F).

Treballer a 1°aproximacid 2erolar voldrd dir que menysprearem tots els
moments mdltipolars d‘ordres superiors = aguest és també el sentit gue Pa-
papetrou déna a aguesta aproximacié a la ref.{7]. E1 fonament d’aquesta
aproximacié és que, en definitiva, els moments 2r—polars epareixeran a
les equacions del moviment multiplicant termes del tipus A-(%ET. Com gue
el moment 2r-polar té la forma 3.0 i hem suposat ;%.ng , 1’apro~-
Ximacid 2n—polar consisteix en menysprear totes les poténcies L‘% )f B

Aixf, doncs, en considerar 1‘aproximacid dipolar (r=1), ens quedara,
de (38):

(39.a)

u.".Ax L-e_x',) ; | (29.b)
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(av) (x e
e =

n=2- v-Te (39.c)

i la resta s6n idénticement zero.
Considerem el sistema de coordenades de Fermi (S.C.F.) construit en

A Ap
base a una t&trada ortonormal {'W{-'; Wy = ut },;.,‘_u transportada Fermi-Yalker

-

el llarg de la 1lfnia d’univers L z 2f(s) . Designarem per {Izh les
0.4.2.%

coordenades de Fermi. D‘acord amb el que hem vist a (2.3), en acuest

S5.C.F. tenim:

s i_ . % d _. 3 (40)
4.&':4 4 Vo= [ EE“"*s

Les equacions (37.a,b,c) s”escriuen de la mateixa amanera en qualsevol
sistema de coordenades tal que la coordenada X° sigui temporal. En cada
cas els moments multipolars es defineixen segons (34.b) en el sistema de
coordenacdes corresponent. |

En particular, en el S.C.F. esmentat unes ratlles més emunt, podem es-—

criure, tenint en compte (39) 1 (40):

é_nf_ = 0 (21.a)

ds

A -e® b 51_(91;) ~ (a1.b)
aA ;

) o3 oB° (41.¢)
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Definim ara les guantitats covariants qr, %’ﬂ , amb suport a L :

"4

p) . S R A
a € j ? = W, w

®©
3]
-

T <

gue anomenarem moments multipolers covariants — MM(C) — de la distribucid

de corrent eléctric JQZJ, respecte de L .,

Aquesta definicié no depén del S.C:F. triat'sobre L, Ja que la re-
lacié entre dos S.C.F. definits sobre la mateixa 1inia-temporel ve dona-
da per una transformacié linial (14).

Com és evident a la definicié (42), els WNM(C) coincideixen amb els

K4(NC) en un sistema de coordenades de Fermi.

També és evident, de (36.c), que eai'=0 i, per tant:

e c}"’ =0 (43)

Tenint en compte que iﬁ::;;“ , junt amb (20) i (42), podem escriure

les equacions (41) en forma coveriant:
z y ;"—%— = 0 (24.a)
9 944 ' P | |
a* = (q- 3@??"'.&,) ul - 55; (42 ue) (44.0)

(s4a.c)
4-:.9) _ .o\(."‘ mu‘
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La primera de les uals ens diu que hi ha un escalar % gque és conser—
va al llarg de L , al qual anomenerem'tdrrega propia" del cos. Les altres
dues sén relacions entre q? ' q?“ i la derivada d’acuest.

Sigui P?) el tencor antisimétric:

Dyl

SLEEL R S % (45)

Per contraccié amb 4, tindrem, utilitzant (a2):
L]

v)a” = a™ u, (a6)

que sustituida a (44.c) ens déna:
G _

q ", Pr(:

Finalment, descomposant q?' en la part simetrica i la part antisimé-

(47)

trica, podem pbsar:

q,m i qH,(z o . L P'vﬁ . | (a8)

I també, introcuint (46) a (44.b):

‘-} (9[ - “*}‘?3 )“ = (}bﬁ“r) (49)

essent Pfa un tensor antisimétric arbitrari.

» >
D"acord amb (23) el tensor antisimétric d’ordre 2 , rf es podrd

descomposar en la forma:

v Al (50]

}1-"1:_.23”“ r“)
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ﬁav

on: £> = jl-”'“v ’ )f"‘ - p %y (s1)

Les equacions (50) i (51) ens permeten d’escriure (48) i (49) en

la forma:
qm= - 2y _ %”L?HPP‘} u() (52)
2 - ] S __S_Ei (53)
1 4+ &5 )u  5a

que expressen els MH(C] en funcid de: la carrega propia, la linia L
triada i els vectors & i P?‘ , arbitraris i ortoconzls a u° .

L arbitrérietat de €" iu’ — epart de la condicié dértogonalitet:

u,e"= u.’,r.'=0 — consisteix en que de 1°equacié de continuitat (32) no

es deriva cap restriccié sobre ells. Aixd és conseglidncia de treballar a
1’aproximacié dipolar sens haver fet cap suposicié sobre la forma cdel co-
rrent ;T%w) « Aquesta informecié a la cue hem renunciat, es supleix fixant
els 8a i F? en cada cas d“acord amb criteris fisics, com ara les ecuacions
constitutives i el comportament eiectrndinémic del medi interior del cos
[conductivitat, polaritzabilitat, permeabilitat magnética, "‘]i

Els vectors &* i F." sén de tipus espail degut a que: c‘,')u’ =]“a u* =0

En un S.C.,F. sobre L tindrem per a ells:

(54.a)

(54.b)
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.

pre L mERE Bag ™ - g 45 = - g% e“‘-:) LB e 3% (4.0)
X®=0

Veiem, doncs, gue les expressions de &i:i P; en un 5.C.F., 1lligat a L
sén andlogues a les definicions cldssiques cdels moments dipolars eléctric
i magnétic, respectivament — veure ref. 20 , eq. (40.3) i (44.2) . Es
per aquesta rad que anomenarem EA moment dipolar eléctric i P?‘ moment

dipolar magnétic.

3.4) Eguacions del moviment.—

S5i a 1°equacié (30) 1i fem un tractament andleg al de 1‘equacié (37)

obtenim:

A¢...Anveo
__J_-,_, \ 1“__,_ } + ...“'T \.m(h---kn}\?* q,utmnz...ar\)\?o} -
dx° ue ¢

§'\‘ A e )

Z°(s)

d%f }11 An T‘.[QT ?)(EP,;ff) [55)

on: @,,...1,.-9 = [ « j > 73' : 1"" (Q.F" ci_c)tzf’af?) (s6)
Z%

Igual com a lfapartat anterior, en considerar 1‘aproximacié dipolar,

de (55) ens quedard:

A1m2) = Lg- mmit s AN HP} (57.2)

;_l_\m’“’"} +j_(mqo_ > m ) { ™ "Pf} (57.b)
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(Ap) v _ " mp‘h’a (57.¢)
i laresta — n>»2 = sdn idénticament nul.les. Els simbols de Christof-

fel i les seves derivades sén presos en el punt 2Zf(s).

En el S.C.F. de la seccid anterior tindrem, tenint en compte (£7) i

(40)

do e m» - i = - [3”“(‘ Yp 5}‘ U - g?uf‘u‘ }mw? (s8.b)
moeY o PP (58.c)
Are definim les quantitats coveriants amb suport a L:
,P..v= TF. \?};"ﬁ)‘-f ; f,"i“'-.-. m?“.'?; w;l Eﬂﬁ; (59.a)
1‘} - R '. +>w - BTY w;"“’; (59_13].

A
v
que anomenarem MM(C) de la distribucid d’impuls-energia material hr:; i
AR
de la forga de Lorentz o «J , respectivament.
Les quantitats covariants (59] presenten les mateixes simetries cue

els m*' iles $'' , i tambd, d’acord emb (36.c) i (40), satisfan:
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PR =0 ity = 0 (e0)

Amb aquestes definicions podem escriure en lloc de (58.c):

by

¥

a() ?P)Vll‘ u'q- _ (61]

la gqual substitulda a la identitat:

P Frlt’ - ',fmé)\? + qu)ﬁ _ ?{Jw'.lf : : . (62)
ens déna:
‘?glo - u‘,\ Cpvl rur + uf F(’:\v} rug_*_ o ?Cfm]ruf (&3)

on: P(?"-‘"' = .::_(1, g {;"P“‘)

. b)Y tvile
Definim ara el tensor de spin? S V= b 13 U (64]

que és un tensor antisim@tric. — més endavant Jjustificarem el per qué 1°hem
anomenat spin,

De (63) i (64) tindrem:
RAV (rgWy POV«
PV = u + uf YT Ty, (65)
i per contraccid amb u? , tenint en compte (60):
0= us”fue + p* g (66)

que, substituint a (65), déna finalment:



Pt = 4PV w? uPs”u, = (%-Mf’u‘-) et

8i ara escrivissim (58.b) en forma coveriant, d’acord amb

.

tenint en compte (20) i (67), tindrem:

+ U % [S"‘"’u"’) £ = WU, = 1},‘"

la gual, per contraccid amb 4y , ens permet de determinar ff’u‘ = 17

zant després respecte de Mi v , obtenim: -

o(v a ) (av)
f'*".-_- pu“u"- Mo %js. i s M % \5 “'u"} + 1.]. +uu+”)°u,,.

on: P = F“Pt{dup

També, per antisimetritzacié de (68), obtenim:

ggn e ST v, §S _ tAvi g gV
e+ WS - WU B = 2477+ 207

L

(67)

(59) 1

(e8)

“simetrit-

(69)

-

¢ (70)

Andlogament, podem escriure (58.a) en forma covariant i, tenint en -

compte (67) i que el tensor de Riemann-Christoffel és:

v — v _ v v L v ol
'R gvf rbo_\_i,v F)r T'cl" *’T;_“ ‘_ﬂ‘ o rg-r,

—hem pres la definicié de la ref. (7], eq. (5.6) .~ tirdremr
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§ | ve v ¢ : « v ="+ 0w Pue
"'“’ ue + w(Ue S fﬁ?)}ir 5 STTurR fpe VU [g,a‘}’ 4c) (72)

A

o b&, utilitzant (69) :

% R (i*- Ue S 3?) W Ue %_il‘ +'~FTM¢-} + '.‘f S"f‘u‘l“g"rl’r e
TR -

Les eguacions del moviment i d“evolucid del tensor de spin seran les
) ' v Av
(73) i (70) una vegada haurem explicitat els tensors 1% i.1¥ en fun-

cid del cemp electromagnétic, la cdrrega i els moments dipolars eléctric i

magnétic,

3.5) Forga i moment electromarnétics resultants.-

Recordant la definicié (59.b) i 1l’expressi6 (56) , tindrem en el

§.C.F.3

q"r- - { Fg;.q.? = ')I"F;;. .rf:'} (74.2)

q}; = o F?&-ef; (74.b)

on els valors, tant del camp electromagnétic com de les seves derivades,

els prenem sobre la 1fnia L.

L equacié (74.b) es pot escriure immediatament en funcid dels moments

dipolars eldctric i magndtic. Substituint (52) a (74.b) 1 posant-ho en
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forma covariant:

_q/)«v - el F—vr {eaur+ :%:”!M'f?}lfu?} (75)

- - 2 e
Obtenir una expressid covariant per a q' €s una mica més llerg. De

(7¢.a) tenim:

q?

]
—
4
—s
o
—r‘
<
ql
sfj
=l %l
—
q
-—t-hp'
1
1 9
—
q, !
—_)D .
q!
ﬂ
~)
L2
F a1
~J
hi A

i, utilitzant (20), podem escriure en forma covarient:

=« { T, [9("+ g,‘-ufe}“"- u) - Fleugd ™’ -G "r-q"’} (77)

on ja hem eliminat els termes del tipus q"‘rul Gue, si recordem (43), sén
nuls,

Tenint en compte (52), podrem escriure pel terme en V’-\F"r de (77) :

- q“-%F"r = (E u’ + —"]1‘ ?P? =

= WY, P« (€0 %qﬂ*rPrrup)VA?ﬁ_ -

]

E’rgj&: " (-!; E“‘ﬂ"] " JL' ”z'ﬂ'fﬁ'rfu‘s) VRF e

(78)

v
Com gue al segon terme del segon membre de ['78) la derivada Y;F‘. és con-

treta amb un tensor.antisimdtric, solament contribuird la seva part antisi-



métrica de V;?roc que, grécies al primer perell d ecuacions de Maxwell

(2.b) , val:

Vuriﬂ = ?t’ V' Fie | | (72)

i, per tant, subétituiht (729) & (7¢), obtenim:
v
R e b g o

Tornant ara a 1°equacié (77) , si fem les substitucions rue es seguei-

xen de (e0), (s2) i (S3), podrem poser:
v . e
= o { 3 Fletl® SEZ (?",6 ) ¥ ";uy-F",-ﬂ'] \'M‘uP‘gAu‘ +

207, )L ?ES v ]' 81
-\-(E,u +2‘-41 Ffuf_)v FM” (81)
Aixf, d’acord emb (75), el segon membre de (73) s’escriurd:

g M"(Stt]»fruq-) = « { qu:ut-qf + %(F'.,E,‘) +

v (g1 Lo f0p uf)-V"F”} (82)

Finalment, emb les equacions (75) i (82) estem en condicions d’es-

criure les equacions del moviment [70] i (72) en una forma més acabeda:
| S& c v s9% VoG, | V09 A '

v ¢ e
+ -;E 37 ut ‘Rdﬂur = 0{{9[? fo"' (E>u G 211_'1 r?rfup)vvﬂ“‘} -(83]
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&V oA
SS u"’;u,o.- S =

—

SA 54

v
&S i
A

w? Uy -

¥ A1 ¢ D2 J€ 3
= i { 2 e FN o By fP!,;FuP - M rfFPFu[;MfF‘,} (84)

3.6) Condicié de "centre-de-moviment" .-

Aparentment les equacions (83) i (84] proporcionen 10 egquacions
diferencials que, en principi; serien suficients per a determinar camﬁle—
tament les funcions incbgnita': ?Csj , afcs) , 8’“’(5)

Aixd no &s aixf perqué (84) déna tant sols é equacions independents
—en lloc de 6 — Jja que la contraccid de [84) amb M, dbna idéntica;
ment zern;

Aquesta contrarietat no és res que ens vingui de nou. La linia d’uni-
vers L nd ha estat; de Fét; aéfinida — recordem com a 1 apartat {2.2]
hem dit que L era dins; o molt a prop; d’Q ; perd res més, Per tant;
Zh3; i SQZQ ; que sén 1'eq;aEiﬁ de la 1inia L i el moment angular in-
trinsec referit a ella;;reéhectivament} restaran indeterminats.

Aquest prﬁblema ens el trobem sa a la teoria newtoniana d°N cossos

a1

extensos i també a la teoria Especiel de la Relativitat . En ambdds ca-
_ . o a2 8 . @
sos es resol imposant tres condicion subsidiaries sobre § que, per des-

comptat, siguin ccmpatibles amb (83) i (84).

A la teoria newtoniana, usualment hom tria les condicions:

jo\ax gz Xt =0 i =423 (e5)
5
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llavors, hom diu que la linia L, triada correspon a la linia d’univers
del centre de massa.
En el nostre cas comengarem per descompaosar el tensor antisimétric

d’acord amb 1’expressié (23):

£a 41
55” = & Mtzuﬂ 2 (S ) (86.a)
' ¥ C
A
on: M? = S"u.- ', §%= -S" Ue (86.b)
i, evidentment: MTUe = SMy =0 (86.c)

Les equacions (B6) ens permetran d’escriure (83) i (84) com:
s SMY oy TN P L S - +
'ZiP“"*’ = f?sr“ew%er‘d(‘: &'+ 39 “‘“PF-"U")}
v P AT R
o L g gugurRye = o fquT P er (PUT LN GANED

2 |
Ss = ’"1 2 Hpup - S5 i3

2 a8

+ e&{ '1””14;63, l'pa-u + ("]v"“ V‘v)}l?} (ea)

Llavnrs com que la descamposiclﬁ (BB] és bluniunca, els sistemes
{(83] (sa)} 1 {(B?] (e8), Iﬁn arbltrari} s6n equ1valents. Per tant, quan

haguem triat Mtﬂ—-és a dir: haguem definit quina linia és L — el sis~

temq_ {(B?],(Ba]} sera determinatJ

3



e Wy

En el 8.C.F, 1lligat a L que estem utilitzant, els vectors Hn i SE

tenen 1’aspecte seglient:

M W, = 0 . -8 =0 (09.)
M- g - Fﬂ-;‘ 1:?.'53: j {3_7{ x! ﬁ'r': () (29.b)
X"=s

R17 = ]ﬁx-e'i" TR (e9-c)
X’z s

"
(¢33

<.

X
—-

En aguest sistema de coordenades és palesa 1°anelogia entre (89.b) i
el primer membre de la condicid newtoniana de centre de massa (85], i entre
(89.c) i 1la definicié newtoniana de vector moment angular intrfinsec. Per
aguesta raf, enomenarem sﬁ guadrivector spin. Al matei% temps, acuestes
comparacions Justifiquen que haguem anomenat tensor de spin al 3’W .

Si prenem M*s) =0 (gque en el sistema de coordenades de Fermi s“escriu

HI.= 0 ) obtenim una generalitzacié de 1°expressié newtonizna (85).
Cal fer notar, perd, que aquesta no éﬁ 1%%nica generalitzacid possible de
(85) - — hom pot trober una discussié detallada d’eguest tema a la ref.[21].
Aquesta analogia ens porta a formular la seglient conjectura: sota condi-
P
cions suficients de regularitat sobre el tensor -t;(x) y existeix una linia
dunivers Lo‘: 20 (s dnica, que és dins; o0 molt a prop, d’Ql , tal que |

‘4%5}=0 « Aquesta lfnia 1‘anomenarem linia d‘univers del "centre-de-mos

viment" de la partfcula (C-M).
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Aixi doncs, si substituim M’:o a (87) i (88) obtenim les equacions
del moviment del cos — és a dir: de la linia del "centre-de-maviment" —

i del spin referit al "centre-de-moviment",.

3.7) Massa prdpia.-—

Per contraccié de (87) amb W®, obtenim:

Uy Sr'a_ (F et ::;»1""1’? Hp 4o U F’,)} ' (s0)

En el cas: 3A=}f2=0', guan prenem la condicid de "centre-de-moviment":

H’::D ' 1l’escalar P es conserva al llarg de la linia L,. Per aguesta

()

rad 1’anomenarem massa propia (no electromagndtica) del cos® °. A partir

d’ara escriurem m en lloc de P I.
La constant o ; que depén del sistema d‘unitats en el qual mesurem

la cdrrega eléctrica es pot determinar a partir de (83); 8i demanem gque en

[*] Pensem que; per a definir la massa propia hauria estat més complet
trobar un escalar me=mim, tal que: 9.‘-'3-"-_-.0 ’. Aixd hauria resultat forga
complicat; oi més essent 83 i 1¥1 arbitraris} L “escalar m presenta
dos avantages: un ja 1”hem vist al text d”aci dalt i 1%altre és qua; com

veurem més endavant; a 1’aproximacié 1-PN és una constant del moviment.
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el cas d“un espai-temps Minkowski& i a 1“aproximacié monopolar — és a

dir: g* F’:o i M= S":o — l’equacié (83) s’ha de reduir a 1’equacié
d‘una particula puntual carregada en un camp electromagngtic a la Teoria
Especial de la Relativitat - veure ref. [20], sec.(23) — tenim qgue =L

cl

quan mesurem la carrega i el camp electromagnétic en el sistema d’unitats

de Gauss,

3.8) BResum del capitol;-

Partint de les condicions d“integrabilitat (25) i (32) de 1les
equacions d’Einstein-Maxwell (1) i (2), hem obtingut els seglients re-
sultats:

- (44;3] Definicid i 1llei de conservacid de la carrega prﬁpia;

- (52];(53) Expressions dels MM(C) del corrent eldctric en funcid de:
la propia 1linia d’univers L del cos; la carrega propia i els
moments dipolars eléctric i magnéticl

- (90) Definicié i 1lei d’evolucié de la massa prdpia (no electrom.)

(67),(69) Expressions dels MM(C) del tensor d”impuls—energia en fun-
cid de: la linia d”univers L ; la massa prdpia, el spin i mag-
nituds de caracter electfomagnétic que apareixen a través del

v .
1" — explicitat a (75).
- (87),(88) Equacions del moviment de translacié i del spin, respec-

tivament.
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3.9) Comentari,.-

Ara ja estem en condicions d“explicar més en detall el contingut de
la hipdtesi (2.2-G) ;eguns la qual hem menyspreat els efectes de 1’auto-
potencial sobre la dinamica del cos en consideracid. Pel que ens interessa,
aixd equival a suposar que mitjangant una redefinicid adient de les varia-
bles dinamiques: M , S“lffn # , e* 3 p? que apareixen a les eguacions
del moviment (87) i (88), podem fer desapareixer d’aquestes els termes
gue donarien compte dels efectes de 1“auto-camp i 1‘auto-potencial.

Aquesta suposicid és emprada usualment .per Landau & Lifshitz a 1°’obra

20l

"Théorie des champs" en referir-se al problema d°N cossos en interac—

cié electromagngética - sec. 65 — o gravitatdria — sec. 106.

Més ennara; tot el que aci diem és cert; si més nu; per a distribu-

v
cions Tf; i J'P de la forma:

Al 3 o ~
TV = f”d,, [ml‘N(s) . g(z fa) - x°) + Z m'Pes). o Y "('xe- Z.'PCSJ))]
m

- .
. 24 2r o0V $ e ar
JVex) = J“’als [e"(cJ- § (2frs)- xF) + Z: : e 8 (x2 “)))
- i=

AL
on S sén les "bones" funcions S de Dirac gue presenten Infeld &

: 5
Plebansky a 1‘apéndix del text "Motion and Helativity"[ }
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3.10) Comparacid =mh resultnts obtincuts per oltres autors.—

En aquest cpertat compararem les equacions (70), (73) i (88) amb

71 (22

les equacions ce Papapetrou i Dixon en el cas purament grevitatori

[23]

i amb 1‘equacid_de Bargmann, Michel & Telegcdi per a la polaritzacid

d’una particula cerregada en un camp electromagnétic,

A. Pepapetrou:

- Per a una partfcula sense carrega sén nuls els termes electromacnétics

de les equacions (70) i (73) i aquestes es recueixen a:

av

85, Logotym 7, =
f—a\(mqru,ﬁ"if)u"- Ue- $A } +'Z' sTur R (1 )

I
WM a. 55 . 887 _ g
ST— + “'ur' 84 Ju' L 34

que coincideixen amb les equacions de Pepapetroub¥)-— ref.[7]), eq. (5.3)

i (5.7] » Aixd confirma la fidelitét del métode cdesenvolupat act.

W.G, Dixon:

D“altra part, les equacions de Dixon per a un cos extens en un camp

gravitatori - ref.(2d), eq. (49) i (50) — sén:

(*) Tant sols hi ha una difergncia: la massa propia que defineix Papapetrou
és, en els termes utilitzats fins aqui,tﬂ*::nw*u,@“if,que en general no
coincideix amb la nostra m . No obstant, tant M com m" =6n escalars i,

quan les referim a la lfinia C-# [urg‘éo] donen el mateix resultat.
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" | x K
' ;:;f’* L STl Ripe = |
_g?s:i — .zr,r"usn .':w::r“’JL
A

r x2
on ¥ id s6n, respectivament, le forga resultant i el moment total
. s .
gravitatoris gue actuen sobre el cos. El propi Dixon demostra cue g i
X2

d cdepenen dels moments dfordres gquadrupolar i superior, aixf com de la

: » P . - " x J&’
métrica de l’espei-temps. Per tant, a l‘aproximacid dipolar: ;:0 i a=0.

Es evident qgue quan eliminem la part electromagngtica de les equacions

(70) i (73), coincideixen amb les de Dixon, si posem:
¢ =
pee (miu 573 - ae 52

Cal remarcar que la linia d’univers del "centre-de-massa" cue defineix
Dixon per la condicié: P,Saa=o y no coincideix emb la linia del "centre-
de-moviment" que nosaltres hem definit: u‘.s‘ﬂ-—'O (com ja hem observat
a 1l%apartat (3,6), no hi ha una Gnica generalitzacid possible de la con-
dicié newtoniena de centre de massa (85) ).

Cal dir, també, cue les equacions {73) i (70) presenten 1‘avantatge,
en relacif a les de Dixon, d”ésser equacions diferencials sobre la linia
d*univers L. |

L‘equacié (&7), peré — expressié definitiva de (73) despris de des-
composar S segons (B86) — presenta 1‘anomalia eparent d’ésser una edua-

cié diferencial de tercer ordre. No obstant aixd, la suposicié de que 3;,



A3

pot ésser desenrotllat en serie de poténcies d’l/c i que a 1“ordre infe-
rior 1%acceleracif és la que déna la teoria newtoniana, junt zmb (87) 1

(88), ens donera una nica acceleracié fisicement accepteble.

Barcomenn, !lichel & Telec~di: (ref.(23), [26] 1 [25])

S1i eliminem la part gravitetdria de 1l‘equecié (€8), tenim:

as?

v v T i .
o =M - 5l g-,{—q"‘ Pay€Fqu & L (- W) g pt

Si prenem com a referdncia la 1fnia del C-M: M*=0 , 1 triant

com a moment dipolar eldctric: 59“= (o) i com a moment dipolar magnetic:

}L?-.-, ‘B’ % sﬁ - essent 3 la rad giromagnética — obtenim:

48> 2 2 _ (W F'PSL). w2
R G 3t (F?,s¢ - (WFPS).00]

‘que coincideix amb 1l‘equacid de Bargmann, Michel & Telegdi per a 1°evoluci§

del vector polaritzacié (valor esperat del spin) = veure ref. 22},

eq.(6).
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4,- POTENCIALS GRAVITATCRI I ELECTRCUAGNETIC

4.1) Primeres consesfidncies de 1a hipétesi_iE.?—D)(f)

Per a una particula de prova, sense carrega i puntual, les equacions

del moviment (87) es recueixen a:

B
W0 (1)
SA
\Va l
les quals es deriven del lagrangid: i = (% pv ubw’) (=22)

El lagrangid del qual es derivin les equacions del moviment perametrit-

zades segons la coordenada X° serd doncs: 2,’-: z . ilf.’
A
) -~ V‘L
Felgueor) = (- 0y oror) (52)
on: ¥ = .-‘::—r- i )"I*" = ?Pf -ﬂ}r”

D’altra part, el lagrangié del mateix problema a la teoria newtoniana

-z . ' .
v - ce ‘-ffo (=4)

‘émv -

N~

essent ?(EJ el potencial newtonid. 0 bé, ecuivalentment:

0(””:' f— '{—Ba-f- -chff) (95)

{*] " El contingut d’aquest apartat 1°hem tret, précticament en la seva .to -

talitat, de la ref.[5].
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N +
Segons la hipdtesi (2.2-D), J/Z ' i 1‘ordre inferior ce i han de

coincidir; per tent:
4,0 = 20 + 0@
A ¢t
i, en conseqliéncia:

Jrc“ = 0(® 3 h,, = 0(2) ;
I, si escrivim: %"" = %‘“ - vt"‘

podem deduir immediatament de '(97) :

i°°= o(2) ; %°;= 0(2)

4.2) Ecuacions del camp electromagndtic.-

by

A.;j

= O“) (97)

(%e)

= 0(4) (o9)

En aquest epartet i el seglient escriurem les eguacions del camp (1)

i (2) en una forma adient per a ésser integredes mitJjangant 1‘aproxima-

cié de petites velocitats.

Pertint de (2.a) tenim:

que en un sistema de coordenades harmdnic =— és a

condicid de De Donder (6) —es pot escriure:

dir:

(100)

que satisfaci la



i

- ca“.?, Frt - ca‘_,_ 'Ft,-%cr-')d fa""" = -4udy, (201)

Prenent el "gauge" ce Lorentz:

or (102)
3 VeAy =0
i tenint e; compte (2.b), 1°equacié (101) es pot escriure:
A - 20y £ T, = T, (103)

que es pot reordenar i posar com:

AA

po=-hm er‘ ¢ "}:AP‘ ' %“-Qﬁz A, - 2-%)‘1;-(7“13“)-?;:, (104)

on: J} - J-a- IF
Tenint en compte (99), 1l%equacié (104) és un bon punt de partenga
per a obtenir el potencial electromesgnétic pel mé&tode de 1 aproximacid de

petites velocitats, Jja que ens permet celcular A "modul termes d‘ordre

ll.
A

1/03*‘ suposant que coneixem -3F' i les eproximacions mddul termes

d’ordre 1/c% de %ct i AF ¢

L ‘equacié (104) ens permet, a més, de deduir quins sén els ordres in-

A
feriors del desenrrotllament en 1/c de AF - 8 3}~.

Tenint en compte (108), les condicions de contorn (5) i la defini-

cié (7), 1l’equacié (104) implica:

o [A) = Ou[3,] = OHLSH
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Per altra banda, 1‘equacié de continultat del corrent eléctric (23)
s‘escrius o j.o + 3‘; 3{' =

Si, d’scord amb la hipdtesi (2.2-D), esperem gue a 1‘ordre inferior ..
aguesta equacid es redueixi e 1°equacid de continuitat newtoniana, obtenim:

Od[§¢] = Ot [5°) + 4

Finalment; ¢com que 1l°ordre inferior del desenrotllament en série d“1l/c

de 1°cquacié (87) per un espai-temps pla ha de coincidir emb les equacions
.

del moviment d’un cos en un cemp coulombid, tindrem; Od[A::]: 0. En

consegliéncia:

Od[A] = Dd (31 =0 |  Od UA) = 0edl3)=4  (108)

4.,3) Eguacions del camp cravitetori.—

Prendrem 1‘expressié seglient per al tensor d’Einstein:

7= z‘& ;&de;}'ap‘aw 4 TP, “? n lz.&pgv. +

ol B :é!“’.\_ + 'ji' <a"“ B - BYW (108)
un : 'ﬂ'Ww = -‘__.{ %“I’.'BS%‘_’* + sa?f.?e%\'* ‘3 } (102.a)
Tl:? = c};tr. . oY= _ (107.5b)

j‘* =L gar'é‘ i 3-—-' J-@{'(‘&Ho) = au'(%i‘“') (107.c)



i

L

ot + ?{_ Wy’ (107.d)

sale Y. .
g ;
v
i B'=0 ,B=0 en un sistems de cocrdenaces harmdnic.
L'expressid. (106) déna " en funcié de 1a densitet de tensor métric

5?' i 1’hem pres de la ref.[6) , esuacié (D-87).
De (1) i (1c6) tenim, en coordenades harmdnisues:
AP DELP A% L T PR, — -
AB ’B,H +t .%‘Bp]'*_'{énw.—r + 2q -“'.“5 |
, 108)
R LA AR S (
gue, tenint en compte (98), ens permet de calcular ir’ aproximat fins
A pv A
l%ordre s +1 quan coneixem 14’i TF’ fins l°ordre s.
Tot seguit passem a deduir cuins sén els ordres inferiors del desenrot-
—— Yo A
llament en sdrie d”lfc de "V, i ‘Y .
Sigui r(py) = Ord [81"-1 i = m{n{r(rv) . l,,ogau.a} . De

(92) tindrem r24 i, de (108):
A?l“' = .Iemc--’l'rv + O(r(pied) (109.2)
i, per tant: Ord fw.'?"‘"] = r(\”) (109.b]
Llavors, fent una primera aproximacié de 1‘ecuecié (30), tenim:
A ov Ay _ 1 v AC ) fdp - LY 4t Tt
AT AT = 5 el e £ T g VUG- §70

gt t) =¥ ({ regqe)ye 06 (120)
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- A -— -nvf H ’ P ?Q
on: T-\d")"t’ i o - 2,
Per la hipdtesi . (2.2-D), 1’ordre inferior de 1’equacié (110) ha ce
retre les equecions newtonianes del moviment dun flufd — veure ref. (18],

equacions (6.43) i (6.57) :

gof + gg(f'ue) =0 .} ‘ao(?u‘:)‘f 3{ (PUCU‘)J- 'L“) = (Iéi' (lll]

i, per tant, les relacions seglients hauren d’ésser satisfetes:
cloo) +1 = v (oi) < 2r y rEd)+4 =vll) = 2r (112.a)

En conseglidncia:
Clo0) =2 (0i) = 3 s i) =4 (112.B)

Finalment, com cque podem fixar arbitrdriament 1°ordre de la constant

%, prendrem Ord[%]=2 i escriurem xe .c%- . Llavors, pel

A
T tindrem, de (109.b) :

odlT]l =0 , od[TZ)=4 | 0d[T1-2  (112.0)

4.,4) Els éipbuls de Christoffel (eproximacid 1-PN) .-

Els resultats (105) i (112) ens permetran de seguir endavant amb



les eguacions cdel cemp aproximades. Com veurem més endavant = apertat
(5.1) — els sfmbols ce Christoffel, especificats precisament fins a 1°or-

dre que correspon a 1l’aproximacié 1-PN de les ecuacions (87) i (&8),

sén:
T:: = - -j‘—-g.,i“ + 0(5) 3 :g = - 2];-)(&“&- 0(4)
o : A 2o L rase ol A oy
T = 0® i P e ,"T H'ZU )-P.(‘ +i ) +4 Z},\‘ }4 0(e)

alo

Th= Lof"5* e L (- Dl_f““) + 0(5)

To = £] 807 450 %f™- 86 2{7)s 0w (213)

AL avy
on: ‘H = }- L3
)
$ Aov 2 -
Per tant, tent sols ens cal determinar el potencial T fins 1°or-

dre riov) i el (T“+ ?!l) fins 1‘ordre 4.

,4.5) _Potencials crcvitatori i electromagndtic,-

En primera aproximacié les equacions (108) i (104), tenint en comp-

“"te (112) 1 (&), donen:

'A?” - - BNG FE 404 (112.a)

L

!_\?""' = - len& 1%, oGs) (114.b)
c
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A -3
& A, . - 4“ :]-O+ OCZ) (lldoc..]
AA; = 40T+ o3) | (115.b)
En una segona aproximacid, obtenim:
20 A Apoo A l -""00 = A20
AW W”) & - lecz f”)( i V‘ : V‘ﬁ . (116)
+ 2 % ‘4 O(G)
on: '?'“=:\'ci-5¢'.’ ok _V. és 1°‘operador gradient.
Utilitzant (3) i (4), pocdem escriure:
—'i-.""l- !i—“ == 4‘_:: * —1—:19 + J_ _'SAo'_‘%Ao | (117]

Substituint (117) a (116) , utilitzant la identitat:
, |

_‘.7?5612’ = ‘J,j \ﬂ{‘ﬁ') " AL ““}‘ﬁ‘ﬂ' ' (118)
Jynt §Mb (114]; i (118) 1 reo%denant, obtenim:
AL(§” E 4--%“%2%34&.‘15

tenG | (1- 41t +T) + LAT) {7 r00 (o)

Per al potencial eléctric A, , & 1%aproximacié 1-PN, tenim de (104):

-l

AA, =-4n3°+¢22A, - Vi “i” + O(4) (1.20)

1 W
UNIVER&ITAT Dl:. BARCELONA
Biblicteca de Fisica | Ouimica
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que, utilitzant (114), (115) i (118) i reordenant, déna:

AU+ LAY = i 540 3 & A.,T:: + XA 00 (12

Finalment, -pocem escriure (119) i (121) en forma abreujada:

Ow - - ‘.G_c‘l_G-’R + O6) (122)
O = - 4m 'a +- O(4a) (1-23]
on: /N--_-_. (*l- ‘o‘) (% a-ﬂ-?)+ %A} . (124.&1)
(- L1 CF T « ST " (224.0)
|
A = (s i_r)A" (125.a)
{& _ (4" %‘_%o s 5o bo’\'“ =  (125.b)

A
La integrecié de les equacions (114), (115), (122) 1 (123) a 1‘apro-
ximacid 1-PN amb les condicions 1limit (5) és trivial, atds que totes

elles sén equacions del tipus Poisson o D‘Alembert. Tenim, doncs, pels

potencials:

Ag0 . 3 "~ oo — .
\ (%, = 4& X T (R * O(‘f) (126.a)

¢t \x- X'
Rs
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Aol ; 3 Sl .,
{ (X% = ":: 5 \é-;"l ; Tm‘(x.x") + O(8) (125.1)
R!

W(z.x%) = -"—G‘-J .-\_"lj.'i‘.'_ -f}{tinv“-%*QfJol’x'-\i—i‘c‘\-’R,lsz'.x')+o(6) (126.c)

c* %- X'}

Rr? R®?
(9.(1?.:6) =j \;l:x‘ 'Bt x°J+ _- jd’x‘ 1x-%'1- J(x\x9) +04) (127.a)
-x R‘
L A"
A (Xx9) = - J d xl 3R k) 4+ 0@ (127.b)
R; \' X=X l

- - | e . H .
ons \x- 'X\ = 1 sl:‘i (x‘_xl’)(xa-xi‘)
v A .
El suport de les distribucions 1, R , 'h , J serd format pels N

“tubs d“univers" {gﬁ}a-a

u dels quels hem parlat a la hipdtesi (2.2-A)
- _

concentrats cada un d’ells al voltant de la lfnia Lh cnrrespnnenf.
De les equacions (126) i (127) , és evident que en el desenrotllament

multipolar dels potencials spareixeran els MM(NC) més aviat que els MH(C).

.4.6] Els MM(NC) ' en funcid dels MM(C).-

: : WV
Com ja hem remercat més amunt les quantitats wm', m*¥ ¢ , € defi-

nides a (34) no sén covariarts sota canvis de coordenades. Les 1lleis de
" transformacié per a les TnP' i les rn“P’ han estat donades per Papapetrou.
A continuacidé farem un repds de la derivacid d’aquestes lleis.

Considerarem separadament dos tipus de transformacions:

i) . x-’, i {4 (xrl) s 'XD & ,ng-
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1i) xt = x : g'(x"') = X°

Una transformacid de coordenades gualsevulla serd la composicid d‘una
transformacié del tiﬁus (i) amb una altra del tipus (ii).

Sota transformacions del tipus (i) 1les m " es transformen de manera
covariant, atds que la integracié que apareix a (34) es realitza sobre
el mateix domini i que estem freballant a 1 aproximacié dipolar;

En el cas de les transformacions tii] cal filar més prim; especial-
ment perqué les hipersuperficies xf= constant i Zii constant ja no sén la
mateixa. Establint una relaci6 entre.els punts (X';%’} ‘de la primera hi-
pers;perficie i els (X’;%J] de 1alsagona; hom pot arribar a relacionar

ambdues integrals; AixI obtenim:

!
Il
r

mrt = Q. ’3,.x7‘.[?¢x“- %.’afw). L (128)

} : e : « X%
on les derivades estan preses sobre la lfnia L i Qr;x C Lt

X

Es trivial comprovar que l’expressid (128) també val per a les

transfrnmaciansli(i]; Per tant; valdra també per a composicions de trans-
formacions [i]. amb transformacions (ii]; és a dir: per a gualsevol can-
vi de canrdenadés;
De manera ahéloga podem deriver la fdrmula de transformacié per a les
quantitats:
P = Qxt P, x bt _ (3,30 x4 %x® 4 Dt 9,.3r.x?).fmfw
L m'ev*} | . (129)
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Els resultats (128) i (129) s6n presos de la ref. {7]. Nosaltres,
perd, hem ce donar, a més, les lleis de transformacid dels moments e” i
€™ . Tenint en compte la semblanca entre els mm(NC) € i m=f 4

egv i rn’*9 y podem escriure immediatament, per analogia amb (128] i

(129):
2 P
e** = ralnxd‘ ("}?'9{)_ %"— .gf'x")' etTw _ (130)
S WV L S W WS 'rtt. d_[2,” 2 x"._e_'fi (131)
e = le - el ~ f! ‘4' - e 4 1‘;( t-l' : P' ue

Per al nostre propdsit — escriure els MHM(NC) a qualsevol sistema en
funcié cels MM(C) — és Gtil prendre com a sistema {x“'k un S,C.F., 1li=-
gata L .

Si f{%f‘ ﬁLﬁ,;uf}‘.LL1 és.la tdtrada que prenem com a base per a cons-

truir el S.C.F. , tenim::

. (qwx.,)l—____ {U; : | (132)

i, de 1“expressié de la transformacié dels sImbols de Christnffel,'tenim

per a les derivades segoness:

‘ . A D [ "
9:2?3 =T Ws - I":,,-'wg -w% (133)

-5 9l

Finalment, substituint (132) i (123) a (128) i (129), obtenim:

PP A @ A 2 pexp | - (134.a)
P w " x
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ol of
me® = p<t . pfP (gr-ur;u‘fgf * ifM»MQgr + Tyg R

RS - () -
= g g Guete 5) - i () -
oM qu_ j;a unq(oac (1235,1)

I,.utilitzant (52), (53), (67) 1 (69), obtenim:
mayv - I$ a2 So(".u"’) _ S"cl‘u’) (136.2)

<
m¥E _ PM‘MP-— i ( so( p)) ﬂ““?) ,U,(Q"ﬂ] )d‘m'f} Svu?-

;I a ) . ; )
= i;i e‘P.F-szjHu- % 'i_,' F{Jr,lﬂ tf_Pt.ur-& zu »1]? ff.‘ﬁuzl,: ‘u'} (136.b)

e* = %uq % i_;_‘ ( '.'auo'i_ _{'ZO’JHP .{‘u‘s)} (137.a)
v g° v 2 9, 4 gevdf _lj.l _ LAy :
[ o BI._ u U. 'q‘ +2‘1 \"'du(a ue 2 7 }igu‘; .(137.b]

4-'7) F'g'tencials cravitatori i electromagnétic., Aproximecid 1-PN i dipolar.-

En aquest apartat deduim les expressions aproximades dels potencials

creats en el punt (%fx'), X°) per la resta de cossos: B#A , ®eld,.. N},

!

" A T pv
Substituint a (126) 1 (127) T& 1 J* per: Z—Xrn B Z j‘P
BEA BPFA
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obtenim a 1°aproximacié dipolar:

e 4 Y g ey ) 0w

(138.a)
A B*A 125 2] RN ' §
L 46 Y L mg 1_.m% 4 o (.8}
SA T ;‘A& el © 2 - } |

_ 46 ' Re 1 Re
WA T e Z {-\25-2&\ ug * 3; (Zy-Za| Ug

+ 5 D, (?,. \Z5-Za) + e \'ie,.a\-‘\?g }#o(e) (128.c)
. ‘39 l '}"B
&, = \ . S— + "

° t 3.3 -
\EEl W MR

vy D;( s 1Bo-Eal + Jo e \'e;_'é,m + D@

!

(139.8)

. = R . es | (139.b

9' an \ i Eﬁ\ N ?l ]Es Al ° } ¥ g ( )
on: j}s:. g E i els RM-An } i es defineixen a partir

de R i '& segons una expressid endloga a (234).

~ Finalment, utilitzanf els resultats de 1°apeéndix A , pbdem escriure

A oo _ 4G __'____, I . _ ") __1___ . )

Y T et {Iia‘?al Ms — 17,24\ Ms} + 0(4) (140.8)
8  Bta .

¢V _ 46 \_4_. o AMé TR

L‘ s B#A r'za"ial- (g« e ) RS liu.-'i.ﬂlw’a‘u‘.b tat § )

v O(8) (140.b)
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W; = A& { __4 - (maftll---b‘s rﬁ 14 C‘Aoqa + Ma t l:ﬁg.""'«.ﬂ"“

- (MSU,‘) Lely :,-3(3‘* )Hg+—(3zﬂn)ﬁs)

1 Ky ¢ . (] $ 8, 3.2 ol
+3Q s .(4@ J.f.«ua—H;*D-z,—}ﬁ*:;%]*'nbﬂs =

Q, '—“Z{é‘.‘gl(“* 4TI G fume - L300l 2 M5)+

¢
B+A ¢ ®
1 !. - oL L S S < B )
+}‘ rz‘s"i&l ( [1 4 YB } + e& ub t 'L g 1*}4;'4); - -C?" &e' HB) +
¢ 4 :(qs\z,,-zn\ 2 e‘l ') {25 2,,\)}+ O(4) (141.2)

. A= Z{ i'ﬁ-‘ ( "r"’" ax-) Je = -7, ('gg""* : ew\‘:)}

£ 0l | (141.b)



5,- EQUACIONS DEL MOVIMENT (anroximacid 1-PN i dipolar)

En aquest capitol substituirem els potencials aproximats (140) i
(141) a les equacions (87) i (88). Com ja hem dit més amunt — apartat
ta.s) — aguestes equacions formen un sistema que no serd determinat fins
gue no fixem arbitraériament els valors de: ?1:(5.1. Azl,... ¥

A partir d“ara ens ocuparem de cossos amb moment dipolar eléctric nul
respecte de la linia I‘_, del “.centre-de-mnviment": H:-'-E: =0 (142)

L‘en3leg d aquest cas a.la teoria newtoniana seria el d“un sistema d°N

I

cossos tals que; per a cada un d‘ells i a cada instant, existis un punt
respecte del qual s'anul;lessin els moments dipolars de les densitats de
cdrrega i massa.

Nosaltres pretenem trobar uneé equacions aproximades del moviment

de translacié que siguin derivables d“un lagrangid. No hi ha cap rad per

[ . -

a creure que si prenem la linia %, per a representar el cos A — és a

dir, la condicid (142] — les equacions resultants admetin un lagrangia.
) = . “a e . ) ;
En qualsevol cas, atds gque 1°aproximacid newtoniana d“aguest problema

[ v
1

s que admet un lagrangid quan prenem la condicié newtoniana de centre de

massa (85), prendrem:

Mlsay =0, A= (143.a)

que, tal com demostrarem a 1‘epéndix B, implica per’'al moment dipolar

eléctric:

E:(sa)= 3 M:ts,) + 0W4) = O(2) (143.b)
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5.1) FHoviment de trcnslacid,-

Les quatre equacions (87) sén equivalents a (S0) més les tres
components espacials de (87).
Tenint en compte (140), (121), (143) i (A-1,2,3,12), podem escriu-

re (°0) com:

dmh = 0(9) . A=d,...,M : [144.5]
d sa

L ]
per tant, a 1°ordre d’eproximacid que ens interessa m, serd una cons-

tant del moviment.
Per a les components espacials de (87) tenim, utilitzant (113),

(124) 1 (125) :
L {n (e Loyor *_‘”-(%T’" ) - eSO

+ L cijx@ Aa) A ejw- 6‘( uo)} +

2t

. A0 3m aeo 41 ¢ 1. el
nlopW e By gma - g e ot L)

+£_ g sk g¥. 3(1" 00 ) ﬂ:. (Ao A;(TEJ + I;egggno) -

- et e hd | e L) O
(124.b)

Si ara introduim a (144.b) els valors dels potencials obtinguts a

(140) 1 (141) i substitulim X , A per 5; A obtindrem les
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equacions del moviment de translacié del cos A movent-se en el si del
camp creat pels N-1 restants,

Resulta senzill comprovar que, com era d’esperar, la part monopoler
de les equacions resultsnts « és a dir: la part que no depen dels moments

a A .
dipolars 33 ' M, . /(2 , & — coincideix amb les equacions de BazZefisky 26

i, per tant, pot ésser derivada del lagrangid de Bazafisky:

Z{ima'\.ﬁ + J—m;b’a) } + Z GN‘MQ i L L +

A 48z 20 244
" B2A
+ %"’Z EmMama (%-A_;u.‘.)‘& - %‘i’. Qna%e-GMyMa i_aﬂ"ﬁa +(”“"'zﬂ5)£’u%'zna’l.‘,
Aze=\ 205 At Eﬁ‘ Z,,
A%n 4B |
N o
» oo Z s [@7. (?,m,fq,ma) Gy 959, Gmamm o0
o ol (1a4s)
AB,D=y ;
IrA®D

En conseqligncia, les equacions del moviment de translacid a 1 ‘aproximacid

1-PN es poden escriure:

L] + 4 V”‘*Z[ & et (esimas sime) -

B+A
-eftegl dde L e (ko + 90 (3e ﬁ”
ML { ¢¥% (L5 (mase +mgSE) — L (aps +9op)-(03-08) 4

B+a

e & (med-met) ¢ L Gqued-aued)] (i) +
+ (%S}t Su+ z{'@_ |-ln": P:)-(éu_.;:.)} - %.‘Euk-@tﬁf) ;l_sé‘

= 0(¢) _ (146)
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1
on: 'EA[ 1= i—l-(g—-) s és 1°operedor de Legrange i =z, =\Z-Zq|.

x*\ vkl ~ At

L°Gltim terme del primer membre de (146) és 0(6), gricies a cue,

de (88), tenim: ﬂ = Of4)
hxe

Tal i com podem veure immediatament a 1°‘equacié (146), si prenguessim

les lfnies d’univers cdels C-M :{ E?B per a descriure el movi-

azd..y
ment de translacif dels cossos del sistema. — és a dir: M Ao 9;'\ =0

obtindriem unes equacions que no serien derivables de cap lagrangid. A

més, ens apareixeria un terme dacoplament entre el spin i el camp coulom-

g {97 etegr date ()Y

B#A

5.2] Lacgrancid asproximzt per al moﬁiment de translacif.-—

Al contrari, si prenem la cnﬁdicid:

I

My = -}; 9% 8l ur + ow o (147.a)

!"
;

i, d’acord amb . (143.b):

.‘I . L 3 ‘. |

&g = _42: ;:{ni e s, +ow (147.1)
A

|

tindrem que les equacions (146) es deriven del lagrangi&a aproximat:
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L= LBZ + Z —f—'— ‘EK[[Z 5Sa+—m,‘3~a)05 (zm,.sb-v mBS;)'LF,J

'(2!. s t e Z e‘k( ) (% %e +Fu‘5§A) 1UN -'\’3) +

BPA
g Lo 1 Ug Sy { Sa
"401;6 “3rge (? zng)'(":rf - Q-':-n:)“l’

COh st L) G k) 00 e

8¥A

on hem utilitzat:

% K 43 G =an%a
My = i_, ¢ 5&,'2‘_'\ MgMy ~Ang ,la‘-‘gs)Jro(S) (147.c)

BEHA c*Map

que s’obté de (147.a) utilitzant 1’aproximacié newtoniana de (144),

5.3) Comparacié amb sltres lacrandians,-

Aquest apartat el dediguem a comparar alguns dels cassos particulars

del lagrangid [148] amb altres lagrangians Jja coneguts,

1'EE cas: Cossos no carregats: q‘“go . EE '--P} =0 , A=4,... N

De (148) tindrem:

L=Low + & 7, €0y )-[omestegmass)ol -

ElH z
. e BEA

| : A
- (ZmaS&+ 92: mﬁ:)'\fa"l :; .stsa (’a ')r,ﬁ 2“) +0(8) (149
5%A

( Lt“. és el lagrangid de Einstein, Infeld & Hoffmann)
- -::t¢ L - b -



que coincideix amb 1%aproximacid dipolar del lacrancid de Fock — ref. (G),

m |
sec. (78) = quan en aquest escrivim §, en lloc de -Wei Tse gitr,

En aguest cas també&, quan fem Ne=2 i treballem al sistema de referén—

cia per al qual: .E = E‘—‘-— + 2‘-7‘- =0 , obtenim 1%aproximecidé dipolar del

Vl W
lagrangia de Barker & 0°Conell D'G]i, obviament, també el de Cho & Hari
Dass [1'71.

22 ces: Com hem dit més amunt, a 1l°aproximacid monopolar el legrangid

(26l

(148) es redueix al de Bazafisky © 3 derivat també recentment per Barker

(271

& 0’Conell per un métode de Teoria Quantica de Camps.

|
3= cas: Si menyspreem la interaccié cravitotoria = &s a dir, en el
1fmit G -0 — tindrem 1 de (148):
!

L = Lo+ 5 L 203 30) Ligor - B2 534 qupt) ol -

8+A

l :
ot B2 S ol 57 ) PR )00 e

i
\

\

on wa és el lagrangid de Darwin.
Enel cas N=2 1 pi‘enent: P':' = 35 Srni S:‘ s On 35 és la
- T

rad giromagndtica del cos B , (150) s’escriura:

L= L(m®em )+ L(mGe me (37) - - ‘.1&‘1_ 5

v L, Begd . 5 Max)@:D) +



Iql -3 Y - - = | -
£ hs.{(%{&)—-ﬂh Ry (Xa8),) - (%,-4).731..'. v, -(®AG,)- ?5:,'_1?1‘('*\3:)4-

(151)

+ ﬁ 31(‘33!\?1)] + m : ‘-g‘-gz - :;3‘-.,_ (31;)('.5.1;)] + 0(e)

m‘ 4sz|'m:.x!

gue déna una versié cldssica del lagrangid cde Breit-Darwin — veure ref.
28 , eq.(83.17) = quan prenem %*=2 . A=\1. (com recordarem, aguest és

el cas de 1°electrd).

5.4) Moviment de rotacié.-

!

El moviment de rotacié de cada cos vindrd descrit per 1l’equacid d’e-
volucié del seu spin. Aéuesta 1’obtindrem substituint els potencials
eproximets (140) 1 (141) a 1%equecié (88).

Si desenrotllem (88) en sdrie de potdncies d”1/c , utilitzant la pri-

i
mera aproximacidé de (87), obtenim com a primer ordre no nul:

5 _ 03)

§A \

on
wn
>

|

2 v
= ":;':‘ Y| vdF'Fvcr'u' MP[E,(- %Md)“

on
>

- S'SV-M? + -!,‘_C"' Fv@r“?kﬂ)v -—M;L{p) * Okg)

on el 3iel 5 corresponen al=0 , 1 el 41ielé6, al=1,23.
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Per tal de definir el trlvector spln, considerarem la tétrada de refe-

réncia ie;}a gue instantaniament es trasllada amb el cos i que no gira
0.0 % i e

respecte del sistema de referéncia {%*} — veure MTW [291, apartat (40.7).
Sigui {ch}} la t&trada de Uécturs tangent-s a les 1linies confdenades
en un punt qualsevol de la trajectdria. A 1°aproximacié 1-PN aquesta és
una tétrada de vectors‘nrtaguhals. Sigui {25} la tétr;slda ortonormal que
resulta de narma&ifzar els eé;
La tétrada {e:} que es trasllada instantaniament émb el CU% i que no

gira respecte del sistema AxM} es construeix aplicant a la &95]‘ una

transformacié de Lorentz pura: €5= /\0 a ?rg tal gue: e;‘ = u"

: s . ;o
Aguesta t&trada és, segons MTW[. ], eq.(40.31):

I

es =ut

i o 4 )
eE =-1).J+O(3) s 3: 'B.OJS + = VK‘V""'O“I] r[].53)
.. '| e .
En aquasta base les cnmpcnents del quadrivector spin SH sdn:
SQ - ﬂ\.zﬁ en S
5 12eeyg) _ L o*y* qr) 5 .
sé_p . ; Si= (457708~ 5 S™VF W kO (154)
|
ERI 2
E1l trivector spin, segons el sistema de referéncia l‘x"}, queda definit
- - .#. . ey . et . i R . - oo
‘per les tres compunents d’espai $Y en aquesta tétrada de referéncia.

Derivant a (154], tenint en compte [152] amb la condicié [143] més les

expressions (2) i (113], obtenim:

433 260N 2o vop o -2 Ao J
_I;__.;\%( gqs . 0‘3‘5 0331% (vb v )}s

e L {(as A +(03e - w3 A} £0(© i)



i substituint els potencials eproximats (140) i (141), tenim:

d% | H,a% + Bya Via +0(6) (156.a)
dAa ¢
B ZinSe) 7 (15
Qs = G*A{;“’B[am, Zuo (2 0o) + 1238 T o= G5 %z(zr) ﬂ( e
. 8 (3 -'B - 156.

En el cas particular que els quadrivectors moment dipolar magnétic i

spin siguin parel'.lels: PI: ‘i!n%é S: — i per tant també: Fn-ﬁ—ﬂ: S -
A

tenim que els trivector spin té un moviment de precessié respecte de la

tetrada {9{} amb velocitat angular:
A, = Qo+ 2% .8, + 0 127)
e mn :'I

Cal remarcar que en el cas de cossos no carregats aquesta velocitat

angular de precessié del spin és:i

a* A G . g=y 3 _Gg 3Q(5933 Z }

B+aA (e

a0}

Resultat que ﬁoincideix amb el quelobtenen Bbrner, Ehlers & Rudolph

partint d’una suﬁasiciﬁ diferent i també, amb el que obtenen Barker &

17

U’Cunell[lsli,Chu & Hari Dass[ per altres métodes, com je hem esmentat

. a-la introduccié.
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§.5) Comentari: marc de validesa de 1‘aproximacid.-

L “aproximacid dé'betites velucitats";que hem utilitzat — és a dir:
desenrotllaments en série de poténcies d’l/e, conservant dnicament alguns
dels ordres inferiors — és valida Gnicament.quan es satisfan les tres
coﬁﬂiciuns seglients:

i) Les velocitats dels cossos s6n petites comparades amb la de la

5 "= - JZA -
. . - — ; —‘vOO.“.
1lum: If\{l«.'ci y A, . A

ii) Els cossos estan prou allunyats els uns dels altres com per que

el camp sigui feble: %M— «<1 , 8% 4
Ct[2p- Zp) ct|Z2a-28)

iii] | Estan; perb; suficientment a prop com per que els efectes del re-
tara'en la propagacié de la interaccidé siguin descrits amb una apro-
:ximaciﬁ ;ufibient per la primera correccid introduidalén resoldre

» (f.las'équaciqns ﬁfona (122) i (123).
Aixd és aixi quan la longitud de les ones emeses és’gran compara-—
d;‘émb les dimensions del sistema;
Aques;a cqndicid limita el camp daplicacié dels resultafs ob-
:tinguts aqgi al ﬁas de sisfeﬁes lligéts. 81 R és una Qisténcia
jffpic& entre dos cgssus del sistema i W la velocitat apgularidé

revolucié d’un respecte de 1'altre; aquesta condicié s’escriu:
R « b , obé: TRwal |, que equival a: |Dle<d
w

Pel que fa referéncia a les dimensions dels cossos cal dir que aquests

han d“ésser prou petits: %% &1 , com per que les correccions degudes
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als termes d”ordres quadrupolar i superiors siguin menySpreables; Perd
han d’ésser suficientment grans com per‘que el camp en el seu interior
sigui feble. Aixf, si f, &s el radi gravitatori d“un cos del sistema

i D és la cota definida a (2}2—A,iv], haurd d‘ésser: L1 9\
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6.~ It TRODUCCIO

()

Ja és ben conegut i ha estat establert per diversos autors gue,
des del punt de vista de la Teoria Cldssica cde Camps, el moviment d‘un
sistema d’N cossos extensos sota llur mdtua interaccid pot ésser descrit

mitjengcent N 1fnies d’univers \Lg}“_‘ a la varietat espai-temps

.N
i N famIlies de quantitats covariants definides sobre la L“ Yespec-
tiva, les quals corresponen a: l°escelar massa propia, m, ; el tensor
entisimétric S:‘, moment encular intrinsic — abreujadament, spin —
respecte de la linia La i els moments multipolars del 'torrent responsa-
ble de la interaccié, {%Aa,...'k.-}

La primera part daquest treball constitueix un exemple del que hem
enunciat aguf dalt., A la primera part, els "corrents". responsables de la
interaccié eren .TP' pel que fa a la interaccid gravitatéria y JY per
l°electromagnética. Com que hem estat treballant a 1°eproximacié dipolar,

cA
els Gnics moments multipolars que han aparegut han estat £ 1 HP "

Partint de la llei local de conservacié del tensor d’energia-impuls

(%)

Hom pot trobar una documentacié forga completa sobre el tema a la
ref, [21)pel que fa a la Teoria Especial de la Relativitat. Darrerament

W.6.Dixon foy, 01, 02, B ha demostrat la validesa duns resultats si-

milars en el marc de la Teoria Generzl de la Relativitat.

i
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(9T"=0 , ala Teoria Especiel ce la Relativitat i YT'Z0, a 1a Teo-
ria Generzl) hom dedueix les lleis del moviment del sistema, les quals

tenen la forma:

d N vl =~ ¢ 158,z
ZEA{' ™a Va + (e" } - A ( ’ j]
48 [avy . T2 ,y7] 158
&_r‘A = Fh + 9 (.?“ 0.9 ( .b)

on u: és la quadrivelocitat associada a L

El quadrivector l{J: compleix: . (P:ﬂ g =0 (159)
i pot ésser aillat contraient (15§.b] emb Mav

Per a cada cos els termes F: i F;Dﬂque enomenarem, respectivament,
forga total i moment total sobre ;A s depenen de la posicid i velocitat
"del propi cos, del valor del “cam@" responsable de la interaccié i les

[

seves derivades alld on el cos Aj es troba,i dels moments multipolars
del "corrent" associats a A .

Alhora, les funcinns “camp" dependran de les posicions i velocifats
de les "fonts® }- és a dir: de la reste de cossos = aixf com dels mo-
ments multipclaés del "corrent" de les esmentades ®fonts",

Els moments multipolars del "corrent" associats a A sén una famflia

' POTIL Y
de funcions covariants [1" Qxh)}rcx definides sobre L“ les quals
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(x)

es determinen erbitririament « Usualrent es trien per a cada cas con-
cret en base e hipdtesis fetes sobre la constitucié interna del cos, raons
de simetrie, etz.

El sisteme (158) presenta, no obstant dues dificultats F&namentals.
La primera d‘elles és la indeterminacié qﬁa com recordarer, ja hem discu-
tit a la pri%era pert d’acuest treball. Com hem dit alld, es resol impo-
sant unes condicions subsididries del tipus "centre-de-massa", "centre-de-—
moviment", etz.

La segona dificultat céﬁsisteix en gue 1l”especificacid§ del segon mem—
bre de les equacions (158] implicg integrar préviament les ecuacions del
camp. Degut, perd, a la'bropagacié;nu instantdnia" de la interaccid, les
equacions (158) no seran equacians diferencials ordindries, i un nombre
fiﬁit de condicions inicials no séré suficient per a determinar-ne una
dnica solucié. 5
Aquesta dificultat no es put:obuiar treballant dnicament en el marc

duna teoria de camps.

(#]. En el cas qge el "corrent" hagi de satisfer una llei de conservacid
local - per exe;nple: ?P Jt= 0 , en el cas de 1l’electrodindmica - po-
dem deseniotllar-la multipolarment el voltant de L, i obtenim unes rela-
cions algebraiques que ens permeten escriure tots els moments multipolars
en funcié d’uns cuants d’ells (que anomenem moments multipolers reduits),

les seves derivades i el vector velocitat.
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En el cas de pcrtfcules puﬁtuals — &s a dir: cproximacid monopolcor —
la Kecénica Relativista Predictiva (M.R.P.) proporciona un marc en el
qual equesta dificultat pot ésser evitada.

La t.3.P. s’ocuca de 1l°estudi ce sistemes-dinimics d’N cossos pune
tuals a partir de les hipdtesis seglients:

MRP 1 ,~ Prodictivitat newtoniana: Per a cada observador, les equacions

del moviment s6n equacions diferencials ordiniries de secon or-
L]

dre. En conseqlidncia, un nombre finit de condicions inicials

[posicions i velocitats en un instant donat] determinen unfvoca-

ment les trajectdries dels N cossos del sistema.

IRP 2 .= Invaridncin sota convis de coordenzades: Si un observador 1?

obté una famflia d’N trajéctﬁries partint d’unes determinades
condiciﬁns iniciels, aleshores un altre observador 4§p/ y par=—
tint de condicions inicials preses sobre 1°‘anterior snldcid,
obtindra la mateixa famflia de trajectdries, llevat d’un canvi
de coordenades.

Ambdues hipdtesis condueixen a unes restriccions sobre les guadriacce-
leracions de les partfcules -— les anomenarem "Condicions W,R.P." — les
quals, conjuntament amb 1l‘aproximacié monopolar de (158.3), ens menen a
un sistema d’equacions'diferencigls ordindries que, a un conjunt finit

¢e condicions inicials (posicions i velocitats) 1i associa una nica fe-
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mflia de trajectdries solucid del prublemaﬁk)

L]

El que ens proposem aqul és fer una extensid§ de lz M.R.P, al problema

*
¢’N cossos extensos en aproximecid multipolﬂr.’]En acuest sentit és espe-~

cialment interessent el treball de Ph. Droz-Vincent (2]

mes relativistes de partfcules puntuals en interaccid, cue ens permetrd

referent = siste=

de fer directament 1‘esmentada generslitzecid, una vegada haurem definit

el merc matemdtic adient,

e

El que hem resumit aguf sobre la M.R.P. es.pot trobar amb tots els

detalls a les referdncies: 1311, [B2], [32], [34] i [35], que sén algunes

de les classiques en aguest camp.

L “expressié:’ aproximacié multipolar, s‘utilitza acuf amb el mateix
sentit que a 1°apartat (3.3), i vol dir cue les famflies de moments mul-

tipolars ‘1:”"1r}rer' s6n finites.



o Lo

7.~  VABIETAT DELS ESTATS DIMAMICS D'UN C0S  (Aproximacié multipoler)

Com ja hem dit al capftol anterior, l°estat dindmic d°un cos extens
en aproximacid multipoler ve carscteritzat per: la seva posicié, la se-
va velocitat, més un conjunt de quantitats covariants. Es a dir, per un
punt de la varietat egpai-temps més un conjunt de vectors i tensors tan-
gents a aquesta varitat en aquest punt.

En aquesta seccid pretenem dotar d®estructura de varietat diferencia-
ble el conjunt d’estats dindmics d'qﬁ cos en aproximacid multipolar. De-

dicarem tot el primer apartat a construir 1’aparell matematic que ens se=

|

|

ra necesseri a tal efecte. j

r

7.1) Capa tensoriesl d’ordre Cri, . sn i qm) sobre una varietat diferen-—

ciablec-

|
i
| w
Sigui M una varietat diferncieble de classe C i dimensié s , i

sigui:l Q =‘ﬁhi,q0} el seu atlas.
(%)

\—\\\\Bada (U,L?)G-CL és una carta local difernciable” .
- T f

Per a‘ cada Q‘Zc(/'l " c/‘tz dessignard 1%espai de vectors tancents a la

varietat %] al punt 2 . dﬂ; és un espai vectoriel de dimensié s so-

bre R . |

(%) La notacié i nomenclatura d’aquestz seccid és la mateixa que sutilit-

za a la referdncia [36], seccié (1)



(&)
T (M) cessignera 1’espei de tensors r vecades contravariants
sobre cﬂaz y relN .

Donsda una m=-pla: (r‘,...,'ﬁn)emm y considerem el conjunt:
() (re)
H(ﬁl;n"'”r“"): T l‘ﬁt'z)x ""T (mz) ) LFPRERTE £ E[N

els elements del guel seran les m-ples:

(red

Dze H (Mz; (g -oy f‘m) = j)2= (Dz o Df;rm)) ) on Pt:)e—‘-(r{)ma)

Es triviel de demostrar que les operacions:

fd] «l A (ol tr,
- suma: D, +D, = (05" DWW, ..., Dzm*‘ﬁzm‘)
@) ()
- producte per escalars: JeR , ADg = (}Da , -, AD: )

defineixen una estructura d’espai vectorial sobre TR a H(ﬂ;; f‘,.-,) :

m
¢
de dimensid H=ZA ¢ , que anomenem suma directa dels espais:
=t

TM) , ..., TUM.

Hits v o) = & TTM) . (160)

=1

7.1.1,- Definicif: Anomenarem capa tensorial d’ordre [r. ) see g rm) sobre

M a 1a terna (Tm;ﬁ---—.f;‘); T["p%) , on:
i] T(ul‘, Tiseeey r,'..) = Um {Z}x H(ﬂ;iﬂ;---nrm)
Ze

1) T T i) ———— -Mo}

[, D) =2



=

Es evident que T &s exhaustiva.
L “estructura diferenciable de  ens permetrd de definir primer una
topologia i després una estructura diferenciesble sobre T((/‘L}ﬂ:---:rm)-
En aquest s.entit ens sera Util el serlient resultet d’alcebra £ensnrial:
7.1.2.- Leme: Siguin E i F dos espais vectorials sobre R , 1 «},GL(E.F)
un isomorfisme, Siguin ?(EJ - X Z(F) les respectives algebres tensorials
sobre £ 1 F ., Aleshores existeix un dnic isomorfisme ¥ ¢ S(F(E)I'{(F”
tal que: .
i) Ya,be¥(E) , EH(ash) = T el
i) {‘blﬁ =¥ A '&lnz =g
iii) T commmuta amb les contraccions.
aques_t isomorfisme ‘I" 1‘anomenarem extensid de ‘)/, a les algebres
tensorials,
Demostrecid: 1
Sigui ¢*e et:[F’: E*) 1“aplicacid dual de- }L . GCom que 1!, és
un isomorfisme, I‘}L" també ho sera i '}l"‘-'c J[E’, F".}
i ' :
sigui {ei},, una base de E 1 sigui{w; la base dual. si
T; (E) és 1l’espai de tensors r-contravariants i p-covariants so-
. ~ bre E , tindrd com una base 1% famflia:

Je e ‘ :
{ea'e_,,o g . ew'e. . .ew }c“‘__l;,n}”...b? el

Aleshores qualsevol element XET:[EJ es podrd expressar!
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. n
‘|---"f

a e
e e eq‘e...se;,.a w'e..eow

X = X

(utilitzem el conveni d’Einstein per a la suma). Definim:
: Goen b i ]
T (x) = xi*"'i: dte) @0 {e) @Y (we.. @ ¢ (W) (161)

Amb squesta definicié es demostra trivialment que i satisfa
les condicions (i), (ii), (iii).

Per a demostrar la unicitat é&s suficient adonar-se que, com
que P  ha d’ésser un isomorfisme de les dlgebres tensorials ?(E)
L S f(F) , les guels sén generades — via producte tensorizl i com-
binacié linial — per E s R E* 1 F ’ r ’ 2 y res-—

pectivement, eleshores T queda unfvocement determinat per ‘25 3

b

® * mls* : iy ’
3 * -
La condicié (iii) implica que ’JﬁlE"’:( IE) . Per tant, 4

;
queda unfvocament determinat per ilE , Ue la quel cosa es deri-

va la unicitat.

Trivialment es demostra a partir de (161) el seglient:

'?.1.3.- Borol.lari:: L *isomorfisme ‘\E’ conserva 1l‘ordre dels tensors aixf

com les simetriés.
Considerem ;ra un (2,Dg) eT(M;f‘,,....f‘m) , aleshores TY[Z.Dt)r zeM i,
per tant, existird una carta local ('U;l{’) 6(2, tal que: zelU ,
L‘aplir#acid tP'.'U. — o TR® serd injectiva i diferenciable de clo- .-

sse 'C“(u) R
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T '
Sigui ('Ft"%a__'(ﬂ?)@“g R? 1’aplicacié jacobiena de (f*‘ al
2
punt Zel — veure ref.[26], seccié (1.4) . En aquest cas, (.F: serd un

isomorfisme dels espeis vectoriezls J‘ﬂz i 1R® , per tant, estem en con-

dicions d’aplicer el leme (7.1.2):

Existird un dnic isomorfisme é.‘-: de les aloebres tensorials ‘}:’(Jia) i

E(IRS) que conserva l°ordre i les simetries, tal cue: é"m'z‘: ‘-PzT i
.é‘lnz =1z -
Ates que H(M-Lz‘, r,,...,f;,,) €s suma directa de subespais d‘ordre -

constant de g(ﬂz) . Qz determinard un isomorfisme dels espais sz}ﬁ:---nﬂﬂ)
L HR ) <& |
Anb tot sixd podem definir:

[

& wu) !j xR~
€, D) —— (g, Bx(Px)

1 (162)

I
|
que sera injectiva pel fet d“ésser-ho Le . 6 5,‘ .

Les aplicacions & '1-' una per a cada certa local — ens permeten de
definir la seglient topologia sobre T(J(;r,,..-,"m) :

7.1,4,- Definicid: Els oberts de T(.M-.n..--, fm) seran els conjunts de

la forma:

a = VU g'(4) (163)

Lex

on Ai sén oberts de ]R”" i les é; sén eplicecions injectives defi-
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nides & partir dec les cartes locals de M pel mateix procediment cue

(182).

7.2) Coorcencdes.—

Donada una ccrta local [u,q) sobre M , siguin j(', vonn les

components de § . Aleshores, {'3;,'.'-‘-}}._ on  9;(3) E(L serd
f.l---s D x¢
r)
una base ce 1l°espai vectorial ‘M’z i {')_.‘(z)e...e g,‘,r('?:)} ho sera de (ﬁé)-

En aguesta base gualsevol tensor D:-)e_f(?ﬁ(;) s’escriurd:

!

D:) = '.D:Mir -3;"(&) a_l.. .s'b;._'(a) (162)
|
i, per tant, a partir d’una carta local [‘ulq) podem definir 1°spli-
cacid: : .-: . |
E@: T (W) .'I > R
o) e g, B3

(185)

." A A
7.2.1.- Proposicié: (9,-:{[‘?"1-0.@)/ [11.@6 a} indueix una estructura de
varietat dif‘ereriaciable E:K-‘sobre ' T(J“L 'u"u-.- -tfrﬂ)

Demostracid:

Tota vegeda que els suports W de les certes locals de 6

recobreixen M i gue T és exheustiva, resulta evident que els

Tr'[ﬂ) tembé recobriran | (L5 ver ooy fm 5



.,

st (('@.d), @@ e 1 w(Wa (V) 4
aleshores é"'&'—‘ €s una aplicacid diferencieble de classe C'H SO~

bre 11’( ﬂ"(u)nﬂ"(@)) . En efecte: sicuin (U, ¢) (D) e 1es

cartes locels a partir de les quals hem constrult (H"(‘w, &)) 2

Ns

(ﬂ"(‘lf), ﬁ;) , i siguin x', ce e x* 1 :{‘,. 4 les

components de L? i c], y respectivament.

Considerem:1’aplicacié:
[ ]

ot . T (mwan'w) L Bl (m)
(% Ri& Bl s (8, gt o)

€...¢ 5% S
on els a' = i els D:‘ b esteran relacionats per:

DA > 9o 0@ = ']33""1f5;(zJ9---® 5;,.(2) (166)

i per tant:

331 Pk, 2t : 'éf) i (167)
Yo GT/ ey T BEE/&-X)

Tota vegada que M és de classe E.K, els canvis de coordenades
a M: X':=x‘.[f:...,§‘) tenen derivades continues fins 1°ordre k.
Per tant, la matriu jacobiana (_)_.) (x'.. ‘7?‘) serd derivable amb
continuftat K-1 vegedes i,. per tant, é"‘l’ també ho serd K-{

vegades.,
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7.3) Estats dindmics d’un cos (eproximecié 2'=poler) .-

Com ja hem dit al capftol anterior, 1l%evolucid dinamica d’un cos en
aproximacid multipolar ve descrita per:
i) una .lztnia temporal: L= 20(s) a la verietat espai-temps M.
i:i.] la seva masso propia m iel teﬁsor. de spin Sa' i
iii) els moments multipolars de fia distribucié de “corrent":
14

gons quin sigui l“ordre d’aproximecié multipolar el que treballem.

A ..‘.\r‘ . q‘kq---ﬂrﬂ,} , €l nombre dels quals variard se-

Per a representar aguesta evolucid dindmica utilitzerem la capa ten-
sorial d’ordre (O, 1, 2, Tyy ees g rm] sobre H.' H T(Hﬁ‘, O,ll,Z.‘l“q.....ﬁln)

d’acord amb la seqlient: .

7.3.1.~ Definicif: L “estat dindmic d’un cos (aproximacié multipnlar] en un
instant determinat é&s un punt de T(H"'. 0.'\,2.‘t‘1,...rm} s

Per a un referenciel qualsevol vindra cdonat per les guantitats:

1
(Zf' m, uf, ‘?avl .111...;‘?1 e ‘.}11...3?-,“)

Més encara, tota vege{da que els canvis cde coordenades conserven les

1

simetries a la capa tensorial — corol.lari (7.1.3) = tindrem gue, en
un referencial qualsevol, s‘hauran de satisfer les condicions seglients:
5-@) — S‘A\a
q"""ar‘ ~ 1la simetria o relacié d’ortogonalitat que 1li correspon-
gui, cas de tenir-ne alguna, ¢=4,..4™ )

VA

_— . a
(en el cas que hem tractat a la primera part tenim, per exemple: p''=-V



-83-

si utilitzem aquest tensor per a representar el "corrent" electromacntic,
i i A p i = =0
o bé, si utilitzem els moments dipolars €7 i P , tindrem: 6&&- Uy=0).
Per tant, 8l conjunt dels estats dindmics possibles d“un cos en apro-
ximacié multipoler es redueix a una subverietet ?? de ‘FTPF;Q4.2,Q.”,ﬂm0
Tota vegada que les equacions de la subvarietat f’ no inclouen cap
condicié sobre Xf , la restriccié de T definida a (7.2.1-4i) = ‘5 se-

guird essent exhaustiva:

™ F — M - (168)
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B.= GRUPS N-—-PARANETRICS LOCALS DE TRANSLACICMNS SCORE UNA VARIETAT

En aguest cepftol construim 1°aparell matemdtic que ens serd necessa-—
ri en els dos seclients, en els guels estudiarem les "condicions M.R.P."

Pér tel com no ens ha estat possible trobar un text que s’ocupés en
alcun punt dels grups locals N-paramétrics, la majoria dels resultats
d’aquest capftol han estat obtinguts per generalitzacid de resultets ana-
légg valids per a grups uniparamétrics locals, els quals es poden trobar
a la ref.[37], cepftol V .

Cal remarcar, perd, que algunes de les proposicions valides per a
|

grups uniparamétriques locals no sén generalitzables per a N pardmetres,
degut a que, si bé els subconjunts conexos de KK sén simplement conexes,

no eixf els subconjunts iconexos de R .

[
1

8.1.1,- Definicid: Un grug:; locel N-peramétric de translacions sobre M &s

L]

una perella (U,®) 01:
- U és un entorn u\:ert de {-ﬂ"ﬂ- cRx M

- © és una eplicacié cifernciable U —sM , tal que:
1) YyeM, Ua R"xiy} és conex.
11) h’yeﬂ. . $(T,y) =y
i11) @y, (T,80y), Tty cU = B 2E.) = DEAY)

Quan U= IR”::J‘{, diem que (U, 5) és un grup global i, en tal

; N
cas, (U.3) és una realitzacié del grup de Lie (R".+).
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8.1.2.~ Definicif: A cade grup M-peramdtric loccl de trenslseions sobre M
1i podem associar N camps: X‘ ; + --,Xn de vectors tangents a M ;

secons la seglient definicidé:

Vye M, YfeGtM) (Zaf), = ﬂf:&o ({t@](hﬁ.t’) —{»

on: a| =-(ilol"‘l°) "; a:_'-'-‘ (0!4!“'l D) 1 - .- ) I‘w:" (Dlol"‘l")

Els camps X ,..., X, els anomenem ceneradors infinitesimals del orup

(weg) .

Per la forma particular de la 1llei de composicié (€.1.1-1ii), el

f

grup local (G.Q) és localment isomorf sl grup de Lie (TE“-*‘) . Per
| .

tant, els generadors infinitesimals satisfaran les mateixes regles de com-

~mutacié que els del grup (R®.+) ‘s

tXArz-a] =0 ; ‘:'? JA.Be{I....,N} (169)

i
i

La diferenciabilitat dels XA es demostra facilment a partir de la
diferenciabilitat de § « A més, si ® é&s de classe CTlW) aleshores els

"-.XA sén de clesse @ P7'(M).

A la inuerée, el seglient resultat és també cert:

8.1.3.~ Teorema: Siguin Xj,..., X, camps de vectors tangents a M tals
Gue: [XA.XB] = 0 3 'JA.B EU...., N}

Aleshores existeix un grup N-peramétric local de translacions de /Y :
(U‘@ tal que té 11, c 5% % 'X.N per generadors infinitesimals,

Per a demostrar equest teorema utilitzerem el seclient:
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0.,1.4,~ Lems: (Teoreme de Frobenius)

fsivés

v
Sigui QeIR * un obert, i siguin. A"{: K — K
1$J°4N y funcions reesls diferenciebles, A;'j € q?Q)
Si!jUi {fjb) = (t.ff"'.r tﬂ; b(;“-: bs) € Q
s

Aleshores existeix un entorn V de T Gﬂ?" i una dnica funcid /,- V-—rﬂ?

(Y]
de clesse C' (V) setisfent les tres condicions seolients:

1) ) = b
ii) VTel, (T, {@ec@
iii) VZey ; @‘{{‘)[t) = Ay (v fw)

)
si, i tant sols si, ﬂ[’r,u) = (24...,T"; My o ut)e Q -

AUy ""E?—Aﬁ"Adr _ A *Z%&;,Adi ; b (170)

=
d t d
Qe = U 2T d=1 u

No explicitarem la demostracié d‘aquest teorema, Jja que es troba a
qualsevol text de geometria diferencial — per exemple, ref. [36], sec.[s.l] i
Donats els camps de vectors tengents a ,)"L - .X..‘ g i» s .X.N i1 un
punt beM , triem (U.¢) una carta local tal que: bel.
Sicuin (uY..., u*) 1les components de ¢ . i&'e'bl podrem des-

composar .xntz) segons:

X2 = i @: () '(%I)

=1 § (2

on les funcions q,:. '{lw —+ I seran diferenciables perqué els camps

In ho sén.
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Les funcions @: , Cefinides e lPl‘ll) cR®, les utilitzarem en un sentit

més dilatat per a expr‘essar:(*)

@.A‘ : R ¢ W — RS }

(171)
Les relecions de conmutacis 1549 X,] =0 s’escriuran:
MEC S
. = 0 - ABeldd,... N}
i=t ow @ i 'BW J o

: .
D‘altra banda, de (171) és evident que ?) a

1 N, ) .
cions o (t,..., % 4% 1) satisfan trivialment les relacions (170) i

=0 , Per tant, les fun-

[

[}

{
en conseqlidncia, podem aplicar per a elles el lema de Frobenius (8.1 )

Y .9) ¢ R QL)

, 3 E€v0 i una funcié diferenciable dnica:
-F: BEe) — l{’(’d) ._"tal que:
i) () =2 i

.
|

1) YEemEie) , (b (wep) D = @i (§B)

on: B(f;e)= {xc—lﬁ’"/ ]53-'5\46} i P, significa: deriveda parcial res-

pecte de 1'A-_és:;ma variable.

Per tant, p_bdem enuncier la seglient:

8.1.5,~ Proposicif: Siguin 3.1,, . X“ camps de vectros tangents a H. tels

que: [XaZel=0, VAB 640.4....N]

. Aleshores:

(%)

A partir d’acf, i per conveniéncies de notacif, senyeslerem amb una

s
fletxa (*) els elements de Y , no aixf els de R.
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\J‘t'e iR", VzeM existeix un €>0 i una eplicacié diferenciable dnicn:
¢:BEeE) —> H , tel que:

i) ¢E) =2

11) V£ e®Fie) | faee

(172)
Les 1lfnies gue precedeixen aguest enunciat demostren cue donat G‘.ZJG TR“"‘ M
i triant una carta local (U,¢) podem,construir {: B(E.e) — QW) , tal
que satisfaci (171). Aleshores, l{"o ‘:4, satisfa (172).
Donada una altra carta locall L’n.tf) tal que també Ze'ﬁ podrem .,
construir una nove ? BEE) — ff("ﬁ] .
Per tel de prover la unicitat ce sL cal veure que: 'f-" .{ = C?-"f

'D, equivalentment: ?’. l.f;'o{ = ;('-

Ara bé, aixd és trivial a partir de gue: d’una benda,
($oyqe {) (£) = §@ = .Fl'{?] ‘ (173.a)

i de 1%altra: %; [ﬁ) = (%‘)(u}' Q: (u) .
J

Aixd, junt emb (171-ii) implice que:
{D“ (foqe -r)) (T) = (.DJ‘)(%’) . Y TeBE) (173.b)

essent: 1‘,= min {€,€%
Aplicant el resultat de la proposicié (B8.1.5) a (0,2) , ‘Jaeﬂ_

tindrem que existird un £(2) = funcid continua estrictement positiva



de X — i una aplicacié diferenciable nica: 4,2'. BGE) —> M
satisfent (172-i,ii).

Definim ara el conjunt:

W= U B (T:€w) x{2} ¢ R¥xM (174.a)
2eM

que sera un obert de 'ﬂ?”xﬂ.' , 1 1%aplicaci6:

: (174.1)

/

que sera diferenciable. En efecte: d’una banda q.ei"l':) és diferenciable,
' V’?.GJ'L « De 1%altra, la diferencia_t;:)ilitat respecte de les valriables x es
ﬁemustra de manera andloga a la dels teoremes (8) i (9) de 1la ref‘.l_[lSB] ;
B-.l.S.— Proposicid: {W,'l) definit a_,-: [1'74] té les propietats Isegﬂents‘:

1) Yeel R« 42} AW g couex.

1) d2eM ;5 L@ =z
iii) Vae d"(ﬂ). @2 e ;
| (D0 (oD (2 = (Eaq) (E(Z2) , A=hio¥

) @ERewW , (ThlEpew , (Fii,2)eW =

> (2L (F) = L(2:T )

v) (Unicitat) Si (0,7:) és una parella de dades andlogues a ("UJ.:lll) ,

tenint les propietats (i,ii,iii), aleshores també satisfa (iv)

; '



=90~

2 -8 HEee S]’i(a.h-au)., =L Wa0),
Demostracié:
i) R"x'\i} nW = B[ﬁ;éé) x{z}_, cue és evidentment conex.
3i) L(5:2) ‘:"i‘ata) =%, per clnnstrucc;id.
Tota vegacde que (E2)elf, la propietat (iii) es demostra

trivialment e partir de la propietat (172) de 1‘aplicacis e

i) Ewew ; (2 EEa)ew , (FHE.B)eW.

Sigui y:ﬂ[ﬁz})aplicant el resultat (8.1.5) a (Z.y) €IR%M

existird una aplicacié diferenciable dnica z,f :B(T; €)—» L tal
que satisfaci (172).

f

Per la propietat (iii) &s trivial demostrar que les

aplicacions: i 1}‘:‘
B(t.e) . N B(Z.€,) —> M
P — TFTy) 3 —— T(5,2

satisfan (172) i J‘t%‘) .-.1,2,(2) . Per tant, J::yzt , 1 en con-
‘conseqlidncias i (8.4 (z,2)) =14 (T'+% ,2)

v) ;Es demostra de manera andloga a (iv), utilitzant la pro-
pietat_z'unicitat gue hem citat a la proposicié (8.1.5).

.; Amb tot aixd gueda demostrat el teorema _(B.-l.‘S] . Es més,

\

‘la propietat (B8.1.6-v) ens permet d’afirmar:

8.1.7.- Proposicié: Siguin (‘W,"D ’ (“J. Z) dos grups N-paramétrics locals

de translacions sobre ﬂ tals gque tinguin X4,.--, Xy com a generacors



s

infinitesimels, Aleshores:

'l\(wﬁu), = Z\('\d Al ),
essent (\Un‘ﬂl la component conexa de (}Un ) que conté a {511 xM .
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(=P FORMULACIO DELS AXTONES DE LA M, R, P,

9.1) Verietat de les condicions inicials.—

Sicui ¥ 1’espei cels estets dindmics possibles d‘un cos (aproxima-—
cié multipolar) tal com 1°hem definit a 1’apartat (7.3). Sigui T E—M

1l%aplicacid exhaustiva que projecta cada estat dindmic sobre la posicié

R T
corresponent: (zl’,-m, u‘*.s"", GIM' '7.... ) —=—% &f

En principi, l‘estat dindmic d‘un sistema d°N cossos (eproximacif mul-
v
tipolar) vindrd donat per un punt de 1°espai E.

" .
D‘ara endavant considerarem tamb& les projeccions de £ sobre cada

una de les seves components:

pe: g —— ¥ S i=4,... N

a=(a,...an)— X
4 ' (175)

? 1\
Podria donar-se el cas, perd, que un punt Q¢ £~ no representés es-
; .1 (%) :
tets simultanis de tots els cossos per a cap referencial” | Es per aixd

que ens caldra restringir un xic Zﬂ, i ho farem a partir de la seglient:

]
9.1.1,~ Definicid: Un punt causal de £ 6s un a= (a,,.... %) e ﬁ“ tal que

(:.k) Un referencial &s un sistema de coordenades per al gual la coordenada
%° &s temporal, L “estructura métrica de M* és 1a de Minkowsky en el

cas que es tracti d’un sistema afllat. §i es tactés d‘un sistema immers
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la geodésica de ff” cue uncix M) cmb  n(a;) ,f*j , €s cde tipus espai.

Sigui gNC 'Eu y el conjunt de tots els punts czusals de 'E”. " f», és
un obert de z“ i, per tant, l’estructura diferenciable d’aguest n’indueix
una altra a ﬁ;, amb la mateixa dimensié.

Per a cada punt causal ae @u podem cohnsiderar les N posicions
associades M(4,),..., m(a,) e M* com si estiguessin disposades sobre una
hipe?superficie espacial de /7*, que correspondrd a la hipersuperficie
)(-"=0 per a elgun referencial. Es per aixd que un punt caussl 4é€ 4‘3”

representa un conjunt fisicecment admisible de condicions inicisls,

9.1.2.- Definiciéf: L‘estat dindmic d’un sistema d’N cossos (aproximecié
multipnlar'] en un instant donat é&s un punt de la verietat L’u ce les con-

|
dicions inicials. |

L
1

9.2) Trajectdric fisice del sistemat

i
La trajectdria de ca‘;ia cos és una corba (Q‘A, ]c(‘,ss‘[). ,0on R..?AGR
|

|

\’u

en un camp gravitatori originet per fonts exteriors (respecte de la qual
les paertfcules del sistema es compaortarien com "partfcules de pruva“] la

geometria de H" vindria donada per la meétrica essociada a aquest camp.
2 = 'Y
=3 En el cas d’un sistema afllat la condicié (9.1.1) s’escriurd en coor-

denades cartesianes: (@ (a¢) ~ W(qj))z 40 ; ¢ *i i ‘1 =(+---)
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i 6, és una cplicacid ¢h=]‘m?at'—“7 ¥ , que suposcrem diferencisble
de classe CF ,
La projeccid d’equesta trajectbﬁ:a sobre ﬂ“:
Mo 0% : }Ofmpa[ i WY
haura d‘ésser una corba temporal.

T‘riant una bona paremetritzacié per a 0, — per exemple, le longi-

tud d’crc ce feTy — 1la coordenzda temporal és una funcid mondtona es-

.
trictament creixent per a gualsevol referenciael, per tant, el camp de vec-
tors tangent a 64 no s’anul.la mei i @, 8s injectiva.

Levolucié del sistema d’lN cossos vindrd donada per les N trajectd-
ries individuals {(ﬁ_p, P 1%;{34[)}“%_““ o, equivalentment, per la pare-
1la (T\I) on I és 1°N-interval: X= 1o, pl x ... xVeg, @0l
i "I —s EM 6s 1’aplicacié: [(T)= (@, ..., Suten)).

Tota vegada que les 6}, sén injectives i CP, [ també ho serd.

Per tot aixd, T(I) serd una subverietat N dimensional de ¥™

En un referencizl determinat, 1°evolucid del sistema serd descrita
per una seqlitncia de valors de {(zi,?"a.uZ'---., ibna“ﬂ}azﬁﬂgprrespﬂ-
nents a estats simultanis — des del seu punt de vista, evidentment —
dels N cossos. Aixd equival e dir gue, en 1l°esmentat referencial, 1°evo-

lucié del sistema ve donada per la corba interseccid de la N-subvarietat

["(I) -amb les N -1 hipersuperficies:

[
"
"
M
Z,

ezl i RI=ES G .. (176)
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L “esnenteda corba canvierd d®un referencicl @ un oltre percud les
-3 equacions (175) no sén cove_riants(.*)
El cue resulta clor és cue , per a guclsevol ref‘erjencial, aruesta in—
tersecci$ tent sols afectard els punts cousals de [(T) T"(T.) n By )
és a dir, & aguelles N-ples c’estets déls diferents cossos cue correspo-
nen a posicigns sinultdnies.-
(rr,I) ens permet de definir el conjunt V= \"-‘(l"(I)a €,) » que serz
un obert conex de K", i 1°aplicacié f"lf — By, on: F'= f'w.

9.2.1.— Definicif: Una trajectdria fésica del sistema d’N cossos és una pa-

rella (&) tal que: £
.) i

-

:ff i) U &s un obert conex ce IE“
ii) b U— ﬁn és una apl::];pacid diferenciable CP(‘M.) i injectiva
a U, tal que: TeU ,;. -'t'-»{:ﬁg el =
(poe ) (F+t8a) = [pae &) (D) ; Yea
11i) 610?‘°&)[§4tﬁdés una cnrﬁa temporal i orientada cap el futur,
Aquf: ﬁ, aill, 0; ==v;8) 3 RS (Ohices0) ¥ sss b fl., = (0,0,...,1)
Es trivial éemastrer que la barella (fﬂﬂj , construlda unes linies

més amunt a partir de la famflia de trajectdries (T,I) , és una trajec-

toria fasica dél sistema d’N cossos.

(x) Una explicacié detallada de com es determina aguesta corba-evolucid
del sistema per a cada referenciel pot ésser trobada e la ref. [.'34] . Es

per aixd que aquf no ens estenem més sobre el particular.



“&'. U) 1%cnomencrem: trajectdria flisica associzde a la famflin cde
tra jectdries (\".1) ;
9.2.2.~ Proposici6: Sia (§,U) una trejectdrie fisice cel sistemn. Ales-
hores, existeix unz dnico famflia de trejectdries (1) tal ﬁue:
Uel 3 T‘l‘u, = &
Demastraéid:
Tota vegada cue TMUc IR“ és obert i conex, lz seva imatce per
s cada una de les projeccions Pa (175) serd un obert conex de
R =~ és a dir, serd un interval obert: Pa U = ]d“|?A{_

La propietet (9.2.1—ii) ens permet de definir univocament:

o Jotal ——r \

ta ——(pe9) (qa (ta) (177)

on g, és la projeccif: | f-}u'.'K” — R i
|
{ T ——» ta A=k,... ¥
Les propietats (9.2.1-ii,iii) ens permeten d'éssegurar que
la corba (G‘,‘,]d‘,?,[) és diferencizble Gf, i_ﬁ,jectiva i temporel.

Per ,If‘i, la famflia de trajectdries demanada és:

{(6", ,10{", ?A[)} + A partir daqui la resta de la demos-
Az4,...

N

tracié és trivial.

9.2.3.- Corcl.lari: Sigui (B,4) una trajectdria fasica del sistema i

sigui [I",I) la famflia de trajectdries individuals construlda a par -
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tir d“ella. Si (f‘, U) és la trajectdria fasica associada a (F.I)

aleshores: Rel - \‘-\,u =0 .

9.3) Axioma M.R.P.i-

VQe EM_ ‘existeix un conjunt no buit de trajectdries fasiques
.Q'IF{(Z".W,{')}HI y tal que:
i) d;‘eI, (Z;,qu) passa per a : D ewWa Z; (6) =a

11)  (unicitat) (Z5 W) ,(Z2 Wi) e T = (5 W) es,

t H » K

on: Wa} és la component conexa de ’\U,:nqu" contenint el B A
‘!.

i 2=

iii) si bee,, és tal que 3(5..‘“14)697,, , de manera que: 33 e,

L |

T T B AT TR

Z‘(’c’)ab ’ aleshnfes: [Z,,,w.,) e?r:, , on:
W, =4 & fBeR/BRa) i T Wo—s G
| b — =.(847T)
iv) Supasarem', a méé, que les Iaplicac:ions Z\: satisfan unes condicions
de regular‘i:tat suficients respecte de les condicions inic:ialé. QE-EN,

de manera que 1°aplicacié .+ que definirem a (178) sigui diferen-
é
ciable.
El significat d’aquest axioma en termes de les trajectories indivi-

duals és el seglient — per una major claretat, farem el cas N=2 :

Donades unes condicions inicials ¥=(Z,z,)é€ f:.’ existeix tota una
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col.leccif de parelles d’arcs de trajectdria (0‘,2,0';;.) tals que:

1) (6;,%G)e T =p

= Tl0) = & . Qgal) =2,

Ay

ii) (6, 101a) £ (Gu-g:tz) e

coincideixen a un entorn

de (21: 22:)

ii), iii) Sigui J = (guye) tal que
Ja és sobre un arc de traje¢t6ria
, Giz ,A=(,2 | Aleshores qual-
sevol parella d’arcs de trajectdria
que passin per ta. : (0‘,, ‘ fzn)

coincidird amb (G}a, G;z) a un entorn

de (‘01 \ ’jt) |

Gz Oz
=
1 z,
Gia G-IE
(|
g 2z
!1
|
/ \
/. \
!U;z \ 022
rd
VP
(’_17 /S j
\
\
X
~

-_—
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9.4) Comentari.-

La formulacid de 1°axioma M.R.P. que hem donat aqui és lleugerament
diferent de la que déna Droz-Vincent .[34}.

A 1°esmentada referdncia, el terme "trajectdria d’una partfcula" es
pren en el sentit maximal — és a dir: la seva lfnia d’univers tota sen-
cera, no perllongable.- i a‘patir d“ell es defineix el concepte de "tra-
Jjectdria fasica" d’una manera'semblanf a com ac{ hem exposat.

La formulacid de l'axioﬁa M.R.P. a la ref, 34 és la seglient:

i] V,Ze eu , - existeix una tdnica trajectdria fasica que passa per
Z —ésadir: Z,(0)=z

ii) Si Et és la trajectdria fasica que passa per 2 i t&e eN esta
sobre ella - és a dir: ':]"f/ Zew):f — aleshores les imatges de Zz
y 2:7 coincideixen. ;

Les condicions necessaries ijsuficiants per gue es satisfaci 1%axio-
ma M;H;P;; segons la ref;[34]; abis

i) Les mateixes (10.2.1-i,ii,iii) que nosaltres obtindrem, amb la

condicid aaiciunal; perd, de que: .

ii) els camlps I“...,X“ han d’ésser regulars a tota la varietat £

Per a nosaltres la condicié '(ii] és un inconvenient ja ﬁue; d’una
banda, els camps d“acceleracions amb sentit fisic presenten singularitats

~ : ;
en els punts de E que corresponen a estats dinamics en els quals dues

partfcules sén al mateix lloc en el mateix instant. D“altra part, hi ha
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diferents treballs sobre M.R.P. per a particules puntuals en els guals
hom manipula quadriacceleracions que no estan definides a Eu— .e'q i que
tendeixen a @ a la frontera de f,, — veure, per exemple, ref.[39] iEﬁlD]

La condicié (ii) nu és conseglidncia de la formulacid de 1’éxioma H.H.P.
de la ref.(34), sino de suposicions adicionals gue introdueix Droz-Vincent
per a simplificar el discurs del treball — utilitzacié de grups N-para-
métrics globals.

.

Creiem que el mateix axioma M.R.P., utilitzant grups locals de trans-—
lacions (en lloc de globals) permetria d’arribar a una condicié més feble
que la (ii):

ii:") Els camps X,,..., Xy s6n regulars a tota la varietat { de les
condicions inicials;
La qual és fisicament raonable.

Fer aixd presenta; no obstant, una complicacié greu; En utilitzar el
concepte de trajectdria en sentit maximal estariem obligats a treballar
amb grups N-paramétrics locals maximals.

Aquests presenten el inconvenient de que no podem assegurar - excepte
en el cas N=1 — gue donat un .conjunt de camps X,,..., Zy existeixi
un grup N-paramétric local maximal Unic que els tingui per generadors
infinitesimals. La superacié daguesta dificultat ens cbligaria a sobre-
carregar el tractament matematic.

Per tal d’cbviar aguests inconvenients hem donat una formulacié menys

ambiciosa de 1‘axioma M.H;P. gue conserva el mateix significat fisic lo-
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cal que el de la ref.[34], gue evita, perd, afirmacions sobre les trajec-

tories "senceres" de les particules del sistema.

——

é@.ﬂ
] UNIY, ES‘.'iE'l"AT |)¢. BARCELONA

Bifiuteea de Fisica 1 ovne.
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10.- LES CONDICIONS M, R. P,

10.1) Condicions necessériés . =

14
Per tal com els suports W;,‘ de les trajectdries fasiques que passen

% -
per un @e€ f,, donat sén entorns conexes de OGIR”, podem construir un

entorn w- de {2}x . e R« By tal que:
W, < ge,, [E{:W.,) «{a} (178.a)
i una aplicaci§: ?'\g —_— G, }
- Py .
(T.a) -—-' Z%a) = Z(0) , ceT (178.5)

Gracies a (9.3.1—ii',iv] Zesté univocament definida i és diferencia-
o i
ble. .

Considerem ara el conjunt: ’u]- = &('f-"-) G'U.r/ (—’C'.E'(f.a.))e’ly}

que serd també un entorn obert de 40Yyx €, i l’aplicacié: Z-‘-;‘w

10.1.1.,~- Proposicié: (W,IZ) és un grup N-peramétric local de ‘translacions
sobre 8,,.
|

Demostracié:

Les propietats (8.1.1-i,ii) es demostren trivialment. Tant
sols resta veure qud passa amb (8.1.1-iii).

Stguin  (Tia)eW , (T, (T ) eW , (T4+T ,a)ew
isigui b= Z(%,9)

Per la construccié de W , (P a)eW —yp (;-"z':'.b) eWw
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Siguin: W, = {8 eR"[(B) eW) , Z,.(B)=Z(5,L)
i w4={§e'n2“l(§.n)ew} . 2=.(0) =z(§;4)_
Aleshores, per 1’axioma (9.3.1-iii): 5, (%)= =, (-Z+%) =a
Per tant, la parella (8, W) definida per Ua = w; +7T

HalB) = Z_(B-T) serd una trajectdria fisica que passi per « :
@‘Ju“) € g;,
Ara bé: (Z.,Wa)eF. , i per 1l’axioma (9.3.1-ii) 5, ( Ba
coincidiran sobre la interseccid: ['ua n‘Wqu . Per tant', si
(f'.a)e W, /ft/(fgz'-:a) eV, (fjé);‘){j‘ podrem escriure:

- ('-z"rl =(T.a) = S (24T,a), tal i com preteniem demostrar.

D’acord amb (169), els generadors infinitesimals de (W,Z) satisfaran

les regles de commutacid: [.X.A .: Xal = O ' 'J ABeld, 2,. ., N}

A partir de (9.2.1-ii,iii) és trivial demostrar la seglient propie-

b

tat per als generadors inf‘initesimals:

10.1.2.- Proposicif: Sigui p,: ¢, —» ¢ 1'aplicacié definida per (175) i

sigui ¢ —s MY la projeccid (168). Aleshores:
i) p‘;‘s(x,) =0 . VB4
Iii] (H°PA;\T (X‘) eT{M") és un camp de vectors temporals i orientats
cap al futur;

on |>'§ dessigna 1‘aplicacié jacobiana de ps.
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10.2) Condicions suficients,.-
Agquestes queden expressades en el seglent:
10,2.1.- Teorema: Siguin _X“" , Xy camps de vectors tangents a ?3” satis-—

fent les condicions seglientss
Vaeedhz,... v

.
]

i) [Xs. 2] =0
11) b (X)) = O .
143)  (Mepa) (Za) € TUMY)

orientats cap al futur,

Aleshores, VZG% existeix un conjunt c&;‘ de trajectdries fasiques amb

(9.3.1).

¥B 24

€s, un camp de vectors temporals i

les propietats esmentades a 1°axioma M.H.P‘.

Demostracid:
Per la condicié (i), d’acord amb el teorema (8.1.3), existira

una famflia de grups N-paramétrics locals de translacions sobre

‘gu que tindran Z.,,...,ZN per generadors infinitesimals. Sigui

(W,Z) un d’aquests grups.
JEG% » triem W; = {f& W/('Eli)ew} i considerem 1“aplica-

ci6 diferenciable Xy Wa —> By /| Z (@ = Z(E

('Z‘ .Wa) és una tréjectéria ‘Fésica‘. En efecte: en primer lloc

Wa &s un obert conex de RY 4 ZE_ és diferenciable i injectiva'.

En segon 1lloc, Y’?GW; ; V{GW /Z"f-ﬁt?‘ ewg ' V)/ecr{gﬂ);

LG epoeZe) (Feti) - (opae T @) =
= -IEL {Q‘Fb" Za) (T+tus, 2) "(f"‘h"z) (?tz)]] _t_::
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e (X‘ ({"lba))fé?(f.z)) = (( }:-g-(.&)) (1{)) (SI1E2) = o, Vewa

on hem aplicat la hipdtesi (ii)

En conseqlidncia: (P,o Zz) (?i' tdy) = (?a“ zz) ) ; Vesa.
Per fi, hom pot demostrar de manera andloga, a parfir' de la
hipdtesi (iii), que (T‘fot"o Ze)[a.h?‘) és un arc de corba temporal

i orientat cap al futur.
La familia de trajectdries fasigues 3‘; aixi construida té
les propietats (9.3.1). AixE: és trivial per a (9.3.1-) i

(9.8.1-ii) és consedlidncia immediata de la proposicié (8.1.7).

La propietat (9.3.1-iii) es demostra a partir de (8.1.1-iii).

10.2.2.- Proposicif: E1 camp PI(X‘] és el camp de vectors tangent a les tra-
Jjectdries individuals que s’ obtindrien a.pa?tir de les trajectories
fasiques (Z,,Wa)€S; , pel métode descrit a la proposicié (9.2.2) .

Aixd és trivial a partir de la definicid de G, i del fet de
que 1‘aplicacié: Ty lB“) —_— T,'lE)x 5 & 9 T,J’F.)
‘E‘} —r (PT (Z) ..., ]’I [X}))

- v .k M

és 1’aplicacié identitat.  ~ = 7

En resum: donats N camps de vectors tangents a QN : Xyyeeen XN,
les condicions [10-.2-.1—1-,11',115,] sén necessaries i suficients per que,
QZG 3" existeixi una familia de trajectdories fasiques %_3-_ gue satisfaci
l’axioma M.R.P. (9.3.1) i tal que, rI[XAl%)) sigui el vector tangent a

la trajectdria individual 0j(2) °, construlda segons (9.2.2) a partir de
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qualsevol (ifh.WU;) eV .

10.3) Expressié en coordenades.

En un referenciel gualsevol les lleis d’evolucid del sistema vindran

donades pel sistema diferencial:

A?_E m v ond
FEA = ug. SAB 3 'C: = S“' }Ln(i’cr,ll,,fﬂg. i_’: q5)
?
:lk‘::‘ = Sas 3! (z‘.u,,m,.s Gs)
-]
4 s’

Az = Sas - A“ (36'“9:‘“‘!‘31’-‘3[6)

21--4\;
A .
ij-L — Saa- w&‘ f(' c‘uv'me‘s qG_) ‘; t=4—--l""l. (1?9)
dATs
o, equivalentment, pels N camps de vectors tangents a £
o= mf 2+ 3 *J"( oy 2 t % (180)
4 A
% M u&, T 4 3%; e=s “@ ,)1:; ar;
on la regla d’Einstein de la suma no compta per als fndexs entre parén-
tesi; !
i A .
Suposarem que estem a la subvarietat ﬁ; de 5; y restringida per

les equacions:

N | 1 , A=4,... (181)
A

Per a E; valen també tots els resultats obtinguts fins agui, en par-

ticular els del capftol (10).
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Els camps de vectors (180) satisfan, evidentment, (10.2.1-ii) i,
gracies a (181) satisfaran també (10.2.1-iii) en cas que siguin tan-
A

gents a ﬁ;. La condicié necessaria i suficient per que aixd passi s‘ob-

té derivant (181) segons X, :

2. Zap =0 ; Rod i (182)
Per fi, la condicié (10.2.1-1) s’escriu:
[2,,%] o o Vas M.y ay A=A,
Y Ap.Ave
434 o, dha CoAdY L dwa T
GATo @ 3 =0 ] =0 , =0 , (183)
Ty ATy ATa AdTa |

En conclusié: un sistema d’equacions diferencials del tipus (179)
|

admetra per a cada cnnjurt de condicions inicials una familia de trajec-

tories solucid invariant sota canvis de coordenades en el sentit de la
1: 1 Y ;

M.R.P..si, i tant sols si, les condicions (182) i (183) s6n satisfe-
W ‘ i
tes.

1
|
i

\
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11.- APLICACIO AL CAS D’UN SISTEMA DE DOS COSS0S EXTENS0OS, GRAVITANTS I

AMB CARBEGA ELECTRICA (aproximacid dipolar i 1-PN)

A la primera part hem derivat les equacions del moviment de transla-
cié (144) i del spin (155) per al problema d’N cossos carregats i gra-
vitants a 1%aproximacié dipolar i 1-PN . En aquest capitol veurem com
aquestés equacions sén compatibles amb les condicions M.H;P. . Per raons
de simplicitat estudiarem lnicament éi cas N=2.

Si,\xfs és el sistema de coordenades en el qual estan escrites

p=o.a2.3

les equacions (144) i (155), definirem la métrica seglient:
z _ A A?
Al = 7;,,, AxK dx (184)

No donem, en principi, cap mena de sigrificat fisic a aquesta metrica,
sino que la utilitzarem tinicament per a definir un parametre escalar

sobre la trajectdria de cada cos, independeniment dels alt?es.

11.1) Plantejement del problema.-

Partint de 1“equacid (144) podem especificar la triacceleracié del

cos A:

- = 1 dM Gmyr
a“ e Q:‘ (82) - ;n—; - —-d—*—o-g -- ‘1x3

. 3 Y 75&;4?4 L ‘(5:'-?5)4]‘%5246"‘ -

ctmy x 3 Myt x¥

e MB 7“28 {qiﬁg*q;ﬁ{) + 4—&;;;3 '7".'3(./\ (q_‘Fl., 4'41.3?') +

R My x¥

7473’?; 1Ty - J“;f '(7'575)7374 X4[200+0) +
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,,_c_*_«fg.(m;_&) e ('e}. g,
o an)

ct )(! Myt My M, x? _— -

rvi G Gmy
- X7A-{ R (T4 Ta). (Xa P°Ts) + e 4, F'_.fq,;}“) (XA Dy) B
o 3Gra [ XMy XM\, | 34.9: (RE, 2Z 3Gy
xS (M‘r Mgy )71+ ‘C—%E‘r ('ﬁ: - )—;:- 7 i C‘X: (fﬁ_) i
& m = (/i /a) + ‘-,—_ (a;m;q Gix) (GX) + -—- (/(,,y)(/(‘x))
w, = a {(ﬂ‘a»x) 5 +(@X) Gy} -

- = 0 () e *(}‘n"‘)}“} £ 01 _ |

4m ¢
(185)
on: . 7 -.-.%:. ; , X = 782‘8 , X=l5‘flh ’ 73*' (-’)A-rf

i 4’.: (82) és la triacceleracid que es deriva del lagrangid de Bazafisky:

B, (88 = ‘5('7‘,f__l_iae. . A (,,,,[v“zv'? ) 4.3,!(@)5%))

ctx? 2eix3

Ga |, 3% (V") | 4 { K (R4 _ 3k (RTIPw,)
= el _ i
C"X“ * JC‘xr My clx? C;xa } 1 “‘a* 0(5) (186]

ambs: e = Gmwm, ~ 419 3 k = 6 mm,

% = Gimwm, (3 My 42Mg)— Gq, g (Mt 3my) - G’(mnﬂﬁ' My ‘14)
+ 3;1_

(187)

També, partint de (152) tenim:
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- —é = —E& - G‘V'h’ = AT B_-. '36“4, —_ = Af i i —
a Axe = ixd [%-Vs)'? SA + -—c;;;- (.X-SA) - z?‘-‘;; (x-f;‘jo QB?B_’_
rd ZGM_‘I' -— d@ i s
+ X ] - MY .
ixd ’1 (33 Sg)+ o xF X (s,.ns,,,) + Jc’x’ 7 (’b‘a/ﬁa)_
- G mpl . — -
i 4czxr (/Iaﬂ}/.d)} ( ;,1-14*- )[x.SA).,A'ﬁA -
ﬁ
-f—,%'—, SanSar 4 e (BeX)FEaSw) - A }4, Par —
R =) IR . 188.
Geme (FAa) (Fafi) "+ 0Ce) t168,8)
i per a la component $x° tenim, de (152):
O = .d_s.“.'_’ = (__ G My ida’ |2 T 188.
b = S e ij‘w (%.30) 9y + O15) (188.1)

El problema que ens plantejem consisteix en veure si existeixen unes

equacions del moviment (manifestament covariants):

& .
Lzt = das 44 )
dZ'a A|Bl-n, ﬂ='f.2
duf w® '
d?.', - &G' gﬂ (zcg ”j;ﬂfl ‘s:l:/faggﬂ)
ds? a (189
f‘ = &8 'dd [zcr “&! Hf"’S'P' & g‘f) )
f-3
i una tria de les lfnies d’univers Lg: ‘ﬁ&3(73),

i dels moments multipolars &((%y), i) tals que:
i) Satisfacin les condicions de compatibilitat (182) i (183) de 1la

M.R.P., gue en aquest cas s”escriuran:
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4
.tgf.jf =0 ; Uy, dir 5.3 =0 : A= (190.a)
L5{ L dd :
_—  wmO , = F A" =4 .
drdl . dt": e (190 b]

ii] Particularitzades per al referencial en el qual estan escrites

(188) i (185) s‘obtinguin justament aquestes equacions. Aixd vol

dir que, quan fem &£°%2°:%° , hem d’obtenir:

34 $4.ZA i — -ﬁ;‘ -
E;;l = (-EI:5;31 ) ——m— dq + Va
2=l x® #

A - 8. A , (191.b)
A 2:-: z; _ x. A L{- —‘j.xt) Y2 . i

si més no a l%aproximaciéd a la gque treballem,

El par2metre 7, que hem introduit a les equacions (189) és el para-

metre longitud d;arc de la trajectdria del cos A, segons 1

a metrica
(184).

]

11;2;- Equacions del moviment (manifestament covariants).—

» .
Construim primer dos quadrivectors E;A i cl. tals que, en el sistema

de coordenades en el qual sén valides (188) i (185), satisfacin (191) i,

a més, les condicions:

oo 48] =0 (192._a)
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Ther (({."’- A 44 S,,") =0 (192.b)

D’acord amb (191.a) i els resultats de 1l%apéndix C, podem escriu-

re:

e 4 .
5,: - 2. + Z) Ai: (193.a)
TR A TELG g _ BK-x Pn 3% Nas
g‘ lj 7‘4 Ma c.'-(.-r-)*/t. 3 cz{_jcj'/z.tu’)‘ - c"(-y‘j‘ * et {_;t)flg} ¥

+ _5“_"’1-_‘)5_.“; P 147V + %Na Sq; (193.1b)
M,c‘(—y‘)’r‘l Ma c’-(—y‘)”’- _ C‘[_yt)’h :

éj":--!- JM,,A+ 4

4 - 2 -
Ma ATt -y 7"'7!‘.‘(‘”’/ 4 ( WU;P)

_ 7% TPy, y, [“*"“'“3"(5*(5”*"-'*,.1;}’) G +

c!(,!‘-} A
*ima (Pl tRbp) ] 4

1 | : .
t i, ‘*1‘1"‘7"' 71‘1’“@‘1?1& (gt i) + ST (MN - _”_e_) -

'-(' 7&)3/2 Myt My

- B8 (ﬂ:’ = ﬁé.) Pl 7,[(0‘,7)0; + (Tay) of,‘} +

clm‘[_yljak ?‘; 7‘ t()ngJ'/z
398 )
imeniyi L upac} ¢

! G
£ 7 g Tt G + 2 (ka9 )] clyp "

36 M Mp! M ) al £
oy Ul - R Sl (X - 2

mac’ &y Fa'

/
+ (é‘ﬂ’h' %) + Z)‘Tf; {/L{UL(;)) +

{S‘ ] )( z - .
* Cz(_)(,_)a/z (G'mp' (G..\ynlvz)o + (_*.‘—Z_.—E__)_O)} (193.0]

4Ma
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v Ky
i Af‘ és (0 (‘) en el sentit de gue, quan particularitzem per a qual—
sevol referencial, el desenrotllament en poténcies d’l/c de 45: comenga

‘ ; ¢ i
a & :Leldedf,‘,a.c-'.‘.

De la mateixa manera , a partir de (188) i de (191.b), tenim:

4 = &M 7‘% KA

. /
cz(_,z}ux c’(—f)—*f: ("36'%' [)’SA) + J?’n’ {///A)) yaﬂa" +
o v o2& L 8
i ci(-yY) ¥ el ga w4 ce(-y‘)"’=7 reise (674e) +

J & Ly ltf" __‘(_. ,;,“JF a B
+ g )Tk 30 P4 ] T et ()

" et 0 1 et Cy ) ¢ A

5 (194)
¢?,a%,62,6” erR

’

amb AdS = O (“"7 , en el sentit explicitat més amunt.

11..3-) Les condicions M.R.P..-

D’acord emb (193), (194) i els formularis (C-1) i (C-2) de

1apdndix C, podem escriure: (¥)

x
=t = -'{n ot (195.a)
. [ :
Ik = s Wr (195.b)
(%) La repeticid de 1°fndex I vol dir "suma per a tots els valors d”a-

quest fndex
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T -
. 3 . : . .
on les funcions £4 " 34 s6n funcions polindmiques dels escalars Cy

que enumerem a 1l apéndix C i els %Gr estan també explicitats al mateix

apéndix.

Derivant (195) i aplicant (C-3) i (C-4), tenim:

p I T
ji‘: = [{. -ﬂj(.a') + g@% . @ rag] u(," (196.a)
o 3 .
"‘d"" = (g Ww + 38 aw] (156.5)
‘a’ *

Aix{, serd suficient - encara que no necessari — per que es satis-

- ) f
facin les condicions M.R.P. (190), que es compleixin les relacions se-

glients: '
X .8 , .. > .
*A Mg (a0 + %{5 ‘@ (4) =0 (197.a)
| e |
: T 3
az- M7 () + %‘gi. Qcla) =0 (197.b)
: w

|

1

| : : : -
D‘acord amb la descomposicié (C-8.b), 1°equacid (197.a) és equiva-

i I

lent a: \

x T y
4.4 - Mg (49 ¢ %LA_ . Qe ) =0 \ls‘gN (198)
Ox

—

)

la qual es pot escriure també; d“acord amb (C-6,9,10,11):

I T 9 J ; 5
M7 d h).mu) _ ) )=
!Es i: LR)I ’ l&-Zk;'-J 20 (uvr‘} lhlk 7A E'zm (i‘: 0 (199)

h;o ‘h)r‘
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| S i a
Per a les g‘ tindrem una expressié andloga.

En conseqliéncia, als dos primers termes del primer membre de (199)

!

: T :
hi apareixen els ordres inferiors a 4 de la 1{, , 1 a 17°01ltim terme hi

J
surt fg .

S+
Les equacions (193) i (194) ens donen coneixement d‘uns pocs termes

- J-‘
del desenrotllament de les: 7& ' 3;‘7 .
T L4 - - T Ld ] -
Sigui fg 17ordre maxim conegut de f}‘" . Lafirmacidé: "les funcions
.}; satisfan les relacions (197) a 1’aproximacié a la que tre-

: 7
ballem" significa exactament que la relacié (199) es satisfa per a 4<&e-41
Andlogament per al %i : ."

]

' ‘ :
Aixd és molt senzill de comprovar per a les funcions FA i 33 que

apareixen a les expressions (193] i (194) ;

; i > TR
Com a exemple estudiarem en detall el cas de g-,g ('WL '7 )

{ { { ;
»_{A e ]f,, + S;A + oo (200.a)
’ @ () '
N (200.b)
i; ! 7‘ My c‘(-f‘]”‘ |
— I - (3k-2) (M-1) Ra 8% Ny
(i4 .7# a \ cil-y¥e C*t-y‘)"+ 2oy

1 6 " -L
¢ il 7rv-tf' 4, 4, Lk e°Qs + & (4ifp* G fhip)] -

3 M Ep
- ;}_(f;‘)rz;['k 15 %T: - 147 %] "Ef[__'y,);,, [k@':“‘di-%-q.:w,)] ¥

+ C{(_Lqu [k(@y)m‘;yH ,',—{y.y)(pay)] } (200-cj
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Per tant, en aquest cas tant sols haurem de verificar la relacié
(199) per a 4? 3.
- pera $<3 és trivialment certa,
- pera 4=3.

:-M‘[A'J 2_( t)' ) 'z _L f’ _
“'Z“;'g' i’A @ +?ez <£f yAE 2%(5) =

= 7 e SN L el 5 L My
fohes (O (0 macteyyTe Mo cieyd)TR leh & W
+n=3

que, es comprova facilment, déna zero,

S

Com veiem, doncs, les condicions M.R,P. sén satisfetes a 1°aproxima—

: 2 : 2
cié que treballem, independentment de gquins M, , €4 i ‘;zﬂ

(quadrivectors) triem.
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12.~- CONCLUSTIO

Hem desenvolupat acf un métode per a derivar les equacions del moviment
per a una.particula dé prova amb estructura multipolar finita, en un camp
gravitatori i electrnmagnétic..ﬂquest métode ens permet de tractar aproxi-
macions 2q-polars — per valors petits de n - sens necessitat d’un
aparell_tant potent com el desenvolupat per Dixon. Al present treball ens

_ ceﬁtrem_a 1 aproximacid dipolar.

Es fonamental en el nostre métudella utilitzacié dels sistemes de coor-
denades de Fermi lligats a la linia d’univers que representa el moviment
de translacié. Com ja hem vist a 1l’apartat (3.10) les equacions del movi-
ment que hem obtingut estan totalment d“acord amb les equacions que per a

|

cassos particulars del nostre problema Jja es coneixien a la literatura.

Hem obtingut, també, un lagrangid aproximat per a les equacions del mo-

viment de translacié d‘un sistema q‘N COSS0S extensos; carregats i gravi-
tants. Com ja hem vist a 1‘apartat (5.3), aquest estd d“acord amblels que
Ja es coneixien per a cassos particulars del nostre prublema; aquests sdn
eis_lagrangians ée Fock; Barker & 0°Conell, Cho & Hari Dass; Bazafisky i
Breit—Darwin; aléuns dels quals han estat derivats mitjangant métodes de
Teoria Quantica &e Camps.

Cal remarcar que el fet de gque les equacions del moviment de transla-
cid siguin derivables d”un lagrangid depén de quines linies d‘univers {L4&4=L“M

triem per a descriure aguest moviment. Veiem que si definim L“ mitjangant
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la condicié de “centre-de-moviment" — una generalitzacid relativista de
la condicié newtoniana de centre de massa, que definim a 1 apartat (3.6) —
les equécions que s“obtenen no sén derivables d’un lagrangia aproximat.
No nbstant; trobem una condicié per a definir les linies d‘univers L, com
a conseqligncia dexigir 1‘exist@ncia d’un lagrangid per al moviment de
translacié.

Agquesta redefinicid de les linies Q'univers L. ; segons hem comprovat
pnsterinrment, coincideix amb els resultats obtinguts al respecte per Fus-

[4Ilen un esquema totalment diferent.

tero i Verdaguer

Obtenim també 1°equacié d’evolucid del spin per a cada cos en el nos -
tre problema d”N cossos; a la mateixa aprnximacid;

Pel que avui sabem d'Astrufisica; no sembla que la contribucidé electro-
magnética introdueixi correccions relevants; fins i tot en el cas d’un sis-
tema binari de pulsars; En canvi; la perllongacié dels calculs purament
gravitatoris fins a 1‘ordre quadrupnlar; cosa que estem fent actualment,
promet ésser d’aplicacid immediata a 1°astronomia de posicid d“estrelles de
neutrons i altres objectes estelars o galéctics;

Per fi; hem obtingut una generalitzacié de les condicions de la Meca-

nica Relativista Predictiua; en el sentit d“incloure-hi 1‘estructura mul-

tipolar dels cossos.

Hem compruvat; també; que aguestes condicions eren satisfetes per les

equacions (144) i (155) del moviment de translacié i del spin per al
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nostre problema d°N cossos, a 1°aproximacid a la que treballem. Aquestes
equacions sén, per tant, invariants sota el gfup de Poincaré. Aixd genera-
litza el resultat ja ﬁonegut de gue les eguacions de Eazansky; aixi com

les d’Einstein, Infeld & Hoffmann i les de Darwin, sén invariants sota

transformacions de Poincaré a 1‘aproximacié correspnnent!ﬂg]’ taal
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A) LMOLENTS PULTIPCLARS  (Aproximacid  1-PH )

En aquest epéndix escriurem expressions aproximacdes dels moments mul-
tipolars = tant decls KLI(NC) com dels EN(C) — cque ens seran (tils per
a escriure els potencials gravitatori i electromagnétic a 1 aproximacid
1PN,

Donarem directament els resultats, els quals es poden obtenir utilit-

zant les equacions: (34), (s0), (ee), {i05), (112), (136) i (137):

E°='-%;‘ = oW) ; n"—.-‘%‘-‘ = O(4) - (1)
o= 04) ; o= 02 | (2)
s¢=o0w) ; 5° = o(2) (3)
wE = 0(4) , 4> =0) - (4)
wg = _1+§1-‘:° + L35 row (5)
4 = Oe) ; m = O(o) (&)

'3”: = 0(2 ’ 2% =00 (7)
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e’ = ‘1.41‘"‘ + "—l-ei: + 0(3) ’ e°=c+u,° (8)
el = - etai- L el 00 - (9.e)
e = gooto ety + L eN¥uin® 4o (s.b)
m” = m.we® & M° +0oe4) (10.a)

m® — mot + AN L o) (10.b)
ax®
r
- T A - ct
mtee = ot Yy Woat + e 5%0) v O (11.2)
o N m .
mtes = —plad yiel@“s‘ « O3 (11.1)
."\]
M€ = _ e AI“@”"’KSK ro® (11.¢)

T _ _g_-ui_-lﬁoﬂ 5o {Ul‘l‘g\—- Lal)
"ﬁg - m5(1+a0,,*4’f')+ Mo +Me Vs &xo(ﬁsoﬁj

+ .%_ 5!3‘4""?*‘[ M,+_A ‘4p + O(4)
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B c- 3t

e B4 4{D) + & homs - A fT 6+ & Yho v 0

a9

2 o Lw i
. - (4-:'7?‘:){“’-’: regus + £ ok € Ao Wi+ 0B (15)

Les equacions (5), (12), (13), (14) i (15) estan'"renormalitzades".

Aixd vol dir que hem escrit 3R] fr,, en 1loc de T’" i
.}

AF’ 7 és a dir, hem eliminat els termes d’auvto-camp i auto-potencial.
[]
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APENDIX B

Relaci6 entre els MM(C) definits respecte de dues lfinies temporals

properes:

- I , . C I R
Siguin L i L dues lInies temporals i siguin {ji } i {Iﬁ } dos
” ol

z=04.1.%
sistemes de coordenades de Fermi lligats a L i L , respectivanent. Si-

A
gui '.‘_X 5\!:0

wasUn sistema de referéncia qualsevol tal que x° sigui temporal.

De (135.a), tenim:

- 2P (a7
m®3F = A [3\',-— 8?. .u,) mr? (8.1)
n
i, utilitzant la definicié (34), M’ estd relacionat amb els MM(NC) re-

’ !
ferits a ?.. y per:

Loopr 4 [P mtuAT
Lom .P = % ('m MM (.\)
A%= ZT(50s) - 270 ;. Z2°(5s) = 2% (8.2)
L[] -‘- - T - . ) -
D’acord amb (86) i! (64), i utilitzant (B.1,2), tenim:
]

!

= 7|
~M® = uu, A L8 (TP . ) (8.3)

Euidentment; 1’expressié del segon membre no és covariant. Més encara, hi
apareixen contraccions de quantitats que no estan definides al mateix punt.

Utilitzant (136), podem escriure:

u.

Y - Hf . -
ity P’ = (uaij[(uﬁ)(,i & - Hr)+ Loa ‘“f'sduf,ur - (B.4.a)
uﬁ

uﬂ

d ~ o~
- 1‘”‘ FM“ S.{MF]
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.-\-

v

- ~ ~ ~eoy —=V
! m".urn' = M (ui)" - j‘f(i. S "“)ﬂ.-uv

—~

Sf Mo W) — (o) a]*‘wf Sy &

Y Hp: =

o e ~ = WAEY — o~
_ i}[(ue)_u’F a.+ %[u,+a,tuu3) ur,?" i’\:."., &LLP] (B.4.b)

on:  uld = UsM® 1 U€=Uc€ . Les quantitats amb (~) sén definides

al punt %’fga'st).
~'y

Si ara prenem  M=8%=0 tindrem, de (B.4):

vf’iu"Uu = i) - [ = ,T’(Hf’ 3. “p“,«- - ,1«'“.9. ‘S‘d‘&?ur] (B.5.a)

o e | mo - il - S oo~
mte Upby = A (ud)*- % (?;"] ke squu"') Up Uy — (k) ’r]“’ﬂ‘ﬂ"g’ Splhy
= [us Ty (uid)] u},,,.?r-"a(sﬁv‘};i Ge (B.5.b)

Aix{, tenint en compte els resultats de 1l%apéndix A, .-

;ﬁorvuP 4, =0 . .;‘-:-."r"pru, = - ¢"1% ) (vET) +0) (B.6.a)
fat updy = w (U¥)' 0@ : (B.6.10)
SYUY U [-e"f" ‘5’5w"-1?")-m(uﬁ)"d‘] 4+ O4) (8.7)

ue

I, per un canvi de coordenades:

v J 5 - ) L4 ) 3 - v _ \’u W

W= A? Mf = ;l"f M.\ ; a.j. Jd. SoL o |

Mt = g [ e?JK "S"J (VK_'{"’K) " m(uﬁ)"AQ + ﬂﬂL‘T)‘ﬁ) ‘U'eJ 10(4) | (B.8)
M= - L My S
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De la mateixa manera tindrem per al moment dipolar eléctric:

-8T - &_q- J'-_E'g La""l‘_ A‘.‘EF)“P . (8.9)
-y / ! o« ~ ~ ~0 rva —
eor“f‘.-: :(E"; 7 {’vud/'(‘;ﬂv a4 - 7 /dar/‘,(l‘:g)
etu, =0 ; T4 = -eTTrT)ol) (B.10.2)
ﬂl( — 7 J / o o] s~ .
el = g (uil)+ Zf('e"u’“?»?ﬁ F;«.;u,g)a,‘= g(u@)+0l4)  (B.10.b)
P _‘g { ?(u&").al + e‘?jx/gi (v [/'z-c)l 3’ + O4) (B.11)
“D
. ¢ = .‘37.: [?(uf{')d(*, efj-l(/}"_u- (VK_"/"K)) (5;-- (("t(e) +0(%) (8.12:]
o _ / Fii
o= - Loeu

Per f‘i-, en el supdsit de que A!=0(2) — llavors, Vfl?"f-D{B)— tindrem,
comparant (B.8) i (B;%Z):
M= ms?+ 004)

£¢ = ?_-A'l_fof‘f)
- \

et = L Hrow | -~ (8.13)
\

\
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APENDIX C

C.1) Vectors que es poden formar amb jv, ﬂ‘F ;88 M -, E: y Ye :

\U; - yr = ﬂ]“i’.é" 5 Ne = (-{)®*
W:.Pa = ,u:
W:s = 3; s “2; = Hg
w:’ = Pé b) wsas = &
1\]7,15 = ”]AHP M 5y )’a Ss?,

2

ioa a oL g
i els andlegs a ""m' ,ulb i '-.qu , canviant Sg per ea i Ny
i

Els representarem gengricament per WJ‘: . Els que hem explicitat

sén els que apareixen a i_es expressions (193) i (194).

C.2) Escalars:

-\f
e = Ny = JUg . e, = (—sj‘ t
€y = M-4 = Uiy -4 i o = YSe
e = ﬂﬁ SS ' eﬁ = 5‘62,
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- eV
%18 ] L4 Ya %?
== Vol
e?B 7? g %{ )’v ?—t ?F’
y
z

& eve
& = 9Py, ss

i els andlegs a € e €& » %p GSB 5§ eq , canviant %P

per ‘:? , Eb? o l.!‘?. Els representarem genéricament per €.

Tots els productes escalars que apareixen a (C.1) i a (Cn.2], aixi
. .
com el tensor de Levi-Civita, s6n referits a la métrica (184).

C.3) Particularitzacid a un referencial gualsevol:

p\ a " =
Wy = (w; )a.".-.z::z' ’ o (91) Rw By =X
a‘ﬁl‘ = (0,%) , ‘“jf., = S (1,%e) = (4+00@), Uero ()

Vi-v@

W = (-9a-(X3s) + O4), -XA3 +0(3)

w,as = (%- (T,A58) +0(S) 7‘1& A5y + O(«))
-]
‘W‘,j:s = (47, (5435.) ¢+ OC8) , — StASz + ol4))
-]
v _
€ = ~XVs +0B) ; g =
. v : ; — -
€s 5 (794/5) L 0(%) , €0 = - %3

€rap = Sy (T5-V4) +0(4) ’ €c = -S,-5, +0(4)
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. 81‘3 = ‘SB . {?AF;J?"\' o) (q)

eﬂf‘ = 'J-E ' (.'S't:\_‘s';) +0O)

e = chﬁc-(é',a'éz) + OLs)

Agquesta tabla ens permet assignar a cada escalar €, el ndmero natu-

ral: T« = O7d [E,K]

D “aquesta manera , podrem classificar els termes d’una funcid polind-
. a, An ‘
mica qualsevulla: ; = 2 . lvr‘.. “Kn exi e 8 (E.d—a)

segons: {_: 7z -‘ (c.a-b)
)

a, an '
. . C-a"‘
: - Z: bx.-...uc.., B s i Gy ( c)
) a4 AV 8q =S _—
Direm que i 8s la component d’ordre s de la funcié polinﬁmica-.
' )
Es ficil comprovar que, d’acord amb la definicié (7):

OA1f] = mn {seni] | 4o}

!
\

També es demostra trivialment que', per a una funcid polindmica dels

§
l

..\I
AT ) |
(5? B ‘aeg ( £+\'n (C.S]

(s)
El que hem dit aquf és valid també& si canviem *funcié polindmica per

escalars @, , tenim:

*série polinamicaﬁ
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Derivedes:

D‘acord amb les expressions (193) i (194) i la tria gue hem de
F d M) Lyl eV e?‘( . n? v s 2 ? v | .
er de M, (%;uf S2), G (% u,,sg) i }’A(r:u"“n ;Sa) , guan derivem un
vector ﬁ%;'dels enumerats a (C.1) respecte de 7% , obtindrem una nova

combinacié linial dels ng:

durr

= M3 a). wh C.6
e = Mo w (5.8}

I, de manera analoga, per a un escalar @

N Q‘(B) (D.?)

on Mf(a) ; G?K(B) sén séries polindmigques dels escalars €. -
D’acord amb la hipdtesi (2.2-E) i la definicié de drg (184), po-
dem prendre com a regla que la derivacid respecte de Ty d’un escalar €.

dels enumerats a (B;Z] augmenta en una unitat 1°ordre de la magnitud de-

rivada. L“Unica excepcif a aquesta regla sén els escalars:

- - AN |
Ci.ﬂ- N-D i r;’ = 1 ! d‘[‘s ='Y]5ubub+ ySB‘ S;, (C.B)

En consegliéncia:

* VK'—FLD , Ry (8 =o0 , st SLG
s :
% Q. (8) = " ;o Qe - @8 = 79(;4.1) Sw *733'%-3» (c.9)
@)‘D B ()
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Per a la derivacié dels vectors respecte val una regla sem-

blant i, d’acord amb (C.1) i (C.3) tenim:

(c.10)

(
(&)

Ry
t1: (8)

reo =
()
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