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Resum

Aquest treball, aprofundeix la relacié entre alguns conceptes d’Algebra Lineal i la Teoria
de Grafs. Hi ha dos grans blocs: en el primer, tractarem temes basics d’algebra, com sén
els determinants, teoria espectral, forma canonica de Jordan i matrius no negatives, des
de la perspectiva dels grafs, per altra banda, el segon bloc tracta la relacié dels grafs amb
el teorema de Tutte i aborda aquest amb més produnditat estudiant tambe alguna de les
seves conseqiiencies i la seva relacié amb els grafs primers.

Abstract

This project explores in depth into the relationship between some concepts of Linear
Algebra and Graph Theory. There are two main blocks. In the first one, we will deal
with basic topics of algebra, such as: determinants, spectral theory, Jordan’s canonical
form and non-negative matrices. All of them from the perspective of Graphs Theory.
On the other hand, the second block deals with the relationship between graphs and the
theorem of Tutte, and it approaches this last one with more depth. We will also study
some of its consequences and its relationship with the prime graphs.

2020 Mathematics Subject Classification. 05C10, 05C50, 05C90, 15A99
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Capitol 1

Notacidé i conceptes basics

En aquest capitol farem un repas als conceptes basics i la notacié que usarem al llarg del
treball.

e Sigui F un cos, podra ser R el cos dels reals o C el cos dels complexos.

o A = (aij)i<i<m,i<j<n € R™*™ denota una matriu de m files i n columnes amb
coeficients reals.

e Notarem el determinant d’una matriu A com det(A).

e El rang d’una matriu A€ F"*™, és el maxim de files/columnes linealment indepen-
dents. Es a dir, és la dimensié de la submatriu quadrada més gran amb determinant
no nul.

e Anomenarem A’ a la transposada de la matriu A.
e Direm que A€ F"*" és diagonal dominant si |a;;| > 77 4, laijl.

Exemple 1.0.1. La matriu

2 0

5 1] eC®s3 (1.0.1)
0 1

és diagonal dominant.

IF‘TLXTL

e Definirem els valors propis d’'una matriu A€ com les arrels A del polinomi

det(A-AId)=0.

Exemple 1.0.2. Usant la matriu de I’'exemple anterior tenim que det(A-AId)=—\3+
92 — 25\ + 15, les arrels d’aquest polinomi sén A = 4 + 4,4 — i, 1, per tant, seran
els valors propis.

e Definim espectre de A€ F"*" com Spec(A)= {\ tal que det(A-\ Id)= 0}.

Exemple 1.0.3. Seguint de 'exemple anterior tenim que Spec(A)={4+1i,4—1i,1}.

e S, és el conjunt de les permutacions d’ordre n.



e Sigui o una permutacié de m elements

(R Y 02

considerem la matriu identitat Id=(e;;)o<i j<m. P sera matriu permutacié si

o(er)
p=| : (1.0.3)

o(em)
és a dir que cada fila i columna tindra tnicament un 1.

Exemple 1.0.4. La matriu

0 01
1 0 0] RS (1.0.4)
0 10

és de permutacié, en canvi
01 1
1 0] e R (1.0.5)
010

no ho és, ja que la primera fila i la segona columna tenen dos valors no nuls.

e 0,1 son les deltes de Kronecker, la funcié valdra §; = 1 si ¢ = k£ i 0 altrament.

e Denotarem G=(V,E) a un graf. V sera el conjunt dels seus veértexs i E representara
les unions entre ells, és a dir les arestes.

Exemple 1.0.5. La segiient figura és un graf :

0lo
o0
)

G= {V,E} on el conjunt de vertexs és V= {1,2,3,4,5} i el conjunt d’arestes és
E= {<17 1)7 (174)7 (27 4)7 (374)} = {(17 1)7 (47 1)7 (47 2)) (47 3)}

e Anomenarem ordre d’un vertex, en un graf, a la quantitat d’arestes incidents en
aquest.

Exemple 1.0.6. Mirant el graf de 'exemple anterior tenim : el vértex 4 té ordre
3, el vertex 1 té ordre 2, els vertexs 2 i 3 tenen ordre 1 i el vertex 5 té ordre 0.

e Direm que un graf és dirigit o un digraf D si les arestes tenen una orientacio.



Exemple 1.0.7. Afegint orientacié a les arestes del graf anterior obtenim un graf
dirigit:

0lo
o0
)

observem que a ’afegir sentit a les arestes canvia ’ordre dels vertexs, ara tindrem
que: el vertex 1 té ordre 2, els vertexs 2 i 4 tenen ordre 1 i els vertexs 3 i 5 tenen
ordre 0.

Un factor d’un graf G, és un subgraf on tots els vertexs tenen el mateix ordre.

Exemple 1.0.8. Per exemple, donat:

H—0O—0

un factor d’aquest podria ser subgraf format pels vertexs 1,2,3.

Un graf bipartit, és aquell en que podem separar els vertexs en dos conjunts
disjunts, tals que, les arestes només poden unir un vertex d’un conjunt a laltre.

Exemple 1.0.9. Tenim dos conjunts de vertexs Vi = {1,2} i Vo = {3,4}

0O
020

Direm que un graf és ponderat, si les arestes tenen un valor que anomenarem pes
associat.

Exemple 1.0.10. Per exemple, en el cas anterior afegint pesos obtenim el graf
ponderat:




e Un cami en un graf, és una seqiiencia de vertexs connectats mitjancant una aresta
entre cada vertex i el segiient. Sera un cami dirigit si el graf és dirigit.

Exemple 1.0.11. Un cami d’1 a 4 seria per exemple 'aresta (1,4) :

si el graf fos dirigit com a la segiient imatge, un cami d’1 a 4 seria (1,3),(2,3) i (2,4):

o%0,
020

e G és un graf connex si existeixen camins entre qualsevol parella de vertexs.

Exemple 1.0.12. Un exemple de graf connex es correspondria a la segiient figura :
un graf connex dirigit seria:

e Un graf G és fortament connex si entre dos vertexs qualssevol existeix un cami
en els dos sentits.

Exemple 1.0.13. El segiient graf és fortament connex:

&

e Un cicle de G és un cami tancat. Si G no té cicles, direm que és aciclic.

Exemple 1.0.14. El segiient graf té un cicle {1,2,3}

&

en canvi,



()

no té cap cicle.

Un passeig de G és una seqiiéncia finita de vertexs, (vi,...,vx), tal que, entre
(vi, vi+1) hi ha una aresta per i=1,....k-1.

Exemple 1.0.15. El segiient graf:

R

té un passeig passant vertex 1 — vertex 3 —» vertex 1 — vertex 2 — vertex 3.

Un graf complet, és un graf on cada parella de vertexs esta connectada per una
aresta.

Exemple 1.0.16. Sigui

NN
A

és un graf complet.

Un graf pla, és un graf que es pot dibuixar en el pla, sense que les seves arestes
s’intersequin.

Exemple 1.0.17. Tots els grafs dels exemples utilitzats fins ara sén plans.

Un emparellament d’un graf és un conjunt M format per les arestes d’un graf que
no tenen vertexs en comul.

Exemple 1.0.18. Sigui el graf

:3: \4/ i5)

un possible emparellament seria:




e Una matriu d’adjacéncia, A, d’un graf G4 és aquella que assigna a cada aresta
del graf un pes d’1.

Exemple 1.0.19. Considerem el graf de ’exemple anterior:

la seva matriu d’adjacencia sera :

(1.0.6)

SO = = O
== O O =
o= O O
— O = = O
O = O = O



Capitol 2

Introduccio

El projecte

Aquest treball pretén estudiar la relacié simbiotica entre I’Algebra Lineal i la Teoria de
Grafs, usant com a referéncia inicial I’article de Richard A. Brualdi [4].

Els grafs, ens son d’utilitat per aclarir conceptes algebraics. El vincle entre les dues teories
és un fet, ja que els grafs es poden expressar com a diferents tipus de matrius i aquestes
sén basiques per I’Algebra Lineal.

Usant aquesta relacid, aprofundirem especialment, en com intervenen els grafs a ’estudi
de diferents arees de ’algebra lineal com seran: els determinants, la forma canonica de
Jordan, teoria de matrius no negatives i la teoria espectral.

Partint d’aquests conceptes, i exposant breument el Teorema de Konig, arribarem al Te-
orema de Tutte. Aquest permet calcular els emparellaments perfectes o 1-factors d’un
graf i és una generalitzacié del teorema de Konig, ja que aquest només és valid per grafs
bipartits.

Estructura de la Memédria

Aquesta memoria esta dividida en diferents capitols. El primer i previ a aquesta secci
és un repas elemental sobre la relacio entre els grafs i els conceptes sobre matrius i grafs.
A continuacid, ens trobarem la introduccié (capitol 2) que conté una seccié (2.1) de
conceptes basics 1 notacié. Servira per donar una primera ullada a la relacié entre grafs i
algebra lineal, ja que, estudiara com es relacionen conceptes basics de la Teoria de Matrius
a la de Grafs i viceversa.

En el capitol 3, estudiarem el cas particular de les matrius no negatives i la seva relacié amb
els grafs. En aquest, descobrim resultats com el teorema de Perron-Frobenius (Teorema
3.0.10) o el de Kellog-Stephens (Teorema 3.0.11).

El capitol 4, esta dedicat a veure com simplifiquen els grafs la cerca de valors propis, i
veurem una versié del teorema de Gerschgorin per grafs (Corolari 4.0.11).

Finalment, en el capitol 5, fem una petita introduccié i demostracio del teorema de Tutte,
partint del teorema de Konig i explicant la seva relacié tant amb grafs com amb els
determinants.
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2.1 Algebra lineal basica i Grafs

La relacié més immediata, és dona entre els grafs i les matrius, perque els grafs es poden
expressar en matrius de diferents maneres. Aixo els converteix en una eina molt intuiti-
va per facilitar raonaments algebraics, per exemple, permeten simplificar demostracions
traient-ne subindex i beneficiant aix{i al lector d’aquestes, que es pot centrar en les idees
subjacents.

Donada
aip a2 - Qlp
a1 G2 -+ G2p
A= . . .| e R™? (2.1.1)
aAml Am2 *°° QAmn

I1.%,={1,..,m} 1%, ={1,..,n}, considerem la funcié
f: 4.x%, — €
tal que f(i,j)=a;;, aleshores podem veure ker(f) ={(4,7), f(¢,j) = 0} com un subgraf del
graf bipartit K, , . Cada vertex del primer conjunt, esta unit per una aresta a un del

segon si no pertany al nucli. D’aqui deduim, que els elements del nucli sén arestes i ales-
hores podem pensar aquest com l'arbre d’expansié bipartit de K, .

Exemple 2.1.1. Considerem la matriu :
11
A=1[1 1] erR®3 (2.1.2)
11

Podem veure-la de dues maneres : com un subgraf de G4=K3 2 tal que (i,j) arestes si el
terme a;; de la matriu és diferent de 0.

00
o
0,9

O

Tenim els conjunts % = {1,2,3} i £ = {1, 2}, i la matriu equival a un graf bipartit.
També podem veure la matriu com el segiient graf ponderat.

e
o5
v
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Per altra banda, el complementari del nucli, ker(f) = Ky, - ker(f), localitza els
elements a;; # 0 de la matriu. Aleshores, es pot interpretar com un graf ponderat
bipartit.

Considerem dos casos particulars :

e Cas matriu quadrada (m=n): Es a dir Ae R" ", Anomenarem arcs a les arestes

formades per parells de vertexs ordenats, incloent els bucles. En aquest cas, el nucli
determina la posicié dels zeros de la matriu i el complementari els elements no nuls.

Exemple 2.1.2. Sigui la matriu

1 1 3
A=10 2 1| ecR¥>3 (2.1.3)
10

que representa el graf G4

Tenim el conjunt d’arcs {(1,1),(1,2),(1,3),(2,2),(2,3),(3,1),(3,2)}, aleshores el
nucli és ker(f)={(2,1),(3,3)}, que indica la posicié dels elements nuls en A, en
canvi, ker(f) = {(1,1),(1,2),(1,3),(2,2),(2,3),(3,1),(3,2)} indica els no nuls.

o Cas matriu simetrica (A = A?) : En aquest cas, tenim un graf complet amb vertexs a
%, Panomenarem K. D’aquesta manera tenim que ker(f) és un arbre d’expansi6
ponderat.

Exemple 2.1.3. Prenem la segiient matriu simetrica

0 1 1 2
{0 -1 4 Axd
A= 1 -1 0 3 eR (2.1.4)
2 4 3 0

Amb graf complet G4
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El nucli sera ker(f)={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4)} i el seu complementari ker(f) =
)

Recapitulant, tenim :

e Matriu rectangular — graf bipartit ponderat.
e Matriu quadrada — graf dirigit ponderat.
e Matriu quadrada simetrica — graf ponderat.

Observaci6 2.1.4. Si considerem dues matrius rectangulars A,B€ R™*™ i el seus grafs
dirigits associats D4 i Dp amb m+n vertexs. Podem observar, que els seus grafs ens
permeten explicar la suma entre matrius i el producte d’una matriu per un escalar, ja que
A+B tindra el graf D 44 g que surt de sumar els pesos de les arestes de D4 i Dp i seguint
el mateix raonament si tenim r € Z constant, el graf de rA és rD 4.

Es facil veure que els grafs també serveixen per calcular el producte de matrius.

Definici6 2.1.5. La concatenacié de dos grafs, D4 i D, associats a A€ R™*™ | Be R"*™
es defineiz com el graf, Dao*Dpg, format per la unid dels n vértexs corresponent a les
columnes de A amb els vértexs de les files de B.

Exemple 2.1.6. Siguin,

el graf D4*Dp sera

Teorema 2.1.7. [6, Theorem 1, p.69] El terme en la posicié (i,j) de la matriu AB és
igual a la suma dels pesos dels diferents camins de Dy *Dg on i€Dy i el jeDpg.

Demostracié. Cada cami format per dues arestes entre els vertexs i,j passa per un
Unic vertex k. Per definicid, el pes del cami és el producte dels pesos dels seus arcs, que
sén a;p i b;;, tal com voliem.
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Exemple 2.1.8. Seguint de 'Exemple 3.6 tenim que

AB:GSE@ (2.1.5)

mirant el graf podem veure que

® a11: en aquest cas tenim dos camins diferents que porten del vertex 1 de Dy al 1
de Dp, aleshores sumant els pesos d’aquests obtenim a;; =1-2+2-4 = 10.

e ajy: en aquest cas Unicament tenim un cami, aleshores ajo =2 - (—1) = —2.
® a91: seguint el procediment previ ag; =3 -4 =12

® agy: en aquest cas agg =3 (—1) 4+ (—1)-(-2) = -1

Els grafs permeten demostrar, de forma molt trivial, diferents propietats del producte
de matrius, per exemple :

e Si P, P, € R s6n dues matrius de permutacié, aleshores Py P, també ho és.

e Si Diagy, Diago € R™ ™ matrius diagonals, aleshores el producte Diagy Diags també
ho és.

e Si T1, Ty € R™™ matrius triangular, aleshores el producte 1775 també ho és.

Les matrius venen determinades basicament per dos conceptes clau, els rangs i els valors
)
propis. La dependeéncia d’aquests, es pot veure a la taula que es troba a continuacié:

Rang Valors propis
Matrius no singulars i inverses Matriu definida positiva
Resolutivitat de Ax = b Norma matricial
Formes canoniques (Factoritzacié LU, | Formes canoniques ( Diagonal, Jordan,
escalonat per files ...) factoritacié QR ...)

Podem obtenir el rang i els valors propis en funcié dels determinants.
Recordem que donada A= (a;;) € R"*", es defineix el determinant de A com :

det(A)= > cs, Sign(0)ai,(1)--Uno(n)
on o € S, és una permutacié d’ordre n.

Exemple 2.1.9. Sigui

_ (1 2 nxn
A_@ QER (2.1.6)

té un conjunt de permutacions S, = {01,02} on o1 = {(1,1),(2,2)} i o2 = {(1,2),(2,1)}.
Aleshores tindra determinant:

det(A): (1)&11&22 + (—1)&12&21 =1-4-2-3=-2

Aquesta férmula es pot representar en termes de grafs bipartits ponderats i grafs
dirigits ponderats.
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2.1.1 Determinants i grafs bipartits ponderats

En aquesta seccid, estudiarem com expressar la forma prévia en termes de grafs bipartits
ponderats i també veurem com afecten les propietats d’aquests a les dels determinants.

Definicié 2.1.10. Considerem el graf complet K,, llavors, donada o € Sy, definim un
1-factor F, com el conjunt:

F,={(1,0(1)),...,(n,0(n))}.

També es podra anomenar emparellament perfecte, ja que, té tots els vertexs del graf son
incidents a una unica aresta de l’emparellament.

Observacié 2.1.11. Perque existeixi un 1-factor, o emparellament perfecte, el conjunt
de vertexs del graf ha de tenir cardinal parell.

Definici6 2.1.12. El pes de F, es defineix com :
wt(Fy )=(sign(o))-(Producte dels pesos de les arestes de F,)

Aleshores:

det(A) = X p cz WH(Fy) on F, = {F5,0 € Sy}

Exemple 2.1.13. Donada la matriu:

(2 1 2%2
A_<_1 3>6R (2.1.7)

Fo ={(1,1),(2,2)} U{(1,2),(2,1)}.
Els pesos associats a cada 1-factor sén :

° wt({(l, 1), (2,2)}) = (1)(041 . agz) =2-3=6
o wi({(1,2),(2,1)}) = (-1)(a12-a21) = (1) - (-1)-1=1

Aleshores det(A) = wt(F2) =6+1=717.

2.1.2 Determinants i grafs dirigits ponderats
En aquesta seccié estudiarem com expressar el determinant a partir dels grafs dirigits
ponderats i com aquests afecten les propietats del determinant.

Seguint amb la notacié anterior, ara definim F, com el conjunt de parelles d’arestes d’un
graf dirigit complet.

Definicié 2.1.14. El pes d’un cicle v es defineix com:
wt (v)=-(producte dels pesos de les arestes de )
i el pes d’un 1-Factor, wt(F,) = [ cp wt(7), aleshores:

wt(F,) =(—1)"sign(o) (producte pesos de F)
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1 per tant:

det(A) = (—1)"wt (Fy, ).
Exemple 2.1.15. Si prenem el graf

amb matriu

A= e R3*3 (2.1.8)

010
0 01
1 0 2

Sabem que det(A)=1. Calculem els pesos dels cicles, per comprovar si es compleix det(A)
= (—1)"wt(F,). Observem que, en aquest cas, tenim dos cicles :

e Un bucle en el tercer vertex. Per definicié, en aquest cas Fi, = {(3,3)} i wt(Fy)=-2.
e Un cicle de vertex 1 — veértex 2 — vertex 3. Aleshores el nostre conjunt sera :
F, ={(1,2),(2,3),(3,1)} i wt(Fy)=1.
Ajuntant-ho tot obtenim det(A)=(-1)(-2+1)=1, tal com voliem veure.

Els grafs, també ens permeten demostrar els canvis en el determinant, produits a partir
d’operacions elementals sobre la matriu. Recordem la definicié de factor.

Definicié 2.1.16. Un factor d’un graf G, és un subgraf on tots els vértexs tenen el mateix
ordre, és a dir, que hi incideixen el mateiz nombre d’arestes.

Exemple 2.1.17. Sigui el graf :

dos exemples d’un factor d’ordre 1 de D podrien ser :
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i el subgraf :

Teorema 2.1.18. [6, Theorem 4, p.72) Sigui A= (a;j)i<ij<n € R™*™ i A € R. Definim

ail ai2 e A1n
B=1|Xa;1 Xaip -+ Aap | € R™X™ (2.1.9)
an1 an2 -+ Qnp

C és A fent una permutacio de la fila i-ésima i la fila j-ésima, i

ail ai2 Tt Aln
a;1 + a1 a2+ aje o Qip + Qjp
E= : : : e R™" (2.1.10)
aj1 ajo e ajn
anl An?2 te Ann

aleshores det(B)=Adet(A), det(C)=-det(A) i det(E)=det(A).
Demostracié.

o det(B)=Adet(A):

— Dp s’obté de multiplicar per A tota aresta que surti del vertex i de D4. Ales-
hores, F és un factor de A si i només si ho és de B. El grau de sortida de
cada vertex del factor és 1. Tots els pesos dels factors de Dy i Dp excepte
un sén iguals, el diferent, és el que esta multiplicat per A\. Aquest pes en Dp
és A\ vegades el de D 4. Usant la definicié de determinant a partir dels pesos
aconseguirem que det(B))=Adet(A).

o det(C)=-det(A):

— La idea és agafar D4 i moure algunes arestes, ja que, a;; = cji 1 ajx = ci
tenim que D¢ surt de D 4. Estudiem com afecta l'intercanvi de files a un tros
concret del graf, per fer-ho, considerem un factor F, veiem que en fer el canvi
el pes del factor no varia perque:
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% Siiijsén part del mateix cicle: el moviment de les arestes els separa en
dos cicles amb el mateix pes.

% Siiij estan en cicles diferents: fent el moviment d’arestes es combinen
formant un sol cicle del mateix pes.

L’ Gnic que varia és el nombre de cicles augmentant o disminuint en 1 i, per
tant, afecta el signe del determinant, obtenint aixi que det(C)=-det(A).

e det(E)=det(A):

— Sabem que si A té dues files idéntiques i les intercanviem canvia el signe del
determinant, pero no el valor, és a dir que hem de tenir det(A)=0. Anomenem
A’ a la matriu obtinguda d’intercanviar les files i-ésima i j-ésima de A. Un
factor de Dy ho serd també de Dy i D/,. El pes de 'aresta sortint del vertex
i-éssim sera 1'inic diferent en E, tindrem el pes a;; + aj, en A 'aresta valdra
a;; ien A’ aji. Com que el pes en E és la suma dels de A i A’ sumant tots els
factors aconseguim det(E)=det(A)+det(A’)=det(A).

Dos exemples classics de 1'is de la Teoria de Grafs en la Teoria de Matrius serien:

Exemple 2.1.19. [4, example 1, p.73] Sigui Ae C™" no singular. Existeixen P i Q
matrius de permutacié d’ordre n ,tals que, PAQ és una matriu triangular inferior si i
només si en el graf bipartit ponderat associat a A i hi ha un tnic 1-factor amb pes no nul.

Exemple 2.1.20. [4, example 2, p.73] Sigui

0 T 0 0
0 0 rp -~ 0
A=+ + + -~ | RV (2.1.11)
0 0 0 o1
m 0 0 0

pel teorema de Gersgorin, sabem que cada valor propi A de A satisfa |A| < max{ry,...,r,}
perd det(Al — A) = A" + (—rq72...7,) On —717r9...1, es el pes de 'inic 1-factor no nul del
graf dirigit assocciat a A. Per tant, |\| = /r1..7,

2.1.3 Forma Canonica de Jordan i Grafs

Un resultat molt important de I’Algebra Lineal és la forma canonica de Jordan d’una
matriu. La connexié entre els grafs i la forma canonica de Jordan va ser estudiada per
Brualdi [3]. Va demostrar 'existéncia de la forma canonica de Jordan d’una matriu
Ae C™™ usant grafs dirigits.

Definicié 2.1.21. Direm que Ac C™*"™ és similar a Be C™*", i ho notarem A~B, si
existeir una matriu SE C™™ invertible tal que B= S~1AS.

Exemple 2.1.22. Siguin:

_13 2%X2
A_Q QEC (2.1.12)
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B = (g D € C**? (2.1.13)
sén matrius similars, ja que existeix
S = G ?) € C**2 (2.1.14)

tal que
2 1\ (% 0\(/1 3\/3 0
0 1) \F 1)\0 2)\1 1

Teorema 2.1.23. (Teorema de Jacobi) |3, Teorema 1, p.259 | Tota matriu Ac C™*"
és similar a una matriu triangular superior Te C**™. Els valors de la diagonal de T es
corresponen als valors propis de A. T es pot triar perqué els valors quedin ordenats en un
ordre especific.

Exemple 2.1.24. Siguin

(1 3 2%2 (21 2%2
A_(O 2)6@ B_<0 1>€(C

B triangular superior, son similars, ja que existeix

1 2

) L G ) [ o

per tant, A és similar a B triangular superior.

C= (1 1) € C?x2 (2.1.15)

tal que

Observem que, usant la permutacié de files i columnes, podem expressar T com una
suma de matrius triangulars amb diagonal constant, és a dir que cada matriu tindra un
Unic valor propi al qual anomenarem invariant de Jordan.

Aix0 ens permet veure que una matriu triangular amb la diagonal nul-la és equivalent a
un graf dirigit aciclic, i que el graf associat a un bloc de Jordan és un cami.

Teorema 2.1.25. (Teorema de Jacobi Versié grafs) [3, p.260 | Tota matriu Ac
Cr*™ és similar a una matriu BE C™*™ amb graf associat aciclic.

Exemple 2.1.26. Tenim la matriu

_ 13 2X2 _ 2 1 2X2
A_<0 2>6R B_<0 1>6R

i B es pot interpretar com el segiient graf sense cicles

2

@y
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La demostracié del Teorema de Jacobi es pot resumir en tres passos:

e Podem transformar tota matriu en una triangular superior.

e Reduir al cas on tots els valors propis de la matriu triangular superior valen el
mateix.

e Usar induccié per transformar la matriu anterior en la forma canonica de Jordan.

Definim un subconjunt ¢ (A) induit pels blocs de Jordan, és a dir que si J una matriu
de Jordan amb 4 blocs de dimensions 3,2,2,1 dels valors propis de A, aleshores ¢ (A) és

el segiient digraf:
i i O

Teorema 2.1.27. (Enunciat combinatori de la forma Canodnica de Jordan) |3,
Theorem 1.2, p.10] Sigui A R™*™ és similar a una forma de Jordan J. J té ¢ (A) com a
digraf associat, és a dir, una col-leccio de camins disjunts de parelles de vertexs, on cada
cami esta associat exactament a un valor propi.

Definici6 2.1.28. Anomenarem index d’un valor propi X al menor k enter positiu tal que
rg(A — XI)* =rg(A — AI)F+1,

Proposicié 2.1.29. [4, p.79] L’index del valor propi p és igual a la longitud de la cadena
més llarga del conjunt # (A).

Observacié 2.1.30. S’ha vist que no hi ha una relacié concreta entre els grafs dirigits i
les matrius amb diagonal principal constant de Jordan.

Exemple 2.1.31. Siguin

011 0 0110
10 0 0 -1 x4 » |0 0 0 1 AxA
A=lo 00 1 |€C 5 B=(0 0 0 1]|€C
000 O 00 0O
les dues matrius tenen el digraf :
pero, calculant les seves formes de Jordan
01 00 0 00O
10 0 0 O Axd [0 0 1 0 Axd
Ja=10 00 1|€C 7 B=o 00 1]|€C
00 0O 0 00O

obtenim que sén diferents.



Capitol 3

Matrius no negatives

Les matrius no negatives tenen unes propietats molt particulars [9]. En aquest capitol es-
tudiarem com afecta que una matriu sigui no negativa a la teoria de grafs i a les propietats
d’aquests.

Definicié 3.0.1. Direm que una matriu A= (a;;)1<i<m.1<j<n € R™*™ és no negativa si
7)1<i<m,1<5<
ai; 2> 0.

Exemple 3.0.2. La segiient matriu és no negativa :

(3 ? é)eRm (3.0.1)

Definicié 3.0.3. A€ R™ "™ és reduible si existeix una matriv permutacié P€ R™™ tal
que:

Ay A
T _ 11 12
PTAP = < 0 A22> (3.0.2)

Equivalentment, A reduible si el conjunt {1,..,n} es pot partir en dos subconjunts disjunts
no buits:

{i1, s iu} 1 {1,y o} ORU+V=n
tals que:

Qinjs =0 on =1, eousB=1,..,0v

Si P no existeir aleshores, direm que, A €s irreductible.

Observacié 3.0.4. La definicid anterior es pot veure amb ajuda dels grafs dirigits. Si
pensem cada matriu com un graf D4 amb n vertexs, on i,j vertexs es connecten si a;; > 0.
Llavors A és irreductible si i només si tota parella de vertexs de D 4 es pot unir mitjancant
un cami.

Exemple 3.0.5. La matriu

A= (3.0.3)

W N =
N I en)

0

3

6

és reduible, ja que, podem separar el conjunt {1,2,3} en {1,2} i {3} subconjunts disjunts
tals que a3 = a2 = 0.

Amb I’Observacié 3.0.4 veiem que A té associat el graf dirigit :

18
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En el que, es veu clarament que, no hi ha un cami del vertex 1 als vertexs 2 o 3.
En canvi :

1
B=10
)

D W N

0
4 (3.0.4)
7

és irreductible, ja que, aj3 = ag1 = 0 i, per tant, no podem separar {1,2,3} en dos
subconjunts complementaris no buits. Vist en termes de grafs dirigits, tenim que té el
segiient associat:

en el qual, si hi ha un cami entre qualsevol parella de vertexs.

Dos resultats importants, lligats a aquests conceptes, sén :

Teorema 3.0.6. [9, Teorema 3.2, p.9] Sigui A € R™"™ wuna matriu no negativa. Sigui

ke Z, k>0, definim AF = (agf))1§i§n71§j§n. Aleshores az(?) # 0 si, i només si hi ha un

passeig de longitud k del vertex i al j en el graf dirigit D4 associat a la matriu A.
Demostracié. Usarem induccié sobre k:

e Cas k=1 : Trivial.

e Cas d’induccié:
Suposem que hi ha un dnic passeig de longitud &k + 1, (4, ..., px,j), entre dos
vertexs (i,7) € V x V de Dy i volem veure que ag.ﬁl) # 0 .La hipotesi d’induccié
ens diu que hi ha un passeig, (i, ...,px), de longitud k de i a py i agf) £ 0.

Sigui AF = (az(f)), llavors AF+! = (agﬁl)) onaz(?ﬂ) =2, ag;)apj, perd per hipotesi

d’induccio agj) > 01 ap; > 01, per tant, az(;?ﬂ) £0.
Ara suposem az(»?H) # 0. Aleshores ok — > ag;)apj >0, i Ela(k)apj > 0,

1) ip
(k)

aixo es donara Unicament si a;,’ > 01iap; >0, llavors per hipotesi d’induccié hi ha
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un passeig de longitud k, de i a p en D, i com que (p,j) és una aresta en D 4 existeix
un passeig de longitud k£ + 1 de i a j.

O
Exemple 3.0.7. Donada la segiient matriu no negativa
_ 11 2%X2
A= (0 1) eR (3.0.5)
tenim que la seva potencia k-ésima és
AF = <(1) ’f) € R?*2 (3.0.6)

i si k#£0 ambdues tenen graf associat D 4

O—@

Aleshores:

° aﬁ) =1 7# 01 hi ha un passeig vertex 1 —j_yegades vertex 1 usant el bucle.

k . .
e En el cas a§2) tenim diversos casos:

logitud k=0 : En aquest cas tindrem que A°=Id i tindrem el graf

ONcE

que no té cap aresta entre els dos vertexs i, per tant, a;5 = 0.

longitud k=1 : 1"inic passeig possible seria vertex 1 — vertex 1.

longitud k=2 : En aquest cas agafariem el passeig: vertex 1 — vertex 1 —
vertex 2.

— longitud k> 2 Farem el passeig: vertex 1 — vertex 2 —_1yegades vertex 2.
° agi) = 0 del vertex 2 al vertex 1 no hi ha cap passeig de dimensié k possible si k és
parell.

(k) (k)
1

® a5, =17 0 Aquest cas sera analeg al ay;’, és a dir, recorrerem el bucle k-vegades.

Teorema 3.0.8. [9, Teorema 3.1, p.9 ] Direm que A€ R™ ™ una matriu no negativa, és
irreductible si i només si el seu graf dirigit associat, Dy = (V, E), és fortament connez,
€s a dir que, per a qualsevol parella de vertexs diferents existeix un cami que els connecta.

Demostracio. Suposem que A és una matriu reduible, és a dir que podem escriure:

PAP — (AOH ﬁ;z) (3.0.7)
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on Aj; € Rkxk (1<k<n-—1)ipeR™™™ és una matriu de permutacio.

A més, el graf de PAP? s’obté de reordenar els nodes de A i, per tant, no afecta que sigui
o no fortament connex.

Agafant qualsevol cami amb origen en vertex i, llavors a;; # 0. Aleshores sera possible
fer una connexié de i a j dnicament si j > k. Fent recursivament el raonament, es veu
que no existeix cap cami de (i,j) amb i > ki j < k, i per tant, el graf no és fortament
connex. Aleshores tal com voliem veure si A reduible D 4 no és fortament connex.
Conseqiiencia del Teorema 4.6.

Exemple 3.0.9. Seguint amb I’Exemple 3.0.7 és facil veure que D 4

O

és fortament connex i A és irreductible, ja que, tota parella de vertexs es pot unir per un
cami.

En matrius no negatives, algunes propietats espectrals depenen tinicament de la posi-
ci6 dels elements no nuls, és a dir, depenen del digraf ponderat associat.

Els segiients resultats, demostren la forta influéncia que té el digraf d’una matriu no
negativa A, sobre les seves propietats espectrals. Per fer-ho, necessitarem dues definicions
previes:

Definicié 3.0.10. Recordem que definim Spec(A) com el conjunt de valors propis de la
matriv A, direm que el seu radi espectral p és el valor propi amb modul més gran, €s a
dir p =radi espectral de A= max{|\|,\ € Spec(A)}.

Definicié 3.0.11. Direm que A és matriu primitiva, si és no negativa, tal que per un k
positiu A¥ té tots els termes positius.

e Un resultat molt important, és el segiient teorema :

Teorema 3.0.12. [Teorema de Perron-Frobenius per a matrius irreductibles]
Sigui X €Spec(A) tal que |\ = p, és a dir, és valor propi de modul mazim aleshores

p €Spec(A).

o #{X eSpec(A) / || = p} =med(llargades de Dy).

e Sigui A matriu primitiva, aquest k és el més petit tal que per totes les parelles
ordenades de vertexs hi ha un cami de llargada p.

Sigui A€ R™ "™ amb radi espectral p i graf dirigit associat D 4. Sigui m la longitud del
circuit de D4 més llarg.
Donat el conjunt de matrius no negatives, My,(G), amb radi espectral p. El problema
principal és determinar el conjunt de tots els valors propis possibles. Kellog i Stephens
van trobar el segiient resultat :
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Teorema 3.0.13. (Teorema de Kellogg i Stephens) [11, Teorema 1, p.180 ] Sigui
Ae R™™ una matriu no negativa, irreductible, amb graf associat D4 i radi espectral p.
Sigui m la longitud del cicle dirigit més llarg de Ga. Aleshores si:

e m = 2: tots els valors propis de A son reals.

e m > 2: qualsevol A = u + iv €Spec(A) satisfa:
u+ [vltan() < p

Demostracio (Idea). Poder demostrar el teorema de Kellogg i Stephens suposarem
que p = 11 A matriu irreductible, a més a més necessitem els segiients resultats previs.

Sigui A = u+4v un valor propi, no real de A, amb vector propi associat z= (z1, ..., zn ).
Sempre suposarem v > 0, és a dir, arg(\) € (0,7). Definim | com la linia de A a x\, amb
x € Cix # 0, que divideix el pla complex. Anomenarem on H (x, A) al semipla tancat
creat per 1 que no conté 1’origen.

A partir d’aqui, definirem conceptes necessaris per a la demostracié.

Definicié 3.0.14. Direm que un graf dirigit, D, és A\ — aresta, si z; # 0, zr # z; 1
zi € H(zk, A). Un A — cami o \ — circuit, és un camd o circuit format per \ — arestes.

Exemple 3.0.15. Sigui la matriu

A= <§ ;) (3.0.8)

amb Dy

és A\—aresta, ja que, A = v/3 + 2 un valor propi amb vector propi z = (?, 1).

El segiient lema ens servira per garantir que existeixen les A—arestes necessaries.

Lema 3.0.16. [11, Lemma 1, p.181] Sigui z= (21, ..., zn) vector propi de X valor propi,
de Ac C™™", si z; # 0 aleshores existeix una k tal que (j,k) és una A—aresta.

Demostracié. Com que treballem amb A €Spec(A), podem escriure:

Zj ajiz = Azj
Suposem que per algun valor de 1 tenim aj; # 0 amb z; ¢L(2;, A). Aleshores, per convexitat
ha d’existir un k, tal que, aj, # 0 amb 2, € H°(z;,A) i (j,k) és una A — aresta.

Com que podem fer aquest procediment per tot valor de 1 tal que a;; # 0, aleshores sempre
tindrem una A\ — aresta tal com voliem.

O

El segiient resultat ens servira per demostrar el teorema en el cas m>2.
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Lema 3.0.17. [11, Lemma 2, p.181] Sigui v; € (0,m) amb 1 <i <k i =k"1Y ().
Aleshores

[T, sin(vs) < (sin(y))*.

La igualtat, es donara dnicament si Y1 = ... = Y, =

Demostracié. Definim {(1)1, ..., ;) = Hj sin(1);), s’anul-lara per ¢; = 0, 7. El maxim
de la funcié s’assolira en 1b; € (0,7). Aleshores, [[; sin(1;) < (sin())¥.

O

Donat £ # 0, anomenarem L(&, \) la recta entre £ i A{. Aquesta divideix el pla complex
en dues meitats, una de les quals conté l'origen. Anomenarem H(&, \) el semipla tancat
que inclou l'origen.

Del Lema 3.0.17 en podem deduir:

Lema 3.0.18. [11, Lemma 3, p.181] Siguin i1, ...,ij els vertexs d’un A\—circuit de Dy,
aleshores:

u+ Jvtan(f) <1

Observacié 3.0.19. Si és dona la igualtat tindrem que z;,, ..., 2;, , de z=(21, ..., 2,), seran
els vertexs d’un poligon regular de k costats, centrat en 'origen i amb els vertexs ordenats
en sentit antihorari.

Observacié6 3.0.20. Sense perdua de generalitat es pot suposar que A = (a;j)1<i<m,1<j<n €
R™*™ ég estocastica per files, és a dir, és una matriu quadrada on els seus elements sén
probabilitats de tal manera que la suma de tots els valors d’una fila déna 1.

Vist aix0, ja podem demostrar el cas m > 2 del Teorema de Kellogg i Stephens.
Demostracié. (Del teorema 3.1.10) Cas m>2 : Sigui A = u + v, v > 0 un valor propi,
no real de A, amb vector propi z = (z1,...,2,) 1 algun z; # 0. Pel lema 3.1.12, podem
trobar un A—camdi 7,41, ... de G. Continuant-lo, trobarem un A—circuit i1, ..., i, i com que
k<m aplicant el lema 3.1.13 obtindriem el resultat.

O
Exemple 3.0.21. Sigui

1
A=10
1

O =

0
1] e R3S (3.0.9)
1

matriu no negativa irreductible amb graf associat

Q
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El seu cicle de longitud més llarga seria ell mateix, és a dir m=6> 2. La matriu té valors
propis A\ =1, Ay = %(1 +iv3) i A3 = %(1 —i4/3) i radi espectral p = 1 es satisfa :

e Per \; =1
1+|0[tan(g) <1
e Per Ao =1(1+4v3) i3 =12(1-1iV3)
3+ itan(§) = 5 + 125 ~ 0933013 < 1
Observacié 3.0.22.

e Quan m decreix, la inequacio restringeix la regié dels valors propis complexos de A.

e Com a cas particular, tenim que els valors propis d’una matriu tridiagonal no ne-
gativa sén reals.



Capitol 4
Valors propis i grafs dirigits

En aquesta seccié veurem com el graf dirigit associat a una matriu, A€ C"*", pot donar
informacié sobre el seu espectre. Per estudiar-ho, usarem resultats com el teorema de
Gerschgorin o el de Lévy-Deplanques i la relacié d’aquests amb la teoria de grafs.

Teorema 4.0.1. (Teorema de Gerschgorin, 1931) [4, p.80] Sigui la matriu A=
(@ij)1<i<ni<j<n € C"*". Per k=1,...,n definim el radi dels discs de Gerschgorin com:

Tk = 2z lakj| € RT

€s a dir, és la suma dels moduls dels elements de la fila k-éssima fora de la diagonal de
A. Aleshores, per tot X € Spec(A) tenim que X\ € Ug—1Dy on:

Dy ={z € C tal que |z — agi| < ri} (k=1,...,n)
Direm que Up—1Dy =G(A) és la regid de Gerschgorin.

Demostracié. Sigui A € Spec(A) i v = (v1,...,v,) un vector propi associat, és a dir
Av =AM\ . Sigui k, tal que |vg| > |v;| Vi. Aleshores:

Av = M) = [Av]p = 377 akjvj & ve(X — akk) = 3715 ok Gk
Usant la desigualtat triangular obtindrem:
VlIA = arn| = [ 2271 ek argvil < 22520 o lanivil < vkl 32720 sk lakg| = |vklre

Per tant, |\ — agx| < ri per alguna k. Es adir A € D(agk,7k)-

Exemple 4.0.2. Sigui la matriu

_12 2%2
A_Q Qec (4.0.1)

En aquest cas:
e r; =2iD; ={ze€Ctal que |z — 1| < 2}.

25
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e 75 =01Dy = {z € Ctal que |z — 3] <0} = {3}.

Per tant, UD; = D; U {3}. Es facil comprovar que els valors propis sén: Ay =11 Xy =31
es troben en D i Dy respectivament .

Del Teorema de Gerschgorin (Teorema 3.2.1), se'n deriva el segiient resultat:

Teorema 4.0.3. [10, Theorem 6.2.5, p.355] Sigui A= (a;;) € C"*™ i X €Spec(A), tal
que, A € Fr(UD;) = Ui{z € C tal que |z — ai;| = 13}. Suposem que a;j # 0 per algun
1<i<n,1<j<n, aleshores:

o Tot cercle de Gerschgorin conté un \ €Spec(A).
o Si Av=Av, amb v=(v1, ..., v,) # 0, aleshores |v;| = \/> i, [vi|? per tot i=1,...,n.
Recordem la definicié de matriu diagonal dominant.

Definici6 4.0.4. Direm que la matriv A= (aij)i1<ij<n € C"*" és diagonal dominant si

|aii| > Z?:l,j;éi |ai;]
I sera diagonal diagonal dominant estricta si no és dona la igualtat.

Corotari 4.0.5. (Teorema de Lévy-Deplanques) [10, Corollary 6.2.6, p.355] Sigui
A= (a;;) € C™*™ on per tot i,j=1,....,n a;; # 0. Si A=(a;j)1<i,j<n €s diagonal dominant,
i |ai| > r; per un i€ {1,...,n} aleshores, A és invertible, és a dir det(A)# 0.

Demostracié. Per provar-ho usarem el contrareciproc. Per hipotesi det(A)=0 ales-
hores A = 0 és un valor propi i pel teorema de Gerschgorin (Teorema 3.2.1) obtenim
|ai;| < r; tal com voliem veure.

Exemple 4.0.6. Sigui la matriu

_ 3 1 2%2
A= <1 _2> eR (4.0.2)

diagonal dominant. Tenim que es compleix |3| > 1i|—2| > 1. I, per tant, A és invertible.

Usant teoria de grafs, podem fer una versié més precisa del corolari previ (Corolari
4.0.5). Introduim uns resultats previs.

Definicié 4.0.7. Donat un graf G=(V,E), i un vértex u€V definim el pre-ordre com:

o Gt (u) ={v tal que (u,v) € E}.
o G~ (u) ={v tal que (v,u) € E}.

Lema 4.0.8. Sigui D=(V,E) el graf dirigit. Suposem que tots els vértexs estan connectats,
és a dir, DY (u) # 0 per tot ue V. Aleshores existeiz un cicle, u;,, ...u;,, tal que Ui(j41) €S
Ielement més gran de D (u) per j=1,...,k.
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Teorema 4.0.9. [2, Theorem 2.9, p.149] Sigui A= (aij)o<i,j<n € R™™ irreductible. Sigui
v un cicle tal que:

[Liey laiil = Il 7i
Aleshores det(A) # 0.

Demostracié. Suposem que Vv cicle, es compleix:
[Licy laiil = ILiey i

i per tant det(A) = 0. Aleshores, Iv= (vy,...,v,) # 0 tal que Av=0. Com que cada vertex
forma part d’un cicle del graf D 4:

Vi, 1| = |vg| on j =1,....,p

és a dir, |vg| constant per tots els vertexs. Com que A és irreductible tenim que D4 és
fortament connex. Suposem que hi ha almenys un vertex que no forma part de cap cicle v/
i, per tant, hi ha una aresta partint d’aquest que tampoc en forma part. Pero, sabem pel
lema que, hi ha d’haver un +” amb almenys un vertexs u¢ 7' que compleixi |v;, | > [vg].
Aleshores:

aijijxij = - Ek;ézj aijk;l'k

aplicant la desigualtat triangular obtenim:

|ai;i;||zi;] < Ek;ﬁij @ik lex| < Zk’EDJ’(ij) Jagrllzrl <
(O (agkDlwiy | < rijlzig,, |

Multiplicant podem concloure que:
[Licy laiil = [ien i

per cada circuit 4" que porta a contradiccié.

Com a conseqiiencies del Teorema 3.2.10 tindriem:

Proposicié 4.0.10. [4, p.80] Sigui A€ R™ " irreductible, i A € Fr(Dy) = {z € C tal que
|z — axr| = ri}. Aleshores :

A ESpec(A) & N € Fr(D;) ={z € C tal que |z — ay| =1} YV i=1,...,n.
Demostracié. Cert per definicié dels discs de Gerschgorin.

Sigui v=(v1, ..., v,) vector propi de valor propi A, seguint el procediment de la de-
mostracié del teorema de Gerschgorin tenim:

Ok(A — akk) = D270 g, Ok
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per kK =1,...,n. Aleshores:
Okl IA = arkl = | 22521 ok argvs] < 2250 oo langvs] < 22520 e lawg o] = |vklre
Llavors tindrem:
N —ag| =1, Vk=1,..n
i, per tant, A €Spec(A) és de la fontera de tots els discs.

(]

Corolari 4.0.11. (Teorema de Gerchgorin, versié grafs) [2, Corollary 2.11, p.149]
Sigui Ae R™ "™ qrreductible, D4 el seu graf dirigit associat (D4 és fortament connex).
Sigui v un cicle dirigit de D 4, que no sigui un bucle. Definim la regio :

D(v)={ z tal que [], |z — au| <TL, i}
aleshores:
X €Spec(A) = X € U,D(v)
Si X\ €Fr(A) pot ser un valor propi de A < X\ € Fr(D(v)) VD(y).

Demostracié. Sigui A € Spec(A), definim B= A — A\Id i llavors det(B)=0. Aleshores
pel Teorema 4.0.9 tenim que:

[Tl <] r (4.0.3)

1€y 1€y

i per tot 7 cicle tindrem la igualtat en 4.0.3 , per tant, A €Fr(G(A)).

Exemple 4.0.12. Sigui

A:

e )

11
0 1] eC*s (4.0.4)
10

amb Spec(A)= {—1,2} i amb el graf fortament connex associat

sigui v el cicle dirigit que passa pels vertexs {1,3}. Per tant:

D(v) = {z € C tal que[ ], [2] <2}
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Aleshores Spec(A)C D(0,2) = {z € C tal que |z| < 2}.

Per generalitzar el Teorema 4.0.1 agafem una matriu per blocs

A A Az oo Ay
A1 Agzp Agz -+ Ay
A= "7 77 Pl e rrxn (4.0.5)
Apr Apr Apz -0 App
i necessitem definir la seglient norma matricial:
Definicié 4.0.13. Sigui A com en (4.0.5). Aleshores ||A;j|| = sup{ % tal que
J
0#£xze€C"} on
. Aijx||s
1Aall = inf{ Vgt
i ||A;Y| 7Y =0 si Ay és singular.
Definim iy
1AL HAFHl e Al
A, Al A,
B_ 1 .1H 1 2?" | I .p|| J— (4.06)
1Al Apll o 1417

Ty = Zk;&j |[Akjl| per k=1,....p

Si B és irreductible, aleshores tot A €Spec(B) satisfa:
[Le IO = A 7 < e, T

per almenys un cicle v € Dp.

Podem estudiar també, la relacié entre un graf dirigit i els seus valors propis maxims.
Suposarem A€ R™"™ matriu d’adjacencia del graf Dy, sense els seus bucles. Aleshores
ai; = 0 per tot i=1,...,n.

Definicié 4.0.14. Direm g; = #G(A)* (i), on G(A)* (i) = {j tal que (i,j) € E}, és el
grau superior del vértex i.

Exemple 4.0.15. Sigui D4 el graf

Aleshores :

® g1 = #DX(l) = #{(172)7 (173)} =2
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e o =#D}(2)=0
o g3 =#D}(3) =#{(3,2)} =1

a més a més, observant la seva matriu d’adjacencia
01 1
A=10 0 0| e R (4.0.7)
010

podem veure que g; = 2?21 ajj.

Teorema 4.0.16. [2 ,Theorem 5.1, p.163] Sigui Da un graf dirigit, fortament conner,
amb seqiiencia de graus superiors:

0<rm<..<r,

sigui A €Spec(A) valor propi amb modul maxim i A matriu associada a Dj.
Suposem que la longitud del cicle més curt de Da és m. Aleshores :

/g1---Gm <A< R/ 9n—m+1---Gm

1A= YT1--Tyg st 1 només st Dy compleir que gs < gs+1 = ... = gy, per una s<m — 1.

Exemple 4.0.17. Donada la matriu
010
00 1] cR¥™ (4.0.8)
1 00

amb el graf dirigit fortament connex associat

La matriu té valors propis: A\; = 1,Ay = (=14 iv3) i A3 = 3(—1 — iv/3). Aleshores el
valor propi de modul maxim sera p = 1.

En aquest cas el cicle més curt tindra llargada m=3.

I la nostra sequencia de graus sera: g1 = go = g3 = 1. Aleshores :

VvV1-1-1<1<v1-1-1

es compleix.



Capitol 5

Teorema de Tutte

El teorema de Tutte, proporcionara les condicions necessaries i suficients perque un graf,
G, tingui un emparellament perfecte. Recordem que, un emparellament és un conjunt
format per les arestes no adjacents d’un graf, i un emparellament és perfecte quan tots els
veértexs del graf sén incidents a una unica aresta de ’emparellament. A un emparellament
perfecte també li direm 1-factor. A no ser que es digui el contrari, a partir d’ara parlarem
de grafs sense bucles.

Observacié 5.0.1. Per poder tenir un emparellament perfecte, necessitem que el nostre
graf tingui un nombre parell de vertexs.

Exemple 5.0.2. Sigui el graf amb nombre imparell de vertexs

31
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que no recobreixen tots els vértexs. En canvi, si agafem el graf amb nombre de vertexs
parell :

5.1 Pfaffia d’una matriu

En aquest apartat treballarem del revés que en la resta del projecte, ja que usarem un
enfocament algebraic per resoldre el problema dels emparellaments perfectes d’un graf.
Per aix0 necessitarem definir el Pfaffia.

Definicié 5.1.1. Una matriu A=(a;j)1<i<ni<j<n € R™™ és antisimetrica si A" = —A,
és a dir que, a;j = —aj; per cada aresta (i,5) € E 1 a;; =0 si (4,5) ¢ E .

Construirem la matriu antisimetrica a partir del graf. De moment, no es consideraran
els pesos de les arestes.

Exemple 5.1.2. Sigui el graf:
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Seguint la definicid, podem construir la seva matriu antisimetrica :

0 a2 a1z ayy
—ai2 0 ags a4
—a13 —agzz 0 asg
—aiy —agq4 —ag3 0O

e R™" (5.1.1)

Observacié 5.1.3. Observem que si A€ R™*" és antisimetrica:
det(A)=det(—A?) = (—1)"det(A)
en particular, si n és imparell det(A)=0.
Si calculem el determinant de I’Exemple 5.3, obtenim:
det(A)= (a12a34 — a13a24 + a14a93)>

que és suma de monomis al quadrat, on cada monomi esta vinculat a un 1-factor.
Podem definir I’emparellament perfecte o 1-factor a partir de ¢ € S,, on S, sén les
permutacions d’ordre n, com :

Fy,={(0(2i —1),0(20)): 1 <i<n/2}

Aix0, ens permet veure que hi ha una funcié exhaustiva entre les permutacions i els
emparellaments.
Observem que, donat que la matriu és antisimetrica, podem redefinir el pes de F, com:

. n/2
wt(Fy) = sign(o) (1153 ag@i-1)0i)

Definicié 5.1.4. Sigui Ac R?>™X?™ matriu antisimetrica . El Pfaffia de A es defineix
com :

Pf(A)= ZFgeﬂn wt(Fy)
on F, ={Fy:0€ S,} i n=2m.

Teorema 5.1.5. (Teorema Cayley) [8, Theorem 1, p.2] Si A€ R*™X2™ gntisimétrica
llavors det(A)= (Pf(A))2.

Demostracié. Usant la definicié de determinant, que A és antisimetrica i escrivint
n=2m obtenim:

det(A)= " e, sign(o) I3, i) = Coes, sign(o) ([T a(o(2i1).002))? =

(X ez, whFy))? = (Pf(A))?
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O
Exemple 5.1.6. Sigui la matriu
0 1 1 1
A= j _02 3 ; e R (5.1.2)
-1 -2 -3 0

Tenim det(A) =9 i Pf(A) = 3. Evidentment Pf(A) = 32 = 9 =det(A).

Lema 5.1.7. Eristeiz una bijeccio T : (Fn)? — Som ,0n Sam conjunt format per cicles
de longitud parella.

Demostracié. Definirem la funcié T(o)=(Fy,,F,,). Per cada cicle o € Sa,, ,conside-
rem l'index i més petit que assigna laresta (i,0(i)) a M i (o(i),0(0(7))) a M’. Aquesta
aplicacié és bijectiva, ja que, per cada 1-factor podem recorrer el cami invers per construir
T.

O
Exemple 5.1.8. Considerem la segiient matriu de cicles:
1 2 3 4
o= <1 " 3> €S, (5.1.3)
amb sign(a)=1. Si
0 a2 a3 a4
A | @2 O a2 G4 | _ paxd (5.1.4)

—a13 —az3 0 az
—a1qa —aga —aq3z 0

tindra pes wt(A) = aj4as3.

En alguns casos, podem usar el teorema de Cayley per comptar el nombre d’1-factors.

Si tenim una matriu
0 a2 a1z au
—a 0 a a
12 23 24 e R4X4 (515)
—a13 —az3 0  az

—a1y —ags —agz 0O

on tots els a;; = £1, aleshores wt(A) = £1. Si aconseguissim tenir wt(A) =1 o wt(A) =
—1, usant Pf(A)? =det(A), podriem saber quants emparellaments perfectes hi ha.

Per facilitar la tasca, és convenient afegir orientacié a les arestes, E del graf i definir la
funcié:

Qi = +1 st (Z,j) S E
ai; = —1si (j,i) € E
a;; =0 altres casos

Definicié 5.1.9. G= (V, E) no dirigit té orientacié Pfaffiana, si per tots els emparella-
ments M, N tenim wt(M) = wt(N).
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Cal tenir en compte que no tots els grafs admeten una orientacié Pfaffiana.

Exemple 5.1.10. El segiient graf no dirigit no pot tenir una orientacié Pfaffiana :

si agafem els emparellaments perfectes: M= {(1,1),(2,2),(3.3)} iN={(1,2),(2,3),(3,1)}
tindrem que wt(M) =1 # wt(N) = —1.

Teorema 5.1.11. (Teorema de Kasteleyn) [8, Theorem 8, p.6] Tots els grafs plans
admeten orientacio Pfaffiana.

Demostracié. Sigui G un graf pla qualssevol. Ordenem les arestes de G de manera
que cada cicle de longitud constant, té un nombre imparell d’arestes orientades en sentit
antihorari. Aleshores, ja tenim una orientacié Pfaffiana.

O

Teorema 5.1.12. [6, Theorem 7, p.4] Si G= (V, E) és un graf amb orientacid Pfaf-
fiana E i amb la matriu associada antisimétrica A, aleshores, el nombre d’1-factors o
emparellaments perfectes és igual a \/det(A).

Demostracié. Pel teorema de Cayley (Teorema 5.1.5) sabem que det(A)=(Pf(A))?,
aleshores Pf(A) = y/det(A), i el Pfaffia, per definicié, compta el nombre d’emparella-
ments perfectes.

O
Exemple 5.1.13. El graf pla
té orientacié Pfafiana. I la seva matriu associada és
0O -1 0 O
|11 0 =21 Axd
A= 0 2 0 1 cR (5.1.6)
0O -1 -1 0

Tenim que det(A)=1 i y/det(A) = 1 =Pf(A) i un tnic 1-factor agafant les arestes
{(2,1),3:4)}.
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D’aqui se’n dedueix :

Lema 5.1.14. [8, Lemma 9, p.6] Una orientacid E de G= (V,E), és Pfaffiana si per
cada cicle C, tal que G\V(C) té un emparellament perfecte, el nombre d’arcs orientats
en sentit contrari al llarg de C és imparell.

En grafs plans, podem definir una orientacié més forta.

Teorema 5.1.15. [8, Theorem 10, p.6] Sigui G= (V,E) un graf pla. Suposem que G
admet una orientacid E tal que, per cada cara interna de G, el nombre d’arcs en sentit
horari és senar. Aleshores E és Pfaffiana.

Exemple 5.1.16. El graf

té una orientacié F que és Pfaffiana.

Lema 5.1.17. (Lema Schwartz-Zippel) [8, Lemma 4, p.3] Considerem un espai Fy
qualsevol. Sigui p(x1, ...,Tm) € Fy, grau(p) = d en Fy. Sigui r= (71, ...,7m) elegit unifor-
mement de F;". Aleshores tenim la segiient probabilitat :

d
Plp #0] < ¢
Demostracio. Usarem induccid sobre el nombre de variables m:

e Cas m=1 : Es compleix, ja que, un polinomi de grau d no pot tenir més d’arrels.

e Cas iteratiu : Suposem que es satisfa quan d<m-—1 i volem provar el cas d=m. Per
hipotesi, sabem que existeix una i tal que p; no nul amb grau(p;) < d — i complint:

]P)[pi(rla ceey T‘mfl)] S d?Tl

Si pi(r1, ..., rm—1) # 0 aleshores, el grau de p(r1, ..., "'m—1, Tp,) polinomi en x,, és i.
Aixi que:

Plp(r1,...rm) = 0lpi(r1, s rm—1 # 0] < &

i aconseguim P[p # 0] < g, tal com voliem provar.

Teorema 5.1.18. [8, Theorem 3, p.5] Sigui A€ R™™ llavors:
det(A) =0 < G4 no té un emparellament perfecte.
Demostracié. Sigui A=(a;j)1<ij<n € F"*", la idea de la demostracié és usar un

algoritme per provar diferents valors aleatoris de a;;. Pel lema de Schwarts-Zippel, la
probabilitat que el determinant valgui zero és petita.
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O
Exemple 5.1.19. El graf G
no té emparellaments perfectes. Observem que té matriu associada
o 1 1 0 0
-1 0 1 1 0
A=|-1 -1 0 0 1 (5.1.7)
0 -1 0 0 1
0 0 -1 -1 0

amb det(A)=0.

El primer en intentar comptar els emparellaments perfectes va ser Konig, i ho va fer
en el cas de grafs bipartits obtenint el segiient resultat :

Teorema 5.1.20. (Teorema de Konig) [4, p.82 Sigui G un graf bipartit. El nombre
més gran d’arestes que mo es toquen, €s igual, al menor nombre de vertexs que toquen
totes les arestes.

En particular, si G és subgraf d’un graf bipartit complet K, p,, tindra un I1-factor si i
nomeés si m €s el nombre més petit de verters que toquen totes les arestes.

La demostracié d’aquest teorema ens déna informacié addicional molt 1til, ja que, ens
proporciona el metode per trobar un recobriment minim d’un emparellament.

Demostracié. Sigui G=(V,E) un graf bipartit, i V=(R,L) on R és el conjunt de
vertexs de la dreta i L el conjunt de vertexs de I'esquerra. Suposem que M és un empa-
rellament on cap vertex pot tocar més d’una aresta de M, aixi que, si es pot construir ha
de ser minim.

Per fer-lo, considerem U el conjunt de vertexs no usats en L i Z el conjunt de vertexs que
esta en U o connectats a vertexs de U per camins que no han de ser necessariament de
I’emparellament.

Sigui:

K=(L\Z)U(RNZ)

Cada aresta pertany a un cami i acaba a la dreta en K, o a I'esquerra en K. Aleshores,
si 'aresta esta emparellada el seu final, no pot estar en un cami fora de 1'l-factor i aixi
pertany a (L\Z)U(RNZ). Altrament, si l’aresta no és de 'emparellament, es podria afegir
un tros de cami perque ho fos.
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A més, cada vertex en K és el final d’una aresta de 'emparellament. Llavors, cada vertex
en K=(L\Z)U(RNZ) esta emparellat perque UCZ. Per tant, cap aresta emparellada pot
tenir els dos vertexs en K, aixi que K és un recobriment de vertexs d’ordre igual que M i
ha de ser minim.

Exemple 5.1.21. Considerem el graf bipartit

el nombre d’arestes més grans que no es toquen és 1, i només hi ha un vertex que toca
totes les arestes.

Observem, que aquest graf, és un subgraf de Ko > i no té dos vertexs que toquin totes les
arestes, aleshores no té 1-factors.

Konig, es va centrar en l'estudi dels emparellaments perfectes en grafs bipartits. A
més a més, va descobrir les condicions necessaries i suficients perque un graf bipartit G
tingui un 1-factor. Més generalment, va definir el nombre més gran d’arestes de G que
no es toquen dos a dos.

Fer el raonament necessari per passar del teorema de Konig, a un resultat equivalent en
grafs no bipartits no és evident. Tutte va arribar a la segiient conclusié que generalitzava
el de Teorema de Konig.

Teorema 5.1.22. (Teorema de Tutte) [15, Theorem 3, p. 110] Un graf, G=(V,E), té
un I1-factor si i només si per a cada subconjunt S de vertexs, p(S)= {components connezes
amb un nombre imparell de vértexs del graf GN.S}.

p(S)< |9

Demostracié. Sigui A matriu d’adjacencia de G i Z una matriu antisimetrica, amb
diagonal nul-la i els elements de sobre la diagonal algebraicament independents. Definim
el seu producte d’'Hadamard com B = (b;;) = (ai; - zi;) i pel teorema de Cayley (Teorema
5.1.5) tenim :

det(B)=(Pf(B))?

Com que els elements de sobre la diagonal principal de Z sén independents, Pf(M) =0
si 1 només si G4 té un emparellament perfecte.

Pero pel teorema de Jacobi, sobre calcul d'un determinant d’una submatriu a partir de
I’adjunta i la inversa, si G no té un emparellament perfecte aleshores hi ha contradiccid
amb la condicié de Tutte.

Exemple 5.1.23. Considerem el graf G
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al treure-li els vertexs 2 i 4, és a dir S={2,4} i |S|=2, obtenim

O—®

que és un graf format per una component senar, aleshores p(S) =1 < 2. El graf té un

1-factor:

Observem que el teorema de Konig es pot deduir directament del teorema de Tutte,
ja que n’és un cas particular. De Tutte també obtindrem les segiients consequiencies.

Teorema 5.1.24. [15, Theorem 4, p. 110] Un graf G=(V,E) és primer si, i només si
existeir un subconjunt SCV de vértexs tals que :

p(S) > |5|
Demostracié. Pel teorema de Tutte (Teorema 5.1.), tenim que G tindra un 1-factor

si i només si p(S)< |S|. Aleshores G no tindra emparellaments perfectes, és a dir, sera
primer, si i només si p(S)> |5].

Exemple 5.1.25. Considerem el graf G

(O——)
i

al treure-li els vertexs 2 i 3, per tant S={2,3} i |S]|=2, obtenim

@ ®
®

que és un graf format per tres components connexes d’ordre senar, aleshores, p(S) =3 >
2 =|S5] i, per tant, el nostre graf és primer.
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I alhora aquest teorema és equivalent a :

Proposicié 5.1.26. [15, p. 110] Sigui Ac R™", At=-A, amb elements sobre la diagonal
nuls o part d’un sistema independent d’indeterminades. Aleshores det(A)= 0 si, i només
si A té una submatriu diagonal Ay que sigui producte directe de matrius antisimétriques,
d’ordre imparell, que excedeirin la diferéncia d’ordres de A i Ag.

Teorema 5.1.27. [15, Theorem 5, p. 111] Sigui G un graf connex, d’ordre parell i
reqular amb grau n. Si G no té components connexes de grau menor a m-1 aleshores
almenys existeir un factor.

Demostracié. Sigui G un graf connex i S,, qualssevol component de S. Sigui L(S),) el
nombre d’arestes que tenen un vertex en S i ’altre en S,,. Si l'ordre n de S,, és imparell,
tenim que, L(S,,)> o. L’inica possibilitat és que L(S,)=c — 1. En aquest cas el nombre
de vertexs de S, seria 3(on — o + 1) ¢ Z. Si anomenem k el nombre de vértexs de L(S,,)
obtindrem:

op(S)<k<o|S]|
i, pel Teorema 4.2.14, G té un factor.

O

Corolari 5.1.28. [3, Corollary, p. 111] Sigui (a,b) una aresta de G. Aleshores, G té un
factor que conté laresta.

Demostracié. Siguin a, i as dos vertexs de G. Suposem que el corol-lari és fals per
algun G, aleshores G~{a,,as} és primer. Pel teorema 5.1.24, existeix un conjunt S en
G~A{ar,as} tal que :

p(S)> |5
Definim S" =SU{a,,as}. Clarament tindrem :

'] = 18]+ 2
p(S")=p(S)

veiem que |S’| >p(9’) i, de la demostracié del teorema previ, deduim que la igualtat es

donara si, i només si cada aresta incident en un element de S’ ho és també en un de G\.5".
Pero aixo, no és cert per G, ja que donat G senar sera :

5] = |S] + 2
p(S")>p(S)

que es contradiu amb la definicié de S.

Exemple 5.1.29. Prenem el graf G
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No té cap component connexa de grau menor a 2-1=1. Aleshores existeix un factor. I
donada una aresta de G, la conté.

Analogament, podem escriure el teorema de Tutte en funcié dels rangs de la matriu
del graf :

Teorema 5.1.30. (Teorema de Tutte, versié rangs) [8, Theorem 5, p.4] Sigui A€
R™ ™ la matriu antisimétrica, associada a un graf i M la dels seus emparellaments, ales-
hores :

2 -maxp|M|=rg(A)
on mazp|M| és la mida més gran de l’emparellament perfecte.

Demostracié. Anomenarem m= mazs|M|. Triem qualsevol emparellament de mida

m, i sigui UCV el seu conjunt de vertexs. Anomenarem Gp al subgraf induit per G i
Be R™*™ la seva matriu associada. Per poder tenir emparellament perfecte necessitem
det(B)#0. Aleshores, pel Teorema 5.1.18, Gp té emparellament perfecte de mida 7, i
per tant G té un emparellament d’aquesta mida.
Ara, ens queda veure que és emparellament perfecte en G. Suposem que G té un em-
parellament de mida més gran que 4. Anomenem C, a la submatriu obtinguda agafant
les files o columnes corresponent als vertexs de 'emparellament en B. Tenim rg(C)>m i
det(C)#0 pel Teorema 5.1.18, aix0 porta a contradiccid.

O

Exemple 5.1.31. Considerem el graf
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Ambdés tenen ordre 2, ja que sol agafem dues arestes, per tant, 2-maxy| M| =2-2 = 4.
La matriu del graf és

0 1 -10
-1 0 0 1 s
A=17 o o 1|c<R (5.1.8)
0 —1 -1 0

itérg(A)=4.

5.2 Grafs primers

En aquesta secci6 estudiarem el teorema de Tutte i els Pfaffians a partir dels grafs primers.
Per fer-ho, primer necessitarem definir que és un graf primer i quines propietats té.
Recordem, que donat un graf G=(V,E), un factor d’aquest és un subgraf amb el mateix
conjunt de vertexs de G i on aquests tenen el mateix ordre.

Definicié 5.2.1. Direm que un graf G=(V,E) és primer, si tots els seus vertexs tenen
ordres diferents. Es a dir, G, no té factors.

Lema 5.2.2. Sigui G=(V,E) un graf amb un nombre senar de vértexs, és primer si el
seu Pfaffia és nul.

Demostracié. Suposem que A és la matriu de G4. Aleshores, utilitzant el contra-
reciproc, si Pf(A) # 0 volem veure que G4 no és primer, és a dir que té factors.
Que el Pfaffia no sigui nul, equival a que G4 té emparellaments perfectes o 1-factors. I,
per tant, té factors tal com voliem veure.

Exemple 5.2.3.

e Observem que el graf de 'Exemple 5.1.25 és d’ordre primer i té Pfaffia 1.

e Si considerem el graf

OFRO=0

veiem que és senar amb Pfaffia 0, és a dir, és primer.

Observem que tots els grafs senars son primers.

Definicié 5.2.4. Sigui G= (V, E) un graf. Definim la seva singularitat com el vértex
a;, tal que per cada aj # a;, i # j, el graf GN{as,a;} = (V ~{as,a;}, G~ {(as,a5)}) és
primer.

Teorema 5.2.5. (Teorema de Tutte, versié grafs primers) [15, Theorem 1, p. 109
Si G=(V,E) graf primer d’ordre parell i a; # a; dos vértexs units per una aresta, aleshores,
G~Hai,a;} és primer.
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Demostracié. Suposem els vertexs a; i a; units per una aresta (i,j). Si hi ha un factor
de G\ (i,7), aleshores FU(i,j) sera un factor de G. Aix0 ens porta a contradiccié amb la
hipotesi que no hi ha factors.

Exemple 5.2.6. Considerem el segiient graf primer d’ordre parell

Si traiem per exemple els vertexs 2 i 3 obtindrem

@

que també és un graf primer.

Definicié 5.2.7. Sigui G=(V,E) un graf primer, direm que, és hiperprimer si prenent
dos vertexs qualssevol, units per una aresta i eliminant-los, obtenim un graf primer.

Exemple 5.2.8.

e El segiient graf és hiperprimer.

e Qualsevol graf primer d’ordre parell sera hiperprimer per la segona versié del teo-
rema de Tutte.

Teorema 5.2.9. [3, Theorem 2, p. 109] Sigui G=(V,E) graf primer, podem construir un
graf hiperprimer, G = (V, E), que conté G com a subgraf.

Demostracié. Sigui G un graf hiperprimer, hi haura una parella de vertexs a; i a; no
units per una aresta, tal que, G\ (a;, aj) és primer.
Si afegim l'aresta, (i,j), i suposem el graf resultant té un factor F, tindrem dos casos,
si (i,j)¢F, aleshores F és factor en N, o si (i,j)€F. En el segon cas, tornem a tenir dues
possibilitats:

e FNG~\(a;,a;) factor de G\ (a;,a;), ens porta a contradiccié.

e En cas contrari, haurem de continuar iterant el procés fins a arribar a la contradiccié.

0



Conclusions

Aquest treball, va comengar amb ’objectiu d’estudiar la relacié de simbiosis entre la Te-
oria Matricial i la Combinatoria. Al llarg de la seva creacid, ens hem desviat d’aquest
proposit per centrar-nos en la relacié que hi ha entre la Teoria de Grafs i I’Algebra Lineal.
Al primer capitol hem repassat conceptes i notacié sobre Grafs i Teoria de Matrius, ne-
cessaris al llarg del treball.

En la introduccid, s’ha estudiat la relacié entre els dos conceptes, descobrint que els grafs
es poden utilitzar per estudiar operacions amb matrius o determinants i a més a més hem
parlat per primera vegada d’l1-factors i pesos. L’iltim apartat del capitol esta dedicat
a veure breument la relacié d’un resultat molt important de I’Algebra Lineal, la forma
canonica de Jordan d’una matriu, amb els Grafs.

A continuacid, hem vist com els resultats en matrius no negatives o la teoria espectral
afecten els resultats de teoria grafs i viceversa.

Finalment, en I'iltim capitol, i en contrast amb la resta del treball, hem usat l’Algebra
Lineal per estudiar resultats sobre els grafs. En aquest apartat, s’ha profunditzat en el
vincle que hi ha entre els 1-factors i els pesos dels grafs. Aixo, ens ha permes trobar una
relacié molt util entre els Pfaffians d’una matriu i els determinants, també ha facilitat
estudiar els grafs primers des d’un punt de vista de la teoria de matrius.

A part, hem descobert que el teorema de Tutte sorgeix d’una primera idea que va te-
nir Konig,ja que va intentar comptar els emparellaments perfectes que tenen els grafs
bipartits. Tutte, va aconseguir generalitzar el resultat de Konig, descobrint la forma de
comptar els 1-factors en qualsevol classe de graf.

Resumint, la relacié entre els Grafs i I’Algebra Lineal és molt estreta i molt 1til, ja que,
ens permet simplificar resultats i demostracions que d’altra manera serien molt tedio-
sos. A més a més crec que alguns resultats, que a mi em van sorprendre, podrien ser
il-lustratius per ensenyar teoria de matrius, perque sén molt visuals, un exemple podria
ser I’explicaci6 en grafs del producte de matrius, matriu per un enter o suma de matrius.
Per a nivells més avangats es pot usar per Jordan i Gerschgorin entre altres.

Per tant, aquest tema d’investigacié, m’ha semblat molt interessant, ja que aparentment
no hi ha limit per les aplicacions d’aquesta relacié.
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