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Abstract

The following article presents the necessary knowledge to understand and solve
linear programming problems.

Linear programming was born in 1947, when G.B. Dantzig suggested the simplex
method in order to solve planification problems of the United States Air Forces. In
this article it is explained how this method works and a series of examples are solved
by using a program which has the method’s algorithm implemented.

To do this, the definitions and basic concepts of linear programming are explained
to understand the linear programming problems from an algebraic point of view.
There are also explanations of the necessary concepts and definitions of convex
analysis to understand this type of problems from a geometric point of view.

On the other hand, the concept of duality and the relation between primal linear
programming problems and dual linear programming problems are explained.

Finally, this article presents the transportation problem, a linear programming
practical case, and the algorithm in order to solve it. This algorithm has been
implemented in a program and has been used to solve an example shown in this
article.

Resum

En aquest treball es presenten els coneixements necessaris per a entendre i resoldre
els problemes de programacio lineal.

La programacié lineal neix com a tal al 1947 quan G.B. Dantzig va proposar el
metode simplex per a resoldre problemes de planificacié de les Forces Aeries dels
Estats Units. En aquest treball, s’explica com funciona aquest metode i es resolen
un seguit d’exemples utilitzant un programa en que hi ha implementat 1’algorisme
del metode.

Per a fer aixo, s’expliquen abans les definicions i els conceptes basics sobre la
programacio lineal per a entendre els problemes de programacié lineal des d’un punt
de vista algebraic. També s’expliquen els conceptes i les definicions necessaris de
I’analisi convexa per a entendre aquests problemes des d'un punt de vista geometric.

D’altra banda, s’introdueix el concepte de dualitat i la relacié entre els problemes
de programacio lineal primals i duals.

Finalment, es planteja el problema del transport, un cas practic d’un problema de
programacio lineal, i I’algorisme per a resoldre’l. S’ha implementat aquest algorisme
en un programa i s’ha utilitzat per a resoldre un exemple exposat en aquest treball.
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1 Introduccid

La programacié lineal forma part d’una branca de les matematiques aplicades, con-
cretament la de la programacié matematica. Aquesta és alhora una branca de la
teoria d’optimitzacié en la qual es busca minimitzar o maximitzar una funcié ob-
jectiu d’'n variables xy, ..., z, subjecta a un nombre finit de restriccions, que poden
ser igualtats o desigualtats. Aquest valor minim o maxim sera el valor optim que
s’assolira quan les variables prenen uns valors determinats.

Als segles XVII i XVIIT matematics com Isaac Newton, Gottfried Wilhelm Leib-
niz, Daniel Bernoulli i Joseph-Louis Lagrange ja es plantejaven com trobar maxims i
minims de funcions subjectes a restriccions. No va ser fins el 1826 que Jean-Baptiste
Joseph Fourier va fer els primers avencos en aquest camp en plantejar el metode
d’eliminacio de Fourier per a resoldre un problema d’aquest tipus.

Ja en el segle XX, Charles-Jean de la Vallée Poussin va proposar un metode els
principis del qual serien analegs als de la futura programacié lineal. Anys més tard,
en 1939, Leonid Vitaliyevich Kantorovich va proposar un algorisme per a resoldre
problemes de programacio lineal. Malauradament, els seus raonaments no van sortir
de la Unié Sovietica fins que la programacié lineal ja s’havia convertit en una teoria
ben formalitzada gracies a George Bernard Dantzig i d’altres.

La programacié lineal com a tal neix al 1947 quan G.B. Dantzig dissenya el
metode simplex per a resoldre problemes de planificacié de les Forces Aeries dels
Estats Units per al desplegament de tropes, entrenament i diferents temes logistics.
El nom de programacié lineal ’adopta Tjalling Charles Koopmans i fa referencia a
aquesta planaificaci i no a la programacié informatica com es podria pensar.

Tot i que no s’abordara en aquest treball, arran de la programacio lineal naixera
la programacio lineal entera al 1958 gracies a Ralph Edward Gomory. La diferencia
principal amb la programacié lineal és que es restringira com a minim una de les
variables a prendre valors enters.

Ja en 1975, L.V. Kantorovich i T.C. Koopmans van rebre el Premi Nobel d’e-
conomia per la seva contribucid a la teoria de I’assignacié optima de recursos. Pa-
radoxalment, sembla ser que G.B. Dantzig no va rebre cap Premi Nobel tot i ser
considerat el pare de la programacio lineal perque es va considerar el seu treball
com a massa matematic.

En 1979, Leonid Genrikhovich Khachiyan va dissenyar I’algorisme de I’el-lipsoide,
el qual permet demostrar que els problemes de programacié lineal sén resolubles de
manera eficient.

Per acabar, caldria destacar que en 1984 Narendra Krishna Karmarkar introdueix
el metode del punt interior per a resoldre problemes de programacié lineal, el qual
va permetre dur a terme grans avencos teorics i practics.

Ja des d’'un principi, 1'is de la programacio lineal i del metode simplex es va
estendre a molts altres camps, com per exemple el del sector industrial. Fins aquell
moment, les desicions en la produccié en aquest sector es prenien a través de 'ex-
periencia i la intuicié. La introduccié de la programacié lineal en aquesta area va



permetre la millora de I'eficiencia en la produccio, gracies a una optimitzacio en la
planificacié. Aix0 va suposar un canvi de paradigma, ja que fins llavors aquestes
millores en l'eficiencia havien estat motivades tan sols per millores tecnologiques.
A més, va provocar que fos inviable ignorar els metodes i els models matematics en
entorns competitius, com és el lliure mercat.

La programacié lineal també va tenir un profund impacte en I’economia. Ja en
1947, T.C. Koopmans va assenyalar que la programacié lineal podria servir per a
analitzar més profundament teories classiques, com el sistema proposat en 1874 per
Marie-Esprit-Léon Walras. D’altra banda, també va ajudar a relacionar diferents
teories purament matematiques previament existents com la geometria de conjunts
convexos, problemes de combinatoria o la teoria dels jocs de dues persones.

Estructura de la Memoria

Després d’aquesta introduccié, basada en les fonts [5] i [9], es fara una breu intro-
duccié sobre el que és la programacio lineal i la no lineal al capitol 2.

Tot seguit, al capitol 3, s’explicaran un seguit de conceptes d’analisi convexa per
a entendre la interprectacié dels problemes de programacié lineal des d’un punt de
vista geometric.

Llavors, al capitol 4, s’explicara com funciona el metode simplex, el qual permet
resoldre problemes de programacié lineal. Per a entendre millor aquest metode i
tot el que s’explicara, es presentaran un seguit d’exemples.

A continuacié, al capitol 5, s’explicaran els conceptes basics sobre la dualitat,
aixi com la relacié entre els problemes de programacié lineal primals i duals.

Després, al capitol 6, s’introduira el problema del transport, s’explicara un
metode per a resoldre’l i es donara un exemple per a facilitar-ne la comprensio.

Finalment, al capitol 7 s’exposen les conclusions del treball.

Objectius

L’objectiu d’aquest treball de fi de grau sera donar una base de coneixements ne-
cessaria per a entendre que és la programacié lineal, com plantejar els problemes
que se’n deriven i com resoldre aquests problemes amb el metode simplex. Per a
fer aixo, es presentaran diferents resultats teorics necessaris per a entendre aquest
metode des d’un punt de vista algebraic i geometric.

Finalment, s’aprofundira en una aplicacié practica de la programacié lineal com
és el problema del transport.



2 Programacié lineal i no lineal

En aquest capitol, les principals fonts consultades han set [3], [7] i [8]. També s’ha
consultat [1] per a la part relativa a la programacié no lineal.

La programacio lineal i la no lineal sén dues branques de la programacié ma-
tematica.

Definicié 2.1. Funcio objectiu: Funcio que es vol mazimitzar o minimitzar en un
problema de programacio lineal o no lineal.

Definicié 2.2. Una funcio f(x) es diu que és lineal si és una funcidé de valors reals
definida en un espai vectorial de dimensio n tal que per a qualsevol vector d’aquest
espai x = au + Pv, on u it v també son vectors d’aquest espai vectorial i o i 5 son

escalars, es té que f(zx) = flau+ Bv) = af(u) + Bf(v)

La programaco lineal consisteix en la resolucié de problemes en que sha de
maximitzar o minimitzar una funcié objectiu subjecta a unes restriccions i en que
tant la funcié objectiu com les restriccions sén lineals.

En canvi, els problemes de programacié no lineal poden tenir restriccions o fun-
cions objectiu que no siguin lineals o fins i tot no tenir restriccions. Aixo es deu al
fet que, a vegades, afegir restriccions limita el problema de tal manera que no repre-
senta la realitat. Un exemple de problema de programacié no lineal seria quan es
tinguessin economies d’escala (el cost unitari de produccié decreix quan augmenta
la quantitat produida).

Pel que fa a la mida dels problemes, tant en programaci6 lineal com no lineal,
es pot determinar segons el nombre d’incognites:

e Problemes a petita escala, si tenen 5 variables o menys
e Problemes a escala intermedia, si tenen entre 5 i 100 variables

e Problemes a gran escala, si tenen 100 variables o més

Finalment, cal parlar de la teoria de la convergencia. Aquesta prediu el temps
que trigara un algorisme a convergir cap a la solucié del problema. Aixo permetra
determinar si un problema esta resolt i comparar diferents algorismes per a un
mateix problema.

2.1 Programacié lineal

Aquest treball es centrara en els problemes de programacié lineal, aixi com en el
problema del transport, una aplicacié concreta.

Els problemes de programacié lineal poden ser de maximitzacié o de minimit-
zacié. També poden estar en la seva forma estandard o en la forma canonica. En
resum, perai=1,...mij=1,..nesté



Minimitzacio Maximitzacid

n n
Minimitzar > e Maximitzar > e
=1 =1
n n
Forma estandard | Subjecte a > a;jz; = b;, | Subjecte a ) a;;x; = b,
=1 j=1
1=1,....m 1=1,....m
x>0, zj >0,
j - Y ’n .] = ) 7n
n n
Minimitzar 2 CiT; Maximitzar 21 CiT;
= =

n
Forma canonica | Subjecte a Y a;;z; > b;, | Subjecte a > a;;z; < b,
j=1 Jj=1
1=1,....m 1=1,....m
j=1,..,n j=1,...,n

En aquest cas, la funcié objectiu que es vol optimitzar és:

n
E Cjxj
j=1
D’altra banda, per a ¢ = 1, ..., m, les restriccions seran:

n n

n
g aijry = by, Y aij; > by, § aijry < b;

j=1 j=1 j=1

Esta clar que n és el nombre de variables i m, el nombre de restriccions. Obviament,
n < m, perque, si no, seria un sistema amb més restriccions que variables i, per
tant, tindria una tnica solucié o no en tindria cap.

Un problema d’optimitzacié es un problema de programacio lineal, si i només si
es compleixen els suposits de:

e Proporcionalitat: Tota variable x; contribueix al valor de la funci6é objectiu
segons c;x; 1 en la i-essima restriccié segons a;;x;.

o Activitat: El valor total de la funcié objectiu és la suma dels valors c;z; i el
valor de la i-essima restriccié és la suma dels valors a;;z;.

e Divisibilitat: Les variables x; poden prendre valors no enters.

Forma estandard del problema

A partir d’ara s’utilitzara la segiient notacié matricial per a facilitar-ne ’escriptura
i la comprensio:



Minimitzar: ¢’z
Subjecte a: Az =1b
x>0

En aquest cas:

e 1 és un vector d’incognites n-dimensional
e A és una matriu de dimensié m - n
e b és un vector m-dimensional

e ¢ és un vector n-dimensional

Tots els problemes de programacié lineal es poden transformar en problemes de
minimitzacio en forma estandard.

Si el problema és de maximitzacié en lloc de minimitzacio, només cal multiplicar
la funcié objectiu per -1 i aixi el problema passa a ser de minimitzacié. Després
només caldria multiplicar per -1 el valor minim que s’obtingués per a saber el valor
maxim que s’assoliria.

Quan es passi el problema a un problema de minimitzacié en forma estandard,
sempre es voldra que els termes independents de les restriccions, el vector b, siguin
positius. Si en alguna restriccié no es compleix aixo es multiplicara la igualtat o
desigualtat per -1 a banda i banda. Cal destacar que en fer aixo s’invertiria la
desigualtat.

Definicié 2.3. Variables de separacio: Son variables ficticies que s’introdueizen a
les restriccions d’un problema de progamacio lineal que son desigualtats per tal de
convertir-les en igualtats. Iqual que les variables x;, seran majors o iguals que zero.

En introduir variables de separacié en un problema de programacio lineal, la

matriu A tindra en aquest cas tantes noves columnes com variables de separacio
s’hi afegeixin. Es poden distingir dos tipus de variables de separacié diferents:

Cas 1: Si es té una restriccid:
a1 + pTo+t...+ainTy, < b;

Suposem que b; > 0, s’hi afegira una variable de separacio y; > 0, anomenada en
aquest cas variable de folganca, de manera que:

;111 + ai2x2+...+ainxn + Y; = bZ
Cas 2: Si la restriccid és:

;171 + a12x2+...+amxn Z bl



Suposem que b; > 0, s’hi afegira una variable de separaci6 y; > 0, anomenada en
aquest cas variable excedent, de manera que:

;11 + ai2x2+...+amxn — Y = bz

En la forma estandard del problema sempre es complira que x; > 0 per a j =
1,...,n. Si hi hagués una restriccié de la forma z; > u; per a algun j en concret, es
canviaria questa variable per x; = x; —u; > 0. Si hi hagués una restriccié que fos

. Y i ;L
x; < uy per a algun j en concret, es canviaria aquesta variable per z; = u; —xz; > 0.

Si alguna de les variables z; no ha de complir necessariament que x; > 0, ales-
hores es diu que z; és una variable lliure. En aquest cas hi ha dues opcions:

e Ler el canvi x; = u; — vj, amb u; > 01 v; > 0. En aquest cas el problema
passara a tenir n + 1 variables.

e Eliminar la variable z; juntament amb alguna de les restriccions. Aixo es
podra fer per a qualsevol restriccié tal que el coeficient a;; sigui diferent a
zero. El que es fara és aillar:

g (@114 +ai (1) T — 14054 1) T4 1+ FCi(n) Tn)
=

Aleshores es podra descartar aquesta restriccidé i aquesta variable. Aixi el
problema passara a tenir m — 1 restriccions i n — 1 variables. Un cop trobada
la soluci6 del nou problema, amb aquesta igualtat es podra trobar quin valor
ha de prendre x; en el problema original.

Solucions

En el problema estandard de programacio lineal, les restriccions venen donades pel
sistema Ax = b. Cal recordar que A és una matriu m - n i se suposara que m < n,
perque, si no, seria un sistema indeterminat o amb una unica solucié. A més, si les
m files de A sén linealment independents, es dira que es compleix la hipotesi del
rang complet i rang(A) = m.

Definicié 2.4. Una solucié d’un problema de programacio lineal és una solucio
factible si es compleix la hipotesi que x > 0.

Definicié 2.5. Sigui B una submatriu de A de dimensic m-m formada per columnes
de A no singular. Llavors, si les n —m variables x; no associades a les columnes
de A que conformen B s’igualen a zero, queda un sistema determinat Bx = b. La
solucio d’aquest sistema s’anomena solucio basica respecte de la base B, i les m
variables x; associades a les columnes de A que conformen B s’anomenen variables
basiques. Les altres variables seran les variables no basiques i la matriu A es pot
representar com A = (B|D), on D és la submatriu de A formada per les columnes
associades a las variables no basiques.



Sota la hipotesi del rang complet abans introduida, el sistema tindra solucié
i com a minim una solucié basica. D’ara endavant, se suposara que es compleix
aquesta hipotesi per a simplificar els enunciats. Si no és aixi, és facil modificar el
problema perque es compleixi.

Definicié 2.6. Si una de les variables basiques és igual a zero en la solucio, es dira
que és una solucio basica degenerada.

Si la soluci6 basica és no degenerada, es podran identificar immediatament les
variables basiques amb les components positives de la solucio.

Definicié 2.7. Una solucio basica sera una solucié optima si és una solucio del
problema. La solucio optima pot ser o no ser degenerada, pero sequr que sera factible
1 basica.

Teorema fonamental de la programacio lineal

Per a buscar una solucié optima per a un problema de programacioé lineal només cal
considerar les solucions factibles basiques. Cal tenir en compte que per a un pro-
blema de n variables i m restriccions hi haura com a molt (:l) = #lm), solucions
basiques. Aixo correspon a les possibles formes de seleccionar m de les n columnes

que conformen A.

Teorema 2.8. Teorema fonamental de la programacio lineal:

Donat un problema de programacio lineal en forma estandard:

Minimitzar: cl'r
Subjecte a:  Ax =10
x>0

On la matriu A és una matriu m-n de rang m (com s’ha explicat abans, es parteix
de la hipotesi de rang complet), es tindra que:

1) Si hi ha una solucid factible, hi haura una solucid factible basica.

2) Si hi ha una solucid factible optima, hi haurd una solucid factible basica optima.

Demostracié de 1):

Siguin aq, ..., a, les columnes de la matriu A. Suposem que es té una soluci
factible z = (21, ...,z,)T. Aleshores, per ser z una solucié factible se sap que:

1041 + ...+ xpa, =bix >0

Suposem ara que p variables x; sén estrictament majors que zero. Sense perdua de
generalitat, suposem que ho soén les p primeres. Aleshores:

riag + ...+ a0, =bixz >0

7



Aleshores, se'n deriven dos casos en funcié de si les columnes a; amb j =1,...,n
son linealment independents o no:

1) Se sap que p < m. Si les columnes ay, ..., a, sén linealment independents i si
p = m la soluci6 és basica i la demostracié esta completa.

Sip < m, com que A té rang m, es poden trobar m—p columnes de les a1, ..., a,
tal que siguin linealment independents de les p primeres. Aleshores assignant a les
variables x; d’aquests m — p columnes el valor zero i agafant el valor x4, ..., z, per
a les p primeres variables, s’obté una solucié basica factible (degenerada, en aquest
cas).

2) Si ay, ..., a, sén linealment dependents, aleshores hi haura una combinaci6 lineal
no trivial d’aquests vectors igual a zero:

Yrar + ... +ypap, =0

On les y; sén constants, no totes iguals a zero i almenys una d’elles és positiva (si
no, multiplicant per -1 a banda i banda ja es té alguna y; positiva).

Aleshores, es multiplica aquesta equacié per € i es resta a xyay + ... + zpa, = b.
Aixi s’obté:

(1 —eyr)ag + ... + (z, —eyp)a, = b

Aquesta igualtat és certa per a qualsevol € i © — ey sera per a qualsevol € una
solucié del problema, tot i que no sera una solucié factible per a qualsevol e.

A mesura que augmenta ¢, les components x; — ey; creixen si y; és negativa; es
queden iguals si y; és zero i decreixen si y; és positiva. S’ha vist que com a minim
hi ha una constant y; que és positiva; per tant la component associada a aquesta
constant decreixera a mesura que augmenta €.

S’agafa ¢ = min(%“yj > 0), que és el primer € pel qual una o més components
J
passen a ser zero. Aleshores, per a aquest € es té una solucié factible amb p-1
variables positives (com a molt).

Aquest procés es va repetint fins a tenir una solucié factible amb les columnes
a; corresponents linealment independents. Un cop arribats en aquest punt, es pot
aplicar el que s’ha vist en el cas de columnes linealment independents. U

Demostracié de 2):

Sigui # = (x1,...,7,)T una solucié factible optima, suposem sense perdua de
generalitat que les p primeres variables z1, ..., z, sén positives.

En el cas que ay,...,a, siguin linealment independents, el raonament és igual
que en la demostracié de 1). En el cas que siguin linealment dependents, també es
demostra igual que en el cas 1), pero ara cal demostrar que la solucié és optima per
a qualsevol €.

S’observa que per a qualsevol € el valor que pren la funcié objectiu és c¢’'x —ec’y,

on ¥y =(y1,..,Yp, 0,...,0)7. Per a e suficientment petit, z — ey és una solucié factible

8



per a valors positius i negatius de e. Per tant, ¢y = 0, ja que si no fos aix{ existiria
un € prou petit i amb signe apropiat tal que ¢’z — ec’y seria menor que ¢’z cosa

que conservaria la factibilitat pero violaria el suposit d’optima de la solucié x.

Un cop establert que la nova solucié factible amb menys components també és
optima, es procedeix com en el cas 1). U



3 Convexitat

En aquest capitol, les principals fonts consultades han set [3], [5], [7] i [8].

Fins ara, s’ha parlat dels problemes de programacié lineal des d’un punt de vista
algebraic, pero també es poden interpretar des d’un punt de vista geometric. Per a
entendre aquesta relacid, cal tenir clares un seguit de definicions i proposicions de
I’analisi convexa que s’exposen a continuacio.

Definicié 3.1. Un conjunt C' C R™ és convex si per a tot x1,x5 € C' @ per a tot
a €R tal que 0 < a <1, el punt ax; + (1 — a)zy € C

Definicié 3.2. Un punt x d’un conjunt convexr C es diu punt extrem de C' si no
hi ha dos punts diferents x1 i xo de C tals que © = axy + (1 — a)xs per a algun
O<ax<l

Definicié 3.3. Un conjunt V € R" es diu que és una varietat lineal si donats
x1,T0 €V es té que Axy + (1 — N)xg € V per a tot A € R

Definicié 3.4. Un hiperpla de R™ és una varietat lineal (n-1)-dimensional

Proposicié 3.5. Sigui a € R™ tal que a # 0 1 sigui ¢ € R, el conjunt:
H={z e R"|a’z = c}
Es un hiperpla de R™

Demostracio:

Com que a’z = ¢ és una equacié lineal, esta clar que H és una varietat lineal.

Sigui x; qualsevol vector de H, traslladant per a —x; es considera M = H — xq,
que sera un subespai lineal de R™. Aquest subespai esta format per tots els vectors
x que satisfan que a’x = 0, és a dir, tots els vectors ortogonals al vector a. Aixod és
un subespai (n-1)-dimensional, i per tant, H també ho sera. Il

Proposicié 3.6. Sigui H un hiperpla de R™, aleshores existeizen a € R™ tal que
a#0iceR tal que H={x € R"||a"z = ¢}

Demostracio:

Sigui x1 € H i es considera M = H — z;. Com que H és un hiperpla, M sera
un subespai (n-1)-dimensional. Sigui a qualsevol vector diferent a zero ortogonal a
aquest subespai, és a dir, a pertany al subespai unidimensional M*. Es evident que
M = {z||a”x = 0}. En fer ¢ = a’z; s’observa que si o € H s’obté xo — 2, € M, i
aixi a’'zy — a’xy = 0, el qual implica que a’zy = c. Per tant, H C {z|a’z = c}.
Perd com que H i {z|la”z = ¢} s6n de dimensi6 n-1 per la proposicié 3.5., esta clar
que han de ser iguals. O

Definicié 3.7. Sigui a € R” tal que a # 0 1 sigui ¢ € R, es considera [’hiperpla
H = {z € R"||a"z = ¢}. Aleshores, el semiespai tancat positiv sera H, = {x €
R™||la”x > ¢} i lobert sera HS = {x € R"||a”x > ¢}. Igualment, el semiespai tancat
negatiu sera H_ = {z € R"||aTz < ¢} i l'obert sera H® = {x € R"||a’x < ¢}. Els
semiespais son conjunts convexos 1 Hy U H_ = R™.
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Definicié 3.8. Un conjunt que es pot expressar com la interseccio d’un nombre
finit de semiespais tancats es diu plitop convex.

Definicié 3.9. Un politop fitat no buit s’anomena poliedre.

3.1 Equivalencia entre punts extrems i solucions basiques

Per a entendre ’equivalencia entre punts extrems i solucions basiques, primer cal
demostrar que el conjunt de solucions factibles (aquelles per a les quals x > 0) que
inclou les solucions basiques, és convex.

Teorema 3.10. El conjunt K de solucions factibles d’un problema de programacio
lineal és conver.

Demostracio:

S’ha de veure que qualsevol combinacié convexa de solucions factibles és una
solucio factible. Es obvi que si aquest conjunt només té un element, el teorema és
cert. Si en té més d'un, per exemple z7 i x5 (dues solucions basiques), aleshores:

Az =bamb x; >0
Axg =bamb 29 >0

Aleshores, per a 0 < a < 1, sigui © = az; + (1 — a)zy una combinacié convexa
de x1 1 z5. Esobvi que x > 0 perque 1 > 0, 29 > 0, a > 01 (1—a) > 0. Aleshores,
es comprova facilment que x també és una solucié factible:

Ar = Aoz + (1 — a)xg) = Az + (1 —a)Azy =ab+ (1 —a)b=10

Efectivament, x és una solucio factible i, per tant, K és convex. Il

Un cop introduits els conceptes de solucions basiques i les definicions, les pro-
posicions i el teorema anteriors, es pot entendre el segiient teorema que permet
relacionar les explicacions geometriques i algebraiques de la programacié lineal.

Teorema 3.11. Equivaléncia de punts extrems i solucions basiques

Sigui A una matriu m - n de rang m i b un m-vector. FEs considera el politop
convex K format per tots els n-vectors x que satisfan Ax =b i x > 0.

Un vector x és un punt extrem de K si i només si x és una solucio factible basica
de Ar = b amb x > 0.

Demostracio:

Sense perdua de generalitat, suposem que x = (z1, ..., Ty, 0, ..., 0) és una solucid
factible basica de Ax = b amb x > 0. Aleshores:
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Tia1 + ... + Ty = b

nag,..., a4, son les m primeres columnes de la matriu A i sén linealment inde-
O s eery Gy 1 1 de 1 triu A 1 1 t ind
pendents.

Suposem que x es pot formular com una combinacié convexa de dos punts de K:
r=ay+(l—a)zamb0<a<1,y+#ziy,z¢€ K. Totes les components de z, y
i z sén positives i a també ho és. Aleshores, com que les m — n components de x
son zero, les m — n components de y i z també ho seran. Per tant, es té:

Y101 + oo + Y@ = b
2101 + ... + ZmQm = b

Pero com que els vectors aq, ..., a,, sén linealment independents, aixo implica que
x =1y = z. Per tant, z és un punt extrem de K.

Per a demostrar el reciproc, suposem que x és un punt extrem de K. Suposem,
sense perdua de generalitat, que les components de x diferents de zero son les k
primeres i sén positives. Aleshores:

ria; + ... +xpar = b

Per a demostrar que x és una solucié factible basica, s’ha de demostrar que els
vectors aq, ..., a; son linealment independents.

Per a demostrar-ho, es fara reduccié a ’absurd. Suposem que fossin linealment
dependents. Aleshores, existiria una combinaci6 yya; + ... + yrar = 0 amb no tots
els yi, ..., yx iguals a zero. Per tant, es considera el n-vector y = (y1, ..., Yx, 0, ..., 0).
Com que per al vector x, z; > 0 per a 1 < 7 < k, es pot seleccionar ¢ tal que
r+ey>0ixz—ey > 0.

Esta clar que 2 = 3(z 4+ cy) + 3(x — ey). Per tant, z és una combinaci6 convexa
de dos vectors de K. S’ha arribat a una contradiccid, ja que x és un punt extrem
de K.

Aleshores, ay, ..., a; son linealment independents i x és una solucio factible basica
(tot i que si k < m, és una soluci6 factible basica degenerada). 4

D’aquest teorema es deriven un seguit de corol-laris sobre el politop convex K
que defineixen el conjunt de restriccions d'un problema de programacié lineal.

Corolari 3.12. Si el conjunt K = {z|Az = b,x > 0} és no buit, aleshores té
almenys un punt extrem.

Demostracio:

Com s’ha demostrat en el teorema 3.11., veure que K té algun punt extrem és
equivalent a veure que existeixen solucions basiques factibles per al problema que
defineix. Com s’ha demostrat en el teorema 2.8., si hi ha una solucié factible per
al problema que defineix, hi haura una solucié basica factible. Sota la hipotesi de

rang complet, que suposem sempre certa, se sap que existeix alguna solucié basica
factible. Il
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Corolari 3.13. S hi ha una solucid finita a un problema de programacié lineal, hi
haura una solucio optima finita que €s un punt extrem del conjunt de restriccions.

Corotari 3.14. FEl conjunt de restriccions K corresponent a Ax =b ix > 0 té com
a molt un nombre finit de punts extrems.

Corolari 3.15. Si el politop convex K corresponent a Ax =b ix > 0 és fitat, ales-
hores K és un poliedre convex, és a dir, K es compon de punts que son combinacions
convezes d’un nombre finit de punts.

3.2 Interpretacié geometrica del problema

Amb el que s’ha vist fins ara, ja es pot entendre la interpretacié geometrica dels
problemes de programacio lineal.

En R", una igualtat de la forma a;z1 + ... + a,x, = h, on els z; sén variables i
h i els a; sén constants, determina un hiperpla, de dimensié n — 1 per definicié. En
canvi, una desigualtat de la forma a;xy + ... + a,x,, < h divideix I'espai R™ en dos
semiespais.

Aleshores, donat un problema de programacio lineal, el conjunt de les restriccions
del problema delimitara un politop convex a l'espai R™. Si aquest politop convex
és fitat, sera un poliedre. Llavors, pel teorema 3.11., només caldra mirar els punts
extrems del politop convex, que seran vertexs si és un poliedre, per a trobar la
solucié factible optima del problema.

Exemple 3.16. Un problema en R3 podria ser:

Maximitzar: 3x; + 229 + dx3
Subjecte a: 201 + 19 < 4
T3 < 5
T1,29,23 >0

Cada una de les restriccions, divideix I'espai R? en dos subespais. En un subespai
es complira la restriccié i en 'altre no.

En aquest cas, les cinc restriccions determinaran un prisma com a la figura 3.17.
Cada igualtat de cada restriccié determinara una cara del prisma. En concret:

e 13 = ( correspon a la cara de sota.

e 13 = ) correspon a la cara de sobre.

e 75 = 0 determina la cara sobre l'eix x;.
e z; = 0 determina la cara sobre 'eix x5.

e 211 + 19 = 4 determina la cara que falta.
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En aquest cas, com es veu a la figura 3.17., el politop convex és fitat, per tant,
és un poliedre. Aleshores, pel teorema 3.11., se sap que la solucié oOptima sera un
dels vertexs. En la segiient taula es veuen quins valors pren la funcié objectiu per

a cada vertex:

Vertex | Valor de la funcié
(0,0,5) 25
(0,0,0) 0
(0,4,5) 33
(2,0,5) 31
(0,4,0) 8
(2,0,0) 26

Per tant, esta clar que
prendra el valor de 33.

Figura 3.17.

X2

la solucié optima sera (0,4,5), on la funcié objectiu

® (0,4,5)
(0,0,5)

(2,0,5)

®(0,4,0)

(0,0.0)

1(2,0,0)

x1
x3

Cal destacar que no sempre hi haura solucions optimes per als problemes de
programacio lineal. En I’exemple anterior, si es considerés la mateixa funcié objectiu
i les mateixes restriccions excepte 2z; + xo < 4, es tindria un politop no fitat. En
aquest cas, no hi hauria una solucié optima. Per exemple, es podria fixar x; = 1

i x3 = 11 llavors agafar x,
objectiu tendis a infinit.

tan gran com es volgués, fent que el valor de la funcié

14



4 Metode simplex

En aquest capitol les principals fonts consultades han set [3], [4], [5], [8], [9] 1 [10].

Com s’ha explicat abans, tot problema de programacio lineal es pot transformar
en un problema de minimitzacié en forma estandard. Aleshores, el metode simplex
consisteix a passar d’'una solucié factible basica a una altra mentre, el valor de la
funcié objectiu vagi decreixent. Vist des d'un punt de vista geometric, seria el
mateix que anar passant d’'un punt extrem a un altre.

Cal destacar que aquest metode és el més important de la programacié lineal,
pero encara no existeix una teoria de la convergencia que se li pugui aplicar. Tal com
s’explica a la referencia [4], com que el metode simplex va passant per les diferents
solucions basiques, se sap que no hi haura més de (7;) pivotacions. Aquesta fita
pot ser molt gran, pero a través de 'observacié de diferents casos, es va formular la
conjectura de Hirsch (1957 - William Morris Hirsch). Aquesta conjectura ve a dir
que:

e 3(m-n) pivotacions haurien de ser suficients per a resoldre qualsevol problema
de programacié lineal.

° %(m-n) sol ser la mitjana de pivotacions que es fan.

e Per a qualsevol problema es pot trobar una variant de metode simplex que el
resol amb m-n pivotacions.

Per a entendre aquest metode, es partira de la suposicié de no degeneracio: tota
solucié factible basica és no degenerada. Aixo simplifica molts els arguments. Si no
fos aixi, existeixen metodes per a corregir-ho.

Finalment, tal com s’explica a la referencia [9], és important destacar dos altres
metodes que no s’estudiaran en aquest treball:

e El metode de l'el-lipsoide: No pot competir amb el metode simplex a la
practica, pero és important perque va ser el primer metode de programa-
ci6 lineal pel que es va demostrar que funcionava en temps polinomial (és a
dir, que a partir d'un seguit de variables propies del problema es pot fitar el
temps de convergencia).

e El metode del punt interior: Es, de fet, un conjunt de metodes. Per a alguns ha
estat demostrat que funcionen en temps polinomial, mentre que per d’altres
no. Depenent del problema, pot ser que algun d’aquests metodes funcioni
millor que el metode simplex.

4.1 Pivotatge

El procediment de pivotatge, és el primer pas per a entendre el metode simplex.
Aquest procediment es pot interpretar des de dos punts de vista, segons la dualitat
que s’explica més endavant.
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Primera interpretacio

Sigui el sistema Az = b de les restriccions:
a111 +...+ A1nTy = bl

A1 Z1  +...t  @pnxn = by
Es pot escriure aixo com un conjunt de m equacions de la forma:

My = b,

atr =by, ..., a

En el cas que m < n, no hi hauria una solucié tnica, siné un conjunt de solucions.

Perd afegint un seguit d’equacions de la forma e*z = 0, linealment independents

entre elles i a les que ja es tenen, on e* és el vector k-éssim de la base canonica, es
tindra una solucié basica.

En aquest cas, com que les equacions sén linealment independents, es pot subs-
tituir qualsevol d’elles per una combinacié lineal de 'equacié triada i de la resta
de les equacions. Aix6 és al, cap i a la fi, fer eliminacié gaussiana. Aixo permetra
convertir el sistema en:

1 +  Yime)Tme1 Tt YeTn = Y10
T2 +  Ymt)Tm+1r Tt Y2mTn = Y20

x3 +  Y3m+1)Tm+1 Tt YsnTn = Y30

Ty T Ym(m+1)Tm41 oot YmnTn = Ymo

I per tant z = (Y10, .-, Ymo, 0, ..., 0)T és una solucié basica del sistema.

Definicié 4.1. Quan es tinguin m variables basiques cadascuna de les quals només
apareizen en una equacio, es dira que la taula esta en forma canonica. No s’ha de
confondre aixo amb que un problema estigui en forma canonica.

El pivotatge consistira en que si es vol substituir la variable basica z, amb
1 < p < m per una variable no basica z, amb m < ¢ < n, es podra fer si el
coeficient y,, és diferent de zero. El que es fara sera dividir la fila p per y,,, per
tal d’obtenir un 1 en la posicié on abans hi havia y,,. Tot seguit, es restara a les
altres files la fila p multiplicada per —y;, per a7 =1,....,p — 1,p+1,...,m per tal
de que la columna ¢ sigui tota de zeros (excepte 'element de la fila p que sera 1).
Si es denota y;; als nous coeficients, les férmules que els donaran sén:

;o b
Ypi = ypq

Yij = Yij — %yiq per a i # p
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Segona interpretacio

Una altra interpretacié del sistema per a entendre el pivotatge és veure’l com una
equacié vectorial xya; + ... + z,a, = b, on els a; amb ¢ = 1,...,n sén les columnes
de la matriu A.

Si m < n, els vectors a; formen una base de R™ i no hi ha una solucié tnica del
sistema. Pero com que la matriu A té rang m, se sap que es pot expressar b com
una combinaci6 lineal de m vectors a;. Les variables z; associades a aquests vectors
seran variables basiques. La resta de les variables s’igualaran a zero, i aixi s’obté
una solucié basica. Si es torna a tenir la taula en forma canonica, es tindra:

I 0 .. 0 wigm+ry - ¥Yin | Y0
0 1 0 Y2(ms1) - Yon | Y20
0 0 ... 1 ym(m+1) co Ymn | Ymo

Aleshores, esta clar que es pot expressar qualsevol columna de A com una com-
binaci6 lineal de les m primeres:

a; = Y141 + Y2502 + ... + Ymjam per g =1,...n

Per tant, es poden entendre les columnes de la taula com els coeficients de la
combinacio lineal dels vectors de la base que formen la columna.

Un altre cop, es vol substituir a, amb 1 < p < m per a, amb m < ¢ < n.
Es podra fer si i només si els vectors que conformen el que sera la nova base sén
linealment independents. Aixo passara si i només si y,, # 0.

Qualsevol vector a, es pot expressar com:

m
aq = Z (yiqai) + Ypglp
i=li#p
D’on es pot aillar a,. Substituint aquesta a, en la combinacio lineal d’a; anterior,
s’obté que:

- Yi Ypj
a;= Y (i — =Lyp)ai + a,
i=li#p Yra Pq

s . PR : .
I d’aix0 s’obtenen les equacions per a calcular y,. i y;; per i # p, que sén iguals
que en la primera interpretacio.

4.2 Variable a incorporar

Partint d’una solucié factible basica, es vol passar a una altra que doni un resultat
millor. El primer pas per a fer aixo és triar quina variable incorporar a la base.
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Teorema 4.2. Millora de la solucio factible basica:

Donada una solucio factible basica no degenerada que aplicada a la funcio objectiu
dona zy, sent zop = 1@ + ... + . St per a algun 1 < j < n es té que c; —z; <0,
on 2j = Y1;C1 + ... + YmjCm. Aleshores, hi ha una solucio factible amb valor objectiu
2 < z.

Si la columna a; es pot substituir per un vector de la base original i generar una
nova solucid factible basica, aquesta nova solucié tindra valor 2" < zy en la funcio
objectiu. En cas contrari, el conjunt K de solucions no esta fitat © la funcio objectiu
es pot fer arbitrariament petita.

Demostracio:

Sense perdua de generalitat, sigui © = (x, ..., Tm, 0, ...,0)7 una solucié facti-
ble basica tal que 2y = c’'z. Sense perdua de generalitat, suposem que ¢4 —
Zme1 < 0. Aleshores, es pot construir una solucié factible de la forma z’ =
(2} oy @y, @1, 0,..,0)7 amb 2/, ;> 0. Aleshores, com que 2/ = ¢’2/, es té

que 2" — 29 = (Cm41 = Zm+41) T4 < 0. Per tant, 2 < 2.

Es desitja agafar el 27, , més gran possible. En augmentar aquesta variable, les
altres es queden igual, disminueixen o augmenten. Per tant, s’augmentara aquesta
variable fins que 2, = 0 on 1 < ¢ < m, on s’obtindra una nova solucié factible
basica. Si z,., pot augmentar tant com es vulgui sense que cap variable basica
original passi a ser zero, voldra dir que el conjunt de solucions no esta fitat. O

Teorema 4.3. Condicidé d’optimitat:

Si per a alguna solucio factible basica es té que c; — z; > 0 per a tot j, aleshores
€s una solucio optima.

Demostracié:

Tal com es demostra a la pagina 41 de la referencia [8], s’observa que:

z=c'r =20+ (Cng1 — Zmg1)Tong1 + oo+ (Co — 20)Tn

Per a les variables basiques esta clar que ¢; — z; és zero. Aleshores, si per a totes
les variables no basiques es té que ¢; — z; > 0, llavors canviant qualsevol variable
basica per una no basica el valor z obtingut augmentaria. Per tant, és una solucio
optima. U

A partir d’ara s’utilitzara la nomenclatura r; = ¢; — z;. Aquest r; és el coeficient
de cost relatiu. Una interpretacié economica d’aixo és que es mesura el cost d'una
variable en relaci6 a la base donada. En aquesta interpretacid, c; seria el cost
d’augmentar la variable z; i z; seria 'estalvi en augmentar-la. Per tant, com més
negatiu sigui r;, més a compte sortira incloure la variable z; a la base.

En resum, es triara la variable a incorporar a la base en funcié del coeficient de
cost relatiu. En el metode simplex original, es va proposar triar aquella variable
que tingués un coeficient de cost relatiu més negatiu. Si aquesta variable no es pot
substituir a la base, voldra dir que el conjunt de solucions no esta fitat. Si la variable
es pot substituir a la base, es repetira aquest procés fins que tots els coeficients de
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cost relatius siguin majors o iguals a zero. En aquest cas s’haura arribat a una
solucié optima.

Cal destacar que, a part de triar la variable amb el coeficient de cost relatiu més
negatiu, hi han altres maneres de triar la variable que entra a la base. En 1977
Robert Gary Bland va proposar un refinament del metode simplex , en qu”, donat
un ordre arbitrari de les variables que es manté al llarg de tot el metode, la variable
no basica a incorporar a la base sera la primera que es trobi amb un coeficient de
cost relatiu negatiu, seguint I'ordre donat. A més, també s’utilitzara aquesta regla
per a triar la variable que surt de la base en cas que se’'n trobin dues igual de valides
(es parlara de com triar la variable que surt de la base a la seglient seccié). Se’n pot
trobar una demostracié a la referéncia [5], pagina 37. Tot i aix0, s’ha demostrat a
través de diferents tests empirics que la regla de Bland és més ineficient que altres
metodes posteriors.

4.3 Variable a treure
Suposem que es té una solucié factible basica (z1, ..., T, 0, ...,0) 1 que s’ha decidit

incorporar la variable associada a la columna a, amb ¢ > m. Aquesta columna
expressada en la base actual és:

g = Y1401 + - + Ymglm (4.1)

Com que es té que:

101 + .. + TppQpy = b (4.2)
Restant la igualtat (4.1) multiplicada per € a la igualtat (4.2) s’obté:
(x1 —eyrg)ar + ... + (T, — EYmg)am +€a, =b

Aixi, per a qualsevol € > 0 es pot expressar b com una combinacié lineal de
m + 1 vectors i s’obté una soluci6 factible, tot i que no totes aquestes solucions sén
basiques. En funcié de si els y;, sén positius, negatius o zero, els factors (z; — ey;,)
decreixen, creixen o es queden igual. Cal destacar que si el problema té m variables
basiques que apareixen cada una només en una equacio, es tindra que x; = ;.
També cal destacar que si la taula esta en forma canonica es tindra que x; = ;0.

Aleshores, si s’agafa ¢ = mln(z#0 Yiq > 0) s’obté una nova solucié factible.
7 vq

Si per a 'e anterior ¢ = p, vol dir que la variable a treure ha de ser la x,. Si
amb aquest € dos factors es convertissin en zero alhora, es podria treure de la base
qualsevol de les dues variables que hi estan associades. Si tots els y;, < 0, vol dir
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que es podria incrementar ¢ tant com es volgués que s’obtindria una solucié factible.
Aleshores, voldria dir que el conjunt de solucions K no esta fitat.

En resum, la variable que es traura de la solucié basica és z; tal que ¢ minimitza

Yi
v amb y;, > 0.

4.4 Solucio basica inicial

Ara que ja se sap com triar la variable a incloure en la nova solucié basica i també
com triar quina variable treure, només cal una solucié basica inicial per a iniciar el
metode simplex.

Si les restriccions del problema sén de la forma Az < b, amb la introduccié de
variables de separacié es pot obtenir una solucié basica des d’on iniciar el metode.
Si, en canvi, les restriccions séon de la forma Ax = b una manera de trobar aquesta
solucié basica inicial podria ser utilitzant el metode de dues fases o el metode Big-M.

Metode de dues fases

Definicié 4.4. Les variables artificials seran y; amb i =1, ...,m i son variables que
wmictalment no formaven part del problema i que, si el problema té solucio optima,
seran iquals a zero en aquesta solucio.

La primera fase d’aquest metode consistira en introduir variables artificials i
plantejar un nou sistema. Concretament, consistira en utilitzar les restriccions
Ax =0bix >0, per a plantejar el problema:

Minimitzar: >y
i=1
Subjecte a: Ax+y=2>5
x>0
y=>0

Aleshores, es trobara una solucié factible basica optima utilitzant el metode
simplex com s’ha explicat fins ara, partint de la solucié basica y = b. Si aquesta so-
lucié optima té alguna variable artificial diferent de zero, voldra dir que el problema
original no té soluci6 factible. Aixo és aixi perque si el problema original tingués
alguna soluci6 factible basica z’ tal que Az’ = b, llavors Ax’ + y = b implicaria que
y = (y1,---,Ym) = 01 la funcié objectiu en aquest cas es minimitzaria prenent valor
zZero.

En el cas que les variables artificials siguin totes zero en acabar la primera fase,
s’iniciara la segona fase consistent en utilitzar la soluci6 factible basica trobada com
a punt de partida del metode simplex per al problema original.
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Metode Big-M

Aquest metode, també anomenat metode de penalitzacid, consisteix en introduir
variables artificials i sumar-les a la funcié objectiu multiplicades per un coeficient
M positiu suficientment gran. Aixi el problema:

Minimitzar: ¢’z
Subjecte a:  Ax =10
x>0

Passaria a ser:

Minimitzar: ¢’z + > My,
i=1
Subjecte a: Az +y="b
x>0
y=>0

La idea d’aquest metode és que amb un coeficient M > 0 prou gran, el metode
simplex trobara una solucié factible basica optima que no inclou cap de les variables
y; per ¢ = 1,...,m, ja que incloure’n alguna suposaria sumar My;, un valor gran, al
valor de la funcié objectiu.

Aleshores, si la solucié del problema no esta fitada, pero totes les variables ar-
tificials sén zero, voldra dir que que el problema original té una solucié optima
no fitada. D’altra banda, si la solucié del problema no esta fitada i alguna de les
variables artificials és diferent de zero, voldra dir que el problema original no és
factible.

Si el nou problema té alguna solucié optima finita i totes les variables artificials
son zero, aquesta solucié tambe sera una solucié optima del problema original. Si
el nou problema té alguna solucié optima finita, pero alguna variable artificial és
diferent a zero, voldra dir que el problema original no té cap solucié factible.

Tot i que aquest metode pot resultar més atractiu que el de dues fases perque
només cal aplicar un cop el metode simplex, té dos grans problemes:

e Es dificil determinar com de gran ha de ser M.

e Kl valor gran de M dominara completament al dels altres coeficients i aixo
pot provocar errors d’arrodoniment.

4.5 Cicles

Abans s’ha dit que es partiria de la hipotesi de no degeneracié. En aquesta seccid
s’estudiara que passa si no es parteix d’aquesta hipotesi.

Si les solucions basiques factibles son no degenerades, el metode simplex conver-
gira en un nombre finit de passos, ja sigui concloent que hi ha una solicié optima o
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concloent que la solucié no esta fitada. En cas contrari, és possible que el metode
simplex entrés en un cicle on passés sempre per unes mateixes solucions basiques
que donen el mateix valor a la funcié objectiu. Cal destacar que si hi ha solucions
basiques degenerades, pot haver-n’hi més d’una associades al mateix punt extrem
(cosa que no passara si sén totes no degenerades).

Per a evitar aixo existeixen diferents metodes per a solucionar-ho. Per exemple,
la regla de Bland explicada a l'apartat 4.2. serveix per a evitar-ho. Un altre
metode és la regla de sortida, que estableix un criteri per a triar la variable que
surt de la base en cada iteracio i assegura que no es repetira cap base durant el
desenvolupament del metode simplex.

Regla de sortida

Sigui = {xp,rp} una solucié basica, xp les variables basiques d’aquesta i Xp
les no basiques. Sigui x4, una variable no basica que es vol incorporar a la solucié
basica. Aleshores, tal com s’ha explicat abans, es calcula el conjunt de subindexs
de variables candidates a abandonar la base:

Ip={i|%> = min %0 :y,. >0}

Yiq 1<r<m Yrq

Si el conjunt Iy té un tunic element, s’agafa aquest subindex. Si en té més d’un,
es calcula:

L=1{i

Uil — pip %1}
Yiq rely Yrq

Un altre cop, si [; té un unic element, es tria aquest com a subindex. En cas
contrari, es calcula I i aixi successivament. En general:

%5 = min 22} amb j <m
Yiq T€1j71 Yrq

I = {i

Es segur que per a algun j < m, [; tindra un unic element, que sera el subindex
de la variable que sortira de la base. Aixi s’evitara repetir bases i, per tant, la
formaci6 de cicles. No es fara una demostracié formal d’aquest fet, pero se’n pot
trobar una a la referencia [3], pagina 172.

4.6 Taula

A continuacié s’explicara com es procedeix a resoldre un problema de programacié
lineal amb el metode simplex tenint en compte el que s’ha explicat fins ara.

Suposem que es té un problema en forma estandard per al qual s’ha trobat una
solucié basica (per exemple utilitzant variables artificials). El que es fara és col-locar
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en forma de taula les columnes ay, ..., a,, juntament amb la columna b. Sota cada
columna es col-locard els coeficients ¢! i sota la columna b s’hi posara 0.

Es fara reduccié gaussiana, incloent també 1iltima fila, de tal manera que els
vectors columna de A associats a les variables basiques siguin tot zeros excepte un
1. D’aquesta manera, a 1'iltima fila quedaran els coeficients de cost relatiu (que
sén zero en el cas de les variables basiques) i —zg sota la columna b. Aix{ s’obtindra
una taula de l'estil:

Lo 0 Yimt1  Yime2 - Yin | Y10

1 0 Y2mt+1  Yome2 - Yon | Y20
0 0 .. 1 Ymm+1  Ymm+2 oo Yman | Ym0
0 0 ... 0 7y Tma2 - Tn | —20

Una altra manera d’entendre aixo és a partir de la forma matricial del problema.
Sigui B la submatriu m - m de A associada a la solucié basica i D la submatriu
m - (n —m) associada a la resta de variables. Es pot reformular el problema inicial
definint:

e A=[B,D]

e r = (xp,p)

o 7 =(cL,ch)

Ch,Cp

Aixi es tindra el problema:

Minimitzar:  ckxp + chxp
Subjecte a: Bxg+ Dxp =05
B Z 0
rp Z 0

Aleshores, la solucié basica corresponent a B seria z = (B~'0,0). D’altra banda,
a partir de la restriccié es veu que:

rp = B~ — B_lDLL‘D
Llavors, esta clar que el valor de la funcié a optimitzar en qualsevol cas sera:
z=cEB7 b+ (5 — EB™'D)xp
Llavors, per a la solucié basica inicial, es tindria que:

20 = c5B71b
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Ja que s’ha vist que en aquest cas xp = 0.

Aleshores, en crear la taula com s’ha explicat abans, quedaria:

Alb
)

Que és igual a:

B D|b

T T
B ¢p

=}

Finalment, utilitzant la matriu B com a base, es pot passar a la forma canonica
desitjada. El que es fara és multiplicar els blocs de dalt per B~! i aleshores restar
als blocs de baix els blocs de dalt multiplicats per —ck. Aix{ s’obté:

Id B™'D B~1b
0 c5—-cEB'D | —cLkB™

Aquesta taula esta en la forma canonica: sota les columnes associades a les
variables no basiques hi ha els coeficients de cost relatiu (ja que rl, = ¢f, —cL B~ D)
i sota I'altima columna tenim 'element —zy tal com es volia.

Aleshores s’aniran iterant els segiients passos:

e Pas 1: Un cop formada la taula com s’ha explicat, si tots els coeficients de
cost relatiu (r; = ¢; — z;) sén majors o iguals a zero es para,; la solucié factible
basica és optima.

e Pas 2: Si hi ha algun coeficient de cost relatiu estrictament negatiu, es tria g
tal que r, sigui el més negatiu dels coeficients de cost relatiu. La variable no
basica x, sera la que es convertira en basica.

e Pas 3: Es calculen els quocients Z—O peray;,, >0it¢=1,2,...,m. Sicap y

q
és positiu, el problema no esta fitat. En cas contrari, es tria p tal que % és
raq

el minim de tots els quocients.

e Pas 4: Es pivota sobre el pg-essim element, actualitzant tota la taula i es
torna al pas 1.

A continuacio, per a facilitar la comprensid, s’exposen dos exemples en que s’a-
plica el metode simplex. En tots dos s’utilitza un programa Simplex inclos en
I’annex A. Aquest programa utilitza el metode simplex original, triant la variable
a incorporar a la base segons el coeficient de cost relatiu més negatiu, i requereix
abans haver passat la taula a la forma canonica.
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Exemple 4.5. Per a il-lustrar la seleccié de les variables a treure i a incorporar
a la base en cada pas del metode simplex es proposa el segiient exemple. Sigui el
problema:

Maximitzar: 3r1 + o9 + 323
Subjecte a: 2z 4+ 19 + 23 < 2
$1+21‘2+3$3 §5
2$1+2$2+$3 < 6
T Z 0
) Z 0
T3 Z 0

Aleshores, el primer que es faria seria introduir tres variables de separacid x4, x5
i xg, juntament amb les restriccions x4 > 0, x5 > 01 xg > 0, per a transformar les
desigualtats en igualtats. Tot seguit, es multiplicaria la funcié a optimitzar per -1.
Aix{ el problema passaria de ser de maximitzacié a ser de minimitzacié. Cal destacar
que en aquest cas la solucié basica de la qual es podria partir és (0,0,0,1,1,1)7, és
a dir, incloent a la solucié basica només les variables de separacié. Com que amb
aquesta solucid basica el valor de la funcié a minimitzar seria zero, la taula quedaria
com:

z|2 1 1 1 0 0]2
zs| 1 2 3 0 1 0[5
|2 2 1 0 0 1]6

3 -1 -3 00 0/0

Cal destacar que per a facilitar la comprensio, s’ha afegit una columna extra al
principi de la taula on es marquen quines son les variables basiques.

Mirant els coeficients de cost relatiu, es decidiria incorporar la variable amb el
coeficient més negatiu. En aquest cas, podrien ser x; o x3. Es indiferent si se’n tria
una o 'altra, aixi que es tria la primera. Aleshores, per als elements de la primera
columna, es calcularien els quocients y;0/y;1. En aquest cas, com que y;; > 0,
Y21 > 01 ys1 > 0, es calculen tres quocients, que serien: 2/2 = 1, 5/1 = 5 i
6/3 = 3. Com que 1 és el coeficient més petit d’aquests, es pivota respecte del
primer element de la primera columna. En fer el primer pas del metode simplex, la
taula quedaria com:

z1[1 05 05 05 0 01
x50 15 25 -05 1 0|4
|0 1 0 -1 0 1|4

|0 05 -1.5 15 0 03

Aleshores, 1'inic coeficient de cost relatiu negatiu que hi ha és -1.5, cosa que
indica que s’haura de pivotar per a un element de la tercera columna. En aquest
cas, com que y33 = 0, només es calcularien dos quocients: 1/0.5 =214/2.5 = 1.6.
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Esta clar que s’haura de pivotar respecte del segon element de la tercera columna,
que és el que té el quocient associat més petit sense ser negatiu. Aleshores, la taula
que queda en fer el segon pas de metode simplex és:

|1 02 0 06 -02 002
x3 [0 06 1 -02 04 016
6|0 1 0 -1 0 1|4

[0 14 0 12 06 054

Aleshores, com que tots els coeficients de cost relatiu sén positius, el metode
simplex ha acabat. La soluci6 basica optima és (0.2,0,1.6,0,0,4)T i el valor que
assolira la funcio objectiu per a aquesta solucié és 5.4.

Exemple 4.6. Per a il-lustrar 1'is de variables artificials, es proposa el segiient
exemple. Si es té el problema:

Minimitzar: 4x1 4+ 9 + 23
Subjecte a:  2x1 + 1o + 2x3 =14
3CE1+3[L'2+$3 =3
T Z 0
i) Z 0
I3 2 0

No hi ha una solucié factible basica aparent, per la qual cosa s’haura d’utilitzar el
metode de les dues fases de les variables artificials. S’introdueixen aixi les variables
artificials x4 > 01 x5 > 0. Es canvia el problema a:

Minimitzar: T4+ X5
Subjecte a:  2x1 + 1o + 203 + 14 =4
31’1+3I2+l’3+l’5:3

T Z 0

i) Z 0

T3 Z 0

Ty Z 0

Ty Z 0

Aleshores, quedaria la taula:

O W Do
Ol W =
Ol N
=
= =
w

On l'ultima fila sén els coeficients de la funcié a optimitzar. En passar aquesta
taula a la forma canonica, quedaria:
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rg |2 1 2 1 0] 4
x5 |3 3 1 0 1]3
-5 4 -3 0 0|-7

On I'dltima fila sén els coeficients 7 juntament amb el valor negatiu 2y que pren la
funcié objectiu amb aquesta solucio basica. En aplicar el metode simplex en aquest
cas, s'obtindria en la primera iteracio la taula:

Xyg
zy |1 1 1/3 0 1/3

01 4/3 0 5/3

0 -1 4/3 1 -2/3

2
1
-2

En fer una altra iteracié s’obtindria la taula final de la primera fase:

€3
X

0 -3/4 1 3/4 -1/2|3/2
1 5/4 0 -1/4 1/2]1/2
0 0 0 1 1|0

Aleshores, s’haurien canviat les variables artificials de la solucié basica de la qual
es partia per variables no artificials i s’hauria aconseguit que la funcié a minimitzar
en aquest cas prengués valor zero. Aixi, es tindria una solucié basica factible x; =
3/2, x5 = 01 x3 = 1/2 per al problema original.

Llavors la taula pel al problema original seria:

0 -3/4 1]3/2
1 5/4 0]1/2
4 1 1|0

On a I"iltima fila s’han posat els coeficients de la funcié objectiu original i un zero
al final. En passar aquesta taula a la forma canonica queda:

x3 |0 -3/4 1] 3/2
z |1 5/4 0] 1/2
10 -13/4 0]-7/2

En aplicar el metode simplex a aquesta taula es fara una tnica iteracio i s’ob-
tindra:

z3| 3/5 0 1] 9/5
x| 4/5 1 0] 2/5
| 13/5 0 0|-11/5

Per tant, la solucié optima sera: z1 = 0, xo = 2/51 23 = 9/5. En aquest cas, la
funcié objectiu prendria el valor 11/5.
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4.7 Interpretaciéo geometrica del metode simplex

Com s’ha explicat, el metode simplex va passant d’un punt extrem a un altre, sempre
que es vagi reduint el valor de la funcié objectiu. Pel teorema 3.11.; se sap que les
solucions factibles es trobaran en un dels punts extrems. En concret, la solucié
optima estara en un punt extrem. Per tant, si s’arriba a un punt extrem pel qual
no es pot passar a cap altre on el valor de la funcié objectiu disminueixi (o augmenti
en el cas de maximitzacid), aquest sera el punt equivalent a la solucié optima. Per a
il-lustrar aixo es recupera l’exemple 3.16., que s’ha resolt amb el programa Simplex
inclos en l'annex. Cal destacar, que en aquest cas es vol maximitzar la funcié
objectiu. Per tant, el valor d’aquesta funci6 en els punts extrems (vertexs en aquest
cas) anira creixent.

Exemple 4.7. Si es té el problema:

Maximitzar: 3x; + 229 + dx3
Subjecte a: 2] + 19 < 4
T3 < 5
T Z 0
i) Z 0
T3 Z 0

El primer que es fa en aquest cas és introduir les variables de separacié x4 i x5
amb les quals el problema passa a ser:

Maximitzar:  3x; + 229 + dx3
Subjecte a:  2x1 + a0+ 14 =4
T3+ T5 = 5

T 2 0

T9 Z 0

T3 Z 0

Ty Z 0

Iy 2 0

Aleshores, la solucié basica inicial amb la qual es comencaria el metode simplex
seria (0,0,0,4,5)T, per la qual la funcié objectiu prendria valor 0. Aquesta soluci6
basica correspondria al vertex (0,0,0) i la taula associada seria:

x| 2 1 0 1 04
x50 0 1 0 1]5
3 -2 -5 0 00

Des d’aquest vertex es podria passar al (0,0,5), al (2,0,0) o al (0,4,0). Fent
una iteracié del metode simplex, la taula resultant seria:

Xy
xs3

4
5

2 1
0 0
-3

= O

1
0
0

[\]
ol — O

| 25
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Per tant, el resultat seria passar al vertex (0,0,5), associat a la solucié basica
(0,0,5,4,0)T i valor de la funci6é objectiu 25. Des d’aquest veértex es pot passar
al (0,0,0), al (2,0,5) o al (0,4,5). Fent una altra iteracié del metode simplex,
s’obtindria la taula:

1 05 0 05 0] 2
z3 |0 0 1 0 1|5
|0 05 0 1.5 531

—_

Per tant, el resultat seria passar al vertex (2,0,5), associat a la soluci basica
(2,0,5,0,0)T i valor de la funcié objectiu 31. Finalment, des d’aquest vertex es pot
passar al (0,0,5), al (0,4,5) o al (2,0,0). Fent I"iltima iteracié del metode simplex
s’obtindria la taula:

) 2
T3 0
|1

Per tant, el resultat seria passar al vertex (0,4,5), associat a la soluci6 basica
(0,4,5,0,0)T i valor de la funci6 objectiu 33. Com que tots els coeficients de cost
relatiu son positius, es conclou que s’ha arribat a la solucié optima. El recorregut
resultant de les iteracions que s’han fet es pot veure en la figura 4.8.

4
5
| 33

Ol — O

1
0
0

Ol O
D =

Figura 4.8.

(0,4,5)
(0,0,5)

,0,5)

®(0,4,0)

(0,0.0)

x2—1
(2,0,0)

x1
x3
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5 Dualitat

En aquest capitol les principals fonts consultades han set [3], [6], [8] 1 [10].

Tot problema de programacio lineal, o problema primal, té associat un problema
dual. Els dos problemes es construeixen a partir de les mateixes restriccions i
coeficients de cost relatiu, pero si un és de minimitzacio, ’altre és de maximitzacio.

Es poden interpretar les variables del problema dual com a preus associats a les
restriccions del problema primal.

Cal destacar que donats un problema primal i el seu dual, el problema dual del
problema dual original sera el primal original.

5.1 Programes lineals duals

Donat un problema primal en forma canonica, el problema dual associat que deter-
mina la forma canonica de la dualitat sera:

Primal Dual
Minimitzar Tx Maximitzar ATb
Subjecte a Az > b Subjecte a A>0

x>0 MTA< T

Si A és una matriu m - n, x és un vector n-dimensional, b és un vector m-
dimensional i ¢! és un vector fila n-dimensional, llavors A\” serd un vector fila m-
dimensional. El vector z sera el de les variables del problema primal i el vector \”
sera el de les variables del problema dual. Cal destacar que existeix una variable
dual per cada restriccié primal.

D’altra banda, donat un problema en forma estandard, la forma estandard de la
dualitat sera:

Primal Dual
Minimitzar Tx Maximitzar AT
Subjecte a Az =b Subjecte a  ATA < T
>0

Cal destacar que no sempre es partira d’un problema en forma estandard o en
forma canonica, pero ja s’ha explicat en I'apartat 2 com modificar els problemes
perque siguin d’aquestes formes.

5.2 Relacions primal-dual

Hi ha una relacié entre les variables i les restriccions dels problemes primals i duals.
Sigui quin sigui el problema de maximitzacié i el de minimitzacio:
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e Una variable en el problema de minimitzaci6 esta restringida a ser > 0 si i
només si la restriccié corresponent en el problema de maximitzacié és una
desigualtat <.

e Una variable en el problema de minimitzacié esta restringida a ser < 0 si i
només si la restriccié corresponent en el problema de maximitzacié és una
desigualtat >.

e Una variable en el problema de minimitzacié no esta restringida si i només si
la restriccio corresponent en el problema de mazimitzacié és una igualtat.

e Una restriccié en el problema de minimitzacié és una desigualtat de la forma
> si i només si la variable corresponent en el problema de maximitzacié esta
restringida a ser > 0.

e Una restriccié en el problema de minimitzacié és una desigualtat de la forma
< si i només si la variable corresponent en el problema de maximitzacié esta
restringida a ser < 0.

e Una restriccié en el problema de minimitzacié és una igualtat si i només si la
variable corresponent en el problema de maximitzacié no esta restringida.

Per a entendre millor aquestes relacions es proposa el segiient exemple:

Exemple 5.1. Donat el problema primal:

Maximitzar: 8x1 + 319
Subjecte a: 1 — 69 > 2
51’1 + 71’2 =—4
T S 0
To 2 0

Aleshores, com que en el problema primal es té que la primera restriccié és >,
en el dual A\; < 0. Com que la segona restriccié del primal és una igualtat, esta clar
que Ay no estara restringida en el dual.

Llavors, com que la primera variable del primal compleix x; < 0, la primera
restriccio del dual sera una desigualtat <. Igualment, com que la segona variable
del primal compleix x5 > 0, la segona restriccié del dual sera una desigualtat >.

Finalment, els termes independents del primal (2, —4) seran els coeficients de la
funcié objectiu del dual. D’altra banda, els coeficients de la funcié objectiu primal
(8, 3) seran els termes independents del problema dual. Llavors, els coeficients de les
restriccions del primal determinen els coeficients de les restriccions del dual, tenint
en compte que en el primal les restriccions venien determinades per Ax i en el dual
vindran determinades per AT A.

Aleshores, el problema dual sera:
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Minimitzar: 201 — 4,
Subjecte a: A1+ DA <8
—6A\1 +TXy >3
/\1 S 0
Ao no restringit

També hi ha una relacié entre els valors optims de les funcions objectiu del
problema primal i del dual.

Lema 5.2. Dualitat debil: Si x i A son solucions factibles per als problemes primal i

dual respectivament (en forma estandard, sent el primal el de minimitzacid), llavors
e > \Tb.

Demostracio:
Com que \Tb = Az, six > 0i M'A < c? llavors es té que NTAx < cf'z. O
Per tant, el valor objectiu d’una solucié factible en el problema de minimitzacio

és sempre major o igual que el valor objectiu d’una solucié factible en el problema
de maximitzacié. D’aixo se’'n deriven dos corol-laris i un lema.

Corotari 5.3. Si g i A\g son solucions factibles dels problemes primal i dual res-
pectivament 1 es compleir que cxry = Aob, llavors son solucions optimes dels seus
respectius problemes (Aquest corol-lari es coneix també com teorema de la dualitat
forta, tal com s’explica a la referéncia [7]).

Corolari 5.4. Si un dels dos problemes té un valor objectiu no fitat, aleshores l’altre
problema no té cap solucio factible.

Cal destacar que el reciproc del corol-lari 5.4. no és cert: que un problema no
sigui factible no implica que 'altre no estigui fitat.

Lema 5.5. Si un dels dos problemes té una solucio optima, aleshores els dos pro-
blemes tindran solucio optima i els dos valors objectius optims seran iguals.

Aleshores, es pot resumir tot aixo en el segiient teorema.

Teorema 5.6. Dualitat de la programacio lineal:

Si el problema primal o dual té una solucié optima finita, l’altre problema també
la tindra. A més, els valors corresponents de les funcions objectius son iguals. Si
un dels dos problemes no té fitat el seu valor objectiu, l’altre no tindra una solucio

factible.

Demostracié: Es pot trobar una demostracié formal d’aquest teorema a la re-
ferencia [8], pagina 88. O
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6 Problema del transport

En aquest capitol les principals fonts consultades han set [2], [3], [8], [10] i [11].

Una de les aplicacions de la programacié lineal és el problema del transport. En
aquest problema, se suposa que hi ha m origens amb unes quantitats no negatives
d’un producte a; amb ¢ = 1,...,m i n destins amb unes demandes no negatives
d’aquest producte b; amb j = 1,...,n. Aquestes quantitats poden ser nombres
reals, pero per a facilitar la comprensié del que s’explicara, els exemples proposats
en aquest capitol utilitzen nombres enters. Se suposa, a més, que la suma de la
quantitat demandada total és igual a la de la quantitat oferida total. Es a dir:

També se suposa que hi ha un cost associat a enviar una unitat del producte
des de l'origen a; al desti b;, que sera ¢;;j amb i =1,...,m1ij =1,...,n. Llavors, el
problema del transport sera:

Minimitzar

INgE

n
D CijTi
i=1j=1

Subjecte a Yz =a;ambi=1,..,m
j=1
Zl’ij = bj amb j = 1,...,71
i=1

x5 > 0 per a tot 1,

Cal destacar que si la demanda total és inferior a I'oferta total, es pot suposar
I'existencia d’un nou desti la demanda del qual és la diferencia entre I'oferta total
i la demanda total i pel que tots els costs unitaris seran zero. Aixo sera equivalent
a que alguns origens es quedin amb alguna quantitat del producte sense repartir.
Fent aixo, es pot solucionar el problema del transport com segueix.

Les variables x;; representen les quantitats enviades des de I'origen a; al desti b;.
Les restriccions també es poden escriure com:

[L’11+l’12+...+$1n = aq
To1 + Too + ... + X2y, = G2
Tl + T+ oo + Ty = Ay,
T+ Tor+ o F T = by
Tig +Tog + .. + Tz = by
Tin + Ton + oo + T = by,

Es pot veure que el problema del transport és factible i sempre té una solucio
optima. Sigui:
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Es evident que si es defineix z;; = ;j pert=1,...mij = 1,..,n, llavors
aquests x;; compleixen les restriccions del problema, per tant, es tracta d’una solucié
factible. A més, el valor que pot prendre la variable x;; esta fitat:

0 S Lij S min{ai, bj}

Per tant, el problema del tranport sempre tindra una solucié optima, ja que tot
programa lineal fitat que té una solucio factible té una solucié optima.

D’altra banda, tal com es demostra a la pagina 344 de la referencia [3], es pot
observar que el conjunt de restriccions és redundant. Per tant, es pot eliminar
una de les restriccions sense canviar el conjunt de les solucions factibles. Aquesta
restriccio eliminada es podra reconstruir a partir de la resta. Per tant, el problema
es pot considerar de m 4+ n — 1 restriccions i una base per a aquest problema tindra
m + n — 1 vectors.

6.1 Solucid factible basica inicial

Igual que amb el metode simplex, per a trobar la solucié d’un problema del transport
cal trobar una solucié basica factible inicial.

Alguns metodes per a fer aixo sén el metode de Vogel o el del cost minim. Un
altre metode, el qual es presenta a continuacié, és el de la regla de la cantonada
nord-est. Per a aquest metode s’utilitza una taula com la segiient:

x11 T12 13 | - | T1n | Q1
T21 22 23 | - | Top | A2

Tml Tm2 Tm3 Tmn A,
by by bs | ... | b,

Aleshores, una cel-la buida indica que la variable corresponent pren el valor
zero. Comencant amb totes les cel-les buides se segueix recursivament el segilient
procediment:

e Pas 1: Es comenca a la cel-la de la cantonada superior esquerra.

e Pas 2: Es col-loca el minim entre el que falta per complir del requeriment de
la columna i el que falta per complir del requeriment de la fila.

e Pas 3: Si es compleix totalment el requeriment de la fila, es passa a la cel-la
de sota. Si es compleix totalment el requeriment de la columna, es passa a la
cel-la de la dreta. Si es compleixen tots els requeriments, es para. Si no, es
torna al pas 2.
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Per a entendre millor aquest procediment s’explica pas a pas amb el segiient
exemple.

Exemple 6.1. Es consideren els vectors a = (30, 80, 10,60) i b = (10, 50, 20, 80, 20).
Aleshores, la taula que s’obtindria seria:

10 | 20 30
30|20 | 30 80
10 10
40 | 20 | 60
10| 50 | 20 | 80 | 20

El que s’ha fet és, partint de la cel-la superior esquerra, col-locar-hi el minim
entre el requeriment de la fila (30) i el de la columna (10). Com que el minim
requeriment és el de la columna, es posa 10 en aquesta cel-la i es passa a la de la
dreta.

Aleshores, en aquesta es posa el minim per a complir el requeriment de la fila (30-
10=20) i el de la columna (50). S’hi posa 20, i com que s’ha complert el requeriment
de la fila es passa a la cel-la de sota.

Se segueix aquest procediment fins a arribar al resultat final. Aleshores, la soluci
basica inicial sera:

X11 X192 X13 X14 X15 10 20 O 0 0
Xo1 Xo2 Xo3 Xp4 Xop5| | O 30 20 30 O
X31 X32 X33 X34 X35 0O 0 0 10 O
X41  X42 X43 Xaq4  X45 0 0 0 40 20

6.2 Propietats estructurals del problema del transport

Una propietat clau del problema del transport, la qual és 1til per a trobar-ne la
solucio, és la que s’exposa en el seglient teorema.

Definicié 6.2. Una base és triangular si la matriu basica corresponent es pot re-
presentar com una matriu triangular inferior a través d’una permutacio de les seves
files i columnes.

Teorema 6.3. Triangularitat de les bases

Totes les bases del problema del transport son triangulars.

Demostracio:

Considerant les restriccions:
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T+ T2+ ...+ 21, = ay

Tol + Tog + ... +Top = Q2
Tml + T2+ o + T = Gy
11+ o1 + .. + T = b1
Tig+ T+ ..+ T = by
Tin+ Ton+ ...+ T = by

Aleshores, es canvia el signe de la meitat superior del sistema. La matriu dels
coeficients del sistema constara només de 0, +1 i -1. Per la redundancia, es pot
eliminar una de les restriccions. Aleshores, a partir de la matriu de coeficients
resultant, es forma una base B triant un subconjunt no singular de m+n-1 columnes.

Cada columna de B té com a molt dos coeficients diferents de zero, que poden
ser +1 o -1. Per tant, hi ha com a molt 2(m +n — 1) coeficients diferents a zero en
B. Pero si totes les columnes tinguessin dos coeficients diferents de zero, la suma
de totes les files seria zero, contradient la no singularitat de B. Per tant, almenys
una columna tindra només un coeficient diferent de zero. Per tant, el nombre total
de coeficients diferents de zero de B sera menor a 2(m +n — 1), per tant, hi haura
una fila de B que només té un coeficient diferent de zero. Es per aixo que es pot
dur a terme el segiient procediment per a demostrar que la matriu és triangular:

e Pas 1: Trobar una fila de B amb només un coeficient diferent de zero.

e Pas 2: Formar una submatriu traient de la que es té la fila triada al pas 1 i
la columna corresponent a I'inic coeficient diferent de zero. Tornar al pas 1.

Com que es podra seguir aquest procediment fins a haver eliminat totes les files
i columnes, queda demostrat que B és una matriu triangular. U

Com ha quedat demostrat, tota base del problema del transport és triangular i
tots els elements diferents de zero seran +1 (o -1 en cas de fer algun canvi de signe).
Aleshores, d’aixo se’'n deriva el segiient corol-lari:

Corolari 6.4. Si les sumes de fila i de columna d’un problema de transport son
enteres, aleshores les variables basiques de qualsevol solucio basica son enteres.

6.3 Algorisme per al problema del transport

Gracies a la triangularitat de les bases abans explicada, és facil aplicar el metode
simplex al problema del transport. Per a fer-ho, s’utilitzaran el que es coneixen
com a multiplicadors simplexs, que formaran el vector A = (w1, ..., Up, V1, ..., Up).

El que es fara és considerar una matriu C' de dimensié m - n, formada pels
coeficients de cost unitaris ¢;;. Llavors, s’aniran afegint, a mesura que es vagin
trobant, els multiplicadors simplexs u; per ¢ = 1,...,m a la dreta de la matriu C' i
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els multiplicadors simplexs v; per j = 1, ...,n a sota. Com que una de les restriccions
és redundant, es pot assignar un valor arbitrari a un multiplicador qualsevol.

Per a trobar els multiplicadors simplexs, s’utilitzara que per a les variables z;; que
sén basiques aquests multiplicadors compliran que w; 4+ v; = ¢;;. D’altra banda, es
complira que els coeficients de cost relatiu seran 7;; = ¢;;—w;—vj perai =1,2,...,m
i7=1,2,...,n.

Al final, s’obtindra una taula com la segiient:

al | ... | an | u
cnl | oo e | U
(%1 c. Un,

Corotari 6.5. Si els costs unitaris c;; d’un problema de transport son tots enters,
llavors (suposant que el valor arbitrari que s’assigna a un multiplicador simplex
també és enter) els multiplicadors simplex associats a qualsevol base també son
enters.

Aleshores, per a trobar aquests multiplicadors, se segueix el segiient algorisme:

e Pas 1: S’assigna un valor arbitrari a un multiplicador. Per exemple, el valor
ZEro & Up,.

e Pas 2: Es busquen els elements c;; corresponents a les variables x;; que son
basiques pels que u; o v; (perd no tots dos) ja esta determinat.

e Pas 3: Per als elements del pas 2, es calcula el multiplicador no determinat
utilitzant que ¢;; = w; + v;. Si tots els multiplicadors estan determinats, es
para. En cas contrari, es torna al pas 2.

La triangularitat de les bases garanteix que es pot utilitzar aquest algorisme fins
a trobar tots els multiplicadors simplexs.

Exemple 6.6. A l'exemple 6.1., es proposaven els vectors a = (30, 80,10, 60) i
b = (10,50, 20, 80,20). Aleshores, la taula que s’obtindria seria:

10 | 20 30
30|20 | 30 30
10 10
40 | 20 | 60
10 | 50 | 20 | 80 | 20

Si se suposa ara que els costs unitaris son:
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Aleshores, s’afegeix una fila a sota corresponent al vector v = (v, vq, U3, vy, v5) 1
una columna a la dreta corresponent al vector u = (uq,ug, us,us). Si s’assigna el
valor zero a vs, es busca quins elements de la columna 5 corresponen a una variable
basica. En aquest cas, nomes sera cy5. Per tant, com que c45 = uy + v5 i com que
cy5 = 21 v5 =0, esta clar que uy = 2. Aleshores, es busca quins altres elements de
la fila 4 corresponen a una variable basica. En aquest cas, a part de c45, nomes sera
cyy. Com que cyy = ug +v4 i com cgyy = 41 uy = 2, esta clar que vy = 2. Seguint
I’algorisme s’arriba a:

3 4 6 8 915
2 2 4 5 513
2 2 2 3 2|1
3 3 2 4 2|2
-2 -1 1 2 0

Aleshores, els multiplicadors simplexs sén: u = (5,3,1,2) i v =(-2,—1,1,2,0).

Un cop se sap com calcular els multiplicadors simplexs, se sabra calcular els
coeficients de cost relatiu. Com passa amb el metode simplex general, una variable
no basica sera candidata a entrar a la base sempre que el seu coeficient de cost
relatiu sigui negatiu. A mesura que es va incrementant el valor de la variable que
s’afegeix a la base, alguna de les variables basiques anteriors disminuira tendint a
zZero.

Per la propietat triangular de les bases en aquest problema es pot comprovar
que en introduir una variable nova a la base amb valor 6, el valor de les variables
basiques anteriors es queda igual, augmenta en +6 o disminuiex en —6.

En la taula de les variables x;;, totes les variables basiques estaran connectades.
Aixo vol dir que agafant les cel-les de les variables basiques com a vertexs i unint
aquests vertexs amb arestes horitzontals i verticals (unint només els vertexs més
proxims que estan en la mateixa fila o columna), es podra passar de qualsevol
vertex a un altre. Aquests vertexs i arestes definiran un arbre sense cicles. Si
I’arbre contingués un cicle, es podria fer una combinacié lineal dels vectors de la
base que fos igual a zero. Per tant, els vectors de la base no serien linealment
independets i, per tant, no seria una base.

Com s’ha explicat, una solucié basica del problema del transport tindra exacta-
ment m + n — 1 variables diferents a zero. Llavors, en introduir una nova variable a
la soluci6 basica, el conjunt de les m + n cel-les no buides formara un cicle, tal com
s’explica a la referencia [9].

Aleshores, un cop triada la variable no basica que s’introduira a la base, es de-
termina quin cicle es formaria en aquest cas. Llavors, com que el valor d’aquesta
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variable que s’introdueix a la base passa de zero a 6, s’escriu + a la cel-la corres-
ponent que abans estava en blanc. Per a les celles de les variables basiques que
formen part del cicle que comenca i acaba en la cel-la on ara hi ha un +, es va
posant alternada-ment - i 4. Totes les altres variables basiques no es modificaran.
Finalment, # sera el minim valor corresponent a una de les cel-les amb un -, cosa que
fara que almenys una variable basica passi a ser zero i, per tant, abandoni la base.
Llavors, se suma 6 a les cel-les amb un + i es resta a les que tenen un -. Aquest
metode es diu stepping-stone i permet trobar noves solucions basiques factibles a
partir d'una altra previament coneguda.

Per a trobar aquest cicle, s’ha de tenir en compte que a cada fila i columna, hi
haura exactament un +6 i un —# o no hi haura res. Aleshores, en posar + a la cel-la
corresponent a la variable que entra a la base, se sap que en aquella fila i columna
hi haura un —@. A més, si hi ha alguna variable basica que és I'inica que queda
sense assignar a la seva fila o columna, se sap que no canviara.

Exemple 6.7. Aquest exemple s’ha resolt amb el programa Transport de I'annex.
Tornant als exemples 6.1. i 6.6., s’havia vist que els multiplicadors simplexs eren:

3 4 6 8 9|5
2 2 4 5 5|3
2 2 2 3 2|1
3 3 2 4 2|2
-2 -1 1 2 0

Per tant, calculant els coeficients de cost relatiu, s’obté:

NN OO
o O O
O~ N

W W= o
o O O

|
—_

Per tant, I'inica variable no basica candidata a entrar a la base és 143, ja que
sera I'inica amb un coeficient de cost relatiu associat negatiu. Aquesta variable que
entra a la base formaria un cicle amb les variables 44, x24 1 £23. Llavors, s’assignen
+ i - de la segilient manera:

10 | 20 30
30 |20~ | 307 80
10 10

+ (407 | 20 | 60
10 [ 50 | 20 | 80 | 20

Per a trobar aquest cicle, el que s’ha fet és posar + a la cel-la d’z43. Aleshores,
se sap que en la fila 4 i en la columna 3 hi haura exactament un -. Com que a la
columna 3 només queda la variable x53 = 20, se sap que a aquesta se li restara 6.
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Aleshores, es veu que la variable x1; = 10 es 'inica de la columna 1, per tant, no
canviara. Com que a la fila 1 hi ha 2 variables, pero una és x1; = 10, que no canvia,
es dedueix que l'altra, z15 = 20, tampoc canviara. Com que a la columna 2 hi ha
dues variables i una és x5 = 20, que no canvia, es dedueix que l'altra, xoo = 30,
tampoc canviara. Aleshores, a la fila 2 hi ha una variable que no canvia, x5 = 30,
i una a la que se li restra 6, o3 = 20. Per tant, a 'altra variable d’aquesta fila,
o4 = 30, que és I"iltima opcid que queda, sera a la que se li sumara #. La variable
r34 = 10 esta sola a la fila 3, per tant, no canviara. A la columna 4 hi ha una
variable que no canvia, 3y = 10, i una a la que se li suma 6, xo4 = 30. Per tant,
laltra variable de la columna 4, x44 = 40, sera a la que se li restara 6. Finalment,
com que a la fila 4 ja hi ha una variable a la que se li suma 6, x43, i una altra a la
que se li resta, x44 = 40, la variable z45 = 20 no canviara.

Com que el minim entre 20 i 40, corresponent a les variables basiques amb un -,
és 20, queda clar que 6 sera 20. Llavors, es suma i es resta # segons correspongui i
s’obté la nova soluci6 basica:

10 | 20 30
30 50 80
10 10

20120 |20 | 60
10 | 50 | 20 | 80 | 20

Si es calculessin ara els nous multiplicadors simplexs i els nous coeficients de cost
relatiu, s’observaria que tots els coeficients de cost relatiu nous serien no negatius.
Per tant, s’hauria arribat a la solucié optima.

En definitiva I'algorisme per a resoldre el problema del transport sera:

e Pas 1: Es calcula una solucié basica inicial utilitzant la regla de la cantonada
nord-est o qualsevol altre metode.

e Pas 2: Es calculen els multiplicadors simplexs i els coeficients de cost relatiu.
Si tots els coeficients de cost relatiu son no negatius, la solucié és optima i es
para. En cas contrari, es passa al pas 3.

e Pas 3: Es selecciona la variable no basica a introduir a la base, normalment
la que esta associada al coeficient de cost relatiu més negatiu. Es calcula 6 i
es canvien les variables basiques del cicle. Es torna al pas 2.

Finalment, cal destacar que en el cas que existeixi degeneracié (alguna variable
basica té valor zero), es pot seguir el mateix procediment. El problema en aquest
cas és que 'arbre que formen les variables basiques deixara de ser connex. Per a
solucionar aixo, I'inic que caldra fer és donar a la variable basica degenerada el valor
€ que es considerara sempre suficientment petit. Aixi, es podra seguir 1'algorisme
explicat anteriorment i, si la variable basica degenerada deixa la base, es podra
eliminar .

Aquest problema de la degeneracié apareixera quan, per a un subconjunt de files
i columnes, 1'oferta total i la demanda total siguin iguals.
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Problema de I’assignaci6

Es interessant parlar d’aquest problema, que es pot interpretar com una variacié
del problema del transport.

En aquest cas, hi haura tants origens com destins. Una manera d’interpretar-ho
és que s’han d’assignar n treballadors a n tasques. Cada treballador donara un
rendiment diferent en cada tasca. Per tant, es vol maximitzar el rendiment total
dels treballadors, subjecte a que tots facin alguna tasca.

En aquest cas, les variables prendran només el valor 0 o 1. Hi haura exactament
n variables basiques amb valor 1. En un problema del transport normal, hi hauria
2n—1 variables basiques diferents de zero. Per tant, aquest és un cas molt degenerat.

Aquest problema es podria resoldre amb ’algorisme abans proposat, pero resul-
taria bastant pesat perque s’hauria de tractar amb moltes variables degenerades. Es
per aixo que en aquest cas s’utilitza un altre metode basat en la relacié primal-dual
abans introduida.

6.4 Exemple

A continucié es proposa un exemple del problema del transport. Per a resoldre’l,
s’ha utilitzat un programa inclos en I’annex B.

Exemple 6.8. Per a aquest exemple se suposa que hi ha 3 origens i 4 destins. Les
unitats de producte oferides des de cada origen sén a = (400, 700, 100) i les unitats
de producte demandades des de cada desti sén b = (500, 400, 100, 200). Es evident
que l'oferta i la demanda sén iguals a 1200 unitats. Aleshores, se suposa que els
costs unitaris d’enviar una unitat des de ’origen a; al dest{ b; venen donats per la
seglient taula:

8 |11 5| 7
915|611
12 4 18110

Aleshores, s’introdueix aquesta informacié al programa Transport de 'annex i
s’obté que la primera solucié basica, trobada amb el metode de la cantonada nord-
oest, és:

400 400
100 | 400 | 100 | 100 | 700

100 | 100
500 | 400 | 100 | 200

Es evident que aquesta solucié basica compleix tant els requeriments de les files
com els de les columnes.

Aleshores, en calcular els multiplicadors simplexs, s’obté:
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8 |11 |5 | 7 |10
915 |6 11|11
121 4 | 8 [ 10| 10
2 1-61-5]0

Els multiplicadors simplexs seran 1iltima fila i I'iltima columna. Amb ells es
podran calcular els coeficients de cost relatiu. L’inic coeficient de cost relatiu es
trobara en 1"iltima posicié de la primera fila i sera 7—10—0 = —3. Aix0 determina
quina variable entrara en la base. Aleshores, la matriu de les variables sera:

400~ + | 400
100" | 400 | 100 | 100~ | 700
100 | 100

500 | 400 | 100 | 200

Com que # sera el minim dels elements als quals es resta #, esta clar que sera
100. Per tant, la nova solucié basica sera:

300 100 | 400
200 | 400 | 100 700

100 | 100
500 | 400 | 100 | 200

Llavors, es tornen a calcular els multiplicadors simplexs:

8|11 |5 | 7|7
9156 |11] 8
12 4 | 8 10| 10
11-3[-2]0

Es pot veure que I'inic coeficient de cost relatiu negatiu estaria a la segona
posicié de I'iltima fila i valdria 4 — 10 — (—3) = —3. Aleshores, aix0 determinaria
quina variable entraria a la base. La matriu de les variables seria:

300~ 100" | 400
200" | 400~ | 100 700
+ 100~ | 100

500 | 400 | 100 | 200

Un cop definit el cicle, # sera el minim dels elements als quals es resta 6. En
aquest cas esta clar que sera 100. Llavors, la nova solucié basica sera:

200 200 | 400
300 | 300 | 100 700

100 100
500 | 400 | 100 | 200
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Finalment, si es tornen a calcular els multiplicadors simplexs:

8|11 |5 | 7|7
9156|118
1214 (8107
1{1-31-2]0

Com que tots els coeficients de cost relatius sén no negatius, s’ha arribat a la
solucié basica optima. En aquest cas, el cost associat a satisfer totes les demandes
dels destins és:

200 % 8 + 200 * 7 4 300 % 9 + 300 * 5 4+ 100 * 6 + 100 * 4 = 8200

Finalment, cal destacar que, com que el cost relatiu associat a la variable en
la tercera posicié de la primera fila és zero, existeix una solucié basica optima
alternativa.
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7 Conclusions

Amb aquest treball s’ha complert I'objectiu inicial, que era establir una base de
coneixements necessaris per a entendre que és la programacié lineal, com plantejar
els problemes que se’n deriven i com resoldre aquests problemes amb el metode
simplex.

Amb la introduccié que s’ha fet dels problemes de programacio lineal, ha quedat
clara la seva interpretacio algebraica. D’altra banda, gracies a les explicacions i de-
mostracions dels conceptes de ’analisi convexa, ha quedat clara la seva interpretacio
geometrica.

S’ha aprofundit en el metode simplex ja que és la base de la programacio lineal.
Tot i que aquest metode va ser ideat al 1947, la seva importancia segueix estant
vigent avui en dia. S’ha explicat 'algorisme que s’utilitza en el meétode simplex i
s’ha implementat aquest algorisme en un programa que es pot trobar en ’annex.

També s’han introduit les nocions de dualitat necessaries per a entendre inter-
pretacions equivalents d’un mateix problema.

D’altra banda, també s’ha complert l'altre objectiu del treball, que era apro-
fundir en una aplicacié practica de la programacié lineal, com és el problema del
transport. S’ha explicat ’algorisme que s’utilitza per a resoldre aquest problema i
s’ha implementat aquest algorisme en un programa que es pot trobar a I'annex.

7.1 Propers passos

Donada aquesta base de coneixements sobre aquesta branca de les matematiques
aplicades, es podra ampliar en diverses direccions.

D’una banda, amb els coneixements establerts, sera més facil entendre la pro-
gramacioé no lineal, en que alguna de les restriccions o la funcié objectiu no sera
una funcié lineal. També servira com a base per a introduir-se en la programacio
entera, en que es restringiran algunes variables (o totes) a prendre valors enters.

D’altra banda, com ja s’ha comentat en el treball, existeixen altres metodes a part
del simplex per a resoldre problemes de programacio lineal. Tot i que la importancia
del metode simplex és evident, existeixen altres metodes com el de ’el-lipsoide o el
del punt interior que s’haurien d’estudiar si es desitja seguir aprofundint en aquest
coneixement. Pero també es podria aprofundir més en el metode simplex, per
exemple estudiant el metode simplex revisat, que és mes optim computacionalment.

Pel que fa a la dualitat, es podria aprofundir més en la interpretacié economica
dels problemes duals i també es podria estudiar la sensibilitat dels problemes de
programacio lineal: com varien els resultats en variar algun parametre.

Finalment, pel que fa al problema del transport, es podria aprofundir en altres
metodes per a trobar solucions inicials, com el metode de Vogel o el del cost minim.
També es podrien estudiar altres aplicacions practiques de la programacié lineal
com el problema de la dieta o els problemes de la motxilla i de localitzaci6 (que sén
problemes de programacié entera).
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Annexos

A Simplex

Per a poder escriure els programes amb LaTeX, s’han tret els accents de les paraules.
També s’han separat algunes linies de text per a que capiguen en una pagina.

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>

void pivotar(int d, int s, int n, int m, double **A);

int main(void){
int m, n, i, j, acabat, s, d, iter;
double u;
printf ("Escriuym,_ el nombre de restriccions:\n");
scanf ("%d4d", &m);
printf ("Escriu,n, el nombre_ de variables:\n");
scanf ("%d", &n);
double x*x*A;
A=(double **)malloc((m+1)*sizeof (double *));
for(i=0; i<=m; ++i){
A[i]l=(double *)malloc((n+1)*sizeof (double));
+
printf ("Escriugyelselements delamatriu, A de
uuuurestriccions unyperunperfiles:\n");
for(i=0; i<m; ++i){
for(j=0; j<mn; ++j){
scanf ("%1f", &A[i]1[j]1);
}
}
printf ("Escriugyel vector_ b,dels termes independents
uvuunudeyles restriccions unperyun:\n");
for(i=0; i<m; ++i){
scanf ("%1f", &A[i][n]);
}
printf ("Escriugyel vector,rdels coeficients de cost
vuuurelatiugunyperyun:\n");
for(i=0; i<n; ++i){
scanf ("%1f", &A[m][i]);
}
printf ("Escriugelvalor que,prenla, funcioobjectiu
Luuuuamblasoluciobasicainicial:\n");
scanf ("%1f", &A[m]([n]);
acabat=0;



for(i=0; i<n; ++i){
if (Alm] [i]1<0){

acabat=1;
}
}
iter=0;
while Cacabat==1)-
++iter;

printf ("Iteracio, %d:\n", iter);
/*Trobem la possticio del primer coeficient de
cost relatiu mnegatiux*/
s=0;
u=0;
for(i=0; i<n; ++i){
if (Alm] [i]<u)A
u=A[m][i];
s=1i;

X
/*Trobem l’element sobre el que pivotarx*/
/*Primer mirem si tots els elements de la columna
son nmo posttius, en aquest cas, la solucto no esta acotadax*/
d=-1;
for(i=0; i<m; ++i){
if(A[i]l[s]1>0){
d=1i;
i=m+1;

+
if (d==-1){
printf ("La,solucioyno,estajacotadal\n");
for(i=0; i<=m; ++i){
free(A[i]);
}
free(A);
return O;
}
u=A[d] [n]/A[d][s];
/*¥Un cop wvist que no tots els elements de la columna
son mo positius, busquem el coefictent mes petit
associat a un element positiu*/
for(i=0; i<m; ++i){
if (A[i][s]1>0 && A[il[n]l/A[il[s]<u){
u=A[i] [n]/A[i]l [s];
d=1;

i



}
/*Pivotem sobre l’element trobatx*/
pivotar(d, s, n, m, A);
printf ("\n");
for(i=0; i<=m; ++i){
for(j=0; j<=n; ++j){
printf (" %1f,", A[i1[j1);
+
printf ("\n");
}
printf ("\n");
/*Comprovem si ja hem acabat*/
acabat=0;
for(i=0; i<n; ++i){
if (Alm] [i]<0){
acabat=1;
b
}
+
for(i=0; i<=m; ++i){
free(A[i]);
}
free(A);
return O;

}

void pivotar(int d, int s, int n, int m, double *%xA){
int i, j;
double num=A[d][s];
double den;
for(i=0; i<=n; ++i){
A[d][i]=A[d][i]/num;
}
for(i=0; i<=m; ++i){
den=A[i] [s];
for(j=0; j<=n; ++j){
if (i1=d){
Alil[j1=A[i][jl-(den/A[d][s])*A[d][j];
/*Ja hem transformat el pivot, per tant
A[d][s] es 1 i no influeixz*/

¥

return;

il



B Transport

Per a poder escriure els programes amb LaTeX, s’han tret els accents de les paraules.
També s’han separat algunes linies de text per a que capiguen en una pagina.

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>

/*Aquest programa resol el problema del transport,
per a mombres enters, utilitzant tres matrius*/

/*La matriu X sera la matriu de les wariables ¢ el wvalor que prenen.
A mes, inclou una fila % una columna extra on es guarden les
quantitats demandades 1 oferides*/

/*La matriu B serveiz per a guardar com variaran les wvariables
basiques a cada iteracio. Un 2 wol dir que la variables basica no
canvia, un 1 wvol dir que se 1% suma theta %2 un -1 que se li resta
theta. A les wariables no basiques els hi correspon un zerox*/

/*La matriu C guarda els costs unitaris ¢ te dos files 4 columnes
extra. En una fila %2 en una columna extra es guardaran els
multiplicadors simplexs. En l’altra fila 7 columna extra es guardara
un 1 st el multiplicador simplexr esta determinat < un O altrament.x*/

int main(void){
int m, n, i, j, p, sum, faltacol, faltafil, theta, mincofreli,
mincofrelj, elembase, solf, solc, bdif;
int mincofrel=-1;
int *x*xX;
int *x*xC;
int **B;
printf ("Escriuym,_ el nombre_ d’origens:\n");
scanf ("%d", &m);
printf ("Escriuyn,_ el nombre de_ destins:\n");
scanf ("%d", &n);
X=(int **)malloc((m+1)*sizeof (int *));
for(i=0; i<=m; ++i){
X[il=(int *)malloc((n+1)*sizeof (int));
}
B=(int **)malloc((m)*sizeof (int =*));
for(i=0; i<m; ++i){
Bl[i]l=(int *)malloc((n)*sizeof (int));
}
for(i=0; i<=m; ++i){
for(j=0; j<=n; ++j){

v



X[il[j1=0;

+
C=(int **x)malloc ((m+2)*sizeof (int *));
for(i=0; i<=m+1; ++i){

Clil=(int *)malloc((n+2)*sizeof (int));
}
/*Posem una fila % columna mes a C per a controlar
quins multiplicadors estan be (1) % quins no (0)*/
printf ("Escriugyelscostunitaris, un,per,un, d’enviar

Luuuunagunitat des_ de l’origen ijal desth ,j:\n");

for(i=0; i<m; ++i){

for(j=0; j<m; ++j){

scanf ("%d", &C[il1[j]);

}
}
printf ("Escriu,lesquantitats oferides pera,cadaorigen:\n");
for(i=0; i<m; ++i){

scanf ("%d", &X[i][nl);
}
printf ("Escriu,les quantitas, demandades per,a,cada desth :\n");
for(i=0; i<n; ++i){

scanf ("%d", &X[m][il]);

+

/*Metode de la cantonada mnord oest+*/
1i=0;

j=0;

while(i<m && j<n){

sum=0;

for (p=0; p<n; ++p){
sum=sum+X[i] [p];

}

faltafil=X[i] [n]-sum;

sum=0;

for (p=0; p<m; ++p){
sum=sum+X[pl [j];

}

faltacol=X[m][j]-sum;

if (faltacol<faltafil){
X[i]J[jl=faltacol;
++3;

}elsed
X[il[jl=faltafil;
++1;

+

}



printf ("Matriu,X amb,primera base:\n");
for(i=0; i<=m; ++i){
for(j=0; j<=n; ++j){
printf ("%dy", X[i1[j1);
}
printf ("\n");
}
/*Costs relatius 1 nova sSolucio basicax*/
while(mincofrel <0){
/*++3ter; */
mincofrel=0;
/*Borrem els multiplicadors simplexs anteriors+*/
for(i=0; i<m; ++i){
Cli]l[n]=0;
Cli] [n+1]=0;

}

for(j=0; j<mn; ++j){
Clm] [j]=0;
Clm+1]1[j]1=0;

}

Clm+1] [n-1]1=1; /*Marquem que el multiplicador C[m][n-1]=0
ja esta ben colocat*/
elembase=m+n-1;
/*Netejem la matriu Bx/
for(i=0; i<m; ++i){

for(j=0; j<mn; ++j){

BLi1[j1=0;

}
}
/*Calculem els multiplicadors simplexx*/
while (elembase >0){

i=m-1;
j=n-1;
while(i>=0 || j>=0){
if (§>=0){
for (p=m-1; p>=0; --p){
if (X[pl[jl!'=0 && Cl[pl[n+1]1==0 &&
Clm+1][jl==1){
Clpl[n]=Clpl[jl-Clm]l[j];
Clpl [n+1]=1;
--elembase;
+
}
+
if (i>=0){

for(p=n-1; p>=0; --p){

vi



if (X[i][pl!'=0 && C[m+1][pl==0 &&
Clil[n+1]==1){
Clm] [p]l=Cl[i]l [pl-C[i][n];
Clm+1] [pl=1;
--elembase;

printf ("Matriu,C:\n");
for(i=0; i<=m+1; ++i){
for (j=0; j<=n+1; ++j){
printf ("%dy", CLil[jl1);
+
printf ("\n");
X
/*Busquem st algun coeficient de cost relatiu es negatiu,
en cas que n’ht hagt algun, ens quedem amb el mes negatiux*/
for (i=0; i<m; ++i){
for(j=0; j<mn; ++j){
if ((CLi]J[j1-Cli]l[n]-C[m]l[j]l)<mincofrel){
mincofrel=(C[i][jl-C[il[n]-CIm]l[j]1);
mincofreli=i;
mincofrelj=j;

}

printf ("El minim ccryes %hdyisestaya,lagyposicio%dy,

vuuuuuuu/kd\n", mincofrel, mincofreli, mincofrelj);

/*Busquem el cicle % actualitzem la base, si cal*/
if (mincofrel!=0){
elembase=m+n-1;
/*Netejem la matriu B*/
for(i=0; i<m; ++i){
for(j=0; j<mn; ++j){
B[i][j]1=0;
+
+
/*Marquem que sumem theta a la posicio de la wvariable
que entra a la basex*/
Blmincofreli] [mincofreljl=1;
/*Busquem els elements de la base que estan sols a una
fila o columna; els marquem perque es quedaran tguals*/

vil



X[mincofreli] [mincofreljl=1; /*Canviem momentantament
aquesta variable per a trobar el ciclex/
solf=1;
solc=1;
for(i=0; i<m; ++i){
for(j=0; j<mn; ++j){
if (X[i1[j11=0)1
for (p=0; p<m; ++p){
if (X[pl[jl!=0 && p'!=i){
solc=0;
+
}
for (p=0; p<n; ++p){
if (X[i]1[pl!=0 && p'!=j)

solf=0;

}

}

if (solf==1 || solc==1)A
BLil[j]l=2;
solf=1;
solc=1;
--elembase;

}elsed{
solf=1;
solc=1;

}

+
printf ("Matriu,B:\n");
for(i=0; i<m; ++i){
for(j=0; j<mn; ++j){
printf ("%d,", BL[il[j]1);
by
printf ("\n");
+
X[mincofreli] [mincofreljl=0;
/*Marquem com canviarem tots els altres elements*/
while (elembase >0){
for(i=0; i<m; ++i){
for(j=0; j<mn; ++j){
if (X[i][j]'=0 && B[i][jl==0){
/*S1 en una fila o columna hi ha un +-1 1
nomAd@s queda un lloc on posar el -+1, el
/*Columna*/
bdif=0;

viil



for (p=0; p<m; ++p){
if (B[pl[jl!=0 && Blpl[jl'!=2 && p!'=1i){
++bdif;
}
}
if (bdif==1)<
for (p=0; p<m; ++p){
if (B[pl[jl!=0 && Blpl[jl!=2
&& pl!=i){
if (Blplljl==
&% B[i][jl==0)1

Blil[jl=-1;
--elembase;
}
if (Blpl[jl==-
&& B[i]J[jl==0)1
B[i]l[j]=1;
--elembase;
}
}
}
}
/*Filax*x/
bdif=0;

for(p=0; p<n; ++p){
if (B[il[pl!=0 && B[il[pl!=2 && p!=3j){
++bdif;
}
+
if (bdif==1){
for (p=0; p<n; ++p){
if (B[i] [pl'!'=0 && B[i][p]l!=2
&& p'=j){
if (B[i]l[pl==1 && B[i]1[jl==0){
B[i][jl=-1;
--elembase;
}
if (B[i]l[pl==-1
&% B[i][jl==0){
BLlil[jl=1;
--elembase;

}
}

/*Si1 en una fila o columna hi ha un 1 <

X



un -1 %2 queden elements sense assignar,
els marquem com 2%/
bdif=0;
for (p=0; p<m; ++p){
if(Blplljl==1 || Blpl[jl==-1){
++bdif;
+
+
if (bdif==2){
for (p=0; p<m; ++p){
if (X[pl[j1'=0 && Blpl[jl==0){
Blpl[jl=2;
--elembase;

}
bdif=0;
for (p=0; p<n; ++p){
if(BLil[pl==1 || Blil[pl==-1){
++bdif;
}
}
if (bdif==2){
for(p=0; p<n; ++p){
if (X[i][p]!'=0 && B[i][pl==0){
B[i][pl=2;
--elembase;

+
+
/*Nomes queda un element per assignar
a una fila o columna % no pot ser +-1%/
/*Columna*/
/*Mirem primer que mnomes queda un
element sense assignar*/
bdif=0;
for (p=0; p<m; ++p){
if (X[pl[j1'=0 && Blpl[jl==0){
++bdif;
+
+
if (bdif==1){
/*Mirem que ht hagt ezactament un 1
2 un -1 a la columna o que no n’h<i
hagti cap*/
bdif=0;



for (p=0; p<m; ++p){

if (Blpl[jl==1 || Blpl[jl==-1){
++bdif ;
}
}
if (bdif==2 || bdif==0){ /*bdif==

descarta la posibilitat que l’elemt
que queda pugut ser +-1%/
/*Busquem l’element que falta %
li posem 2*/
for (p=0; p<m; ++p){
if (X[pl[jl!=0 && Blpl[jl==0){
Blpl[jl=2;
--elembase;

+
}
/*Fila*/
/*Mirem primer que mnomes queda un
element sense assignar*/
bdif=0;
for (p=0; p<n; ++p){
if (X[il[pl'=0 && B[il[pl==0){
++bdif;
+
+
if (bdif==1){
/*Mirem que hi hagti exzactament un 1
2 un -1 a la fila o que mo n’ht hagt
cap*/
bdif=0;
for (p=0; p<n; ++p){
if (B[il[pl==1 || Bl[il[pl==-1){
++bdif;
+
+
if (bdif==2 || bdif==0){
/*bdif==2 descarta la posibilitat que
l’elemt que queda pugut ser +-1%/
/*Busquem l’element que falta %
li posem 2*/
for (p=0; p<n; ++p){
if (X[i][pl!=0 && B[il[pl==0){
B[i] [pl=2;
--elembase;

x1



+
}
printf ("Matriu,B:\n");
for(i=0; i<m; ++i){
for(j=0; j<mn; ++j){
printf ("%dy", BLil[jl1);
}
printf ("\n");
}
+
/*Busquem theta*/
for(i=0; i<m; ++i){
for(j=0; j<mn; ++j){
if (Bli]J[jl==-1){
theta=X[1i][j];
i=m;
j=n;

+
+
for(i=0; i<m; ++i){
for(j=0; j<mn; ++j){
if (B[il1[jl==-1 && X[il[jl<theta){
theta=X[i][j];
+
+
+
/*Actualitzem la basex*/
for(i=0; i<m; ++i){
for(j=0; j<n; ++j){
if (BLil[jl==-1){
X[il[j1=X[i]J[j]l-theta;
+
if (BLil[jl==1){
X[il[jJ=X[i]J[jl+theta;
+

}
}
printf ("Matriu,X:\n");
for(i=0; i<=m; ++i){

xii



for(j=0; j<=n; ++j){
printf ("%dy", X[i1[j1);
+
printf ("\n");
}
}
for(i=0; i<=m; ++i){
free(X[i]);
}
free(X);
for(i=0; i<=m+1; ++i){
free(C[i]);
}
free(C);
for(i=0; i<m; ++i){
free(B[i]);
}
free(B);
return O;
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