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Abstract

In this work, using as a base concept the statement of the classic Central limit theorem,
we will study under which additional conditions the theorem still holds if, in the original
statement, we neglect some of the hypothesis that appear in it.

As an application of the previous topics, we will state and proof a theorem that answers
a basic and common question that comes to mind when talking about convergence: the
possibility of finding a bound, as best as possible, such that it gives us relevant information
about the absolute error between the approximation and its limit.

Resum

En aquest treball, utilitzant com a base ’enunciat del Teorema del limit central classic,
estudiarem sota quines condicions addicionals el teorema se segueix satisfent si a I’enunciat
original deixem de banda algunes de les hipotesis que hi apareixen.

Com a aplicaci6 dels resultats trobats, enunciarem i demostrarem un teorema que resol
una qiiestié bastant comuna i basica quan es treballa amb convergencies: la possibilitat de
trobar una cota, la millor possible, que ens doni informacioé rellevant sobre I’error absolut
entre 'aproximacié i el seu limit.
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0 Introduccié i conceptes previs

El Teorema del limit central, d’ara en endavant referit com a TLC, és un resultat fona-
mental a ’ensenyanca universitaria, especialment a les carreres cientifiques o d’enginyeria,
on és un instrument que s’utilitza a diari en situacions quotidianes i professionals. Tot
i ser, com veurem a continuacié, un resultat que prové del segle XVIII, la denominacié
“Teorema del 1limit central” no apareix fins a ’any 1920 en un document cientific escrit per
George Pélyal, titulat Uber den zentralen Grenzwertsatz der Wahrscheinlichkeitsrechnung
und das Momentenproblem (Sobre el “teorema del limit” central del calcul probabilistic i
el problema dels moments).

En Pactualitat, coneixem com a TLC a una série de resultats sobre el comportament
de la suma (o mitjana) de variables aleatories (d’ara en endavant v.a’s per a estalviar
espai), que, de forma simplificada, estableix que: “la suma d’un gran nombre de v.a’s
independents, 1 identicament distribuides tendeix a segquir de manera asimptotica una
distribucié normal, sempre que certes condicions siguin satisfetes”.

De manera més cientifica, ho podem reescriure en la seva forma més coneguda i que
segur que resulta familiar al lector:

Teorema 0.1. (TLC classic) Sigui {X;,5 > 1} una successid de v.a’s independents i
idénticament distribuides, amb E(X;) = p i Var(X;) = o?. Si definim S,, = > =1 X,

aleshores
Sn —np

ovn

convergeiz en distribucid a una N(0,1), quan n — oo.

Z, =

Des del punt de vista historic, el TLC és un dels resultats més importants de les
matematiques, especialment en estadistica, pero els seus origens es remonten a bastant
més endarrere de ’article de Pélya esmentat anteriorment, doncs fou establert per primera
vegada I'any 1738 per de Moivre?, sota condicions molt restingides. A principis del segle
XIX, Laplace?, va reformular-ne enunciat de de Moivre i el va enunciar de manera més
general, com resa el segiient corol.lari:

Corol.lari 0.2. (Teorema de Laplace-de Moivre) Per a 0 <p <1, p+q=1, iz < 2,
quan n — 0o:

1 2
>, <Z>f’k‘-’""“ S Bla) = 0(m) = o [ e Py (01)
z1/Mpg<k—np<w2\/npq T Ja

on ®(x) correspon a la funcié de distribucid d’una N(0,1).

Aquest resultat, que de Moivre va enunciar i demostrar ’any 1733, no és res més que
una aplicacié del TLC classic on totes les v.a’s X; corresponen a distribucions Bernoulli*
amb funcié de distribucié pdy + ¢dg.

Notem que el Teorema 0.1 ens parla de la convergencia en distribucié de v.a’s, concepte
que apareixera durant tota la memoria i del qual tot seguit anem a recordar-ne la seva
definicié i una caracteritzacié molt important:

!Gydrgy “George” Pélya, 1887-1985
2Abraham de Moivre, 1667-1754
3Pierre-Simon Laplace, 1749-1827
*Jakob Bernoulli, 1654-1705



Definicié 0.3. Diem que una successio de probabilitats {pm,n > 1} en (R,B(R)) (on
B(R) denota els borelians) convergeix feblement o en distribucié a una probabilitat
W sit per a tota funcié f: R — R continua i acotada,

lim/fdun:/fd,u.

La convergencia en distribucié es pot caracteritzar en termes de les funcions de distri-
bucié, com diu aquest important resultat que utilitzarem diverses vegades a la memoria:

Teorema 0.4. Sigui {jn,n > 1} una successid de probabilitats en (R, B(R)), amb fun-
cions de distribucié associades {F,,n > 1}. Sigui p una probabilitat amb funcid de dis-
tribucio F'. Aleshores, p, convergeir en distribucid a p sii Fy(x) — F(x), quan n — oo,
per a tot x punt de continuitat de F.

Un altre concepte que ens acompanyara durant tot el treball és el de funcié carac-
teristica d’'una v.a, del qual també en recordarem la seva definicié i un teorema derivat
que resultara clau per a varies demostracions que farem:

Definicié 0.5. Sigui pn una probabilitat en (R, B(R)). La funcid caracteristica de u es
defineiz com: ¢, : R — C,

oult) = [ € p(da),

Si, com en el cas que ens interessa, X :  —> R és una v.a, aleshores la funcidé carac-
teristica de X és la funcid caracteristica de la seva llei:

ox() =E() = [ ¢ Py (o)
R
on Fx correspon a la funcid de distribucio de X.

Un dels resultats importants que utilitzarem practicament en cada demostracié que
farem d’aqui en endavant, és un resultat que ens relaciona la convergencia en distribucié
de v.a’s i la funcions caracteristiques, i és degut al matematic frances Paul Lévy®.

Teorema 0.6. (Teorema de continuitat de Paul Lévy) Sigui {pmn,n > 1} una successio
de probabilitats amb funcions caracteristiques associades {pn,n > 1}. Aleshores

(1) Si py, convergeiz en distribucid a p, quan n — 0o, i ¢ €s la funcid caracteristica de
la probabilitat p, es té

n—oo

on(t) o(t), Vvt € R.

(2) Si on(t) 22225 o(t), Vt € R, amb ¢ una funcié continua en zero, aleshores o

és la funcid caratceristica d’una certa probabilitat pu i es té que u, convergeir en
distribucid a @, quan n — oo.

La importancia d’aquest teorema recau en el fet que, com veurem més endavant, ens
permet demostrar molts dels resultats que tenen a veure amb convergencia en distribucié
de lleis, com el propi TLC classic i totes les seves extensions, treballant inicament amb
funcions caracteristiques, que sén unes eines molt més simples i mal.leables.

Paul Pierre Lévy, 1886-1971



Objectiu i estructura de la memoria

L’objectiu d’aquest treball consisteix en anar més enlla del TLC classic i estudiar-ne
diverses extensions com, per exemple, si deixem de banda algunes de les hipotesis que
conformen ’enunciat del TLC classic o canviem la suma de variables aleatories per a
algun altre funcional, i preguntar-nos quina/es condicions necessitem afegir per a tal que
el TLC segueixi sent cert. L’estructura de la memoria és la segiient.

En les dues primeres seccions de la memoria, treballarem amb v.a’s que no sén idénticament
distribuides.

En la seccié 1, introduim el concepte de matriu de v.a’s, que ens serd necessari al
llarg de tot el treball. Seguidament, definim que vol dir que una matriu de v.a’s sigui
uniformement asimptoticament negligible (UAN) i enunciem i demostrem el resultat que
déna nom al capitol, el teorema de Liapunov.

En la seccié 2, utilitzant els conceptes de la seccié anterior, enunciem i demostrem el
teorema de Lindeberg-Feller, un resultat semblant al teorema de Liapunov. Tot seguit,
compararem els dos resultats trobats i la seva relacié amb el TLC classic.

En la tercera seccid, ens centrarem en ramificacions del TLC, més concretament en
els casos de v.a’s amb un cert grau de dependencia, v.a’s amb un nombre aleatori de
termes a la suma i, finalment, estudiarem que passa si intercanviem la suma per a un
altre funcional de v.a’s com, per exemple, el maxim de la suma.

Finalment, en I'iltima seccid, la quarta, a través d’una serie de lemes, estudiarem un
punt clau quan es parla de convergencia de v.a’s: 'error, és a dir, estudiar la diferencia
entre l'aproximacié i el seu limit. Gracies a un teorema, veurem que aquesta diferencia
es pot acotar de manera senzilla fent s tinicament del moments de tercer ordre.



1 Liapunov

1.1 Preliminars

El nom “teorema del limit central” fa referencia a un resultat que afirma la convergencia
en distribucié d’'una suma “normada”’ de v.a (S, — an)/bn, a la funcié de distribucié
normal estandard N (0, 1). Hem vist a la seccié anterior el TLC classic. En aquesta seccié
comencem generalitzant-ne la disposicié. Si escrivim

Sn _a” - Z . 7’ (1.1)

podem observar que realment estem tractant amb una matriu, definida de la segiient
manera. Per a n > 1, considerem {X,;,1 < j <k} k, v.a’s, on k, — co quan n — oo:

X117X127"'7X1k1 5
X217X227"'7X2]€2 5
............................. (1.2)

Considerarem les v.a’s amb n al primer subindex com I'n-ésima fila de la matriu (1.2).

Siguin Fj,; i f,; la funcié de distribucié6 i la funcié caracteristica, respectivament, de
Xpj; 1 definim

n— nkn — ZXTLJ

El cas particular k, = n per a cada n converteix (1.2) en una matriu triangular inferior.
A més a més, si X,; = X; per a tota n, aleshores es redueix als termes inicials d'una
tnica successié {X;,j > 1}.

Si no s’indica el contrari, suposem que les v.a’s a cada fila de la matriv (1.2) son
independents entre les de la mateixa fila, perd poden ser arbitrariament dependents a
aquelles en files diferents (per exemple, podrien estar definides en espais de probabilitats
diferents sense relacié entre elles). A continuacié, introduim la segiient notacié (que ens
acompanyara durant tota la resta de la memoria) respecte als moments, quan aquests
estiguin definits, finits o infinits:

]E(an) = Oénj, 0'2(an) = 0'721]-,
kn kn
= Zanj = On, UQ(Sn) - Zar%j - 31217
Jj=1 Jj=1
E(| X0 *7) = g L= Yoy

per a algun § > 0. En el cas especial (1.1) que ens ocupa, tenim




Si prenem b,, = s, aleshores

kn

sp=Y 0%(Xpj) =1. (1.3)
j=1

Considerant X,,; — a;,; en comptes de X,,;, podem suposar
Vn,Vj oy =0 (1.4)

sempre que tals esperances existeixin. Aquesta reduccié (a vegades anomenada “normar
les v.a’s”) causada per (1.3) i (1.4) sempre esta disponible si cada X,,; té moment de segon
ordre finit. Aquesta hipotesi sobre els moments de segon ordre, juntament amb
les propietats (1.3) i (1.4) anteriors, es mantindran durant tota la memoria

llevat que I’autor indiqui el contrari.

Treballant amb la matriu (1.2), és essencial imposar la hipotesi que els termes indivi-

duals a la suma i
Sn=2_ Xnj
j=1

sén “negligibles” en comparacié amb la suma en si mateixa. Historicament, aquest fet
sorgeix de la suposicié que els “petits errors” s’acumulen i causen fenomens de masses
aleatories predictibles probabilisticament. Veurem més endavant, en el segiient capitol,
que tal hipotesi es torna un criteri vitalment necessari per al TLC.

Per tal de clarificar la nocié intuitiva de la negligibilitat, considerem la segiient jerar-
quia de condicions, cadascuna satisfent-se per a tot € > 0:

(a) \VE li_>m P(| Xy | >¢) = 0;

(b) 7}1_{20 12}%}];1 P(|Xp;] >¢) =0;

(c) Jim P(lg}gn [ Xnj| > ) = 0;
kn,

(d) nIEEOZ; P(|X,;| >¢) =0.
J:

Proposicié. Per a v.a’s arbitraries X,; pertanyents a la matriu (1.2), les implicacions
(d) = (c) = (b) = (a) son totes estrictes. Per altra banda, si les X,; son independents
a cada fila, aleshores (d) = (c).

Demostracid: (b) = (a): Clarament doncs P(|X,;| > €) < maxi<j<g, P(|Xn;| > €).

(d) = (c): També clar doncs P(maxi<j<g, |Xnj| > ¢€) < Z?zl P(|Xy;] > ¢).

(c) = (b): Fixant €, considerem les v.a (Xp;); i sigul X = maxi<j<p, |Xn;|.

Ara, Vj, | Xpi| < X = {|X,;] > e} C{X > e} = P(|X,;] >¢) < P(X >¢),Vj =
maxi<;j<k, P(|Xn]| > 5) < P(maxlgjgkn ‘Xn]‘ > 8) i hem acabat.

Suposem que les X,; sén independents. Volem veure que (d) = (c). La implicaci6
(d) = (c) 'acabem de demostrar, doncs també és valida en el cas d’independeéncia entre
les v.a. Per a la implicacié contraria, utilitzant la coneguda desigualtat 1 —x < e™* i
mantenint X = maxi<j<p, |Xy;|. Per a cada ¢, tenim {X < ¢} = ﬂ?;l{\an\ < e}
Per tant, utilitzant la hipotesi d’independencia, P(maxi<j<, |Xn;j| >€) = P(X > ¢) =

1- H?il(l — P(|Xpj] <€) >1—exp (— Z?gl P(|X,;] > 5)) i obtenim que (c) = (d).

5



Definicié 1.1. De les condicions de negligibilitat enunciades, resulta que la condicio
(b) és la que ens interessa i passem a donar-li un nom. La matriu (1.2) es diu que és
uniformement asimptoticament negligible (UAN) si i només si satisfa (b).
Teorema 1.2. Una condicid necessaria i suficient per a que la matriu (1.2) sigui UAN
és:

VteR: lim max |fp;(t) — 1] =0. (1.5)

n—00 1< <kn

Demostracié: Suposant que (b) és cert, tenim

Ifnj(t)—ll§/|e”x—1|dpnj(x):/

|z|>e

e — 1| dFy(z) + / " — 1| dF,;(z)

lz|<e

g/‘ 2dF,;(z) + |t] x| dFp;(z)
|z|>e

|z|<e

< 2/ dF,;(x) + elt];
|z|>e
i, conseqiientment,

() -1 <2 P(| X, .
max (foj(t) — 1] < 2 max P(|Xn; > e) +et]

Fent primer n — oo, i després ¢ — 0, obtenim (1.5). Per a demostrar la implicacié
contraria, utilitzarem un lema molt semblant a la coneguda desigualtat de truncacio:

Lema. Per a cada A > 0, tenim

1([—24,24]) > A ~1.

/ . £(t) dt

—_A-1

Aplicant el lema a la mesura de probabilitat, obtenim

Lema £
< 2-

P(|Xnj| > &) =1 = P(|Xy;] <2(¢/2)) 5

/ fnj(t) dt
[t]<2/e

13 9 3
<5 [ a-s [ ipola<d [ -l
2 lu<are 2 Jpi<ose 2 Jt<a/e

i, per tant,

g
PUX. .| >e)< = 1 — f.:(t)] dt.
 max (| Xnj] > €) < /t|<2/51§§?z§n| fng ()]

Fent n — oo, la part de la dreta tendeix a 0 per (1.5) i el teorema de la convergeéncia
dominada (TCD); implicant la condicié (b). Observem que la suposicié basica sobre
independencia de les v.a’s no és necessaria en el teorema. [

1.2 El teorema de Liapunov

Per tal d’aconseguir simplificar la demostracié del teorema que déna nom a aquest capitol,
abans ens cal enunciar i demostrar un important lema de calcul.

Lema 1.3. Sigui {0,;,1 < j < ky,n > 1} una matriu de nombres complezes que satisfa
les segiients condicions quan n — 0o:



(i) maxi<j<, |Onj| = 0;

(i1) Z;‘Fgl |0n;] < M < oo, on M no depén de n;

(i) Z?gl On; — 6, on 0 és un nombre complex (finit).
Aleshores tenim

kn

L]+ 6n5) — € (1.6)

j=1

Demostracid: Per (i), existeix ng tal que si n > ng, aleshores |6,,;| < 1/2 per a tota j,
amb la qual cosa 1+6,,; # 0. Durant la demostraci, tindrem en compte inicament valors
grans d'n i denotarem per log(1l + 6,,;) la determinacié del logaritme amb l’argument a
(—m, 7] (estem al pla complex). A més, farem abus de notaci6é i denotarem la norma
complexa per |- |. Aixi,

log(1 + Hnj) = Onj + A|9nj|27 (1.7)
on A és un nombre complex que depeén de diverses variables pero que esta acotat per una
constant absoluta que no depeén de cap variable, i tal que el seu valor no necessariament
és sempre el mateix. En el cas en que ens trobem ara, de fet, tenim

— (™t o 0™
[log(1 4 ;) — Onj| = ZT%‘ < -
m=2 m=2
|9n"2 = 1 me
<=2 3 = |0n;* <1,

m=2
que implica que podem prendre 1 com a valor de la constant absoluta esmentada abans.
Per tant,

kn kn kn
> log(l+0nj) = Onj+ A |0
Jj=1 Jj=1 Jj=1

(Aquesta A no és la mateixa que abans, pero esta acotada per el mateix valor, 1). Final-
ment, se segueix directament de (ii) i (i) que

. K
2 .
JZ:; |0n5]° <  max IGnﬂ; |0nj] < Mlg}iggn |0ng] — 0; (1.8)

d’on, juntament amb la condicié (iii), podem concloure que
kn,

Zlog(l +6p;) — 0,

j=1
resultat que és trivialment equivalent a (1.6). O

Teorema 1.4. (Liapunow®) Suposem que les v.a’s de la matriu (1.2) satisfan (1.3), (1.4)
i existeiz 0 > 0 tal que yp; < 00 per a totamn, j. St

L'y —0, (1.9)
quan n — oo, aleshores S, convergeix en distribucié a una N(0,1).

Definicié 1.5. La condicié (1.9) s’anomena condicié de Liapunov. Per tal de sim-
plificar calculs en demostracions posteriors, si no s’indica el contrari, treballarem amb la
condicid de Liapunov per 6 =1 (és a dir, amb el moments absoluts de tercer ordre).

6 Aleksandr Mikhailovitx Liapunov, 1857-1918



Demostracié del Teorema 1.4: Per a simplificar notacid, per a cada n, j € {1,...,k,}.
Se segueix de la condicié (1.9) i la desigualtat de Liapunov’ que

n—o0

max sz <maxy,; <I')y —— 0. (1.10)
j J

Ara, utilitzant el desenvolupament de Taylor® al voltant de ¢ = 0 de la funcié carac-
teristica, tenim

1
frj(t) =1— 503]"52 + Ayt

on |Ap;| <1/6. Apliquem el Lema 1.3, per a un t fixat, a

1
an = _5072”# + Anj’)/nj|t|3-

La condicié (i) del lema se satisfa, doncs

t2 ik
max |0y, < ) maxa,%j + ’6| max Y, ———s 0
J J J

per (1.10). La condicié (ii) també se satsifa, ja que
+2 |t|3
210l < 5+ 7T
J

esta acotat per (1.10); similarment, la condicié (iii) també se satisfa doncs

t2

t2
Y —5+ AT, 2222 5
J

Per tant, podem aplicar el Lema 1.3, d’on se segueix que
kn
2
[ fri) = /2
j=1

Com el producte de I’esquerra correspon a la funcié caracteristica de .S, i el membre de
la dreta a la funcié caracteristica d’'una N(0, 1), en virtut del teorema de continuitat de
Paul Lévy, hem acabat la demostracié. [

Corol.lari. Sense la suposicio que E(X,;) = 0, suposem que per a cada n i cada j existeix
una constant finita My; tal que | Xy,j| < My; g.p.t, @ que

max Mp; — 0, n — oo. (1.11)
1<j<kn

Aleshores, S, —E(Sy,) convergeiz en distribucid a una N(0,1).

Demostracio: Utilitzant la desigualtat triangular al primer pas, tenim

kn DT kn

§ : 3 = 2 : 2

2 E(‘Xn] — E(an)’ ) < 2 1%%)1; Mnj 2 (o} (an) =2 1%1?12” Mnj —0
J= J=

i, aplicant el teorema de Liapunov per § = 1, obtenim el resultat desitjat. [

"E(IX]) SE(IXP)Y? = (02)2 <t = ohy < g
8Brook Taylor, 1685-1731



La formulacié usual del Teorema 1.4 per a una tnica succ. (k, = n) de v.a {X;};
independents que satisfa E(X;) = 0, 0%(X;) = 0]2- < 00, 30 > 0t.q. E(|X;[>7) = v; < oo,

n

n n
Su=D_X;, S0 =05 Pa=2 % (112)
j=1 j=1 j=1

és la seglient:
Teorema 1.6. (Liapunov II) Sila succ. {X;}; satisfa la condicio de Liapunov, és a dir,

L'y

213 — 0, (1.13)
Sn

quan n — oo, aleshores Sy /s, convergeix en distribucid a una N(0,1).

Observacié 1.7. El Teorema 1.6 és l'equivalent al Teorema 1.4 en el cas X,,; = X;/s,.
La rao per la qual s’acostuma a treballar sota les hipotesis del Teorema 1.4 és ’estalvi de
fraccions farragoses tant en desmotracions com enunciats.

Observacié 1.8. La condici6 de Liapunov (1.13) es pot reescriure de la segiient manera:
1 e [

256 Z/ |2 dFyj(z) = 0, n — oo. (1.14)
Sn j=1+7—o°

Demostracio del Teorema 1.6: En aquesta demostracié, com a I'anterior, aplicarem la
condici6é de Liapunov per a § = 1. L’esquema de la demostracié usa ’anomenat métode
de Lindeberg, el mateix metode que el propi Lindeberg va utilitzar per a demostrar la
seva versié del TLC que veurem en el segiient capitol.

La idea de Lindeberg consisteix en aproximar la suma X; +...4+ X, a (1.12) substituint
successivament cada X per una v.a normal comparable (Gaussiana) Y de la segiient
manera: Siguin {Yj,j > 1} v.a’s seguint una distribucié normal N (O,sz); aixi les Y;’s
tenen totes la mateixa esperanca i variancia que les corresponents X;’s de I’enunciat.
Siguin totes les X’s i Y’s totalment independents. Definim ara

Zi=Y1+.+Y 0+ X+ + X, 1<5 <k,
de manera que, per conveni, tenim
Z1=Xo+ ...+ X, In=Y1+..+Y,_1.

Ara escrivim

X+ o+ X)) =g+ o+ V) =) [9(X; + Z5) — (Y + Z))]-
j=1

Per a comparar la distribucié de (X; + Z;)/s, amb la de (Y; + Z;)/s,, utilitzarem un
important teorema en ’ambit de la convergencia feble que ens diu el segiient:
Teorema. (Criteri general per a la convergéncia feble) Una successio {X;,5 > 1} de

v.a’s convergeizr feblement a una v.a X sii, per a tota funcid continua i acotada,

lim E(g(X,)) = E(g(X)).
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Es a dir, farem una estimacié de la diferencia de ’expressié a continuacié per a una
classe de funcions g adequada:

=)
S Eb(E)] b))

Prenem g € (3%, la classe de funcions continues acotades amb derivades fins a tercer ordre
continues i acotades. Pel teorema de Taylor, per a tot x, y:

M|yl[?
=76

’g(w +y) - [g(:r) +4'(x)y +

on M = sup,cg |9 (2)|. Per tant, si & i sén v.a’s independents tals que E(|n|®) < oo,
substituint i, tot seguit, integrant a l’expressié anterior tenim:

[E(g(€ +n)) — E(9(6)) — B(g/()E() — JE(s"(€)EG)| < 5 B(af®).  (116)

Observem que les v.a’s (&), ¢'(€) i ¢”(€) s6n acotades i, per tant, integrables. Si ¢ és una
altra v.a independent de ¢ que té les mateixes esperanca i variancia que 1, i E(|¢]?) < oo,
reemplacant ¢ per n a (1.16), restant les dues expressions corresponents i prenent valor
absolut, obtenim:

[Eg(€ + ) ~ Elg(€ + Q)| < 5 [E(a®) ~E(CP) < TEGE+1cP). (117)

Aquesta important férmula s’aplica al terme a la dreta de la igualtat a (1.15), amb
§=2Zj/sn, n = Xj/sp 1 =7Y,/s,. Aixi, utillitzant la linealitat de '’esperanca, la part
dreta de la féormula (1.17) la podem acotar com

Y
o > (S% g (1.18)
j=1

on ¢ = /8/m, doncs el moment absolut de tercer ordre d'una N (0, 032) és igual a cag?. Per
la desigualtat de Liapunov (com hem vist a la demostracié del Teorema 1.4), O'? < ; i, per
tant, el terme (1.18) és de 'ordre O(T',/s3). Ara, per conveniéncia de notacié, introduim
una v.a normal unitaria N de tal manera que (Y1 + ... +Y,,)/s, pot ésser remplacada per
N en termes de la seva distribucié. D’aquesta manera, ajuntant tots el resultats, obtenim
la segiient estimacio:

Vg € C3 ’E <g <‘j:>) —E(g(N ))‘ <0 (1;3 > (1.19)

En conseqiiéncia, sota la condici6é de Liapunov (1.13), el terme de la dreta convergeix a
zero quan n — oco. Finalment, se segueix del criteri general per a la convergencia feble
que hem enunciat anteriorment que S, /s, convergeix en distribucié a una N(0,1). O

10



2 Lindeberg i Feller

2.1 El teorema de Lindeberg-Feller

Un resultat semblant al teorema de Liapunov és el teorema de Lindeberg-Feller per a la
matriu (1.2) de la secci6 1 (amb independéncia de les v.a’s en cada fila).

Teorema 2.1. (Lindeberg’-Feller'®) Suposem Jflj < o0 per a cada n, j i que les hipotesis
de reduccié (1.3) i (1.4) de la seccid 1 se satisfan. Per tal que, quan n — oo, les segiients
dues conclusions:

(i) Sp convergeiz en distribucid a una N(0,1),

(1) la matriv (1.2) de la seccio 1 és UAN;

se satisfacin, és necessari i suficient que, per a tota n > 0, es compleixi
kn,

/| z? dF,;(x) = 0, n — oo. (2.1)
j=1"lz >n

Definicié 2.2. La condicié (2.1) s’anomena condicié de Lindeberg, i, gracies a la
hipotesi (1.3) de la seccid 1, es pot reescriure de la segiient manera:

kn

/ 2? dFnj(z) = 1, n — oco. (2.2)
j=1 || <n

Demostracio del Teorema 2.1:

Suficiencia: Seguint la demostracié del Teorema 1.4 (teorema de Liapunov), només
ens cal provar que 1‘[;?;1 fnj(t) — e~**/2 puntualment (utilitzant el teorema de continuitat
de Paul Lévy haurem acabat), on les f,;(t) sén les funcions caracteristiques de les v.a.’s
Xyj. Per a veure aixo, utilitzem el Lema 1.3 amb 6,,;(t) + 1 = f,;(t). Ara,

—Oni(t) = 1= fr;(t)

= /_Z dF(x) — /_OO "t dFy;(x)
- /_Z(l — ") dF,; ().

Utilitzem ara el desenvolupament de Taylor de la funcié e* al voltant de ¢t = 0 definit
d’aquesta forma:
(t)?

e =1+ ite+6 5

, x>,
(tx)?
2

on els nombres 6 i 6 satisfan 0] < 1, |¢'| < 1. Imposant els dos desenvolupaments a la
integral anterior obtenim

e =1 4 ite —

tx|3
vl <

9Jarl Waldemar Lindeberg, 1876-1932
10Vilibald “William” Sreéko Feller, 1906-1970
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2 2 2,.2 3
0,,(t) = / <—itx _ gt ) Ay () + / <—itx P e”m’> dF,(x).
je|>n 2 je|<n 2 6

Com que E(X,,;) = 0, el terme itz desapareix i, canviant el signe a tota la igualtat, tenim

ot 2 t? 2 o't 3
0 (t) = 5 z° dF,;(z) — 5 x= dFy;(z) + c |z|° dFyj(x). (2.3)
|z|>n |z|<n |z|<n

Ara, utilitzant que per hipotesi es compleix la condicié de Lindeberg (2.1), tenim

/ 2% dF,i(z) <
|z[>n

Utilitzant també la condicié (1.3) de la seccié 1, que ens diu que Z " 0%(Xpj) = 1, tenim

kn

/ 2% dFyj(z) — 0 = 2% dF,;(x) — 0. (2.4)
|z[>n

j=1 [z|>n

/ 2% dFpj(z) <> 0 (Xpj) = 1= 2? dF,;(x) < 1.
|z|<n j=1 |z|<n
Per tant,
[ wPdrg@<n [ o db@ <o (2.5)
[z]<n lz[<n

Definim aralav.a Y = {X, |X| <n; 0, altrament} i, utilitzant un cop més la desigualtat
de Liapunov sobre Y, concluim

1/2 1/3
22 dF,:(z < x|? dF,:(z
</| dF( >) < </|’ B g >>

2/3 (2.5)
/ 2 dFyj(z) < ( / EK anj<x>> < (2.6)
lz[<n lz[<n

Aplicant els resultats (2.4), (2.5) i (2.6) a (2.3) s’arriba a

és a dir,

2 o |tP
12@; 10ns ()] < 57 / Jr???HOv n — 0o,

i hem obtingut la primera condicié del Lema 1.3. Per altra banda, utilitzant (2.3),

" o2~ [ e Gl 01* 5> ;
IR N TR > o) B R a0 N L
= 2 2 55 lal<n 6 j2l<n

<
j=1 |z|>n j=1
<" ) 1t 5 :
<53 [ #ane Z/ 2 by @) 0 Y [ a ()
j1 [z[>n [z[<n j=1 lz[<n
3
= 5 + |(!) n< M, n— oo,

on M és una constant que no depen de n. Per a I'iltima igualtat hem utilitzat les dues
versions de la condicié de Lindeberg (2.1) i (2.2), respectivament.

12



Finalment, seguint el mateix raonament que acabem de fer sobre (2.3), obtenim

kn

29 —t2 [t nooo —t2
n = 77 6 n—0 2 '

Per tant, podem aplicar el Lema 1.3 de la secci6 1 i arribem a que

[T+ 6ns(t) H () — e 012

d’on, pel teorema de continuitat de Paul Lévy, obtenim que S,, convergeix en distribucié
a una N(0,1), i tenim demostrada la condici6 (i) del Teorema 2.1.

Resta, doncs, demostrar la condicié (ii). Per a tota n > 0, seguint 'argument que
porta a la coneguda desigualtat de Txebixov!! i utilitzant (2.4), obtenim

2 1
dF,j(z) < / % dF,j(z) = = / 2? dFyj(z) =25 0.
lz|>n T |z|>n

P(Xos| > ) = [

|z|>n

Per tant, Vi > 0, lim, o max;<j<g, P(|Xn;| > 1) =0, és a dir, se satisfa la condicié (b)
de negligibilitat d’on, per la Definicié 1.1, concluim que la matriu (1.2) és UAN. O

Necessitat: Seguint 'esquema de la part de suficiencia, treballarem només manipulant

funcions caracteristiques. En virtut del teorema de continuitat de Paul Lévy i el Teorema
1.2 de la seccié 1, les condicions (i) i (ii) sén equivalents a:

T 42/2
vt eR: lim H Fnj (1) : (2.7)
i
VieR: nlgn;o 11<I;ax |frj — 1| =0. (2.8)

respectivament. En particular, per a cada ¢, existeix ng(t) tal que, si n > ng(t), aleshores

1
-1
B, e 1 5

D’ara en endavant, considerarem unicament valors de n grans; tot seguit, prenem loga-
ritmes a (2.7) i obtenim

kn
Jg{}ozglog faj(t) = —t; (2.9)
Usant, respectivament, les expressions (1.7) 1 (1.8) de la seccié 1, obtenim
10g fnj(t) = faj(t) = 1+ Al fuj(t) — 1% (2.10)
kn
;\fm —1P < max |fu(t) 1\erm )= 1] (2.11)

Ara, utilitzant un cop més el desenvolupament de Taylor de la funci6 e** al voltant de
t = 0 fins ordre 2 per a algun nombre 6, |6| < 1, la suma que apareix a la part dreta de

la desigualtat (2.11) es pot reescriure com:

"Ppafnuti Lvovitx Txebixov, 1821-1894
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kn

; /Z (m« + 92:8) dF,;(x)

<Z/ \ay— dF,;(x / 2 dFyj(z

Se segueix de (2.8) i (2.12) que la part esquerra de (2.11) tendeix a 0 quan n — oo.
D’aquest resultat, (2.10), i (2.9), obtenim

kn

23

j*l

|t =1y amy

—0o0

(2.12)

kn

: £

Jim Y (fai () — 1) = =5
j=1

Prenent la part real d’aquesta expressio i canviant el signe, tenim

k:'"/
lim / (1 —costx) dFy;(x) =

TL—)OO

t2

Per tant, per a un n > 0 ﬁxat, si partim la integral en dues parts i transposem una
d’aquestes parts, obtenim

k k
t2 n n
limsup |— — Z/ (1 —costzx) dFy,;j(z)| = limsup Z/ (1 —costz) dFy,;(z)
n—00 j=1 lz|<n n—oo |z|>n
kn, kn o2 9
SlimsupZ/ 2 dFy,j(x )<2hmsupz " ==

on a l'iltima desigualtat hem utilitzat la desigualtat de Txebixov. Com 0 < 1 — cosf <
62 /2 per a tot nombre real 0, aixd implica que

9 2 g
2 7

doncs el terme dins el limit clarament és sempre positiu. Aixi,
1 i
5 > limsup [ 1— Z/ x? dF,(z)
& jal<n

Per acabar, com t pot ser arbitrariament gran mentre que 7 esta fixat, 'expressié anterior
implica la condicié de Lindeberg (2.2), tal i com voliem. OJ

Observacié 2.3. De manera més general, si les v.a’s satisfan E(X,;) = pj i s2 # 1, la
condici6 de Lindeberg (2.1) es pot reescriure de la segiient forma:

i2 Z/ (Xnj — 1j)? dFnj(z) — 0, n — oo (2.13)

Sn j=1 ‘an — |>77$n

0, equivalentment,

2 ZE[(XHJ - :uj)Q]l{\an—ujbnsn}] —+ 0, n — oo. (2.14)
n

14



Tal i com també va passar a la seccié 1 amb el teorema de Liapunov, la formulacio
mostrada del Teorema 2.1 no és la més habitual. El més comu es trobar-lo separat en
dues parts, on la part de suficiencia correspon al teorema de Lindeberg; mentre que la
part de necessitat correspon al teorema de Feller.

Teorema 2.4. (Lindeberg) Suposem que, a part de complir amb les hipotesis de reduc-
cié (1.8) i (1.4) de la seccié 1, la matriu (1.2) satisfa la condicié de Lindeberg (2.1).
Aleshores, S, convergeix en distribucio a una N(0,1).

Per a la implicacié contraria, necessitem un important resultat previ:

Proposicié 2.5. La condicid de Lindeberg (2.1) implica que maxi<j<g, aij 720,

resultat conequt com la condicié de Feller. A més, la condicié de Feller implica que la
matriu (1.2) amb les hipotesis de reduccié (1.8) i (1.4) és UAN.

Demostracio: Per a tota n > 0, ng = Xy%jl{\an\Sn} + szzj]l{anjbn} < n?+
kn
X2, my = BOXR) < P HB(XE 1 1x, 15my) = BIXR)) <P+ 3050 BT, 5n),
resultat que és independent de j i, per tant, maxi<j<g, JE(XZ]-) = maxi<;<k, O‘?lj <
n? + Z?gl E(X’rQlj:ﬂ‘{|an|>'f]}) 2722, 0, en virtut de la condicié de Lindeberg (2.14). Per
acabar, utilitzant la desigualtat de Txebixov, es veu clarament que la condicié de Feller
implica que la matriu (1.2) és UAN, doncs, per a tota n > 0,

E(X2, max| <<, 02,

0.
1<) <kn n - n?

I, per tant, podem enunciar el teorema de Feller:

Teorema 2.6. (Feller) Suposem que la matriu (1.2) satisfa les hipotesis de reduccio (1.3)
i (1.4). Si és UAN i S,, convergeiz en distribucid a una N(0,1), aleshores se satisfa la
condicié de Lindeberg (2.1).

Observacié 2.7. Degut a que la condici6 de Lindeberg (2.1) implica, com acabem de
veure, la condicié de Feller, la Proposicié 2.5 ens garanteix que la contribucié individual
de cadascuna de les v.a’s X;,1 < j < kj, respecte la variancia 52 és arbitrariament
petita, per a valors de n suficientment grans. A més, també s’observa com la condicié de
Lindeberg és suficient, pero en general no necessaria (la implicacié contraria no sempre
és certa). Unicament quan s’afegeix la hipotesi de la condicié de Feller, és quan es torna

necessaria i suficient, com en el cas del Teorema 2.1.

L’essencia del teorema de Lindeberg-Feller recau en la suposicié de la finitud dels
moments d’ordre 2 juntament amb el “classic” factor normant s,, que no és res més que
la desviacié estandard de la suma S,. Ara bé, és important destacar que I'incompliment
de la condici6 de Lindeberg (2.1) implica inicament l'incompliment de la condicié (i) o
la condici6 (ii) del Teorema 2.1 amb les constants s, especificades. El TLC podria seguir
vigent sense cap mena de problema amb una successié de constants totalment diferent.
Per tal d’il.lustrar de manera més clara aquest punt, veiem el segiient exemple:

Exemple 2.8. Sigui {X;,j > 1} una tnica successi6 de v.a’s independents tals que
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Anem a veure que la condicié de Lindeberg (2.13) no es compleix.

Observem primer que les v.a sén simetriques, amb la qual cosa tenim E(X;) = 0. A
més, B(X?) = o7 = j*P(|1X;| = j) + j*P(IX;] = j) = j*/3. Per tant,

2 2
1 o
2 2 J
*n ; i = gt DEn+1) = max s2 = n(n+1)(2n+1)

)

0,

és a dir, que se satisfa la condicié de Feller i, per la Proposicié 2.5, la successié és UAN.
Pel Teorema 2.1, aixo implica que se satisfara el TLC si, i només si, se satisfa la condici6
de Lindeberg (2.13). Malgrat aixo, per a j suficientment grans, s; ~ j3/2 i, per tant, per
a totan >0,

. . . 1
/ X7 anj(m)—/ N anj(x):]4P(\ij:ﬂ):6ﬂ, (2.15)
|X;1>ns; 1 |=42

implicant que,

1 — 3 -
= X2 dF,(z) ~ 32
s2 ; /Xj|>nsj g n(n+1)(2n+1) &

1
que no convergeix a 0 quan n — oo. Per tant, la condicié de Lindeberg (2.13) no se satisfa
i, conseqiientment, el TLC no es compleix en aquest cas, com voliem veure.

2.7 =g

J

Tanmateix, si canviem les constants especificades s, i prenem, per exemple, b2 =
n3/18, observarem que passa una cosa bastant curiosa. Per a veure-ho, farem tis d’aquesta
definicié i el segiient teorema sobre I'equivaléncia de v.a’s:

Definicié. Siguin {X;,j > 1} i {Y},j > 1} dues successions de v.a’s. Es diu que son

equivalents sii
[o.¢]

Y P #Y)) < oo

Jj=1

Teorema. Si les successions de v.a’s {X;,5 > 1} i {Yj,7 > 1} son equivalents,

aleshores
o0
Z(Xj —Y;) < oo, ¢s.

Jj=1

A més a més, si{an} és una successio monotona de nombres reals divergent a +oo,
1 n
n—0o0
— E (X; -Y;) ——0, g.s.
ap “
j=1

Ara, definim les v.a truncades Y; = X1y X;|<4} (en altres paraules, estem truncant el
valor anormal +52). Aleshores,

Y OPX;#£Y) =) P(X;==4%) =) —5 < oo,

o0 o0
j=1 j=1 j=1

Pel lema de Borel-Cantelli, tenim P(lim; sup (X; # Yj)) = 0, és a dir, que 'esdeveniment
{X; # Y;};>1 només pot produir-se un nombre finit de vegades. Per tant, S;, = >"_; Y; i
Sp, = >_7_; Xj s6n equivalents, tenen la mateixa distribucié asimptotica (S, ~ Sy,). Ara,
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en el cas de les v.a’s Y}, 52 = b2 = n3/18 per definci6, que implica que, per a j suficient

grans, tornem a obtenim s; ~ 43/2 1, per tant, per a tota n >0, (2.15) resulta en

/ Y} dF,j(z) = / Y} dF,j(z) =0,
[Yj>ns; Yj]=42

i la condici6 de Lindeberg (2.13) se satisfa. Aixo implica S}, /s, convergeix en distribucié
a una N(0,1) i com, en virtut del teorema sobre equivalencia de v.a’s anterior, Sy /s, ~
S/ /s, aixo implica S, /s, convergeix en distribucié a una N(0,1) i, per tant, se satisfa
el TLC. La clau és que els valors anormalment grans no s’haurien de tenir en compte! [J

En el cas més general on “no suposem res” tenim els seglients criteris, en forma de dos
teoremes (que no demostrarem), el primer degut a Feller i el segon degut a Lévy.

Teorema 2.9. A la matriu (1.2) de la seccié 1 (amb independéncia en cada fila), per a
tal que existeixi una successid de constants {a,} tal que (i) Z?&(an — ap) convergeix
en distribucic a una N(0,1), ¢ (i) la matriu sigui UAN, és necessari i suficient que les
seglients dues condicions se satisfacin per a tota n > 0, quan n — oo:

kn

a dFy,;(x 0;
@3 /| (x) -
kn 2
2 i\r) — X i\ .
® 3 /| dFy () </| AF )) S

En el segon criteri, treballarem amb una tnica successié de v.a’s i.i.d:

Teorema 2.10. Sigui {X;} una successid de v.a’s independents amb la mateiza funcio
de distribucio F, 1 S, = Z;L:1 X;. Per a tal que existeizin constants ay i by, > 0 (ne-
cessariament b, — oo quan n — oo) tals que (S, — an)/b, convergeizi en distribucid a
una N(0,1), és necessari i suficient que, quan y — 00:

Y /|£L“>y dF(z) =0 </|x<y a2 dF(a:)) .

2.2 Lindeberg, Liapunov i el TLC classic

Per a acabar aquest capitol, enunciarem i demostrarem un seguit de proposicions que ens
relacionen les condicions de Lindeberg i Liapunov, i el TLC classic.

Comengarem amb una interessant relacié entre el teorema de Lindeberg-Feller (Teore-
ma 2.1) i el TLC classic:

Proposicié 2.11. Podem derivar el TLC classic a partir del teorema de Lindeberg-Feller.

Demostracié: Sigui {X,,} una successié de v.a i.i.d amb E(X;) = p i variancia 0% < oo.

Si veiem que aquesta successio de v.a satisfa la condicié de Lindeberg (2.14), pel Teorema

2.1 obtindrem que també satisfa el TLC. En aquest cas, k, = n i s2 = no?. Per tant,

i 1 iid .1
lim — ZE((Xj — 1?1 x,—pseoyay) = lm SE((X1 = 1)*Tx, —pseoyi})-

n—oo g
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Ara, (X1 — p)*Lgx, —pseoyiy < (X1 — @)% 1 E((X1 — p)?) < co. Utilitzant el Teorema de
la Convergencia Dominada, podem posar el limit dins el terme de ’esperanga i tenim

1
lim *E((Xl WPL{1x,—p>eoyim)) = *E( lim (X1 — 1)°Ljx, —pl>eovm)) = 2 0=0.

n— 00 o‘ n— 00

Per tant, es compleix la condicié de Lindeberg (2.14) d’on, aplicant el Teorema 2.1,
obtenim que

E?:l X; —nE(X1) _ Sp—np
Sn ovn

convergeix en distribucié a una N(0, 1), que correspon a l’enunciat del TLC classic. [

Ara, ens interessaria saber quina de les dues condicions que hem trobat al llarg del
treball és més forta, si la de Lindeberg o la de Liapunov. La segiient proposicié ens déna
la resposta a aquesta important qiiestié:

Proposicié 2.12. La condicidé de Liapunov implica la condicio de Lindeberg.

Demostracio: Sent fidels a l'estructura de la memoria que hem estat seguint fins a
aquest punt, demostrarem la proposicié en el cas de la matriu (1.2) sota les hipotesis de
reduccid (1.3) 1 (1.4) de la secci6 1. Trivialment, es pot extrapolar el resultat al cas en que
les hipotesis de reduccié no se satisfacin. Dit aixo, suposant que es compleix la condicié
de Liapunov (1.14) amb 1 < j <k, i s2 = 1, tenim que ¥n > 0, 35 > 0 tal que

Z/|>xan] <Z/ Z/ \x!2+5dF()’Z:Z 0,
|z|>n |z

on a la primera desigualtat hem utilitzat que, si tenim |x| > 7, aleshores, en particular,
per a tota & > 0, (|z|°/n°) > 1. Per tant, se satisfa la condicié de Lindeberg (2.1), com
voliem, i hem acabat la demostracid. [

‘24—6

|>n

La Proposicié 2.12 ens diu doncs que la condicié de Lindeberg és una condicié més
debil que la de Liapunov, cosa que es podia sospitar degut a que la condicié de Liapunov
imposa restriccions sobre moments d’ordre 2 4+ §, amb ¢ > 0; mentre que la de Lindeberg
només ho fa sobre els moments d’ordre 2.

Per a acabar, una pregunta que sorgeix instintivament és si la implicacié contraria
també és certa, és a dir, si la condicié de Lindeberg implica la de Liapunov. Lamentable-
ment, tal implicacié no és certa, com veiem en la segiient proposicio:

Proposicié 2.13. La condicié de Lindeberg no implica la condicié de Liapunov.

Demostracio: Com s’acostuma a fer en aquests casos, només és necessari un contrae-
xemple en el qual se satisfaci la condicié de Lindeberg pero la de Liapunov no ho faci per
a cap 0 > 0. Sigui {Xj;,j > 1} una successi6 de v.a’s i.i.d definides de la segiient manera:

1
n2logn’

1 1 1 1

P(X?=n)= — .
( n) logn n2logn

Al ésser simetriques, E(X;) = 0 per a tota j. A més, les X;’s tenen variancia finita, doncs




Sigui 1/n < n < n, obtenim

n 1 n—00

= 0.
2 logn logn

1 < 2 iid 9
= D EQGTLx;150) = nE(XT L sy) =
noj=1

Per tant, compleixen la condicié de Lindeberg (2.14).
Respecte ’altre condicid, sigui > 0 i mantenint la 7 anterior, obtenim que

nd+l

1 ¢ 245 - 245 ~ g 1 n—00
§2+0 ];E(’XJ‘ ) > ;E(‘Xﬂ ]l{lXj|>77}) - ;n n2logn - logn vé>0 >

I, per tant, la condicié de Liapunov (1.13) no se satisfa, com voliem veure. [J
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3 Ramificacions del Teorema del limit central

En aquesta seccid, veurem tres extensions del TLC per a certes classes de v.a’s especials.

3.1 m-dependencia de variables aleatories

Per a il.lustrar un meétode general d’extendre el TLC a certes classes de v.a’s dependents,
anem a enunciar i demostrar el segiient resultat. Abans, pero, necessitem una definicié:

Definicié 3.1. Sigui {X,,,n > 1} una successié de v.a’s i sigui F, la o-algebra de Borel'?
generada per { Xy, 1 < k <n}. Es diu que la successié és m-dependent si, i només si,
existeix un enter m tal que per a totan 1 j > m+1, X, 4; és independent de F,. En el
cas m = 0, aizo es redueix a la independéncia de v.a’s que coneizem.

Teorema 3.2. Suposem que {X,,n > 1} és una successio de v.a’s m-dependents i uni-
formement acotades tals que
o(Sn)
ni/3

quan n — oo. Aleshores [Sy, —E(Sy,)]/0(Sy) convergeix en distribucié a una N(0,1).

— 00,

Demostracid del Teorema 3.2: Anomenem M a la cota uniforme de ’enunciat. Sense
perdua de generalitat, podem suposar que E(X,,) = 0, per a tota n. Per a un enter k > 1,
sigui nj = |jn/k],0 < j <k, i definim, per a valors grans d’n:

}/j = X’I’Lj-i-l + an+2 + ...+ —an+1—m;
Zj = Xn].+1_m+1 + an+1—m+2 + ...+ X”j-H'
Per a veure la independencia de les Y;’s i les Z;’s, necessitem abans un teorema previ:

Teorema. Sigui 1 < ny < ne < ... < ng =n; f1 una funcio Borel-mesurable de ny
variables, fo una de ng—ny variables, ..., fi, una de ny—ng_1 variables. Si{X;,1 < j <n}
son v.a’s independents, aleshores les k v.a’s

F1( X1, oo, Xy )y fo( X1y ooy X )y ooos Jie (X415 o0 Xy )

son independents.

Seguint la definicié de les Y}’s i les Z;’s, tenim

o
—

k—1
Su=> Yi+> Zj=S,+85]. (3.1)
=0

<.
Il
o

Se segueix de la hipotesi d’m-dependencia i del teorema anterior que les Y;’s sén inde-
pendents; com també ho sén les Z;’s, doncs njy1 —m+1—n; >m, si n/k és prou gran.
Tot i que S], 1 S)! no sé6n independents entre elles, anem a veure que aquesta ultima és
comparativament negligible, cosa que fa S,, es comporti com S,. Observem que tot terme
X, de S/ és independent de tot terme X, de S excepte a, com a maxim, m termes, i
que E(X,X,) = 0 quan sé6n independents, mentre que |E(X,X;)| < M? altrament. Com
tenim km termes a S/, se segueix que

IE(S,S!)| < km-m - M? = k(mM)>.

2Félix Edouard Justin Emile Borel, 1871-1956
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També tenim, utilitzant que sén centrades,

k—1
E(S;?) =Y E(Z]) < k(mM)®. (3.2)
Jj=0

A partir d’aquestes desigualtats i la identitat que es dedueix de (3.1),
E(Sy) = E(S,%) + 2E(S,,Sy) + E(S,%),

obtenim

|E(S?) —E(S.,?)| < 3km>M>. (3.3)
Ara, curosament, escollim k = k, = [n?/3] i escrivim s2 = E(S2) = 02(S,), 5,2 =
E(S!2) = 02(S!). Aleshores, quan n — oo, tenim

/2

AL s — s (35’) 3km?M?

k n2/3
= =3m2M? (=) <3miMZ [ ———
2 - 2 " () = 02 (s,

que tendeix a 0, quan n — oo, per hipotesi del teorema. Per tant, hem obtingut que

‘ S

2
Sh

/2
—5 — 1, n— oo,
s
n
0, equivalentment,
/
s
- =1, n— oc. (3.4)
Sn

També, utilitzant (3.2) i la hipotesi del teorema un altre cop,

2/3

112 112
E(Sn >:E(S”)§(mM)28k;§(mM)2 n — 0, n — oo.

sh sh o2(Sn)

E <<i’f)2> — 0, n — 0. (3.5)

Per tant, primer, el resultat (3.5) ens diu que S /s, convergeix a 0 en el sentit de L.
Per les equivaléncies entre convergencies de v.a’s, tenim que S! /s, convergeix a 0 en
probabilitat; segon, per (3.1), tenim

Per tant, obtenim

S, s.S S
sn sy D 30

fet que implica que S, /s,, convergira en distribuci6é a una N(0,1) si SJ,/s., ho fa.

Com k,, és una funcié d’'n, a la notacié anterior reemplacem les Y}’s per Y,,; en forma
semblant a la matriu (1.2), {¥,;,0 < j < k, — 1,n > 1}, mantenint la independencia en
cada fila. Com que cada Y,,; és la suma de no més de [n/k,|+1 v.a’s X,

Vol < (1) M = 0017 = of5,) = ofs).

on I'dltima igualtat és deguda a (3.4) i la que la precedeix del fet d’invertir la hipotesi del
teorema. Aixi, per a tota nn > 0 i per a tota n suficientment gran, tenim:
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/ 2% dFpj(z) =0, 0<j <k, 1,
|z|>ns),

on F; correspon a la funcié de distribucié de Y;,;. Per tant, es compleix la condicié
de Lindeberg (2.13) per a la matriu {Y},;/s),}, fet que, pel teorema de Lindeberg-Feller,
implica que S}, /s}, convergeix en distribucié a una N (0, 1) d’on, per (3.6), podem concloure
que Sy, /s, = Sy /0(Sy) convergeix en distribuci6 a una N(0,1). O

3.2 Nombre aleatori de termes a la suma

Per a la segiient extensié del TLC, ens endinsem en el cas on tenim un nombre aleatori
de termes a la suma. Es a dir, haurem de treballar amb la v.a S, , tal que el seu valor a
w ve donat per S, (,)(w), on

Sn(w) =) X;(w)
j=1

com abans, i {v,(w),n > 1} és una successi6 de v.a’s. El cas més senzill, pero no el més
util, és quan totes les v.a’s de la “doble familia” {X,,,v,,n > 1} sén independents. El
resultat que enunciarem a continuacié és bastant més interessant i es caracteritza per la
simple naturalesa de la seva hipotesi.

Teorema 3.3. Sigui {X;,7 > 1} una successio de v.a’s independents i idénticament
distribuides, amb esperanca 0 i variancia 1. Sigui {vy,n > 1} una successié de v.a’s que
prenen unicament valors enters positius tals que

Un o, ¢, en probabilitat, (3.7)
n

quan n — 00, on ¢ és una constant: 0 < ¢ < oo. Aleshores S, /\/Vn convergeiz en
distribucié a una N(0,1).

Demostracio del Teorema 3.3: El TLC classic per a v.a’s centrades i amb variancia 1
ens diu que S, /n convergeix en distribucié a una N(0, 1), de manera que el Teorema 3.3
implica que podem substituir n per v,. Un detall important és que no s’assumeix cap
tipus d’independeéncia sobre les v,,’s, inicament imposem la propietat (3.7). Per comengar,
observem que a ’enunciat del TLC classic podem substituir n per la part entera de cn,
lcn], per concloure la convergencia en distribucié de S|, /+/[cn] a una N(0,1). Tot
seguit, seguint el mateix argument que a (3.6), escrivim

Sva _ ( Slen] | Sun _SLan> Len]

Vin \len]  /len] Vi

Per (3.7), el segon factor a la dreta (1’arrel quadrada fora del paréntesi) convergeix a 1 en
probabilitat, quan n — co. Per tant, el teorema d’Slutski'® ens diu que el teorema sera
cert si se satisfa

Sun -8 len|
Len]

quan n — co. Vegem-ho. Donat un €, 0 < € < 1, definim

an = | (1 —€¥)|en)], b= (14 ¥ [en]] — 1. (3.9)

— 0, en probabilitat, (3.8)

3]evgueni Ievguenievitx Slutski, 1880-1948
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Per (3.7), existeix un ng(e) tal que, si n > ng(e), aleshores el conjunt
A={w:a, <v, <b,}

té probabilitat P(A) > 1 —e. Si w pertany al conjunt, aleshores .5, (.)(w) és una de les
sumes S;, amb a, < j < b,. Per a |en| < j < by, tenim

Sj - SLan = XLanJrl + X[an+2 +ot Xj;
d’on, per la desigualtat de Kolmogérov'4, les definicions (3.9) i la variancia 1, obtenim

D.K. 0*(Sp, — Sjen)) 39 £3|en
P( max |S] - SLan‘ > EM) < g2 LCTLJL J = g2 {an

<e.

De manera analoga, per el cas a, < j < [en], tenim

D1 0%(Siny — Sa) 49 Sl

_q. <
P(angg}fanSLCM S]‘ > € Lan) = 52LCTLJ = 52tan

<e.

Combinant les dues, concluim que

P( max [Sj — S|en|| > v/ [en]) < 2e.

an<j<bn

Ara, si n > ny(e):
SVn - SLan

P ( > 5)
Len]

< Y Pl max 18-Sl >Vl + Y Pl =)
N anx7] Sbn .
an<j<bn J ¢ [a"l 1b"]

< P( max, [S; = Sion)| > v/ [en]) + Pl # [on,b)

a

SVn - SLcnj

j=1

<2 4+1—P(A) < 3e.

Com ¢ és arbitrari, aixo demostra (3.8) i, conseqiientment, el teorema. [J

3.3 Altres successions de variables aleatories

Una tercera, un pel més profunda, extensié del TLC és en la que donem exemple d’una
altra distribuci6 limit inherentment lligada amb la N (0, 1). Sigui { X, j > 1} una successié
de v.a’s independents, idénticament distribuides, amb esperanga 0 i variancia 1; i

Es tornara evident d’aqui poc que tals suposicions s’hauran de debilitar per tal que es
mantingui certa la hipotesi basica, que el TLC hauria de ser aplicable. Considerem ara
la successié infinita de sumes {S,,n > 1}. El teoremes limit que hem discutit fins ara
treballen unicament amb els termes individuals de la successié {5}, mateixa, perod hi
ha diverses successions derivades d’aquesta que no son menys interessants. Per posar uns
quants exemples:

4 Andrei Nikolaievitx Kolmogérov, 1903-1987
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S,
max Sy, min S,,, max | Sy, | m|

1<m<n 1<m<n 1<m<n 1<m<n vm
n
Z 6a(Sm); Z Y(Smy Sm+1);
m=1 m=1
on vy(a,b) = 1, si ab < 0 i 0 altrament. Aixi, els dos ultims exemples representen,

respectivament, el “nombre de sumes > a” i el “nombre de canvis de signe”. Ara, la idea
central, introduida per Erdos' i Kac'®, és que el comportament asimptotic d’aquests
funcionals d’S,, hauria d’ésser el mateix independentment de les propietats especials de
les X;’s, sempre i quan el TLC es pugui aplicar (com a minim, quan certes condicions
de regularitat se satisfan, com per exemple la finitud de moments d’ordre gran). Aixi,
per tal d’obtenir la distribucié asimptotica d’algun d’aquests funcionals, hom hauria de
reduir-se a un cas molt particular on els calculs siguin factibles. Tal metode s’anomena
“principi d’invariancia”, i consisteix en reduir-se al cas del funcional maxi<y,<n Sm.

Per tant, per a una z fixada, anomenem

P,(z) = P( max S,, <zvn).

1<m<n

Per a un enter k > 1, sigui n; = [jn/k|, 0 < j <k, i definim

Ryk(7) = P(max Sy, < zvn).

1<5<k

Sigui, a més,
Ej ={w: Sn(w) <zyn,1 <m < j; S;(w) > zv/n};

i, per a cada j, definim I(j) tal que

-1 < J < M)

Ara, per a 0 < € < z, definim:

n

P(linw?an > zy/n) = ZP(Ej; Sy, — il < ev/n)
j=1

n

+ 3 P(Ej; |Sny,, — Sjl > ev/n) = 51 + .
j=1

Com els conjunts E; sén independents del conjunt {|Sy, ;, —S;| > ev/n}io (s, ey —95) <
n/k, tenim, per la desigualtat de Txebixov a la primera de81gualtat.

n

n 1
Y <Y P(E i—.
22 n52k

1y — Sil < ev/n implica Sy, > (z —€)y/n, tenim

¥ < P(lrglag(k Sp, > (x—e)vn) =1 — Ry(z —¢).

Per altra banda, com S; > zy/n, i S,

15P4l “Paul” Erdss, 1913-1996
6Marek “Mark” Kac, 1914-1984

24



Se segueix que
1

&2k’
Com, trivialment, P,(x) < Rpx(z), intercanviant = per = + ¢ i viceversa a (3.10), i
utilitzant que R, () és creixent per definicié, obtenim les segiients desigualtats:

Pn(ﬂ?) =1- 21 - 22 > Rnk(l‘ - 6) - (310)

Po(@) < Rup() gpn(g:+s)+€2ik. (3.11)

Demostrarem ara que, per a unes x, k fixades, lim,, o, Ry () existeix. Com

Rnk(x) = P(Snl < .’L'\/ﬁ, Sng < l’\/ﬁ, 7Snk < .’B\/ﬁ),

per definicid, és suficient veure que la successié de vectors aleatoris k-dimensionals

k k k
(o

convergeix en distribucié quan n — oo. Ara, la funcié caracteristica d’aquest vector
aleatori f(t1,...,tx) ve donada per

E(exp (in/k/n(t1Sn, + ... + txSn,))
= E(exp (in/k/n[(t1 + ... + t§)Sny + (t2 + ... + %) (Sny — Sny) + o + tk(Snk — Snk—l)D’

que convergeix a
exp [—(t1 + ... + 1) /2] exp [~ (t2 + ... + t1)?/2] - - - exp [~t3 /2], (3.12)

doncs les funcions caracteristiques de

k k k
\/;S’H,l? \/;(S’nz - Sn1)7 cey \/;(Snk - Snkfl)

. _ 42 . < . . , . e
convergeixen totes a e ! /2 en virtut del TLC classic, ja que nji1 —n; és asimptoticament

igual a n/k per a tota j. Es ben sabut que la funcié caracteristica donada per (3.12)
correspon a una distribucié normal k-dimensional, pero, per al nostre proposit, és suficient
saber que el teorema de continuitat de Paul Lévy se satisfa per a qualsevol dimensio, és
a dir, que R, convergeix debilment a R..r, on R. correspon a una distribucié k-
dimensional qualsevol.

Suposem ara que treballem amb una successié {X;,j > 1} que satisfa les mateixes
condicions que les X;’s definides a I'inici de la subseccié. Aleshores, es pot veure que la
seva corresponent P, convergeix (“puntualment” de fet, pero “debilment” si és necessari):

Vo : lim P,(z) = G(x). (3.13)

n—o0

Vegem-ho. Com R és una distribuci6 fixada, aplicant (3.11) perod canviant P,, per P,
i fent n — oo, , obtenim:

1
< < —_
G(r) < Rk < G(z+¢) + 27

Substituint un altre cop a (3.11) i prenents limits inferior i superior, obtenim
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1 1 . .
G(x—¢e)— 25 < Rook(z —€) — 2% < hgglo%an(a:) < nlgrolo P,(z)

1
<limsup P (z) < Rock(7) < Gz +¢) + —7-
n—00 %k

Fent k — oo, com ¢ és arbitrari, podem concloure que P, (z) convergeix debilment a G(z).

Resta demostrar (3.13) per a una classe concreta de X;’s i determinar G. Aix0 es pot
fer amb rapidesa si la funcié de distribucié comuna de les X;’s correspon a una Bernoulli
simetrica %(51 +9_1). En aquest cas, de fet, podem computar la probabilitat més especifica

P( max S, <x; S, =1y), (3.14)

1<m<n

on x iy sén dos enters tals que x > 0,z > y. Si observem que, en el nostre cas particular,
maxi<m<n Sm > & si, i només si, S; = x per a alguna j, 1 < j < n, la probabilitat (3.14)
és exactament igual a

P(S, =y)— P( max Sy >z; Sp,=1y)

1<m<n

:P(Sn:y)—ZP(Sm<x,1§m<j; Si=x; Sp=1y)
:P(Sn:y)—ZP(Sm<:c,1§m<j; Si=x; S —Sj=y—x)

:P(Sn:y)—ZP(Sm<a:,1§m<j; S; =x)P(S, — Sj =y —x),
j=1

on I'altim pas és per independeéncia. Ara, la v.a

n

Sn=Si= > Xm
m=j+1
és simetrica i, per tant, P(S, —S; =y —z) = P(S, —S; = z —y). Substituint aixo i fent
marxa enrere amb els passos anteriors, obtenim
n
P(S’n:y)—ZP(Sm<a:,1§m<j; S;j=z)P(Sp,—Sj=x—y)
j=1
n
:P(Sn:y)—ZP(Sm<x,1§m<j; Sj=ua; S, —Sj=x—y)

Jj=1

n
:P(Sn:y)—ZP(Sm<x,l <m<j; Sj=x; Sp=2x—1y)
j=1
= P(S, =y) — P( max Sp, >x; S, =2z —y).
1<m<
Com 2z —y > z, S, = 2z — y implica que maxi<m<p Sm < z, I'dltima linia es redueix a

P(Sn=y) = P(Sy =2z —y), (3.15)

i hem demostrat que el valor de la probabilitat (3.14) ve donat per (3.15).
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Observacié: El truc que acabem d’utilitzar, que consisteix en canviar el signe de cada
X després de la primera vegada que S, assoleix el valor x, o geometricament parlant,
reﬂectmt el cami {(], i),J > 1} sobre la linia S; = z després d’arribar-hi per primera
vegada, s’anomena “principi de reflexié”.

El valor de (3.15) és, per descomptat, ben conegut en el cas de v.a’s simetriques
Bernoulli, i, si n és parell, sumant sobre y, obtenim:

P(,max Sm <) = Zé{(@ (n : +y>}

8

() ()
LS (kT ()R

on (’;) =0, si |j| > n osij no és un enter. Reemplagant xv/n (o |zy/n] si hom ho
creu oporti) per z a I'iltima expressié i utilitzant el TLC per al cas de v.a’s Bernoulli
(Pexpressié (0.1) del Corol.lari 0.2) amb p = ¢ = 1/2, veiem que la probabilitat anterior

tendeix al limit
1 /x 7y2/2d \/5/x *3/2/2d
o e =3/ — e ,
V2m )2 Y ™ Jo Y

quan n — oco. Per altra banda, és obvi, fins i tot sense la necessitat de repetir els calculs
anteriors, que s’obté el mateix limit en cas que n sigui imparella. Finalment, ja que aquest
limit, com a funcié de z, és una funcié de distribucié amb suport a (0, 00), el corresponent
limit per a x < 0 ha de ser 0. Per tant, estem en posicié d’enunciar el segiient resultat
sobre I'altima extensié del TLC que tractarem:

Teorema 3.4. Siguin {X;,j > 0} v.a’s independents i idénticament distribuides, amb
esperanca 0 i variancia 1. Si denotem per ®(x) la funcidé de distribucié d’una N(0,1),
aleshores (maxi<m<n Sm)//n convergeix en distribucid a la “funcié de distribucid normal
positiva” G, on

Vo € R: G(z) = max{(2®(x) - 1),0}.
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4 Estimacio d’errors

Quan parlem de convergencia, és inevitable preguntar-se per la “velocitat” d’aquesta
convergencia, és a dir, investigar sobre la diferéncia entre ’aproximaci6 i el seu limit.
Especificament, si una successié de funcions de distribucié F;, convergeix a la funcié de
distribucié normal unitaria ®(z), com és el cas del TLC, qué en podem dir del “terme
restant” Fy,(z) — ®(z)? Un estimacié adequada d’aquest terme és necessaria en diverses
aplicacions matematiques, aixi com per a computacions numeriques. Sota la condicié de
Liapunov existeix una “cota superior”, trobada per Berry!” i Esseen'®, que van millorar
un resultat antic del propi Liapunov, tal i com resa el teorema a continuacio.

Teorema 4.1. Sota les hipotesis del Teorema 1.4 (Liapunov amb 6 = 1), existeir una
constant universal Ag tal que

sup | Fp(z) — ®(z)| < ALy, (4.1)

on Fy, i 'y, corresponen a la funcid de distribucid de Sy, i a la suma dels moments absoluts
de tercer ordre, respectivament.

En el cas d’una tnica successié de v.a’s {X;,j7 > 1} independents i idénticament
distribuides, amb esperanca 0, variancia o2, i moment absolut de tercer ordre v < oo, el
Teorema 1.6 (Liapunov II amb § = 1) ens diu que la part dreta de (4.1) es redueix a

A Aoy

(no?)3 27 g3yn’
Cramér!? i Hsu?® van demostrar que, sota algunes condicions més fortes, hom pot obtenir
que, ) 1%

una expansio asimptotica de la forma:

Hy(x) n Hy(z)  Hs(z)
nl/2 n n3/2

Fo(x) =®(x) + + ..

on les H’s sén funcions explicites que involucren els polinomis d’Hermite?!. No entrarem
en la demostracié d’aquest resultat, doncs el metode basic per a arribar a tal expansié és
similar a la demostracié del teorema anterior, perdo amb considerables dificultats tecniques
i que, per tant, escapen del tema sobre el que treballem.

Per a la demostracio del Teorema 4.1 seran necessaris una série de lemes que treballaran
amb funcions caracteristiques, aix{ com una proposicio.

Lema 4.2. Sigui F' una funcio de distribucio © G una funcié a valors reals que satisfa les
seguents condicions:

(i) limgy_ o G(z) =0, limy_oo G(z) = 1;

(it) La derivada de G esta acotada a tot arreu: sup,cp |G'(x)] < M.

Si definim
1
A = gy F(@) - Gla)l, (42)

17 Andrew Campbell Berry, 1906-1998
18Carl-Gustav Esseen, 1918-2001
19Car]l Harald Cramér, 1893-1985
29Pao-Lu “P.L.” Hsu, 1910-1970
21Charles Hermite, 1822-1901
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aleshores existeix un nombre real a tal que, per a tota T > 0, tenim:

TA 1
2MTA {3/ 1=cose dm—w}
0 X

N (4.3)
<‘/_OO:)2S$(F(;U+CZ)—G(x+a)) dx|.

Demostracid del Lema 4.2: Clarament, la A a (4.2) és finita, doncs G esta acotada a
tot arreu per les condicions (i) i (ii). Suposarem que el terme de I'esquerra de (4.3) és
positiu ja que, sind, no hi ha res a demostrar. Per tant, A > 0. Com F — G s’anul.la
a too per (i), existeix una successié de nombres {z,},, que convergeix a un limit finit
b, tal que F(x,) — G(xy,) convergeix a 2MA o —2MA. Per tant, F(b) — G(b) = 2MA
o F(b—) — G(b) = —2MA. Com els dos casos sén clarament similars, tractarem amb el
segon. Sigui a = b — A, aleshores si |z| < A, utilitzant la condicié (ii) i el teorema del
valor mitja de calcul diferencial:

Gz +a)>Gb)+ (x — A)M
i, conseqliientment,
Fx4a)—Gx+a) <F(b—)—[GD)+ (x — A)M] = —M(x + A).
Se segueix d’aqui, utilitzant que (1 — cosT'z)/x? és una funcié parella, que

A1 —cosTx
/_AlﬂT(F(ﬂc+a) —G(z+a)) dx

A A

1—cosT 1—cosT

M/ #( +A) d:E:—QMA/ y dx; 1, també
0 X

Al —cosTzx *©1—cosTx
‘/ ! T ———(F(x+a) —G(z+a)) da;+/A %(F(:c—i—a)—G(m—i—a)) dx

A [e9) [e9)
1-— T 1- T 1- T
<2MA(/ m;wdﬂ/ w;wdx>:4MA/ LocosTa
x A T A T

Ajuntant aquestes desigualtats, i sempre que la T sigui suficientment gran com per que el
terme de l'esquerra a (4.3) sigui positiu (siné el resultat és trivial), obtenim (4.3), ja que

/OO ﬁ(F(w—i— a) —G(z+a)) do

oo x

A 00
1-— T 1-— T
SQMA{_/ C(;Sﬂfdﬁg/ Cgswdm}
0 T A x
A 00
1-— T 1-— T
_QMA{_g/ T o | d}
0 €T 0 z

TA { TA |
—2MTA{—3/ 1cosxdw+7r}——2MTA{3/ mdw—w}
0 0

22 2

on, a la primera integral hem fet un canvi de variable i a la segona hem utilitzat que

0 1 _ ®© 1q T [e'¢) o0 o}
/ COS:E:/ — / sinu du dﬂ:‘:/ sin u / dz du—/ Sy du:E,
0 2 o 2% o 0 w T2 o u 2

d’on, si la variable és Tz, fent un canvi de variable obtenim que val exactament 7#7/2. O
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Lema 4.3. Sota les hipotesis del Lema 4.2, suposem també que

(i1i) G és de variacid acotada a (—o0,00);
() [Z |F(z) — G(z)] do < oco.

Si definim

10 = [~ et dr), o) = [~ e dG)

—0o0 —00

aleshores tenim

L (TIf) —9@)] 12

A< dt + —. 4.4

oM /0 t * 'l (44)

Demostracid del Lema 4.3: La finitud de la integral a la dreta de la desigualtat a (4.4)

sera aparent en breus; a més, com és una integral de Lebesgue??, el valor de l'integrand a

t = 0 es pot passar per alt. Ara, fent integracié per parts, que tenim permis per fer sota
la condicié (iii) del lema, i recordant que F' — G s’anul.la a +00, obtenim:

o0

ﬂﬂ—g@%:—ﬁ/‘(F@)—G@wémd@ (4.5)

—0o0

i, conseqiientment, multiplicant (4.5) per e~

f(t)__itg(t) e—ita — /OO (F(:L‘ + a) _ G(:p + a))eitz dl’,

—0o0

on a l'integral hem fet el canvi de variable corresponent. En particular, per la condicié
(iv), el membre de l'esquerra en aquesta tultima igualtat esta acotat per a tota ¢ # 0.
Multiplicant 1’expressié anterior per (7" — |¢|) i integrant entre —7" i T, obtenim

/T f(t) _ g(t)e—ita(T _ |t|) dt =
T —1t

T 9]
/ / (F(x +a) — G(z + a))e™(T — |t|) dx dt.
-TJ—-o0
Ara, un calcul rapid i senzill ens diu que

1—cosTx 1 [T ;
‘m‘$:/5T—mwmﬁ. (4.6)

2 2

Aixi, pel teorema de Fubini?? i la condicié (iv), podem invertir la integral doble i, utilitzant
el resultat (4.6), obtenim

’/_Z 1_;%“(1:(“’ +a)— Gz +a)) da

T1f() —g()|
< T/O " dt.

on, per a obtenir I’expressié de la dreta de la desigualtat, hem utilitzat, un altre cop, el
teorema de Fubini i la condicié (iv), juntament amb I'equacié (4.5) i el fet que 'integral
d’una funcié senar sobre un interval simetric és 0. Aquesta expressié, en conjuncié amb
Pexpressi6 (4.3) del lema anterior, ens déna:

22Henri-Léon Lebesgue, 1875-1941
23Guido Fubini, 1879-1943

30



2MA{3/OTA1_CO” dx—w}g/TW dt. (4.7)

x2 0

La quantitat entre els claudators no és menor que

3/001—cosxd 3/"0 2 3 6 T 6
—— dx — — = — - — - T = = — —.
0 .%'2 TAIQ 2 TA 2 TA

Implementant aquest resultat a (4.7), s’obté (4.4). O

El Lema 4.3 ens acota la maxima diferencia entre dues funcions de distribucié que
satsifan certes condicions de regularitat, en termes d’una certa diferencia mitjana entre
les seves funcions caracteristiques. El lemes que enunciarem a continuacio ja seran aplicats
al cas especific de les funcions de distribucié F, i ® del Teorema 4.1. Sigui f, la funcié
caracteristica de F},, aleshores

kn
fn(t) = H fnj(t)-
j=1

Lema 4.4. Per a |t| < 1/(2I‘711/3), se satsifa

[fn(t) — e < Ty ftPe /2, (4.8)

Demostracié del Lema 4.4: Sigui € un nombre complex “generic” tal que |0| < 1, tot
i que aquest valor pot no ser el mateix cada vegada. Pel desenvolupament de Taylor,

2
o°. .
fajt) =1 — %tQ + 9%1&3.

Per al rang de ¢t donat a I'enunciat del lema i la desigualtat de Liapunov, tenim

1/3 1
onst] < byt] < % < 5, (4.9)
i, per tant,
2 3
-ttt | <+ = <
2 6 8 * 48 4

Utilitzant el resultat (1.7) de la seccié 1, amb A = 0/2, podem escriure

2 2 42 2
o< . 9/7 . 0 o< .t 97 .t3
1 () = — M2 T3 2 T nj
og fn]( ) 5 + 6 + 5 9 + 6

Per (4.9), el valor absolut de I'dltim terme a la dreta de la igualtat és menor que

4 44 2 46
ot /A Onilt 13 1 1
nJ + M < ( n]’ ’ + "Yn]| | >'Ynj’t’3 < < >'7nj|t|3

4 36 4 36 4.2 36-8

i, per tant,
lo f(t)<-ﬁt2+g L -|t|3<—ﬁt2+€ 23
&Jnilt) =77 2\6 "8 a2sg) It =T g Tnaltl

Sumant sobre j i imposant la hipotesi de reduccié (1.3), obtenim
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2 0 4
log fnj(t) < —— + =T, |t]°,
2 2
0, de manera explicita, prenent valors absoluts:

2

log fuj (1) + =

1
< =T, |t3.
5 _2nH

Aplicant la desigualtat |e* — 1| < |ule/*l, per a tota u, a 'expressié anterior, s’obté

Lolt? Lyt
‘fnj(t)€t2/2 o 1’ < n’ ’ exp n’ ’ ]
2 2
Finalment, com I',[t|3/2 < 1/16, per hipotesi del lema, i e'/16 < 2, obtenim (4.8). [

Lema 4.5. Per at < 1/(4T,), se satisfa

[fn(®)] < /3, (4.10)

Demostracié del Lema 4.5: Per a facilitar I'estimacié que ens demana el lema, uti-
litzarem una tecnica coneguda anomenada “simetritzacié”, que consisteix en considerar
la v.a X —Y (on Y posseeix la mateixa distribucié que X) i la funcié caracteristica
|f|?, en comptes de la v.a X i la funcié caracteristica f. Aixd es degut a que la funcié
caracteristica de X — Y és, precisament,

E(e"X ) = B(e)E(e ™) = f(5)F(—t) = |f().

Per tant, tenim
Fus (D2 = / / cost(x — y) dEy(x) dEp(y),

doncs | f,;]? és un nombre real. Ara, utilitzant les desigualtats elementals

T P
cosu — —| < —,
21~ 6

o = y® < 4(l2P + |yP);

24

Y

que es poden deduir a partir del desenvolupament de Taylor i la desigualtat de Jensen
respectivament, s’observa que la doble integral anterior no supera

R 5 2y L 2130103 3
[ a2y g+ SRl + ) dEue) B (o)

—00 —0oQ
20 4 92 4 3
=1-o,,t +3’ynj\t\ <exp | —o,,t +3’ynj\t\ ,

on, a I'dltim pas, hem utilitzat la desigualtat 1 + = < e®. Multiplicant sobre j, obtenim
4
‘fn(t)‘Q < exp <—t2 + 3Fnt3> < e—(2/3)t2’

per al rang de ¢ especificat a I’enunciat del lema, demostrant (4.10). O

24Johan Ludwig William Valdemar Jensen, 1859-1925
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Observem que el Lema 4.5 és més debil que el Lema 4.4, pero té validesa en un rang
molt més ampli. Per a aquest ultim lema, combinem aquests dos anteriors:

Lema 4.6. Per a [t| < 1/(41,,), se satifa

|£ol(t) — e /2] < 16T, [t[3e /3. (4.11)

Demostracié del Lema 4.6: Si |t| < 1/(21111/3), el lema és cert per (4.8), doncs e~4*/2 <
e~/3 Wt € R. Si 1/(2TL/®) < t < 1/(4T,), aleshores 1 < 8T, |¢/3 i, per (4.10), obtenim:

|fn(t) - e_t2/2| < |fn(t)| + e_t2/2 < 2€_t2/3 < 16Fn|t|3€_t2/3,

que correspon a l’expressié que voliem demostrar. [

Abans de demostrar el Teorema 4.1, demostrarem aquesta important proposicié que
ens relaciona els moments de primer ordre de dues funcions de distribucié amb integral
de la seva diferencia:

Proposicié 4.7. Siguin F i G dues funcions de distribucid, ambdues amb moments de
primer ordre finit. Aleshores

/OO |F(z) — G(z)| dz < oc.

—00

Demostracio: Utilitzant aquesta coneguda propietat de I’esperanga per a v.a positives,
o0 (o]
E(X):/ P(X > x) dx:/ P(X > x) dz,
0 0

es comprova rapidament que
00 0 00
/ 2] dF(z) = B(|X]) < 00 < / F(z) dz < oo i / (1 Fx)) dz < .
oo —00 0

Utilitzant que tant F com G verifiquen aquest resultat (ambdues tenen moment de primer
ordre finit per hipotesi), s’obté que

/ioF(x) dx < o0, /:G(a:) dx<oo:>/io((;(x)_F(x)) de < oo

i també
/0 (1 - F(z)) dz < oo, /0 (1-G(2)) dx<oo:>/0 (F(x) — G(x)) de < oo,

d’on podem concloure que
0 00 00
/_ (G(z) — F(x)) do +/0 (F(z) — G(x)) do = /_ F(z) — G(x)| do < o0,

just el resultat que voliem demostrar. [J

Amb tots aquests resultats que hem enunciat en la seccid, i dels quals n’acabem de
demostrar la seva certesa, estem en posicié de demostrar I'tultim resultat important en
aquesta memoria: el Teorema 4.1.
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Demostracio del Teorema 4.1: Sota les hipotesis del teorema, aplicarem el Lema 4.3
amb F' = F, i G = ®, on ® correspon a la funcié de distribucié d’una N(0,1). Primer,
prenem 1/ V27 com a valor de la cota M que apareix a la condicié (ii) del Lema 4.2. Ara,
tant I}, com G tenen esperanca 0 i variancia 1, és a dir, que totes dues tenen moment de
primer ordre finit. Per tant, per la Proposici6 4.7, se satisfa la condici6 (iv) del Lema 4.3.

Si a 'expressi6 (4.4) prenem T = 1/(4I';,), aleshores per (4.2), (4.4) i (4.11) tenim:

1/(4Ty) _ o —t2)2
sup F, (a) - (o) < [ n®) = e gy 96 1
z€R 0 13 V2om3

1/(4T)
< 32F'”/ Pe B a4 X,
™ Jo V23

32 [ 2 96
<r,:= t2e=t/3 gt =T, Ay.
~ n{ﬂ_/o (& +\/ﬁ n<10

Aquest resultat ens estableix un valor numeric per a la constant universal Aj (el qual es
podria millorar una mica) i, per tant, hem acabat la demostracié. [J
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5 Conclusions

En aquesta memoria hem estudiat diverses extensions i aplicacions del Teorema del limit
central i hem aconseguit veure que, en tots els casos plantejats, el resultat és satisfactori,
el TLC segueix sent cert. Hem demostrat que, si deixem de banda algunes de les hipotesis
que apareixen a l’enunciat del TLC classic, ja sigui la identica distribucié, la independeéncia
de les v.a’s o, fins i tot, substituint la suma per un altre funcional, i imposem certes
restriccions de negligibilitat sobre la matriu de v.a’s (seccié 1), les condicions que cal
imposar per a que se segueixi satisfent el TLC no resulten massa complicades, com hom
podria pensar, siné que només involucren moments de ordre major que 2 (Liapunov i
Lindeberg) o alguna condicié simple sobre les v.a’s que hi apareixen (secci6 3).

També hem pogut demostrar que l'error en I'aproximacié del TLC es pot acotar fent
as unicament dels moments de tercer ordre i una constant, un resultat bastant interessant
i que no es mostra en les assignatures cursades en el grau.

Finalment, des d’un punt de vista personal, com a gran entusiasta de la branca de
Probabilitats, persona molt curiosa i que sempre vol aprofundir en alldo que apren, la
realitzacié d’aquest treball ha estat molt enriquidora, doncs m’ha permes resoldre molts
dubtes i sospites sobre que passa si anem més enlla del TLC clasic amb el qual es treballa
a diverses assignatures del grau. A més a més, aquesta també ha sigut la meva primera
experiéncia redactant un text cientific d’aquest tipus de manera formal, amb tota la feina
que comporta, ja sigui fer recerca, entendre i demostrar resultats desconeguts i estructurar
els resultats que hi van apareixent.
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