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Abstract

Markov chains are stochastic processes characterized by the fact that the outcome in a
given state depends only on the previous state. In this work we will study this notion
assuming time is discrete, as well as the properties that derive from it and how they can
be classified in an environment where time does not intervene in its evolution. Finally,
we will analyze a specific case, along with simulations on R and C.

Resum

Les cadenes de Markov sén processos estocastics que es caracteritzen pel fet que el resultat
en un estat determinat depen tinicament de ’anterior. En aquest treball estudiarem en
temps discret les seves nocions, aixi com les propietats que se’n deriven i com es poden
classificar en un entorn on el temps no intervé en la seva evolucié. Finalment, analitzarem
un cas concret, juntament amb simulacions de R i C.
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1 Introduccio

El projecte

La resposta a la pregunta de si ”la probabilitat que dema plogui depén dinicament del temps
que ha fet avui” que Andrei Markov donaria seria afirmativa i afegiria que els altres estats
anteriors no intervenen.

Andrei Andréievitr Markov fou un matematic rus conegut en les arees de teoria de
nombres, analisi matematic i teoria de la probabilitat. L’any 1906 va publicar ’article
Extension of the law of large numbers to dependent quantities, on per primer cop es van
introduir conceptes del que vint anys més tard, el matematic Felix Bernstein acabaria
donant-hi el nom de cadenes de Markowv.

Aquesta eina computacional que destaca pel fet que actualment es pot trobar aplicada
en diferents camps va sorgir de l’aficié que tenia Markov amb la poesia. Va comencar
a analitzar els patrons vocalics i consonantics dels versos, on es va adonar que existi-
en successos enllacats. Aixi va acabar creant una nova branca dins de la teoria de la
probabilitat.

El treball que trobarem a continuacié tracta sobre les cadenes de Markov a temps dis-
cret sense que el temps afecti les seves evolucions. Sén interessants perque aquest tipus
de processos s’anomenen ”sense memoria”, és a dir, la probabilitat que una situacié ocor-
ri només depen de ’esdeveniment que hi ha hagut just anteriorment. El nostre objecte
d’estudi és la teoria que engloba aquest procés. Per tant, en aquest treball considerarem
les definicions pertinents per poder entendre en quin entorn ens trobem i el desenvolupa-
ment per comprendre i analitzar més detalladament les cadenes de Markov. També ens
ajudarem de simulacions per englobar els coneixements obtinguts al llarg de la memoria
i veure’ls des d’una altra perspectiva.

Es d’important esment que amb aquest treball es vol aconseguir que es tingui una idea
clara i basica del que sén les cadenes de Markov sota les condicions ja mencionades, ja
que a partir d’aquests coneixements es pot aprofundir seguint altres linies de recerca que
aquest treball no cobreix. Com poden ser la cadena de Markov a temps continu, d’ordre
superior o bé la seva convergencia.

Estructura de la Memoria

El treball que segueix a continuacié s’estructura tal com s’explica seguidament.

Primer de tot hi ha la seccié preliminars dedicada a posar-nos en context, és a dir,
s’introdueix la base de la qual es desenvolupa el tema. També s’estableixen resultats i
definicions de la teoria de probabilitats basica que cal tenir en consideracié. Seguidament,
comencem a introduir-nos al que sera d’ara endavant el nostre tema principal, les cadenes
de Markov. S’inicia amb conceptes que es relacionen amb els vistos a la seccié anterior
amb l’objectiu de poder crear una base general de tot el que seguira posteriorment. S’hi
descriu de manera explicita I’entorn on treballarem en el transcurs del treball.

Un cop les nocions basiques estan establertes i s’han vist amb exemples, passarem a
estudiar les cadenes de Markov a partir de la classificacié dels estats. En aquesta secci
trobarem conceptes que a partir de les seves propietats es poden relacionar. Tanmateix,
seran imprescindibles per seccions posteriors.



El capitol temps d’absorcio i probabilitat d’absorcid ve generat per fer un pas endavant
en lestudi de classificacié dels estats d’aquests processos. La pregunta que resoldrem és
com trobar la probabilitat que una cadena sigui absorbida per un estat i el temps mig
que tardara a ser absorbida.

La darrera seccié destinada en aprofundir en la teoria que envolta les cadenes de
Markov se centra en la propietat forta de Markov i les propietats dels estats recurrents i
transitoris que en deriven per poder definir-ne de diferents de les ja vistes anteriorment.

Per dltim, trobarem un exemple comt de cadenes de Markov, la passejada aleatoria a Z,
que ens permetra aplicar els conceptes vistos al llarg del treball. A més, a partir d’aquest
exemple, s’inclou 1'is de la llibreria markovchain de R que implementa funcions que a
partir d’una cadena previament definida, analitzen conceptes teorics i fan simulacions. Per
finalitzar, s’adjunta un programa amb C per resoldre probabilitats i temps mig d’absorcid
d’una cadena en concret.



2 Preliminars

Abans de comencar a introduir conceptes de la teoria de les cadenes de Markov, cal
fer un esment a certes nocions de la teoria de probabilitats que ens proporcionaran eines
basiques i ens ajudaran a posar en context tot el que segueix posteriorment. Més endavant
es puntualitzaran aquestes nocions dins del marc de treball per definir la teoria de les
cadenes de Markov.

Definicié 2.1. Un espai de probailitat és una terna (2, A,P) on

i.  és l’espat mostral, és a dir, un conjunt que correspon al dels possibles resultats
de l’experiment.

it. A CP(Q) és una o-algebra, i per tant, se satisfa:

1) Qe A
2) A és estable per pas al complementari, és a dir, si A € A aleshores A° € A

3) A és estable per reunions finites o numerables, és a dir, si {A;,1 > 1} C A

aleshores | J A; € A.
i>1

iii. P: A —[0,1] és una aplicaicé anomenada probabilitat tal que:
1) P(Q)=1

2) o-additivitat: si {A;,i > 1} és una successio de conjunts de A disjunts dos a

dos tal que |J A; € A aleshores
i>1

P JAi :iIP’(Ai) (2.1)
=1

i>1
D’ara en davant donarem per suposat que estem treballant sobre un espai de proba-
bilitat (92, 4, P).

Definicié 2.2. Siguin (2, A,P) i (R, B,Q) espais de probabilitat, on B és la o-algebra de
Borel generada pels oberts de R. Diem que una variable aleatoria X és una aplicacio

X: O — R
w — X(w)

tal que
X '(B)ec AVBeB (2.2)
A cada variable aleatoria li associem una probabilitat designada per
pi=P(X =1)=P{w: X(w)=1i}) (2.3)

on p; és una distribucié, és a dir, Y, ;p; =11 p; € [0, 1], per a tot i € R.

Definicié 2.3. Un procés estocastic és una familia {X;: t € T} de variables aleatories
que per cada t € T,
th Q — T
w — X¢(w)



Observacié 2.4. Notem que els processos estocastics poden ser a temps discret o a temps
continu.

En el cas de temps discret, prenem T = {0, 1, ..., N} per a un cert N € N fixat o bé T = N.
En el cas de temps continu, prenem T = R*.

Els seglients enunciats sén eines que en el llarg de la memoria s’han de tenir en consi-
deracio, ja que en alguna demostracio en fem us.

Proposicié 2.5. (Probabilitat condicionada) La probabilitat d’un conjunt A € A condi-
cionada per un conjunt B € A és

P(A|B) = P(I;‘(E)B )

Proposicié 2.6. (Férmula de les probabilitats compostes) Siguin A, ..., A, elements de
A tals que P(A;N...NA,—1) > 0, aleshores

P(Al NAsN...N An) = P(Al)P(AQIAl) et P(An‘Al Nn...N An—l)

Demostracié. Fem la prova per induccié i fent ts de la definicié de probabilit condicionada.
Pel cas inicial n = 2 tenim que P(A; N Ay) = P(A;1)P(A2|A1). Suposem que la férmula és
certa per an — 1,

]P)(Al n...N Anfl) = P(Al) . P(A2|A1) S P(An,ﬂAl n...N An,Q)
Aplicant la hipotesi d’induccié obtenim
P(Alﬂ...ﬂAn_lﬂAn) = ]P)(An|Alﬂ...ﬂAn_1)']P)(Alﬁ...mAn_l) = P(Al)}P’(An]AlﬂﬁAn_l)
U

Proposicié 2.7. (Férmula de Bayes) Considerem dues particions de l’espai mostral €2,
P = {A1,..., A} it P2 = {B1,...,Bn}, donades per conjunts de A de probabilitat no
nul-la. Calculem la probabilitat dels conjunts A; condicionats pels Bj, per a toti =1,...,n
17 =1,...,m amb lajuda de la definicid de probabilitat condicionada.
_ P(A)P(B;[Ai)  P(A)P(B;]Ai)

P(B;) > k=1 P(B;|Ap)P(Ay)
Teorema 2.8. (Probabilitats totals) Considerem un espai de probabilitats (2, A, P) i sigui
una particid finita o infinita numerable d’esdeveniments Ay, ..., An, ... de @ amb probabi-
litat no nul-la tal que

1) @ =,>1 4n
2) A, € A, per a tot n

3) sin#m, A, N Ay, =0.
4) P(A,) >0, per a tot n

Aleshores,

B(B) = 3 B(B|A,)B(A,)

n>1

per qualsevol esdeveniment B.



Demostracio.

P(B) = P(BNQ) = P(BN(| J 4n)) =P(| J(BNA,)) = Y P(BNA4,) = > P(B|An)P(A,)

n>1 n>1 n>1 n>1

O



3 Cadenes de Markov

En aquesta seccié introduirem les cadenes de Markov definint els conceptes essencials, aixi
com les propietats. Sobreentendrem al llarg del treball que les cadenes de Markov estaran
definides en temps discret i un cop s’hagin definit les cadenes de Markov homogenies, les
considerem aixi.

3.1 Conceptes basics

A la seccié anterior hem descrit p; la probabilitat d’una variable aleatoria com una dis-
tribucié per a tot ¢ € R. D’ara endavant restringirem ’espai R pel conjunt numerable
I C R que prendra el nom d’espai d’estats i cada i € I li'n direm estat.

Definicié 3.1. Anomenem probabilitat de transicié a l’element p;j(n,m) que denota
la probabilitat quan el procés en el temps m esta a l'estat j si en el temps n el procés
estava a l’estat i, €s a dir,

pij(n,m) = P(Xp, = j|Xp, =1),Vi,j€eI,n,meT (3.1)

Definicié 3.2. Diem que una matriu P = (p;j: i,j € I) és de transicié (estocastica,
de probabilitat, de substitucio o de Markov) si satisfa:

1) pi; € [0,1], per a tot i,j € I.
2) > jerbij =1, per atotiel.

A continuacié veiem un exemple d’una cadena Markov on també introduim els dia-
grames que les descriuen. Cada diagrama i matriu de transicié estan en correspondencia
bijectiva, és a dir, hi ha un dnic diagrama per una unica matriu de transicio.

Exemple 3.3. (Prediccié del temps) Considerem el temps d’una localitzaci6. Si més de

la meitat del dia fa sol, ho denotem per S, i si no ho esta és que esta ennuvolat, N. Sabem

que si un dia esta ennuvolat, que el segiient dia també ho estigui és igual de probable.
2

Si el dia és assoleiat, hi ha una probabilitat de § que el segiient dia també ho sigui. La

matriu de transicié i el diagrama de la matriu sén els segiients
1/2 1/2
(173 21) 32

1/3

2/3 m 1/2 (3.3)

1/2

Veiem ara la definicié de cadena de Markov homogenia, que sén les que tractarem en el
llarg d’aquest treball. Es caracteritzen en que en cada instant de temps, les probabilitats
de transicié es mantenen constants i en conseqiiencia, aquestes probabilitats no depenen
del temps.

Definicié 3.4. Diem que {X,,: n € N} és una cadena de Markov homogénia amb
distribucio inicial X © matriu de transicio P si pern € N 1 4g, ...,ip41 € 1,



1) P(Xo = io) = Aiy-
2) P(Xp41 =71Xo =0, ... Xpn—1 = in—1, Xp = 1) = P(Xpp1 = j| Xo, = 1) = pij.

on p;ij denota pij(n,n+ 1). Sovint fem servir la notacic Markov(\, P).

Observacié 3.5. La propietat que se satisfa a 2) se'n diu propietat de Markov, la
qual denota que la probabilitat del proxim succés només depen del succes previ. Per tant,
les cadenes de Markov sén un procés ”sense memoria” .

Observacié 3.6. Les probabilitats de transicié p;; se'n diuen estacionaries perque les
probabilitats no canvien amb el temps.

Amb el seglient resultat podrem definir si un procés estocastic és una cadena de
Markov.

Teorema 3.7. Un procés aleatori a temps discret {X,,: n € N} és Markov(\, P) si i
nomes §i,

]P)(XO = io, ,Xn = Zn) = )‘io 'p’ioil e 'p’in—lin (34)
per a tot ig, ..., 1, € 1.

Demostracié. =) Suposem que {X,,: n € N} és Markov(\, P) llavors pel teorema de les
probabilitats compostes obtenim

P(Xo =gy ...y Xpn = i) = P(Xo = i) - P(X1 =41, ..., Xy, = 0| Xo = dp)
= [P(XO = io) . P(Xl = i1|X0 = io) Caet P(Xn = ln|X0 =00y ey X1 = Z'nfl)
= )‘io * Digiy * Pirig = -+ Pin_1in
<=)Reciprocament, suposem que se satisfa (3.4) per a tot ig,...,i, € I. A més, usant

Zje[pij =1 per a tot i,j € I obtenim:

Pel cas inicial tenim que quan n = 0, P(Xy = ip) = \;,, per tant es compleix la primera
condici6 de la definicié de cadena de Markov.
Vegem la segona condici6 aplicant el teorema de Bayes

P(XO =00, ey Xpp = Gpy Xpp1 = Z'nJrl)
P(Xo = 0, .., Xn = in)

]P)(Xn+1 - in+1|X0 =1 = 0, “eey Xn == ’Ln) =

_ )\io 'pio’h BETEE pinin+1

Aig * Pigiy =+ Pin—1in

Per tant, {X,,: n € N} compleix les dues condicions d’'una cadena de Markov i en con-
seqiiencia és Markov(\, P). O

= pinin+1

3.2 Equaciéo de Chapman-Kolmogorov

Fins ara haviem definit les cadenes de Markov homogenies a partir de les probabilitats de
transicié p;;, les quals les podriem definir amb un sol pas, ja que es va d’un estat a I'estat
immediat segiient. En aquesta secci6 ens centrem en com coneixer la probabilitat que la
cadena estigui en un estat determinat si les probabilitas es mantenen constants després
de m passos.



Definicié 3.8. Sigui {X,,: n € N} una cadena de Markov()\, P). Definim la probabilitat
de transicié en m passos com

P = P(Xpm = j1Xn = i)
per a tot n,m € T 4 per a tot i, € I. En particular, podem escriure
P = P(Xm = j|Xo = i)

Observacié 3.9. Notem que la notacié p;; equival a pgjl»).

Seguint amb la definicié de matriu de transicid, també podem usar-la per representar
les probabilitats de transicié en m passos com

(m)  (m) (m)

pOO DPo1 -~ Do,
(m) (m) . . . p p(m) p(m)
P = (M i jen = |Pl0 P P
Phy p,(lm) . pm

Proposicié 3.10. Siguin {X,,: n € N} una cadena de Markov(\, P) i P la matriu de
—
transicié en m passos. Aleshores, P™) =P ..... P = P™  \(m) = \p™,

Demostracio. Provem el resultat per induccié. Primer considerem el cas inicial m = 1,

com que per a tot 4,5 € I p;j = pgjl.), tenim que P = P = P, Ara apliquem la hipotesi

d’induccié a m + 1. Suposem el resultat cert per m, llavors es compleix P("™) = pm™ j

també que pg-n)

+1 . ) . .

P = P(Xppma1 = §1Xn =) = > P(Xnim = by X1 = §1 X0 = i)
kel

= Z P(Xnim = k| Xn = 1) P(Xnimi1 = j[Xntm = k) = Zpgzl)ij
kel kel

Per tant, se satisfa que Pt = p(m) . p — pm. p — pm+1l ta] com volfem provar.
Un cop provat I’anterior igualtat, veiem que

= P(Xp+m = j| X =1). Veiem que,

Agm) = P(Xn-‘rm = .7 Z ]P) m = ]‘XO = k) Z )\kp
kel kel
D’aqui obtenim directament que A\(™) = \P™, O

El segiient resultat sera una eina efectiva per poder calcular les probabilitats de tran-
sicié en m passos:

Proposicié 3.11. (Equacid de Chapman-Kolmogorov) Sigui {X,,: n € N} una cadena de
Markov i P la matriu de transicio. Aleshores es compleix,

+
Pt =N phpl (3.5)
kel

per atoti,j €Il tnmeT.



Demostracio. Veiem que es compleix la igualtat a partir de les definicions i la propietat
de les probabilitats compostes per a tot 7,5 € I in,m € T.

P = P(Xpm = J1X0 = 1) = > P(Xnim = j, Xo = k| X = i)
kel

= P(Xpym = j|Xn =k, Xo = i)P(X,, = k| Xo = i)
kel

=3 P(Xnsm = 41Xn = DX, = k[ Xo =) = >_ppi) = > plpi”
kel kel kel

O

Hem vist que per obtenir la matriu P, sigui m un nombre finit de passos, es pot
calcular a partir de successives multiplicacions de la matriu de transicié P. Una altra
manera de calcular-la és utilitzant la forma canonica de Jordan de la matriu P, on fac-
toritzem la matriu P a partir de la seva forma de Jordan J, trobem els valors propis i

la matriu dels vectors propis A. D’aquesta manera la matriu P pren la forma segiient
m

P=AJA ' i P" = (AJA™Y) . ... (AJA™Y) = AJ™A~!. Veiem-ne un exemple:

Exemple 3.12. Sigui una asseguradora de la llar que ha determinat segons els registres
anteriors que la probabilitat que una llar presenti algun comunicat durant un any és del
20% si 'any anterior no en va presentar cap. Mentre que la probabilitat de presentar-ne
un és del 15%, si 'any anterior ja n’havia fet. Si considerem que les probabilitats es
mantenen al llarg dels anys, llavors tenim una cadena de Markov que es representa de la
forma segiient:

X, = "actuacié d’'una llar durant 'any n, per a tot n € T”, 'espai d’estat és I =
{D,ND}, on D = "la llar presenta un comunicat” i ND = "la llar no presenta un
comunicat”. Llavors la matriu de transicié és

0.05 0.95
P= <O.20 0.80)
Per trobar la probabilitat que una llar que ha presentat algun comunicat durant I’any en

curs no en presenti cap d’aqui m anys, necessitem calcular la matriu de transicié en m
passos i ho farem a través de la forma canonica de Jordan. Tenim,

poNp =P(Xm = ND|Xo = D)

Calculem els valors propis i els vectors propis de P:

0.05 — A 0.95
|P — \d| = 0.20 0.80—)\‘ =(0.06—X)-(0.80—A)—0.19=0
Obtenim dos valors propis, Ay = 11 A2 = —0.15. Per tant, la matriu diagonal és

1 0
/= <0 —0.15)

Obtenim els vectors propis de cada valor propi:



—-0.95 0.95 x .
Per \i = 1, P - \Id = (0.20 _0‘20> (y) = (0 0), aleshores x —y = 0 i

0.20 0.95\ [z
v1 = (1,1). Per Ao = —0.15, P — \old = <0.20 0'95> (y) = (0 0), aleshores 0.20x +
0.95y =01 vy = (19, —4).

Per tant, la matriu dels vectors propis és

119
=0 %)

i el seu determinant és -23. Llavors, la matriu inversa de A és

1 /4 19
-1 _ *
A _23(1 —1>
P—i 1 19\ /1 0 4 19
“o3\1 —4/\0 -0.15/\1 -1

pm_ L (1 19) 1™ 0 4 19\ 1 (4419(-0.15)" 19 — 19(—0.15)"
“23\1 -4/ 0 —015m)\1 —1) 23\ 4—4(-0.15)" 194 4(—0.15)™

D’aqui podem treure pg%])VD = 2—13(19 —19(—0.15)™). D’aquest exemple també podem
estudiar el comportament del procés a llarg termini:

1 (4419(-0.15)™ 19 —19(-0.15)™\ _ 1 /4 19
4 —4(-0.15)" 19+ 4(-0.15)™ ) — 23 \4 19

1 obtenim

lim P™ = lim

m—00 m—o0 23

10



4 Classifiacio dels estats

Les propietats a llarg termini d’una cadena de Markov depenen en certa mesura de les
caracteristiques dels seus estats i de la matriu de transicié. La classificacio dels seus estats
es basa en si és possible anar d’un estat a un altre independentment del nombre de passos
entremitjos. Per tant, definir els diferents estats de la cadena de Markov i els diferents
tipus de cadenes ajuda a poder desglossar la cadena i poder-ne fer un estudi més especific.

Definicié 4.1. Siguin i, j dos estats de ’espai d’estats I. Diem que l’estat j és accessible
des de l’estat i si

pfjm) > 0 per algun m € T

1 escriurem t — j.

Definici6 4.2. Diem que dos estatsi i j de l’espai d’estats I es comuniquen, i escriurem
14> 7, sit és accessible desde j 1 j és accessible des de i. Es a dir,

I j=it—j1]) .
Proposicié 4.3. La relacid <> és una relacio d’equivaléncia sobre 'espai d’estats I.

Demostracio. Per tal que < sigui relacié d’equivaléncia ha de satisfer les propietats re-
flexiva, simetrica i transitiva.

1) Reflexiva: sii <+ i per atot i € I llavors tenim que pg)) =P(Xo=1iXo=1)=1>0.
Per tant, i < 1.

2) Simetrica: suposem que se satisfa i <> j, per tant, per alguns n,m € T tenim que

ng) > 01 p%n) > 0. En conseqiiencia, obtenim j < 4.

3) Transitiva: siguin estats i,k,j € I, sii <> k1 k <> j, aleshores i <> j.

Suposem que i <> k llavors existeixen n,m € T tal que pz(»Z) >01i p,(g”) > 0. Per la

(n) (m/)

relacié k < 7, existeixen n’,m’ € T tal que P; >0 i Py~ > 0. Utilitzant I’equacid

de Chapman-Kolmogorov,

pg;b+n) _ Zpl(ln)pl(?) > pgg)pl(g) >0

lel
(i) _ o) (' m)
p]z pjl plz = Vjk Dy

lel

O

Definici6 4.4. A partir de la relacié d’equivaléncia definim la classe de comunicacid
d’un estat com el conjunt de tots els estats que comuniquen amb ell. Es o dir,

Ciy={jel:iej}Viel

Definicié 4.5. Una cadena de Markov és irreductible si existeir una unica classe. Per
tant, tots els estats es comuniquen entre ells. En cas contrari rep el nom de reductible.

La unié de totes les classes d’equivaléncia formen l’espai d’estats I. Les classes de
comunicacié es poden classificar segons si es pot sortir d’'una classe i arribar a una altra.
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Definicié 4.6. Una classe de comunicacio C C I és tancada si
piM =0, vieCVj¢CVmeT

o equivalentment,

Zpij =1,VieC

jeC
Dit d’una altra manera, si un cop la cadena entra dins d’aquesta classe, no en pot sortir.
Si no compleix aquesta condicio, li'n diem no tancada, és a dir, de tots els estats de C
és possible arribar en una altra classe de comunicacid. Formalment,

EIiEC,EIj@éC:pE;ﬂ) >0& dieC: Zpg;n) <l,per atot meT
jec

4.1 Estats transitoris i recurrents
Les seglients definicions fan referéncia a la classificacié dels estats segons si la cadena
retorna o no a l’estat de sortida.
Definicié 4.7. Siguin {X,,: n € N} una cadena de Markov(\, P) i un estati € I. Llavors
diem,

1) L’estat i és transitori si P(X,, =i per un nimero infinit de n|Xo =1) = 0.

2) L’estat i és recurrent si P(X,, =i per un nidmero infinit de n| Xy =1) = 1.

Dit menys formalment, un estat i € I és transitori si després que el procés hagi sortit
de lestat, no hi torna, és a dir, pgn) =0, per a tot m € T. Un estat i € I és recurrent si

quan el procés entra en un estat, més endavant hi torna a entrar.

Observacié 4.8. Un estat ¢ és transitori si i només si existeix un estat j que és accessible
per l'estat ¢ i 'estat ¢ no és accessible des de l’estat j.

Definicié 4.9. Un estat i € I és absorbent si un cop el procés ha entrat en aquest
estat, no en torna a sortir, és a dir, p; = 1. De manera que si un estat i és absorbent,
necessartament ha de ser recurrent i la seva classe és tancada.

Anem a veure propietats que relacionen els tipus d’estats amb la classe de comunicacio.
Proposicié 4.10. Siguin {X,,: n € N} una cadena de Markov homogénia i C(i) la classe

de comunicacid de lestat i € 1. Aleshores,

1) Sii és un estat transitori, aleshores C(i) = ().
2) Sii és un estat absorbent, aleshores C(i) = {i}.
3) Si C(i) # 0, aleshores almenys conté l’estat i.

4) Si dos estats son diferents, aleshores les seves classes son disjuntes o bé son iguales.
Demostracié. 1) Sigui l'estat i transitori, de manera que per a tot i € I, pgn) = 0 per
a tot m € T. Suposem que C(i) # (. Per tant, existeix un estat j € I que pertany a
C(i). Llavors i <> j que per definici6 i — j i j — . Com que la relacié de la classe
comunicant és transitiva, ¢ <> 7. Arribem a contradiccid, ja que aquest mateix estat
és transitori i per tant, no s’hi pot accedir des de cap estat.
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2) Sigui que l'estat i és abosrbent, per tant p;; = 1. Suposem que existeix un estat j
diferent de 'estat i tal que pertany a C(i). Llavors i <> j i existeix m € T tal que
pgn) > 0. Per I'equacié de Chapman-Kolmogorov i que per a tot k # 4, p;r = 0 al

ser 4 estat absorbent, obtenim

—1 —1 -1
P =N paplt Y = pupl T = pi Y
kel

Aplicat el procediment reiteradament,

-1
Pz(;n) =p§§” U =pij =0
Llavors arribem a contradiccid, ja que hem suposat que existeix un estat j diferent
de lestat 7 absorbent. Per tant, C'(i) = {i}.

3) Suposem que C(i) # () i per aix0 existeix un estat j que hi pertany. Per tant, i <> j
que per definicié ¢ — j i j — 4 1 per satisfer la relacié transitiva, ¢ <+ i. D’aquesta
manera hem provat que i € C(7).

4) Considerem dos estats diferents i, € I. Suposem que C(i) N C(j) # 0. Llavors
existeix un estat k € I tal que k € C(i) N C(j) i per tant k € C(i) 1 k € C(j).
Aleshores, k <> i i k > j 1 en conseqiiéncia, i <> j. Aixi que j € C(i) i la seva classe
de comunicacié C(j) € C(i) perque tots els estats que comuniquen amb l'estat j
també comuniquen amb 'estat i. Pel mateix raonament obtenim que C(i) C C(j).
Per tant, C(i) = C(j). Aixi que dues classes d’estats diferents o bé sén disjuntes o
bé en el cas que no ho siguin, han de ser identiques.

O

Veiem un exemple a partir d’'un diagrama que representa una cadena de Markov per
classificar els estats.

Exemple 4.11. Considerem el diagrama segiient

(4.1)

del qual podem veure les relacions que hi ha d’accessibilitat i comunicacié entre els estats.
Per exemple, veiem que en un sol pas, els estats 01 5 sén absorbents, ’estat 0 és accessible
per 'l (1 —0)i11i2escomuniquen (1 <> 2). Els estats 114 (1 <> 4) es comuniquen pero
amb tres passos. Llavors podem analitzar quines classes de comunicacié formen 'espai
d’estats. En tenim tres:

C,=C0)={0},Co=C(1)={1,2,3,4} =C(2) =C(3) =C(4) i C3 =C(5) = {5}.

A més, veiem que la cadena no és irreductible per tenir més d’una classe. Podem refor-
mular el diagrama anterior per un que estigui representat per les classes de comunicacio:

(Cy) '@ (Cs) (4.2)

Aquest diagrama ens permet caracteritzar que les classes C; i C3 sén tancades i en canvi,
(5 és no tancada pel fet que les altres dues classes sén accessibles des d’ella.
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4.2 Cadenes periodiques

Hem vist que 'espai d’estats es pot descompondre amb classes de comunicacié a partir del
comportament dels seus estats. Ara veurem que a través d’aquestes caracteristiques que
podrem determinar com evolucionen aquests estats veient la periodicitat de les transicions.

Definicié 4.12. Definim el periode d’un estat com lenter d (d > 1) mazxim comi divisor

que satisfa pgn) > 0 per a tot m = kd, k € Z*. Dit d’una altra manera,

m.c.d.{m > 1: s 0}

(23
i escrivim d(i).

Definicié 4.13. Un estat i és periodic si d(i) > 1. Altrament, un estat i és aperiodic
sid(i) =1, és a dir, si donats dos temps consecutius, s i s+ 1, el procés es troba a ’estat
i tant en s com en s+ 1, amb s € N.

Direm que una cadena de Markov és aperiodica si tots els seus estats son aperiodics.

Podem aplicar aquest concepte a I’exemple on d(5)=1 o bé d(1)=6. Notem
que d(4) també és 6, igual com 'estat 1, que préviament hem vist que estan comunicats.
Tanmateix, els seglients resultats donen caracteritzacions sobre la periodicitat i les classes
de comunicacio.

Proposicié 4.14. Siguin {X,,: n € N} una cadena de Markov i estats i,j € C(i), ales-
hores d(i) = d(j).
Demostracio. Considerem 4,5 € C(i) i veurem que d(i) = d(j) si d(3)|d(j) i d(j)|d(i).

Tenim que ¢ <> j i existeixen n,m € T tal que pg-l) > 01 pyin) > 0. Llavors per I'equacio
de Chapman-Kolmogorov

pI™ =3P > i > 0

kel
tenim que d(4)|(n +m). A més, sigui r € T tal que pgg) > 0, tenim que
(n+7"+m) (n), (r), (m)
>szk pkkpkz —pzy p]j p]z >0
kel

Aixi que d(i)|(n+r+m) i per tant també d(i)|r. Per definicié de d(j) tenim que d(i)|d(j).
Pel mateix raonament obtenim que d(j)|d(i) i d’aquesta manera ja hem vist el que voliem
veure, que el periode de i i de j coincideixen. O

Un cop hem vist aquest resultat, podem definir les classes de comunicacié de periode
d de la mateixa manera que ho hem fet pels estats, ja que acabem de veure que els estats
d’una mateixa classe de comunicacié tenen el mateix periode d.

Proposicié 4.15. Siguin {X,: n € N} una cadena de Markov i un estat i € I. Si C(i)
és una classe de comunicacid de periode d, aleshores C(i) és tancada.

Demostracié. Considerem que la classe C(i) té periode d i és no tancada. Pel fet de ser
no tancada tindriem que en algun m € T, pgn) > 0, per algun j ¢ C(i). Llavors s’hauria
de complir que C(j) és tancada pel fet que la cadena no retorni a C(i), pero es contradiu
amb la suposici6é que C(i) és periodica. Per tant, si la classe és periodica, també ha de ser

tancada. O
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Definici6 4.16. Anomenem una cadena peridodica si é€s irreductible i la seva inica classe
de comumnicacio és de periode d. Si la seva classe no és periodica, llavors la cadena €és
aperiodica.

Proposicié 4.17. Sigui {X,,: n € N} una cadena de Markov irreductible, si existeix un
estat i € I tal que p;; > 0, aleshores {X,,: n € N} és aperiodica.

Demostracié. Suposem que la cadena és irreductible i per tant només existeix una tnica
classe C(i), per a tot i« € I. També suposem que p;; > 0, aixi que per a tot r € T,
m.c.d.(1,4)=1. Per definicié de periode tenim que d(i)=1 i per tant, la cadena és ape-
O

riodica.
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5 Temps d’absorcié i probabilitat d’absorcio

En aquesta seccié ens centrarem en definir la probabilitat que una cadena sigui absorbida
per una classe tancada de I'espai d’estats i quin és el temps mig per tal que aixo passi.

Definicié 5.1. Sigui {X,,: n € N} wuna cadena de Markov(\, P). Definim el temps
d’absorcio d’un subconjunt A C I com la variable aleatoria

HA: Q — {0,1,2,..} U{cc}
w — HAw) =inf{n>0: X,(w) € A}
Es a dir, el temps d’absorcid indica el primer cop que la cadena entra en el subconjunt A.

Per convencid, definim HA = oo si {n > 0: X, (w) € A} = 0.

Podem donar la probabilitat que la cadena comencant des de ’estat ¢ entri al subcon-
junt A com
hit: =P(H” < 00| X = 1)

(2
A partir d’aquest concepte podrem donar la segiient definicid.
Definicié 5.2. La probabilitat d’absorcid és la probabilitat h*: =P(HA < co|Xo = 1)

st A és una classe tancada.

A partir d’ara considerem que el subconjunt A és una classe tancada. Notem que si la
cadena comenca a 'estat i€ I i també pertany a A, llavors el temps d’absorcié és HA = 0
i la probabilitat d’absorcié és hf! = 1.

Definicié 5.3. El temps mig d’absorcio és el temps mitja per tal que la cadena arribi
a A. Es a dir,

k} =E(HYXo=1i)= Y _ nP(H" =n|X =) + coP(H" = 00| X( = i)
n<oo
Notem que si 'estat ¢ € I pertany a A, k:ZA = 0.
A continuacié veiem un exemple on aquests conceptes s’apliquen.

Exemple 5.4. Sigui el diagrama d’una cadena de Markov

1/2

Co-Le—p-2a (5.1)

1/2

amb matriu de transicié

1 0 0 O
1 1
= 0 5 O
P == 2 1 2 1 (52)
0 53 0 3
0 0 0 1

Prenem que 'estat d’inici és el 2 i volem esbrinar la probabilitat d’absorcié pel 4 i el
temps mig per ser absorbida per 1 o 4. Llavors directament veiem que les probabilitats
d’absorcié hi4} =0i hi4} = 11 els seus temps mitjos d’absorcié sén kil’d‘} =0i kilA} =0,
respectivament. Si partim de I'estat 2,

4 1 1. 4
hyth = o 4 ohtt
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ja que considerem la situacié després d’haver fet un pas, amb probabilitat % es trobara a
I’estat 1 i amb probabilitat % a lestat 3. El temps mig d’absorcié que li correspon és

I k{14}+ LR

on I’l correspon al temps pel primer pas. Pel mateix raonament obtenim,

1 1
P = Shit 4 Shi ik =14 k{14}+ Sk

Fent les respectives substitucions obtenim

(a3 _ Loy 1 (1 gy 1 4y 1
hi h 2<2h2 +2><:>h2 —

B k{14}_1+ <1+ k{14}>@k§1’4}:2

El mateix per l'estat 3 i obtenim h§4} = % i k§1’4} =2

Aquest ha sigut un cas senzill on hem pogut calcular les probabilitats d’absorcié i els
temps mitjos facilment, pero ens caldran els seglients resultats per poder-ho calcular de
manera general. Cal tenir en compte que quan diem que y = {y;: i € I} és una solucid
minimal ens referim si x = {x;: i € I'} és una solucié d’un sistema, aleshores x; > y; per
atotiel.

D’ara endavant farem servir la notacié h4 = {h#*: i € I} per referir-nos al vector de
les probabilitats d’absorcié i k4 = {k:A i € I} pel vector dels temps mitjos d’absorcié.

Teorema 5.5. El vector de les probabilitats d’absorcié h™ és la solucié minimal no ne-
gativa del sistema d’equacions lineals

{h;“:l sii€ A

y 5.3
hf‘zzjelpijh;‘ sii¢ A (5.3)

Demostracid. Primer de tot veiem que h* satisfa (5.3). Si Xo =i € A llavors com hem
vist anteriorment, H4 = 0 i la probabilitat d’absorcié hf = 1, tal com es defineix en el
sistema d’equacions lineal. En canvisi Xo =i ¢ A, H 4> 1 i per la propietat de Markov

P(HA < co|Xg =i, X1 = j) = P(H* < 00| X1 = j) = h
Aplicant definicions i probabilitats condicionades obtenim
ht =P(H* < 00| Xg=1i) = Y P(H*, X1 = j| X0 = i)
J€el
=Y P(H" < 00| Xo =i, X1 = j)P(X1 = j|Xo = i) = Y _ hi'py
jel jeI
Tal com voliem veure en el cas que i ¢ A.
Per acabar la demostracié falta provar que h* és una solucié minimal. Suposem que

existeix una altra solucié no negativa x = {z;: i € I} de (5.3). Tornem a tenir dos casos.
Siic A h! =x;,=10bé, sii¢ A, el qual

xT; = sz'jﬁUj = Zpijxj + Zpijl'j = Zpij + sz‘jwj

jel JEA jgA JEA jgA
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Substituim z; pel mateix raonament que acabem d’utilitzar,

T; = Zpij + Zpij (Z Djk + ijkxk> = sz’j + Z sz’jpjk + Z Zpijpjkxk

jeA j¢A keA k¢ A jeA j¢AkeA j¢AkgA
=P(X; € A|Xog=1) +P(Xy € A, X1 ¢ A|Xo=14)+ > > pijpjas
i¢AkEA

Si apliquem el procediment de substituir zj reiteradament fins a n passos

Tr; = ]P(Xl S A|X0 = Z) + ... +]P)(Xn €A X1 ¢ A, ... X, ¢ A‘Xo = Z)

) D PinPisga o PinrinTin

jl¢A jngA
A .
=P(H" <n|Xo =0+ Y . Y DijiPirso* - * Pin-1nin
j1§§A jngA
on 'dltima igualtat prové que x;, és no negativa. Llavors és cert que x; > P(HA <

n|Xo = 1) per a tot n i,

z; > lim P(HA < n|Xo=1i) = P(H* < 0o|Xg = i) = hi!

n—oo

Per tant, h* és el vector de la solucié minimal no negativa de ([5.3). g

Teorema 5.6. El vector dels temps mitjos d’absorcid k* és la solucid minimal no negativa
del sistema d’equacions lineals

A_ ..
{ki—O sii€e A (5.4)

Demostracio. Primer de tot veiem que k4 satisfa (5.4). Si Xy =i € A llavors com hem
vist anteriorment, H4 = 0 i el temps mig d’absorcié k:lA = 0, tal com es defineix en el
sistema d’equacions lineal. En canvi si Xg =i ¢ A, H* > 11 per la propietat de Markov

E(HAXo =i, X1 =j) =1+EHY X1 =j) =1+k]
Aplicant definicions i propietats de I’esperanca condicionada obtenim

k' =E(HAXo =1i) = Y B(H"L{x,—j|Xo =)
Jjel
=Y E(HAXo=1,X1 = j)P(X1 = j|Xo=4) =1+ ) _ p;k;
Jjel JEA
Tal com voliem veure en el cas que i ¢ A.
Per acabar la demostracié falta provar que k4 és una solucié minimal. Suposem que

existeix una altra solucié no negativa x = {z;: i € I'} de (5.4). Tornem a tenir dos casos.
Siie A, kZA =x; =00 Dbé, sii¢ A, el qual substituim z;

=1+ Zpijﬂfj =1+ sz’j <1 + Zij%)

JgA JgA k¢ A
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= P(HA > 1|X0 = Z) +]P)(HA > 2’X0 = Z) + Z Zpijpjkxk
JEAkZA

Si apliquem el procediment de substituir zj reiteradament fins a n passos

vy =PH* > 1Xg=1)+ ... + PH* > n[Xo=1)+ D> . D DijiPiro - * PinrjnTin
jl¢A jn¢A

Si xj, és no negativa, llavors

z; > lim (P(HA > 1|Xg = i) 4+ ... + P(H > n|Xo = 1)) = E(H| X0 = i) = k!

%
n—00

Per tant, k“ és el vector de la solucié minimal no negativa de (5.4).

O

Un cop hem vist aquests dos ultims teoremes, ens remetem a l'exemple ([5.4]) per trobar
les probabilitats d’absorcié per ’estat 4 i el temps mig d’absorcié pels estats 1 o 4 si ’estat
d’inici és el 2 a partir dels teoremes.

Exemple 5.7. El sistema d’equacions lineal corresponent a les probabilitats d’absorcié
per lestat 4 és

hit =1 side A
P = IRt L I g2 g A
pit = a4 Int iz ¢ A
rit =0 sil¢ A

Resolent el sistema obtenim el mateix resultat que haviem vist anteriorment: hi4} =1,

h§4} = %, h§4} = % i h?} = 0. Pel que fa al sistema de temps mig d’abosrcié obtenim

AR sile A
kM =0 side A

R 1 el siog A
RS =14 deY sizga

i resolent-ho obtenim que kiM} = k:fl’d‘} =01 k§1’4} = k§1’4} = 2.

En aquest cas no ens hem hagut de preocupar per si la solucié minimal és no negativa,
com passa en altres casos.
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6 Propietat forta de Markov

Al principi del treball hem vist la propietat de Markov. Ara veurem un pas més d’aquesta
propietat.

Definicié 6.1. Sigui {X,,: n € N} una cadena de Markov. Definim temps d’atur com
una variable aleatoria no negativa T: Q — NU{oo} tal que per a tot n € N, 'esdeveniment
{T =n} depén de {Xo, X1, ..., Xpn} i no de {Xp4m,m > 1}.

Exemple 6.2. Veiem exemples sobre si sén o no temps d’atur.
1) El temps de recurrencia de lestat: si el definim com la probabilitat condicionada

que donada una cadena de Markov que es troba a l'estat ¢ fins que hi torna hi ha n
passos és temps d’atur perque

{,IZL = n} = {XO = Z-7—~X—1 7é i)"an—l 7& ZaXn = Z}

2) El primer temps d’arribada: si el definim com la probabilitat condicionada que
donada una cadena de Markov que es troba a estats diferents a 4, fins que hi arriba
per primer cop hi ha n passos, és a dir, T;(w) = inf{n > 1: X, (w) = i}, és temps
d’atur perque

{E - 7'1,} - {XO 7é /ile 7& i)"'7Xn—1 7é Zan :]}
3) El primer temps d’absorcié d’un subconjunt A: sigui H 4 ¢l temps d’absorcié d’un
subconjunt A C I, és a dir, HA = inf{n > 0: X, (w) € A} és temps d’atur perque
(HA=n}={Xo ¢ A,... X, 1 ¢ A, X, € A}

4) El cas de I'iltim temps de sortida d’un subconjunt A C I, LA = sup{n > 0: X,, €
A} no és un temps d’atur perqueé depen de si { X, 1, m > 1} entra a A o no.

El segiient resultat mostra com la propietat de Markov se segueix complint pel temps
d’atur. Cal tenir en compte la definicié d’unitat de massa de l'estat j € I com 0; =
1 sij=1

(5ji2i€I):{ 0 51]757,

Teorema 6.3. (Propietat forta de Markov) Siguin {X,,: n € N} una cadena de Markov(A,
P) i T un seu temps d’atur. Aleshores, condicionat amb {T < oo} i {Xp =i}, {Xpryn:n €
N} és una cadena de Markov(d;, P) i és independent a Xo, X1, ..., X1.

Demostracio. Per demostrar aquesta propietat cal tenir en compte que si un esdeveniment
B C Q esta determinat per Xy, ..., X7, llavors BN{T = m} esta determinat per Xy, ..., Xy,
per a tot m € N. Per tant, podem obtenir

P{ X7 = jo, X141 =J1, s X740 = n} N BNOA{T = m} N { X7 =i})

=P{Xm = Jo, Xm+1 =1, -, Xman = Ju} N BNAT =m} N {Xy, =1i})

Utilitzant la propietat de Markov en el temps m, la probabilitat condicionada i que
{X,: n € N} té probabilitats de transicié p;;.
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]P(Xm = 70y Xngn = ]n’B N {T = m} N {Xm = Z})]P)(B N {T = m} N {Xm = 7’})
— P(Xn = jo,.

o X = Jn| Xm = OP(BN{T = m} N { X = i})
= P(Xo = Jo,

s Xy = jn| Xo = )P(BNA{T = m} N {X,, =i})

Si sumem per a tot valor de m a les dues bandes de la igualtat,

P{ X1 = jo, X141 = j1, o0y X7 = jn} N BNA{T < 00} N{ X7 = i})
= P(XO = J0s ey Xn = ]n‘XO = Z)P(B N {T < OO} N {XT = Z})
Fent s de la probabilitat condicionada,

P{ X1 = jo, X741 = J1, s X740 = Jn}NBH{T < oo} { X1 = i})P{T < co}N{ X7 =1i})
— P(Xo = jor s X = nlXo = DP(BI{T < o0} N {Xr = (hPUT < o0} 0 {X7 = i})
Dividint banda i banda per P({T" < oo} N { X7 = i}),

PH X1 = jo, X141 = j1, o0, X174 = Jn} N B{T < 0o} N{ X7 =i})
= ]P)(XQ = Jjo, e Xy = jn‘Xo = Z)]P’(B’{T < OO} N {XT = l})

Amb aquest resultat obtingut veiem que {X74,: n € N} condicionat a {T" < oo} i
{Xr = i} és independent a Xj,..., Xp.

= Immediatament veiem que {Xpy,: n € N}
condicionat a {T' < oo} i { X7 =i} és una cadena de Markov(d;, P) si

= 0joP(X0 = Jo, s X = Ju)P(B{T < 00} N {X1 = i})

= 0ijoPijs * - * Pjn_15n P(B{T < 0o} N { X7 =1i})
és cert en particular per B = ,

IED({XT = J0s XT+1 = J15 s XT4n = Jn}|{T < OO} N {XT = Z}) = 51']'0 " Pjoj

tal com voliem provar.

(]
Recordem que el primer temps d’arribada és T;(w) = inf{n > 1: X,(w) = i} on

inf{0} = oco. A partir d’aquest primer temps, podem definir el r-¢sim temps d’arribada
i la seva longitud.

Definici6 6.4. FEl r-ésim temps d’arribada Ti(r) a un estat i es defineix com

0 sir=20
Ti(r) ={ Ty(w)

str=1
inf{nzTi(rfl)(w)—i-lz Xp(w) =1}  sir>2

Definicié 6.5. La longitud de la r-ésima excursio fins a un estat i es defineix com

S(T) _ { Tz(r) _ Ti(r_l) st 1’;(7’_1) < 00
! 0

altrament
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Per entendre aquests dos nous conceptes, el grafic segiient ens dona una representacio.
Tenim l'estat i representat que ens permet veure com es distribueixen per tot r € N
els r-esims temps d’arribada, Ti(r), i la longitud que hi ha entre dos temps d’arribada

(r)

consecutius, S; .

noa

Lema 6.6. Per a r > 2 condicionat a l'esdeveniment Ti(r_l)

de {Xp:m < Ti(rfl)} i se satisfa

< 00, Si(r) és independent

]P’(SZ-(T) — n|TZ.(T_1) < 00) =Pi(T; =n)

Demostracio. Considerem el temps d’arribada T = Ti(r_l) isi T < oo llavors Xp = 4.
Per tant, podem aplicar la propietat forta de Markov i obtenim que {X74,: n € N}

condicionat a {T" < oo} és una cadena de Markov(d;, P) i és independent a Xo, X, ..., X7.
Per definicié de longitud de la r-eésima excursio, Sir) = Ti(T) — Ti(r_l) per suposar que
Ti(rfl) < 00 1, a més, Si(r) és independent de {X,,: m < Ti(T*l)}.

Veiem per definicions que Si(r) = Z-(T) — Tl-(r_l) =inf{n > Ti(r_l) +1: X, =i} —
7 = inf{n >1: Xpy, = i}. Per tant, obtenim que S és el primer temps d’arribada

7 %
a lestat i de la cadena {X74,: n € N}. Amb aixo, ja hem acabat de demostrar el lema
perque obtenim que
P(S") =TV < 00) = P(T; = n|Xo = i)
O

Definicié 6.7. El nombre de visites a i d’una cadena {X,: n € N} es defineiz com
o0
Vi=> Lix,-i}
n=0

Notem que el nombre de visites esperades d’una cadena a 1’estat i es pot trobar aplicant
esperances, és a dir,

E(Vi|Xo=i)=E (Z Lix,—i| X0 = z) = E(lix,—i|Xo = 1)

n=0 n=0
o o
=N PXa=ilXo=0)= > p
n=0 n=0
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Definici6 6.8. La probabilitat de retorn a l’estat @ en el pas n es defineix
S =P(T; = n|Xo = i)

per un estat i € I in > 1. En particular, podem definir la probabilitat de retorn a
Uestat i com

fi=> "1 = P(Ti < ool X = i)
n=1

Observem que aquesta probabilitat acabada de definir no és la mateixa que la pro-

babilitat de transicié en n passos, ja que fi(n) és la probabilitat que la primera visita a
(n)

l’estat 7 es doni en el pas n, i en canvi, p;;

cadena torni al mateix estat 1.

és la probabilitat que després de n passos, la

Lema 6.9. Perr € N, se satisfa la igualtat P(V; > r|Xo =1) = f].

Demostracié. Sigui Xo = i, llavors es compleix la igualtat {V; > r} = {Ti(r) < o0} que
utilitzarem pels segiients resultats. La demostracié del lema la farem a partir d’induccié.
Veiem que pel cas inicial 7 = 0 obtenim P(V; > 0|Xy = i) = ]P’(TZ»(O) < oolXg=1) =
P(0 < 0| Xo =) = 1 = f2. De manera que satisfa la igualtat de 1’enunciat.
Apliquem la hipotesi d’inducci6 i suposem que la igualtat es manté certa per r, és a
dir, tenim que es compleix P(V; > r| Xy = i) = f]. Veiem que també és certa per r + 1,
fent servir que SZ.(TH) = Ti(rﬂ) — Ti(r) isi Ti(TH) és finit, llavors S§T+1) i Ti(r) sén finits i

usant el lema, ,

P(V; > r+ 1|Xo = i) = P(T)"™ < 00| Xg = i) = P(T\") < 00, S" ™) < 00| X = i)

K3 7

=P(S"™ < 00T < 00, Xo = i)P(T") < o0|Xp = i)

=P(T; < 00| Xo = )P(V; > r|Xo =) = f; - f| = fI

(2

Per tant, hem demostrat el resultat que voliem.

O

El segiient teorema ens sera util per establir que un estat sigui recurrent o transitori,
definits a (4.1)), pero abans fem la segiient observacié.

Observacié 6.10. Sigui X una variable aleatoria que pren valors enters no negatius,
llavors

00 00 oo oo v—1 oo
PV >r=) Y PV=v)=> > PV=0v)=> oP(V=0)=E(YV)
r=0 r=0v=r+1 v=1r=0 v=1

Teorema 6.11. Siguin {X,,: n € N} una cadena de Markov(\, P) i un estat i € I.
Aleshores,

1) Si fi =P(T; < 00| Xo =1) =1, aleshores lestat i és recurrent iy, M = oo,

i

2) Si fi =P(T; < 00| X = i) < 1, aleshores Uestat i és transitori i y - P < .

1)
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En particular, cada estat és recurrent o bé transitori.

Demostracio. Per la demostracio de cada situacié farem servir el lema , perar >0
fT=P(V; > r|Xo = i), i també el resultat que s’obté del nombre de visites esperades a

Vestat ¢, és a dir, E(V;|Xo =1) = >~ Opgf) Procedim a veure cada cas en concret.
1) Suposem que f; = 1, aleshores tenim que P(V; > r|Xo =¢) = 1 i obtenim
P(V; =00|Xp=1) = lim P(V; >r|Xo=1)=1
T—00

que per definicié, obtenim que I'estat 7 és recurrent i
oo

E(VilXo=1) =Y p’ =
n=0

tal com voliem veure.

2) Suposem que f; < 1, aleshores

Zp“ E(Vi|Xo =1) = ZP(‘/Z'>T|X0—’L Zfl 1_fz

r=0

que sabem que convergeix perque és la serie geometrica de rad f; tal que |f;i| < 1.
Amb Pajuda d’aquest resultat podem concloure que

P(V; = 00| Xg =1i) =0

i per definicio, l'estat i és transitori.

O

Acabem de veure que un estat sigui recurrent o transitori es complementa, és a dir, si
un estat no és transitori, és recurrent, i viceversa. En el segiient resultat veurem que tots
els estats d’una classe de comunicacié o bé sén recurrents o bé transitoris.

Teorema 6.12. Siguin {X,,: n € N} una cadena de Markov(\, P) i C una classe de
comunicacio. Llavors tots els estats de C son recurrents o bé transitoris.

Demostracio. Siguin 4,7 € C' i suposem que l'estat ¢ és transitori, aleshores existeixen
n,m € N tals que pgy) > 01 p%")
que per r > 0,

(n+T+m 2 : (r) (n), (r), (m)
2 pzk pkk:pkn —pu p]_] pj’L
kel

> 0. Per 'equaci6 de Chapman-Kolmogorov obtenim

Fent s del teorema (6.11)
n+r+m
Zp Ji = (n) m) Z

Pij " Pji " n=0

obtenim que 'estat j també és transitori. O
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7 Passejada aleatoria a Z

En aquesta seccié ens centrarem en ’exemple concret de passejada aleatoria per aplicar
els conceptes definits al llarg del treball. D’aquesta manera farem un analisi i estudi
d’aquesta cadena.

Primer de tot considerem una successié {Y,,: n € N} de variables aleatories indepen-
dents i indenticament distribuides que pren valors a I = 7Z. La distribucié de Y; és py
definida per py (i) = P(Y,, = i) per a tot ¢ € I. Definim la successié X, = > ,Y; per
a tot n € N i velem que és una cadena de Markov. Primer comprovem que satisfa la
propietat de Markov i seguidament que té definida una distribucié inicial.

Veiem que es compleix per a tot n € N i per a tot ig,...,in4+1 € I,
]P)(Xn+1 = in+1|X0 = iOa ceey Xn—l = in—lan = ln) = ]P)(Xn-f—]. = in—l—l‘X = Zn) = Pinint1

ja que
P(Xo = io, ceny Xn+1 = in+1)
P(Xo = ig, ..., Xp = i)
N IP)O/Q = io,Yl = ’il — ’io, ...,Yn+1 = ’in+1 — ’Ln)
N P(Yo =40, ..., Yn = ip — n_1)
_py(io) - py (i1 —io) - ... - py (In — in—1) - Py (Int1 — in)
B py (i0) - py (i1 — ig) - ... - Py (in — in_1)

Per altra banda tenim que,

P(Xn+1 = in+1‘X0 == 7:0, ,Xn - Zn) =

=Dy (Zn+1 - ZTL) = p’in’in+1

P(Xn—l-l - in—l—laXn — Zn) _ P(Yn—l-l - in—i—l - ZnaXn - Zn)
P(X, =iy,) P(X,, = in)

P(Xpi1 = i1 X = i) =

_ ]P(YnJrl = in+1 - Zn)]P)(Xn = Zn)
P(X,, =ip)
Obtenim el mateix resultat, per tant sesatisfa la propietat de Markov. A més, les proba-

bilitats de transicié també han quedat definides. Falta veure la distribucio inicial de Xj.
Considerem P(Xo = ig) = A, 1 la propietat de Markov i usant el teorema (3.7)

= py (in+1 — in) = Pininis

IP(XO = ’io, ,Xn = Zn) = pioil et pin—lin . )‘io

Per tant, queda defnida la distribucio inicial de Xy i amb aixo acabem de veure que X,
és una cadena de Markov.

Un cop definida aquesta cadena de Markov ja podem explicar-ne un cas particular
com és el nostre exemple de la passejada aleatoria. On considerem que la successié
{Y,: n € N} pren valors a I = {—1,1} amb les probabilitats de transicié py(—1) =
l—-p=gqipy(l)=ptalque 0 < p=1—¢ < 1. Per tant, {Y,,: n € N} sén variables
aleatories independents identicament distribuides amb distribucié de Bernoulli. Llavors
definint Xy = 0 com la distribucié inicial, tenim que el proces estocastic {X,,: n € N} és
una cadena de Markov definida per

n
Xn:X0+ZYZ~:X0+Y1+...+Yn
=1

Una manera d’entendre-ho és considerant que el procés comencga a l’estat ¢ = 0 amb valor
Xop = 01 per intervals iguals de temps, es mou amb un pas en una linia recta on tindra
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dues possibilitats. Si es mou un pas a la dreta ho fara amb una probabilitat p i si és a
Pesquerra, la probabilitat sera q, és a dir,

p st j—i=1
pij=py(j—i)=¢ q si j—i=—1
0 altrament

Llavors el diagrama corresponent és

O 0T

amb matriu de transicid

(7.2)

~
I
o o
< o3
o o

Amb aquesta informacié en fem prou per definir que sigui ¢ € I, i és accessible per
i+ 11iperi—1. Per tant, i <> ¢ + 1, es comuniquen. Com per qualsevol i tenim que
es comunica amb un altre estat, només existeix una unica classe de comunicacid, i en
conseqiiencia I = C(i) i, a més, la cadena és irreductible. Aquesta cadena té periode 2
perque per qualsevol estat es necessita minim 2 passos per tornar-hi a arribar. Com tots
els estats estan comunicats entre ells, aquesta tnica classe de comunicacié és tancada,
satisfa Y e pij = 1 per tot i € C(i).

Notem que estem tractant amb una cadena que té infinits estats. Si tingués finits
estats, podriem deduir facilment que tots els seus estats sén recurrents. No obstant, ens
podem ajudar pel fet que és una cadena irreductible, la qual cosa ens permet reduir a
estudiar un unic estat, I'estat 0, sense perdua de generalitat i del teorema , aixi

que buscarem si » o7 p(()g) convergeix o no. Per tal que la cadena torni en aquest estat,

nomeés és possible amb un nombre parell de passos, és a dir, p(%nH) =0 per a tot n € N.

Com Y, té distribucié de Bernoulli, tenim que X,, té distribucié Binomial(2n,p),

n 2n n—
P = P(Xy, = k) = <k )pkq2 k

pero en el nostre cas tenim que els n passos que s’avancen cap a un sentit sén els mateixos
cap a l'altre sentit, per tant,

P = P(Xy, = 0) = (?)pnq” = Eiy,l))g' (pa)"

Pel segiient pas usem la formula de Stirling per obtenir una aproximacié de n! suficient-
ment bona quan n és prou gran.

. . . | . ,
Sigui n € N, lim,, oo —2—= = 1, 0 equivalentment, quan n és prou gran, n! =

V()"
v (2)".

Per tant,
n\ 2n n
o), V2R ()7 o (4pa)
00 2, (%)271 /.



Ara bé, hem de distingir dos casos.

1) Si 4pq = 1, aleshores p = ¢ = % i pé%n) ~ \/% quan n és prou gran. Llavors tenim

00 1 _ N . . . 5 ’ .
que anl T = o Com la serie divergeix, tenim que l'estat 0 és recurrent i

generalitzant a tots els estats tenim que tots sén recurrents.

2) Si 4pq < 1, aleshores p # 3 ip(()%)n) ~ (%n
ZOO (4pq)n

n=l T < > oo2 (4pg)™ < oo. Com la serie convergeix, tenim que lestat 0 és

quan n és prou gran. Llavors tenim que

transitori i per tant, la resta d’estats també sén transitoris.
En aquest cas modificat podem estudiar els temps i probabiltiats d’absorcié on la
condicié de minimal és essencial pel fet de ser una cadena infinita. Ara considerem la

ruina el jugador que és una passejada aleatoria on I'espai d’estats és als N i lestat 0 és
absorbent. De manera que tenim el segiient diagrama

1(]@eq{l%j€i%fm (7.3)

amb matriu de transicid

(7.4)

v
Il
o =
K O O
o O

poo = 1
ésadir, § pii-1=¢q sti=12 ..
Dii+1 =D st 1= 1,2,

Aquest cas podria representar la situacié d’un jugador d’apostes que cada cop que juga
pot o bé guanyar diners incrementant el valor amb una unitat cada cop jugat o bé perdre’n
disminuint una unitat cada cop. No té limit en termes de quants diners pot guanyar pero
si que quan es queda sense diners no pot passar a nimeros negatius i per tant, s’arruina
i abandona. Una dada interessant a coneixer és saber amb quina probablitat el jugador
s’arruina, és a dir, hem de calcular la probabilitat d’absorcié de l'estat 0 per qualsevol
1€l hl{o}. Apliquem el teorema

h% =1 si 0 € {0} 75)
M = qhi% +phl sii ¢ {0) |

Ens trobem amb una equacié que per resoldre-la ens hem d’ajudar de les relacions de

recurrencia de la forma, ph;-{ji}1 — hgo} —i—qh;@i =0, amb a, ¢ # 0. Sigui h;.{o} = A una solucié

d’aquesta equacié, per i = 1 tenim pA?> — X\ + ¢ = 0 on obtenim dues solucions, 1 i %. Per

A-lﬂ—B(}%)l sil#d

tant, la nostra solucié general és hl{o} = '
(A+iB)1" silz%

,on A i B sén dues

h' = A4a+B

{0y _ 4. 7\ - Veiem els dos casos:
W% —a.14B (p)

constants que compleixen {
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i
1) Sil# }%, la solucié de recurrencia és h;-{o} =A+B (%) , distingim dues opcions. Si
1% > 1, com tractem probabilitats, h;-{o} € [0, 1], necessitem que B = 0 i per definicié
del cas, h({JO} = 1, i per la condicié a complir, tenim que 1 = A + B. Llavors per
qualsevol i € I, A =11 h;{o} = 1, és a dir, el jugador s’arruina independentment
q

dels diners que té al principi. En el cas que » < 1, per la condicié de héo} =1=

A+ B< B=1-— A, de manera que ens queda

=0 (1) = (5) (- (2))

Fent 1s que la solucié ha de ser minimal i no negativa, A=0, per tant hl{o} =
i
(%) . D’on deduim que com més diners es té al principi, menys porbabilitats hi ha
d’arruinar-se.
2) Sil= %, la solucié de recurréncia és hl{o} = A+ iB. Com hz{o} € [0,1], B=0 i una

altra vegada tenim que A=1 i per tant, hl{o} =11 el jugador s’arruina.

Seguint amb el cas de la ruina del jugador, podem usar la propietat forta de Markov
per obtenir més informacié sobre els temps d’absorcié de la cadena. Ara obtindrem una
distribucié completa del temps d’absorcié de 0 si es comencga per I'estat 1 a partir de la
funcié generatriu. Recordem que el resultat anterior ens dona unicament la probabilitat
d’absorcié en aquest mateix cas.

Sabem que el temps mig d’absorcié queda definit per H4 = inf{n > 0: X,, € A} que
el podem representar per H; = inf{n > 0: X,, = j}, j € I. Per 0 < s < 1, la funcié
generatriu de Hy és

$r(s) = E(s™|Xo =1) =) s"P(Ho = n|Xo = 1)
n=0

Si ara comencem des de 'estat 2, usem la propietat forta de Markov a Hy per veure que
sobre P condicionat per H; < oo i Xy = 2 tenim que Hy = H; + Hy, on Hy és el temps que
tarda H; a arribar a l’estat 0, el qual és independent a H; i segueix la mateixa distribucié
de Hi. Aplicant propietats de 1’esperanca, obtenim

E(SHO‘X() = 2) = E(SH1’H1 < OO,X() = Q)E(SFIO’Hl < OO,XO = 2)]P><H1 < OO,X() = 2)

= E(s™ 1157, <oy [ Xo = 2)E(s™| Hy < 00, Xo = 2) = E(s"'| X = 2)? = ¢py, (s5)?

Per la propietat de Markov al temps 1 condicinat per X; = 2 tenim que Hy = 1+ Hy, on
Hy és el temps que hi ha entre el temps 1 fins arribar a 0, i té la mateixa distribucié de
Hj sobre P condicionat per Xy = 2.

G, (s) = E1(s™0) = pE(s™°| X1 = 2) + ¢E(s"°| X, = 0)
= pE(s"T10| X = 2) + qE(s|X; = 0)
= pSE(sH°|X0 =2)+¢qs= ps¢H0(s)2 +gs

Si ¢ = ¢m,(s), obtenim
ps¢* —d+qs =0 (7.6)
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1+£4/1—4pqs?

i les seves solucions sén ¢ = TR

1=y 1-ipes® V1_4pq52. Per tal d’

2ps

. Pel fet que ¢(0) <11 ¢ és continua, prenem la

solucié ¢ = aconseguir la distribucié de Hy fem ts de la serie de

Taylor centrada a 1 per v/%.

1 11
t=14+_-(t—1)— ==(t—1)*+...
VE=14 ot =1 =5 =17+
Sit =1 — 4pgs?, obtenim la distribucié de Hy
1 1 11 1
= — 1= (14 =(—4pgs®) — == (—4pgs?®)® + ... = (2pgs® +2 724 .
¢ 2p8[ ( + 5 (—4pgs”) — 57 (—4pgs™)” + >] 2ps(pqs +2(pgs®)* + ...

= qs+pg®sS 4 ... = sP(Hy = 1| Xg = 1) + s*P(Hy = 2| Xg = 1) 4+ s’P(Hy = 3| Xo = 1) + ...

D’on veiem que si s tendeix a 1, ¢g,(s) — P(Hy < oo|Xy = 1) = =200 —

2p
{ 1 sip<gq

q . .
> Sip>q

Llavors podem obtenir el temps mig d’absorcié amb E(Hp|Xo = 1) = lims1 ¢y (s),
en el qual només considerem el cas en que p < g perque és quan el temps pot ser finit.

Derivem (|7.6) respecte s,

0
a(pscé? — ¢ +qs) =p¢® +2pspd — ¢’ +q=0

Com estem en el cas p < ¢ i s tendeix a 1, P(Hy < oo|Xy = 1) = 1. Recordant que
g =1—pide la igualtat anterior aillant ¢’ obtenim

o (s) = Pom(s) +a ptq _ 1
Ho 1—2psom,(s) s>1 1—2p 1—2p
1

Per tant, hem trobat el temps mig d’absorcié per 0 de I’estat inicial a 1’1, kfo} =5

7.1 Simulacié: ruina del jugador

Vista la passejada aleatoria i el cas de la ruina del jugador, ara simularem aquest dltim
pero amb l’espai d’estats finit. Considerem la ruina del jugador de tal manera que al
principi del joc tindra una quantitat inicial i en cada moment aposta una unitat, de
manera que guanya el doble de ’aposta amb probabilitat p o bé, perd ’aposta amb
probabilitat q. El joc s’acabara un cop el jugador s’arruina, és a dir, perd tots els diners
o bé arriba al maxim de diners que pot guanyar, que en aquest cas sera 5.

Aquest nou context que acabem de descriure és 'anomenada passejada aleatoria
a Z amb barreres absorbents. Es descriu com el proces estocastic {X,,: n € N} de
ael, iel procés Xpy1 =Xo+> 00, Y, tal que Xp,: @ — T'i{Y,;: n > 1} és el conjunt
de variables aleatories independents i idénticament distribuides, tal com esta definit al
principi de la seccié. Prenent les probabilitats de transicié p i ¢ tal com ho hem fet fins

29



ara, la matriu de transicié té la forma:

1

q
0
0

o

0

oK O O

0
0

Qo O

o o O

q
0

0
0

o O O O

_3

Tornant al nostre exemple, per fer una situacié més real, a les cases d’apostes p < ¢, i

és tal com ho prendrem. De manera que tenim el segiient diagrama si considerem p = 2

: 3
lngv

2/5 2/5 25
! !
3/5 3/5

amb matriu de transicié

O O Oulw =

O Qulw O O

Qulw S ulvw O

Quiv © O

o

oy O O O

5

(7.9)

Farem la nostra simulacié d’aquesta cadena fent servir tant R com C, que els respectius
codis es trobaran a I’Annex . Pel que fa a R, té incorporat el paquet "markovchain” que
tracta les cadenes de Markov a temps discret. Ens permetra obtenir rapidament conceptes
vistos a la seccid i aixi com, també calcular les probabilitats d’absorcié, gracies a les

funcions que té incorporades en el paquet. Veiem-ho:

Primer de tot introduim els parametres necessaris per definir la cadena i dibuixem el

diagrama corresponent amb la funcié plot().

library(markovchain)

q <- ©.68e8
p <- @.40ed

P <- matrix(c(1,8,2,8,8,9,9,p,9,8,8,q,0,p,9,92,0,0,8,p,8,6,8,8,1), nrow=5, byrow= TRUE)

mc <- new("markovchain”, transitionMatrix=P, name="Cadenz 1")

diagrama <- plot(mc)

@+

0:6

04
0:6

04
0:6
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Seguidament executem funcions que té implementades. Tenim la funcié transitionPro-
bability() que ens dona la probabilitat de transicié que hi ha entre un estat i un altre en un
Unic pas, is.accessible() ens retorna TRUE o FALSE si des d’un estat donat es pot accedir
a un altre o no. En el programa veiem que podem usar aquesta funcié dins d’un for per
comparar cada un dels estats i amb impressié a pantalla ens dona una idea de quines sén
les classes de comunicacié que ens dona la funcié communicatingClasses(). També veiem
si la cadena estudiada és irreductible amb is.irreducible() que retorna TRUE o FALSE. En
el nostre cas ens retorna que no és irreductible, pero si ho fos, també seria interessant la
funcié period() que retorna el periode. També tenim funcions que fan referéncia als estats
recurrents, transitoris i absorbents en un tnic pas amb recurrentStates(), transientStates()

i absorbingStates().

» transitionProbability(mc, "27, "

[1] @.4

> for (1 ir 1:5 ) {

+ TDP[ in 1:5){

+ if ( itl=73 )

+

+

+

+

+ ]

1 és accessible per 2 : FALSE
1 és accessible per 3 @ FALSE
1 és accessible per 4 @ FALSE
1 és accessible per 5 : FALSE
2 és accessible per 1 : TRUE
2 és accessible per 3 : TRUE
2 és accessible per 4 : TRUE
2 és accessible per 5 @ TRUE
3 és accessible per 1 : TRUE
3 é5 accessible per 2 : TRUE
3 é5 accessible per 4 : TRUE
3 és accessible per 5 : TRUE
4 és accessible per 1 : TRUE
4 és accessible per 2 : TRUE
4 és accessible per 3 : TRUE
4 és accessible per 5 : TRUE
5 és accessible per 1 @ FALSE
5 és accessible per 2 @ FALSE
5 és accessible per 3 @ FALSE
5 és accessible per 4 @ FALSE
> coannlcatlngClas:ﬂs(WC|
[r111

[1] "1"

[r211

[1] "2" "3" "a"

[[2]1]

[1] 5"

» is.irreducible{mc)
[1] FALSE

» recurrentStates(mc)
[1] "1" "g"

> transientStates(mc)
[1] ™2™ "3" a4

» absorbingStatas(mc)
[1] "1" "s"

cat(i, 'és accessible per', 7,

k <« is. access ible(mc, from= \1[1]

to-vi[3]);

LS H

Aquesta llibreria també és til per fer simulacions, és a dir, podem generar tantes
mostres aleatories com vulguem a partir de la nostra cadena amb la funcié rmarkovchain().
A més, se li pot indicar des de quin estat comencem, que en el nostre cas sera a partir

de l'estat 3, comencem el joc amb 3 unitats de valor.
possiblement evoluciona la cadena.
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» X <= rmarkovchain{led, mc, TtE="3")
> X *

[1] °
[25] *©
[48] "
[73] -
[97] °

1= 71" 717 "1" "17 "1”
Cmim myw mpe sy mpe =pe
-3
1
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Lt
Lt
SR
L Ll
Ll
Ll

w myw ompe mge mpe oege
mgm omgm g ey mge

B b ek i
ol
ol
e
e e
fronoa
N
RN
1
N

L
M
EREES
e

Finalment, la funcié hittingProbabilities() és una altra que usem que ens retorna una
matriu on hi ha els valors de les probabilitats d’absorcié de cada estat per a tot estat, és

a dir, per cada columna j tenim per cada fila ¢ la probabilitat d’absorcid h;-{j r

> hittingProbabilities(mc)

1 2 3 4 5
1 1.9008608 @.0009300 0.8 0.0000E00 O.eDeBRe0
2 @.87609231 @.3157805 .40 0.21685263 6.1236876%2
3 8.6923677 @.7304737 6.48 8.5263158 6.3875609232
4 8.4153846 8.47365842 6.6 8.3157895 6.5846154
5 0.62 b&.86808060 1.00808G8

6.88008086 a.oe0ecea
1

Pel que respecte a C, he fet un programa concret per aquesta cadena que ens doni
la probabilitat d’absorcié de 1’estat 1 i del 5 per cada un dels estats. També he inclés
el temps mig d’absorcié de 'estat 1 o bé del 5 per cada estat. Aquests resultats estan
reflectits en el fitxer de sortida resultats.dat tal com es mostra a 'annex . El programa
només té en compte els estats que no sén absorbents, el 2, 3 i 4, ja que si sén absorbents
ja sabem directament que per l'estat 1, hil} =11 hél} = 0, i per lestat 5, h:,{f’} =1
i hf)} = 0 i que el temps mig d’absorcié pels estats 1 o 5 és k:im} = k:él’“r)} = 0. Els
resultats del programa esta segmentat amb diverses repeticions del procés. De manera
que podem observar que com major és el nombre de repeticions obtenim un resultat
més exacte. Els resultats de les probabilitats d’absorcié es poden comparar amb els
resultats de les columnes corresponents que dona la funcié hittingProbabilities() de R. De
la imatge anterior hem d’observar la columna 1 i 5 per comparar-la amb els valors del
fitxer resultats.dat de I’annex que fan referéncia a la probabilitat d’absorcié de ’estat 1 i
del 5, respectivament, amb el nombre de repeticions n = 10000.

En definitiva, acabem de calcular les solucions dels segiients sistemes d’equacions line-
als, de la probabilitat d’absorcié de ’estat 1 i de ’estat 5 i també el temps mig d’absorcié
de {1,5} per cada estat.

( h‘l{l} =1 ja que 1 € {1}
hél} = %hil} + %hél} ja que 2 ¢ {1}
hgl} = %hél} + %hf} ja que 3 ¢ {1}
hil} = %hgl} + %hél} ja que 4 ¢ {1}
hél} =0 ja que 5 ¢ {1}

\

D’on obtenim que hilll} = l,hél} = %, hél} = 1%, hil} = % 7 hél} =0.
h‘l{S} =0 ja que 1 ¢ {5}
h§5} = %hf} + %hé‘r’} ja que 2 ¢ {5}
B = Sh + 20 ja que 3 ¢ {5}
hf} = %h§5} + %hf} ja que 4 ¢ {5}
h§5} =5 ja que 5 € {5}
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D’on obtenim que his} =0, hf} = 6%, hz{,,s} = %, hf} = % 7 h§5} =1.

;

kL =0 ja que 1€ {1,5}
RSV = 1 3R 25T g que 2 ¢ {1, 5}
k§1’5} =1+ %ké{l’g)} + %kil’g)} ja que 3 ¢ {1,5}
k:il’s} =1+ %kél’s} + %k§1’5} ja que 4 ¢ {1,5}
KW =0 ja que 5 € {1,5}

D’on obtenim que k‘il’g’} =0, k‘ém} = %,k§1’5} = %, k:il’g‘} = % 7 k§1’5} =0.
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8 Conclusions

Tal com hem comentat a la introduccié del treball, I’'objectiu que voliem assolir era donar
una idea general de les cadenes de Markov homogenies en temps discret per poder establir
una base que ens serviria de punt d’inici per poder desenvolupar les cadenes de Markov
en una direccié més concreta que no es troba en aquest treball. Per aquest fet, considero
rellevant extreure les segiients conclusions.

Primer de tot vull fer referencia com sén de destacables les probabilitats de transicié en
n passos i ’equacié de Chapman-Kolmogorov per poder desenvolupar tot el que segueix a
continuacié. L’estudi d’una cadena de Markov es basa en el seu comportament i sobretot
com evoluciona, d’aquesta manera ens permet estudiar-ho tal com concloc a continuacid.

La importancia de la classificacié dels estats segons com es comporti la cadena és
fonamental per poder catalogar els estats en si sén accessibles, es comuniquen, si sén
transitoris o recurrents, si sén absorbents o el seu periode per poder definir el tipus
de cadena que tractem. Les propietats que relacionen els diferents estats sota certes
condicions permet lligar conceptes per tal que esdevinguin resultats importants com sén
el calcul de les probabilitats d’absorcié i el temps mig d’absorcid, la propietat forta de

Markov o bé les relacions entre la probabilitat de retorn d’un estat i, que 'estat sigui
(n)

recurrent o transitori i si EZO:() p;;  €s convergent o no, entre altres.

Aixi doncs, he pogut extreure un lligam global de tot 'esmentat anteriorment que ha
quedat reflectit en un exemple especific, la passejada aleatoria als enters.

Fent un analisi global un cop finalitzada la memoria i vistos els objectius marcats a
I'inici del treball i el que he aconseguit, puc concloure que aquest treball m’ha aportat un
ampli coneixement d’un tema que no havia tractat mai durant la carrera.

Finalment, m’agradaria afegir que durant I'elaboracié d’aquest treball m’he sentit
atreta per tot el que he apres. Hi ha hagut temes que m’han semblat interessants d’afegir,
pero malauradament els he hagut de deixar fora del treball perque involucraven tota una
linia d’estudi bastant rigorosa i distant al que és la idea principal d’aquesta memoria. En
tot cas, m’han servit de motivacié per reflexionar sobre nocions descrites i entendre-les
millor.
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A Codi

En aqui trobarem el codi que he programat primer en R, després en C i també el fitxer
resultats.dat.

##4# Ruina del jugador HHHHH
library (markovchain)

q <— 0.6000

p <— 0.4000

P <~ matrix(c¢(1,0,0,0,0,9,0,p,0,0,0,q,0,p,0,0,0,q9,0,p,0,0,0,0,1)
, nrow=5, byrow= TRUE)

mc <— new (” markovchain”, transitionMatrix=P, name="Cadena 1”)

diagrama <— plot (mc)

### mirem propietats de la cadena HHHH

transitionProbability (mc, 727, 737)

Vi <7 C(”l” 777277 ,77377 ’77477 ’77577)
Vj <7 C(”]_” 77’2’7 77’377 ”7477 ”7577)

for (i in 1:5 ) {

for( j in 1:5){
(=) |
k <— is.accessible (mc, from=vi[i], to=vj[j]);
cat(i, ’es accessible per’, j, ’:’,k, '\n’);

¥
}
¥

classcom <— communicatingClasses (mc)
irred <— is.irreducible (mc)
recurrents <— recurrentStates (mc)
transitoris <— transientStates (mc)
absorbents <— absorbingStates (mc)

recurrents <— recurrentStates (mc)
transitoris <— transientStates (mc)

##HH# simulacio HHHHE

x < rmarkovchain (100, mc, t0="3")
### probabilitats d’absorcio HHH

probsabs <— hittingProbabilities (mc)
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El codi en C és el segiient:

1 /xruina del jugadorx/
2

3 #include<stdio .h>

4 #include<stdlib .h>

5 #include <math.h>

6 #include <time.h>

8 int main(void){

9 int i, k, m, j, 1, absl, absb, est, sum, t;
10 double absorciol , absorciob, tempsabsorcio;
11 int v[6]={10,50,100,500,1000,10000};

12 FILE *fp;

13

14 fp = fopen(”resultats.dat”,
15
16 srand (time (NULL) ) ;

17

W) ;

18 /xfem 1=2,3,4 perque els altres estats son absorbentsx/
19 for (1 =2; 1< 5; i++ ) {

20

21 fprintf(fp, "Per 1’estat %d tenim els seguents resultats:\n\n”, i);
22

23 for (k=0; k< 6; k+ ) {

24 abs1=0;

25 abs5=0;

26 sum = 0;

27 /*per executar varies vegadesx/

28 for (1 =0; I < v[k]; 14++) {

29 t=0;

30 est = i;

31 for (m= 0; ( est !I= 1) && (est = 5); mt+) {
32 if (est = 2) {

33 j = rand () ;

34 i =13 % 5;

i G =0 =11 =2 {
36 est = 1;

37 absl++;

38 }

39 if (j =31 j=4){

40 est = 3;

11 }

42 t++;

43 }

14 if (est =3 ) {

15 j = rand() % 5;
(=0 =11 j=2){
17 est = 2;

A8 }

49 if (j=31j=4){

50 est = 4;

51 }

52 t++;

53

54 if (est =4 ) {

55 j =rand() % 5;

it (j—0 || =11 j=—2){
57 est = 3;

58 } else {

59 est = b;
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absb++;
}

4+
¥
}

sum = sum+t ;
}
absorciol = absl % (1./v[k]);
absorciob = abs5 * (1./v[k]);
tempsabsorcio = sum * (1./v][k]);
fprintf(fp, 7Si n=%d, els resultats son:\n”,v[k]);
fprintf(fp, ”Probabilitat d’absorcio del 1: %le\n”, absorciol);
fprintf(fp, ”Probabilitat d’absorcio del 5: %le\n”, absorcio5);
fprintf(fp, "Temps mig d’absorcio del 1o del 5: %le\n” ,tempsabsorcio);
fprintf (fp,”\n\n");
}

}
fclose (fp);

return 0;

}

El fitxer resultats.dat és el segiient:

Per 1’estat 2 tenim els seguents resultats:

Si n=10, els resultats son:

Probabilitat d’absorcio del 1: 9.000000e—01
Probabilitat d’absorcio del 5: 1.000000e—01
Temps mig d’absorcio del 1 o del 5: 1.600000e+00

Si n=50, els resultats son:

Probabilitat d’absorcio del 1: 8.800000e—01
Probabilitat d’absorcio del 5: 1.200000e—01
Temps mig d’absorcio del 1 o del 5: 2.880000e+00

Si n=100, els resultats son:

Probabilitat d’absorcio del 1: 8.800000e—01
Probabilitat d’absorcio del 5: 1.200000e—01
Temps mig d’absorcio del 1 o del 5: 2.480000e+00

Si n=500, els resultats son:

Probabilitat d’absorcio del 1: 8.780000e—01
Probabilitat d’absorcio del 5: 1.220000e—01
Temps mig d’absorcio del 1 o del 5: 2.472000e+00

Si n=1000, els resultats son:

Probabilitat d’absorcio del 1: 8.670000e—01
Probabilitat d’absorcio del 5: 1.330000e—01
Temps mig d’absorcio del 1 o del 5: 2.598000e+00
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Si n=10000, els resultats son:

Probabilitat d’absorcio del 1: 8.
Probabilitat d’absorcio del 5: 1.

Temps mig d’absorcio del 1 o del

Per 1’estat 3 tenim els seguents

Si n=10, els resultats son:

Probabilitat d’absorcio del 1: 7.
Probabilitat d’absorcio del 5: 3.

Temps mig d’absorcio del 1 o del

Si n=50, els resultats son:

Probabilitat d’absorcio del 1: 7.
Probabilitat d’absorcio del 5: 2.

Temps mig d’absorcio del 1 o del

Si n=100, els resultats son:

Probabilitat d’absorcio del 1: 7.
Probabilitat d’absorcio del 5: 2.

Temps mig d’absorcio del 1 o del

Si n=500, els resultats son:

Probabilitat d’absorcio del 1: 6.
Probabilitat d’absorcio del 5: 3.

Temps mig d’absorcio del 1 o del

Si n=1000, els resultats son:

Probabilitat d’absorcio del 1: 6.
Probabilitat d’absorcio del 5: 3.

Temps mig d’absorcio del 1 o del

Si n=10000, els resultats son:

Probabilitat d’absorcio del 1: 6.
Probabilitat d’absorcio del 5: 3.

Temps mig d’absorcio del 1 o del

Per 1’estat 4 tenim els seguents

Si n=10, els resultats son:
Probabilitat d’absorcio del 1:

3.

767000e—01
233000e—01
9: 2.569200e+00

resultats:

000000e—01
000000e—01
5: 3.600000e+00

200000e—01
800000e—01
5: 3.560000e+00

800000e—01
200000e—01
5: 3.980000e+00

440000e—01
560000e—01
9: 3.980000e+00

680000e—01
320000e—01
5: 3.602000e+00

943000e—01
057000e—01
5: 3.863600e+00

resultats:

000000e—01
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Probabilitat d’absorcio del 5: 7.000000e—01
Temps mig d’absorcio del 1 o del 5: 4.400000e+00

Si n=50, els resultats son:

Probabilitat d’absorcio del 1: 3.800000e—01
Probabilitat d’absorcio del 5: 6.200000e—01
Temps mig d’absorcio del 1 o del 5: 3.480000e+00

Si n=100, els resultats son:

Probabilitat d’absorcio del 1: 4.300000e—01
Probabilitat d’absorcio del 5: 5.700000e—01
Temps mig d’absorcio del 1 o del 5: 3.260000e+00

Si n=500, els resultats son:

Probabilitat d’absorcio del 1: 4.520000e—01
Probabilitat d’absorcio del 5: 5.480000e—01
Temps mig d’absorcio del 1 o del 5: 3.364000e+00

Si n=1000, els resultats son:

Probabilitat d’absorcio del 1: 4.190000e—01
Probabilitat d’absorcio del 5: 5.810000e—01
Temps mig d’absorcio del 1 o del 5: 3.322000e+00

Si n=10000, els resultats son:

Probabilitat d’absorcio del 1: 4.121000e—01
Probabilitat d’absorcio del 5: 5.879000e—01
Temps mig d’absorcio del 1 o del 5: 3.275400e+00
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