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Abstract

An historic view of the nonlinear optimization problem, the Weber problem, has
been given, as well as its mathematical formulation. To solve the problem the
Weiszfeld’s method has been explained and its convergence proofed. The Newton
method applied to the Weber problem has been exposed.

Resum

S’ha estudiat el problema de Weber, un problema d’optimitzacié no lineal. S’ha
vist una trajectoria historica del problema i la seva formulacié matematica. Per
resoldre’l s’ha exposat el metode de Weiszfeld i s’ha demostrat la seva validesa i
convergencia. També, s’ha vist el metode de Newton aplicat al problema de Weber.
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1 Introduccid

1.1 Context i justificacié del treball

L’optimitzacié és un camp de les matematiques molt ampli que en les darreres
decades ha donat peu a un munt de recerca degut als avencos en computacié que
permeten 1'is de metodes complexos per resoldre un problema. Tot i la evident
interseccié de l'optimitzacié en altres assignatures del grau de matematiques, no
s’ha cursat cap assignatura centrada en aquest tema i, per aixo, resulta interessant.
El problema de Weber va captar 'interes de 'autora gracies al marc de Varignon.
Fullejant un llibre d’optimitzacié vaig veure el seglient dibuix.
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Figura 1: Marc de Varignon. Font: [4]

Aquesta és una construccié mecanica del problema de Weber que, essencialment,
consisteix a trobar un punt z* tal que minimitzi la seva distancia ponderada amb
la d’un seguit de vertexs donats, y1, ¥, ¥3, ¥4 a la figura Figura 1. La ponderacié de
la distancia ve donada pels pesos wy, we, w3, wy a la figura Figura 1. Al comencar a
recaptar informacio sobre el problema de Weber seguida vaig veure que el metode
de Weiszfeld hi estava molt entrelligat, doncs segueix sent un dels metodes més
populars per tractar el problema de Weber. Per aixo mateix, s’ha decidit estudiar
aquest problema d’optimitzacio i el metode més utilitzat per resoldre’l.

1.2 Objectius

Els objectius d’aquest treball de final de grau sén estudiar el problema de Weber,
entendre el metode de Weiszfeld i el procés que se segueix abans de poder aplicar
un algorisme (demostrar validesa i convergencia, tenir en compte els problemes,
consideracions i limitacions del metode), ser capag d’implementar el meétode i usar
coneixements previs per donar una bona reflexio sobre els resultats obtinguts.

1.3 Estructura de la memoria

La memoria esta dividida en tres parts. La primera part correspon a la secci
2: El problema de Weber. Aqui s’ha recollit la trajectoria historica del problema



de Weber. S’han vist els seus origens al segle XVII com un problema geometric en
triangles i les seves primeres resolucions: la construccié amb regla i compas del punt
de Torricelli o la solucié de Steiner. A continuacié, s’ha introduit el plantejament
que va donar Weber i la rellevancia d’aquest problema en la teoria de localitzacid,
aixi com algun exemple d’aplicacions del problema.

Abans de passar a formalitzar el problema de Weber, s’ha volgut donar una mica
de teoria sobre optimitzacié. S’ha tractat el concepte d’optimitzar i s’ha vist com es
classifiquen els problemes d’optimitzacié (restriccions, linealitat, continuitat,...) a
través de generalitzacions del problema de Weber. També s’han definit alguns con-
ceptes que tenen un paper clau a I’hora d’estudiar problemes d’optimitzacié com
minim global o convexitat, seguit d’un conjunt de proposicions demostrades de con-
vexitat i derivabilitat que ens permetran provar existencia, unicitat i caracteritzacio
del minim de la funcié que volem minimitzar per resoldre el problema de Weber.
Finalment, s’ha donat la formalitzacié del problema de Weber que s’estudiara en el
treball i s’han aplicat els conceptes introduits en I'apartat d’optimitzacié per provar
I'existencia i unicitat del minim, sota bones condicions.

La segona part del treball queda recollida en la seccié 3: El metode de Weiszfeld.
Primer de tot, s’ha volgut donar una mica de context historic sobre els origens
de 'algorisme. S’ha parlat dels resultats obtinguts per Weiszfeld, per Kuhn i per
Kuenne a I’hora de desenvolupar el metode. Per explicar en que consisteix el metode,
s’ha vist la seva construccié des de una condicié necessaria i suficient per ser minim.
Seguidament, s’han comentat alguns problemes en la definicié del metode i la seva
representacié com a metode del gradient. Aleshores, s’ha dedicat un apartat a
demostrar la convergencia del metode a la solucié del problema: s’ha estudiat la
monotonia de la successio que genera el metode, una representacié alternativa de la
funcié d’iteracio , un seguit de proposicions previes i, finalment, s’ha pogut provar la
convergencia. En el darrer apartat d’aquesta seccid, s’ha presentat una modificacié
del metode que permetra fer una bona implementacio ja que soluciona els problemes
en la definicié del metode de Weiszfeld comentats anteriorment.

Per acabar, en la 1ltima part de la memoria, seccié 3: Aplicacid, s’ha recollit la
implementacié 1'algorisme modificat del metode de Weiszfeld. En el primer apartat
s’ha presentat el metode de Newton, tipic metode per trobar els zeros d’una funcio,
i com es pot aplicar al problema de Weber. S’han explicat les consideracions a fer
per assegurar una bona definicié i la convergencia a la solucié del problema. A
continuacio, s’han descrit els comentaris sobre la implementacié dels metodes que
es pot trobar als annexos. Finalment, s’han donat els resultats obtinguts de la
implementacié i les conclusions del treball.

1.4 Principals referéncies

Les principals referencies que s’han usat per la redaccié d’aquest treball sén les
segiients. De l'article [2] de Beck i Sabach I'any 2015 s’ha extret la major part
d’informaci6 de l'algorisme de Weiszfeld. Dona una repassada historica al seu des-
cobriment i la demostracié de convergencia que s’ha seguit en aquest treball. El



llibre d’optimitzacié no lineal de Bertsekas [4] d’on s’han apres les bases necessaries
d’optimitzacié i s’ha usat de recolzament per anar verificant la major part de re-
sultats de convexitat i derivabilitat. Finalment, article de Gorner i Kanzow [8] en
el qual s’ha basat el metode de Newton aplicat al problema de Weber. Evident-
ment, s’han usat altres fonts per completar, comparar i entendre els procediments
i resultats del treball i que es poden consultar al final de la memoria.



2 El problema de Weber

La historia del problema de Weber té més de tres cents anys d’historia i implica
a matematics com Fermat, Torricelli, Steiner o Kuhn. Per aix0 mateix, aquest
problema s’ha treballat des de molts angles diferents i n’han sorgit diverses varia-
cions. En aquesta primera seccid, busquem repassar la seva trajectoria i explorar
les primeres solucions geometriques, aixi com entendre la rellevancia del problema
avui en dia. Donarem una mica de base teorica que ens servira per entendre millor
el problema de Weber i, per acabar, dedicarem la ultima seccié a formalitzar el
problema i estudiar-ne algunes propietats importants.

2.1 Els origens: Fermat, Torricelli i Steiner

La primera constancia que es té del que actualment es coneix com el problema de
Weber es remunta al segle XVII quan el famés matematic frances Pierre de Fermat
(1601-1665) va proposar el seglient repte: Donats tres punts en un pla, troba un
quart punt de manera que la suma de les distancies d’aquest punt als tres altres
sigui el menor possible. Una primera solucié geometrica és sovint atribuida al fisic
i matematic italia Evangelista Torricelli (1598-1647) que va respondre al repte amb
una construccié amb regla i compas.

Tal i com podem veure en la figura 2, la proposta de Torricelli va ser la segiient.
Partint dels tres punts donats (A, B, C en la figura 2), construim tres triangles
equilaters a partir de cada un dels costats del triangle ABC'. Aleshores, dibuixem,
per a cada triangle equilater, la circumferencia que inscriu el triangle. Observem
que les tres circumferencies es tallen en un punt. Aquest punt es coneix en geometria
com el punt de Torricelli, punt de Fermat-Torricelli o punt de Fermat i Torricelli va
afirmar que és el punt que es troba a distancia minima del triangle donat.

Figura 2: Construccié del punt de Torricelli

Una primera observacié que podem fer respecte aquesta construccié és que no es
va demostrar que el punt de Torricelli fos el de minima distancia als vertexs. Ens
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haurem d’esperar fins a principis del segle XIX per veure una demostracié i per
veure que prenent els tres punts inicials en unes disposicions concretes, el punt de
Torricelli deixa de ser el punt de distancia minima als vertexs.

Jacob Steiner (1796-1863), conegut gedmetra a la Universitat de Berlin, va plan-
tejar el mateix problema geometric de la manera segiient: Volem connectar tres
pobles A, B i C per un sistema de carreteres de manera que la longitud total de
carreteres sigui el minim possible. Anem a formular-lo matematicament i a donar
una mica de notacié per poder resoldre el problema com va fer Steiner.

Problema 2.1. Donats tres punts A, B i C', busquem un quart punt P de manera
que la suma a + b 4 ¢ sigui minima, on a, b i ¢ son les distancies entre P i A, B, C
respectivament.

Steiner va donar la segiient solucio.

Solucié. Si algun dels angles del triangle ABC' és igual o major a 120°, aleshores
el punt P coincideix amb el vertex amb major angle. Si els tres angles del triangle
ABC' s6n menors de 120°, aleshores P és el punt que forma 120° entre qualsevol
parella de A, B, C, tal i com es veu en la segiient figura 3.

Figura 3: Soluci6 de Steiner. Cas: tres angles d’ABC menors a 120°.

A continuacié, provarem la solucié de Steiner seguint els arguments fets en el
llibre [6]. Abans és interessant comentar la relacié entre la solucié de Steiner i la
construccié de Torricelli. Efectivament, el punt P que descriu Steiner en el cas on
els angles del triangle ABC' sén menors a 120 graus és el punt de Torricelli. En
el cas en que algun angle del triangle és superior a 120 graus, el punt de Torricelli
deixara de ser el punt de minima distancia i ho sera el vertex amb aquest angle. Si
un dels angles és exactament 120 graus, aleshores el punt de Torricelli i el vertex
amb aquest angle coincideixen.

Abans de comengar amb la prova, demostrem la seglient propietat geometrica,
que ens servira per demostrar la solucié de Steiner més facilment.

Proposicié 2.2. En el pla, donada una recta L i dos punts P, ) que es troben a
la mateiza banda de la recta L, si R és el punt de la recta L que minimitza la suma
de distancies PR + QR, aleshores l’angle que formen PR i L 1 l’angle que formen
QR i L son iguals (veure figura 4).



Figura 4:

Demostracio. Primer de tot, construim el punt R. Prenem el punt P’ com el punt
simetric de P respecte la recta L. Observem que ara podem considerar L com el
lloc geometric dels punts que estan a la mateixa distancia de P i de P’. Ara tracem
la recta que passa pels punts P’ i (). Anem a veure que el punt on tallen aquesta
recta i la recta L és R, el punt de L que minimitza PR + QR.

Figura 5: Construccié del punt R

Volem provar que PR+ QR < PR+ QR', VR € L, R' # R. Sigui R’ un punt
qualsevol de L i diferent de R. Sabem que PR = P'R i PR’ = P'R'. Per tant,
PR+QR=PR+RQ = PQ,jaque P, QiR estan alineats. Pel que fa a la suma
amb R, tenim PR'+QR = P'R'+QR' > P'Q, jaque P, R1i () formen un triangle
i la suma de dos costats d'un triangle sempre és major que el tercer costat (si els
tres vertexs del triangle no estan alineats, que sabem que no ho estan perque R’ esta
en L i és diferent de R). Aix{ doncs, hem vist que PR+ QR = P'Q < PR' + QR/,
és a dir, R és el punt que voliem construir.

Observem que ’angle que formen P'R i L i ’angle que formen QR i L sén angles
oposats de dues rectes que es tallen, per tant, séon angles iguals. Per acabar la
demostracié doncs, només ens falta veure que I'angle que formen P'R i L és igual a
I’angle que formen PR i L. Aixo és evident ja que per construccid, tenim que L és

la bisectriu de I'angle PRP. U

Demostrem que la solucié proposada per Steiner és correcta.



Demostracio. Sigui P el punt que satisfa que la suma a + b+ ¢ és minima. Dividim
el problema en dos casos: o bé P coincideix amb algun vertex del triangle o bé no
hi coincideix. Primer determinarem que P és el punt definit a la solucié en els dos
casos.

Cas 1: P és un dels vertex

En aquest cas, tenim que el problema esdevé triar dos costats del triangle de
manera que la seva suma sigui la minima possible. Hem de triar els dos costats més
curts i, per tant, P ha de ser el vertex oposat al costat més llarg, és a dir, el vertex
amb el major angle del triangle.

Cas 2: P no és un dels vertex

Volem veure que els angles APB , BPC i CPA mesuren tots 120 graus. Con-
siderem una circumferencia K de radi ¢ amb centre el vertex C'. P sera el punt
sobre la circumferencia que faci minima la suma AP + BP. Suposem que ni A
ni B es troben ni sobre la circumferéncia ni en el seu interior, és a dir, es troben
com a la figura. Aleshores podem aplicar la proposicié previa 2.2 considerant la
recta tangent a la circumferencia K que passa per P. En el nostre cas, tenim que
A1 B son els dos punts al mateix costat d'una recta i P és el punt de la recta
que minimitza la suma de distancies. Per tant, obtenim que I'angle que formen el
segment AP i K i el que formen BP i K son iguals. Conseqiientment, com C'P
és un radi de la circumferencia, C'P és perpendicular a la circumferencia, el que
implica que 'angle que formen els segments AP i C'P i el que formen BP i CP
també son iguals. Podem seguir el mateix raonament canviant de vertexs i , per
tant, tenim que els tres A/P\B7 BPC i CPA sén iguals i han de mesurar 120. Per
veure aix0, hem suposat que A i B es troben fora de la circumferencia. Si suposem
que, per exemple, A esta dins o a sobre la circumferencia és facil veure la segiient
desigualtat:

a+b+c=AP+BP+CP > AB+ AC,

ja que AC' < c i, per tant, tindriem que si P = A la distancia seria menor. Aixo
contradiu la nostra hipotesi.

Per veure quan ocorre cadascun dels casos es pot estudiar la construccié del punt
P2 OJ

2.2 El problema de Weber i la teoria de localitzacio

A principis del segle XX, I’economista alemany Alfred Weber canvia I’enfoc del pro-
blema i el planteja considerant fabriques, costs de transports, proveidors i clients...
Es planteja un problema de la vida real i li déna a un previ problema de geometria
una aplicacio, donant-li una perspectiva més industrial. Per escriure aquest apartat
s’han consultat les referencies [7] 1 [7].

Problema 2.3. Una empresa ha d’establir la ubicacié d’una fabrica que proporcioni
materia primera a dos magatzems i un cert producte a un mercat. La distancia des

2Consultar [6] per discussi6é de la construccié del punt P.

7



de la fabrica als magatzems i al mercat suposen un cost economic per I'empresa
que es pot estimar i que considerem proporcional a la distancia entre la fabrica i
aquests punts d’interes. Quina és la localitzacié de la fabrica que genera el menor
cost economic a l'empresa?

El principal canvi entre el problema que va formular Weber i els problemes que
hem resolt geometricament, més enlla d’una formulacié més practica, és I'aparicio
d’una ponderacio a les distancies que formen la suma que volem minimitzar. Un
altre canvi important i que és el que se sol fer en aplicacions practiques és augmentar
el nombre de vertexs. Fins ara, hem estat estudiant triangles pero la generalitzacio
més important és considerar un conjunt de punts donats (els vertexs) i buscar un
punt que faci que la suma de les distancies d’aquest punt a cadascun dels vertexs
sigui minima. A més, podem o no considerar que les distancies sén ponderades.
Altres generalitzacions inclouen haver d’afegir més d’una fabrica o considerar que
en comptes de voler apropar-nos als vertexs, ens en volem allunyar. També fins
ara ens hem restringit al pla, pero quan parlem d’aplicacions del problema més
enlla de col-locar una fabrica en una ciutat, veiem que sovint és ttil augmentar les
dimensions i treballar en R".

El que és evident és que aquest problema ha sigut objecte d’estudi de matematics
i altres durant segles i per aixo també ha rebut molts noms: Problema de Fermat,
Problema de Weber, Problema de Steiner, Problema de Fermat-Weber, ... Nosaltres
I’anomenarem Problema de Weber ja que va ser gracies a Weber que el problema
es va popularitzar i és com és més conegut en la literatura.

Aquests tipus de problemes es coneixen com a problemes de localitzacié i sén
la base de la teoria de localitzacié d’instal-lacions (o Facility Location Theory en
angles). Aquesta area de les matematiques va tenir molts descobriments al llarg
del segle XX i el problema de Weber en va ser un dels origens. Un problema de
localitzacié és un problema amb la segiient estructura: donat un espai metric i un
conjunt de punts donats, determina un nombre de punts addicionals que minimitzin
una funcié de la distancia entre punts nous i existents.

Quan parlem de col-locar més d’una instal-lacié apareixen els problemes d’as-
signacid, que estan molt entrelligats amb els problemes de localitzacié. Suposem
que tenim un conjunt de clients (el nostres vertexs) i volem obrir dos centres de
distribucié de productes des d’on s’envien les comandes que han realitzat els clients
per internet. No només es tracta de col-locar els dos centres, siné que també s’ha de
decidir a quin dels dos centres assignarem cada client. S’ha de tenir en compte la
distancia del client al centre pero també la capacitat de cada centre, un centre amb
masses comandes que no és capa¢ d’assumir no ens interessa. S’ha d’optimitzar la
localitacio i 'assignaci6 (location-allocation problems).

La teoria de localitzacié i el problema de Weber tenen un munt d’aplicacions
i no només a l'hora de col-locar fabriques. Si deixem de considerar ’espai on es
troba el nostre problema com una regié geografica podem trobar exemples molt
interessants. Imaginem que estem en un partit politic i volem decidir d’entre un
conjunt de candidats quin volem que representi el nostre partit. En aquest cas, els
votants seran el nostre conjunt de vertexs i la nostra funcié de distancia és una



estimacié de com de probable és que un cert votant voti a un candidat en concret.
Veiem que els problemes poden ser molt complexos i tenir aplicacions molt ttils i
interessants. També tenim aplicacions en taxonomia, en algoritmes de clustering, i
més!

La teoria de localitzaci6 ha tingut molts avancos en els darrers anys pero continua
sent una area d’estudi vigent on queden moltes preguntes obertes. A més, parlem
de problemes als quals sovint no podem trobar una solucié exacta, siné que hem
de trobar les millors aproximacions possibles, aixi que és necessari I’ajustament de
variables per aconseguir bons resultats.

2.3 Optimitzacié: generalitzant el problema de Weber

La teoria de localitzaci6 és una part petita d’un camp més gran de les matematiques,
I'optimitzacié. L’optimitzacié s’encarrega de d’aquells problemes que consisteixen
a trobar la millor solucié possible. Sovint resoldre problemes d’optimitzacié és molt
complicat pel que s’han desenvolupat un gran nombre de metodes, algorismes i
heuristiques per estudiar aquests problemes.

En un problema d’optimitzacié tenim una funcié donada f : R™ — R i el nostre
objectiu és minimitzar o maximitzar f(x) en Q, Q@ C R™. A la funcié f 'anomenem
funcié objectiu, o funcié de cost, i ens indica com de bo és un candidat x € R”
a solucié pel nostre problema. Observem que trobar un maxim d'una funcié f és
equivalent a minimitzar la funcié —f. Per tant, a partir d’ara parlarem només de
minimitzar. I quan diem minimitzar ens referim a trobar un minim.

Definicié 2.4. Diem que x* € R™ és un minim local de f : R® — R si existeix
€ >0 tal que Vo € R? on ||z — 2*|| < € se satisfa f(z*) < f(x).

Per trobar una bona solucié d’un problema d’optimitzacié, no només ens val a
trobar un minim local, el que ens interessa és trobar un minim global.

Definicié 2.5. Diem que x* € R™ és un minim global si Vo € R™, f(2*) < f(x).

El problema de Weber doncs, és un problema d’optimitzacié: la nostra funcié
objectiu és la funcié de la distancia i la solucio és el lloc on volem col-locar la fabrica.

Dins l'optimitzacié podem diferenciar entre dos tipus de problemes en funcié
de I'espai d’on podem triar els candidats a solucié, x. Si considerem tot ’espai i
prenem {2 = R" tenim un problema sense restriccions. Per exemple, si considerem
que podem col-locar la fabrica en qualsevol punt de I'espai, tindrem un problema
sense restriccions. Si, en canvi, decidim que la fabrica ha d’estar dins dels limits
de la ciutat, per exemple, tindrem un conjunt de restriccions que haura de satisfer
la nostra solucié x*, a part de minimitzar la funcié objectiu. Principalment, ens
centrarem en el cas del problema de Weber sense restriccions, prenent €2 = R"™.

Si ens trobem en problemes sense restriccions o en problemes amb restriccions
pero on les condicions que caracteritzen €2 son restriccions d’igualtat, h(z) = 0, o
restriccions de desigualtat, h(x) < 0, on h : R — R™(m < n), aleshores parlem



de problemes continus. Si I'espai de candidats no és continu, acostuma a ser un
conjunt de punts finits. Per exemple, si prenem un conjunt de fabriques ja existents
i volem triar quina d’elles comprar. Aleshores, estariem treballant amb un problema
discret.

Una altra classificacié dels problemes d’optimitzacié ve donada per la funcié
objectiu. Si f i h son funcions lineals, parlem d’optimitzacié lineal i, si no sén
lineals, aleshores ens trobem dins l'optimitzacié no lineal. La funcions que mesu-
ren distancies a ’espai n-dimensional acostumen a ser no lineals, aixi que, com el
problema de Weber utilitza una funcié que incorpora mesura de distancies, és un
problema d’optimitzacio no lineal.

La derivabilitat i la convexitat de la funcié objectiu juguen un paper important
a ’hora de resoldre un problema d’optimitzacié, inclos el problema de Weber. Si
la funcié objectiu és diferenciable o dues vegades diferenciable, podrem aplicar
eines de calcul i, si no és diferenciable, pero és convexa, podrem usar analisis de
convexitat. Més endavant estudiarem aquestes propietats en la funcié objectiu del
problema de Weber, pero primer, anem a definir convexitat i a demostrar algunes
propietats basiques de funcions convexes i diferenciables usades en optimitzacié i
que ens serviran més endavant, seguint les demostracions en [4].

Pel que fa a convexitat, primer donem la definicié de funcié convexa i funcié
estrictament convexa.

Definicié 2.6 (Convexitat). Una funcié f: R™ — R és convezxa si per tot t € [0, 1]
i per tots x1, T2 € R, se satisfa la sequent desigualtat:

Fltwy + (1= Oas) < tf(z) + (1 — 1) f(x2)

Diem que la funcio és estrictament convera quan se satisfa la desigualtat estricta-
ment:

fltay + (L= t)zy) < tf(w1) + (1 =) f(22)

La proposicié segiient ens permet obtenir informacié sobre si els minims d’una
funcié soén locals o globals segons la seva convexitat.

Proposicié 2.7. Sigui f : R® — R una funcio.
a) Si f és convera i x* és un minim de f, aleshores x* és un minim global de f.

b) Si f és una funcid estrictament conveza, aleshores f té com a molt un minim
global.

Demostracio. Demostrarem els dos apartats per contradiccio.

a) Suposem que f : R"™ — R és una funcié convexa i que z* € R™ és un minim
local de f, perdo no un minim global. Aleshores, existeix y € R", y # x tal que

f(y) < f(z). Aixo és equivalent a dir que f(z) — f(y) > 01 que tf(x) —tf(y) > 0,
Vt € [0,1). Ara usant la convexitat de f en aquests dos punts observem que

fltz+ (L=t)y) <tf(x) + (1 —t)f(y) =tf(z) —tf(y) + fly) < f(x),Vt € [0,1)
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Hem arribat a una contradiccid: z* és un minim locall

b) Suposem que f : R®™ — R és una funcié estrictament convexa que té dos
minims globals, x,y € R™. Aleshores podem considerar la seva mitjana (z + y)/2.

r oy, _fl@) [
Mgty =ty

Hem arribat a contradiccié: y i  sén minims globals! O

= f(z) = f(y)

La proposicio a continuacié ens déna una condicié necessaria d’optimitzacio sobre
punts on la funcié objectiu és diferenciable i el tipic metode per trobar els minims
d’una funcié: anul-lar la derivada o, en cas de diverses variables, el gradient V f(z).

Proposicié 2.8. Sigui f : R — R una funcio diferenciable amb derivades conti-
nues en un conjunt obert U. Si x* un minim local de f en U, aleshores V f(x*) = 0.

La demostracié d’aquesta proposicié segueix la demostracié en [4].

Demostracio. Primer de tot, sota les hipotesis de la proposicié, suposem que z* és
un minim local de f en U i definim la funcié g : R — R com g(a) := f(z* + ay),
on y € R". Fixant el valor de y, podem derivar g utilitzant la regla de la cadena.

dg ()
dov

=y VI +ay)

Ara, prenent la derivada per o = 0 i utilitzant que, com f és diferenciable, y?V f(z) =
f'(x;y), on f'(z;y) denota la derivada direccional de f en z en la direccié y, obtenim
que

dg(0 * — f(x*

>0
da a\0 Qa

L’expressié és positiva ja que z* és un minim local en U i, per tant, el numerador i
el denominador del limit sén positius. Aix{ doncs, el producte y?'V f(z*) és positiu
per tot y € R? inclosos un cert y # 0 i el seu oposat, —y. Per tant, obtenim que
Vf(xz*)=0. O

Per resoldre problemes de minimitzacié sense restriccions normalment s’usen
algorismes basats en el descens iteratiu. El descens iteratiu consisteix en partir d’un
punt inicial o i generar una successié de manera que satisfaci f(z41) < f(z1). Esa
dir, en cada iteracié el valor de f decreix i millorem la nostra solucié actual fins a, si
tot va bé, arribar al minim. Un tipus important de metodes que utilitzen el descens
iteratiu son els metodes del gradient. Aquests metodes, com el seu nom indica, usen
el gradient de la funcié V f(x) que ens marca en quina direccié la funcié augmenta
i disminueix, per prendre un pas en la direcci6é desitjada. La forma general d’una
iteracié d’un metode del gradient es pot escriure com:

Tpr1 = Tk + agdy,

on qy, és un pas positiu i dy és una direccié de descens calculada a partir del gradient.
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2.4 El problema de Weber: formalitzacio i estudi

Fins ara hem vist una mica d’historia del problema aixi com diferents variacions i
aplicacions. Ara anem a concretar el problema que estudiarem a partir d’ara.

Problema 2.9 (Problema de Weber). Donats un conjunt de punts A = {ay, ..., an}
en R™ i un conjunt de nombres reals positius w; > 0,2 = 1,...,m volem minimitzar
la funcié

fl@)=> wiz—al, z€R"
=1

on ||z — a;|| denota la distancia euclidiana entre z i a;. Als punts aq, ..., a,, els
anomenem vertexs i als nombres w;, els seus pesos associats. Els punts x € R” que
minimitzen la funcié f soén solucions del problema de Weber.

Alguna primera observacié sobre aquesta formulacié del problema. Hem consi-
derat la distancia euclidiana perque és la que habitualment es fa servir. Un cas
especial que es déna en aquest problema és quan tots els vertexs sén col-lineals.

Definicié 2.10. Diem que els punts ay,...,a,, € R™ son col-lineals si es troben
en una mateiza recta. FEs a dir, si existeizen y,d € R™ i ty,...,t,, € R tals que
a;=y+td, i=1,...,m.

Es evident que si els vertexs estan en una mateixa recta, aleshores els punts que
minimitzin la nostra funcié objectiu també ho estaran. Aixi que si els vertexs sén
col-lineals, podem reduir el problema al cas d'una dimensio i prendre a4, ..., a,, € R.
Anem a veure el cas sense ponderar, és a dir, w; = 1, Vi.

Problema 2.11 (Cas vertexs col-lineals sense pesos). Donats els nombres reals
ai, ..., a,, busquem un real x que minimitzi la funcié:

o(@) =3 la, —

Solucié. Primer de tot, sense perdre de generalitzacid, podem assumir que els
punts aq, . .., a,, estan ordenats de menor a major, és a dir, a; < a;y1, Vi. Aleshores
és evident que = € [ay,an]|. Prenem y € [ay,a,,] 1 € prou petit i considerem les
distancies respecte y i respecte y+e€. Al sumar € a y, ens allunyem en € de tots els k£
vertexs a; tal que a; < y i ens apropem en € a la resta de m — k vertexs, 0 < k < m.
Per tant, tenim que

9y +€) = gly) + ke — (m — k)e = g(y) — (2k —m)e

Per tant, voldrem seleccionar y de manera que deixi el mateix nombre de vertexs
a l'esquerra i a la dreta, Kk = m/2. Suposem que tenim un nombre parell de
punts. Aleshores el minim i la solucié del problema sera qualsevol dels punts y €
[a%, a%H] .Si tenim un nombre de punts imparells, el minim de g es donara al vertex
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arz1 ja que té el mateix nombre de punts a U'esquerra i a la dreta. I augmentar
aquest punt en e fara augmentar en € la distancia dels punts a la dreta del vertex
i disminuir en € la distancia dels punts a ’esquerra. Com té el mateix nombre de
vertexs a cada costat aquests dos valors es cancel-len i només quedara la distancia
que s’ha augmentat respecte el vertex central- Si disminuim el vertex en e passa
exactament el mateix.

En el cas on afegim pesos, observem que podem seguir un argument similar al de
la soluci6 anterior. En comptes de comptar en quants termes del sumatori sumarem
€ i en quants termes restarem ¢, el que haurem de fer és ponderar € en cada terme
i trobar quin punt o entre quins punts s’assoleix 1’equilibri. Formalitzem aquesta
idea.

Problema 2.12 (Cas vertexs col-lineals amb pesos). Donats els nombres reals
ai,...,a, iels nombres reals positius wy, ..., w,,, busquem un real x que minimitzi
la funcié:

m
= Zwi]ai -z
i=1

La solucié amb pesos es fa analega a la solucié sense pesos, pero el resultat que
s’obté és una mitjana ponderada. A partir d’ara, suposarem que els vertexs no sén
col-lineals.

Com hem dit abans, per estudiar problemes d’optimitzacié és important tenir
en compte la convexitat i derivabilitat de la funcié objectiu.

Proposicié 2.13. La funcid objectiu f és positiva i estrictament conveza.

Demostracio. Clarament, com els pesos son positius i les distancies també, la funcié
és positiva.

Primerament, veiem que la funcié és convexa. Siguin zi,29 € R" it € [0, 1]
qualssevol. Sumant i restant el mateix terme obtenim la segiient igualtat.

fltzy + (1 = t)zy) Zwl tay + (1 — )y — aif| =
=1

= willter — ta; + ta; + (1 = )xy — ail| = Y willt(z1 — a;) + (1 = 8)(22 — ;)|

=1 i=1

I aplicant les propietats de la desigualtat triangular i la homogeneitat de la norma
a cadascun dels termes del sumatori veiem que la funcié és convexa.

Fltxy + (1 —t)ay) = sznt 21— a;) + (1 —t)(22 — a;)|| <
< |t Zwinl — a;|| + 1 — ¢ ZWH@ —ail| =tf(x1) + (1 —t) f(z2)
i=1 1=1
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Per veure que és estrictament convexa, només cal observar que perque es doni la
igualtat de la definicié de convexitat, s’ha de donar la igualtat per cada terme del
sumatori. Es a dir, Vi € {1,...,m}

willter + (1 = t)xs — aif| = willt(zr — @) || + wil|(1 = t)(22 — ai)]]

I com es tracta d’'una desigualtat triangular, la igualtat implica que x1, x5 i a; estan
alineats per tot i. Per tant, la desigualtat és estricte en f(tz1+ (1 —1t)xs) < tf(z1)+
(1 — ¢t)f(x2) implica que els vertexs estan alineats i la funcié sera estrictament
convexa quan no ho estiguin. U

I del fet que la funcié objectiu és positiva i estrictament convexa i gracies a la
propietat de convexitat 2.7 tenim el segiient resultat.

Corol-lari 2.14. §i els vertexs no son col-lineals, la funcié f té un unic minim.

Demostracio. La unicitat és clara. L’existencia del minim és conseqiiencia del fet
que

lim f(x hm szHx a;|| =

T—00

U

Pel que fa a la derivabilitat, tenim que la funcié f és de classe C' en R™ . A.
Calculem el gradient de la funci, per x ¢ A, tenim

Z —
w;
o —all

Observem que I’argument de I’existencia del minim també és valid en el cas col-lineal.
Per tant, podem usar la proposici6 2.8 sobre la funcié objectiu f en R"~\ A i obtenim
el segiient resultat.

Corol-lari 2.15. Si z* és un minim de f en R™ \\ A, aleshores V f(z*) = 0.

Observem que usant la convexitat i la derivabilitat de f, hem pogut convertir
una condicié necessaria per ser minim en una caracteritzacié del minim global de
f.

Aixi doncs, en aquesta seccio, després de resseguir els origens geometrics del
problema de Weber i el seu paper dins de la teoria de localitzacié, hem definit bé
el problema, hem resolt el cas en que els vertexs son col-lineals i hem usat algunes
propietats basiques d’optimitzacié per veure que el problema no col-lineal té soluci
Unica.

14



3 El meétode de Weiszfeld

El metode de Weiszfeld és el més popular a ’hora de resoldre el problema de We-
ber. En aquest capitol, veurem els seus origens, entendrem el seu funcionament i
demostrarem la seva validesa. També comentarem els punts fluixos del metode i
propostes que s’han fet per millorar-lo. Finalment, procedirem a presentar la imple-
mentacié que s’ha programat, juntament amb les decisions preses a 1’hora de triar
punts inicials, criteris de parada i altres.

3.1 Origens i algorisme

L’any 1937 el matematic hongares Endre Weiszfeld va publicar I'article [13], on
donava tres demostracions d’un teorema ja establert per Sturm l'any 1884. Aquest
teorema tracta una versié del que hem anomenat en aquest treball problema de
Weber. En la primera demostracié del teorema, Weiszfeld defineix una successié que
suposadament ha de convergir a la solucié del problema de Weber. Aquest article va
passar desapercebut per la major part d’'investigadors durant anys i el metode va ser
redescobert per altres matematics que no tenien constancia dels desenvolupaments
de Weiszfeld. En aquest treball, hem vist la traduccié de anotada de I'article del
2009 [14] i, per redactar aquest apartat, ens hem basat en les referencies [2] i [12].

L’article de Weiszfeld considera el cas sense pesos o, el que és el mateix, el cas
en que tots els pesos son iguals a 1. També treballa tinicament al pla i a ’espai en
tres dimensions. Donada la similitud dels arguments entre el cas amb pesos i el cas
sense pesos i que en la major part d’estudis posteriors s’ha tractat la versié amb

pesos, ens concentrarem en el cas amb pesos, tal i com hem definit en el problema
2.9.

A continuacié, presentem una versié del teorema que va demostrar Weiszfeld.
En aquest teorema es donen la existencia i unicitat de la solucié del problema de
Weber i dues condicions d’optimitat.

Teorema 3.1. Siguin A = {ay,...,an} punts de R™ no col-lineals i f la funcid
objectiu del problema de Weber definida en 2.9. Aleshores, existeix un unic punt
que minimitza f. Es a dir, el problema de Weber té una unica solucio optima. A
més a més, el minim queda caracteritzat per les dues condicions segiients:

a) El punt x € R" N A és minim de f si i només si

T — a;
Zw = 0.
o —al

b) El vertex a;, i € {1,2,...,m}, és minim de f si i només si
Z (O T — < wj.
2 e
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Demostracio. Observem que amb la introduccié a 'optimitzacié i ’analisi previa
del problema que hem fet en la seccié anterior, aquest resultat té parts forca evident.
Primerament, tenim l’existencia i unicitat del minim de f pel corol-lari 2.14, és a
dir, el problema té una unica solucié optima.

Pel que fa a la primera condicié, la implicacié d’esquerra a dreta 'hem vist en
el corol-lari 2.15. Anem a veure la implicacié de dreta a esquerra. Suposem que
existeix x € R™ ~ A tal que f(x) = 0. Sigui y € R" diferent de z.Podem aplicar
la desigualtat de Cauchy-Schwarz que ens diu que si u i v sén dos vectors de R",
aleshores |u-v| < ||ul|||v|| prenent u =y —a; i v =z —a;. A més podrem considerar
la desigualtat estricta al comparar els sumatoris perque com els vertexs no séon
col-lineals, almenys per algun i € {1,...,m} u i v seran linealment independents.

T—a; T — a
i i > Z - 7, - —Q;)) T =
T — 4y H _CLZH
Wy =(y—x)Vf(x)+ wi||x — a;|.
Z ol Z TTal Z

Usant que per hipotesi V f(x) = 0, veiem que ens queda que f(y) > f(z). Demos-
trant la primera condici6 del teorema.

La segona condicié es pot trobar demostrada en [11].
O

Observem que per la unicitat del minim si existeix un punt x € R” ~. A que
satisfa la primera condicié, aleshores no existeix cap vertex que satisfaci la segona
condici6 i, el mateix al revés, si existeix un vertex que compleixi la segona condicid,
aleshores no hi haura cap punt x € R" \\ A que verifiqui la primera condicié.

A continuacié, veiem el raonament darrere de 1’algorisme iteratiu del metode de
Weiszfeld. Primer de tot, recordem el gradient de la funcié objectiu f. Si z ¢ A,

T —a;
Z T
[l — ai
Suposem que els vertexs en A no sén col-lineals. Del teorema 3.1, tenim que existeix

x* € R que és sol-lucié del problema de Weber. Suposant que z* ¢ A, tenim per
2.15 que

Vi) =0
Podem aillar x* de I'expressié del gradient de manera parcial.

1'* . 1 i w;a;
T ]
> =l

=z — ail
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A partir d’aquesta expressid, definim el segiient operador 7' : R” \~ A — R™:

1 " W;a;
T(z) := — o > o] (3.1)
> =1 v

=1z — ai]

Observem que l'operador T, a I'igual que el gradient, no esta definit per x € A. Per
construccié de I'operador, observem que se satisfa que Vy € R™ \ A,

T(y)=y < Vf(y)=0 (3.2)

De manera que hem transformat un problema de trobar els zeros d’una funcié en un
problema de trobar el punt fix d’una altra funcié. Ara podem utilitzar el metode
del punt fix amb l'operador T com a funcié d’iteracié i obtenim l’algorisme de
Weiszfeld.

Definicié 3.2 (Metode de Weiszfeld). Definim el métode de Weiszfeld de la manera
segiient. Donat un punt inicial xto € R" A, Vk > 0,

T = T(z)
onT:R" A — R" és l'operador (3.1).

Definicié 3.3 (Successié de Weiszfeld). Donat un punt inicial xy € R* N A, a
la successio {xy}r=0 generada pel métode de Weiszfeld 'anomenem successid de

Weiszfeld.

La primera observacié que podem fer és que aquest metode no esta ben definit.
El domini de T és R™ \. A mentre que la seva imatge és tot R”. Per tant, ens
podriem trobar amb que un valor de la successiéo de Weiszfeld coincideixi amb un
dels vertexs i el segiient terme de la successio no estigui definit. Weiszfeld no va tenir
en compte que podriem obtenir un vertex en la successié i, suposant que {z }r=o0
és una successié de Weiszfeld tal que x ¢ A, Vk, va demostrar la monotonia de la
successio { f(xg) }r=o, tal i com veurem en el segiient apartat.

El metode es va comengar a popularitzar arran de article [10] per Kuhn i Kuenne
de I'any 1962, que presentava 1’algorisme com un descobriment nou. Més endavant,
van afegir un apendix on es donava el credit a Weiszfeld i es comentaven les seves
demostracions. Precisament en aquest apendix, Kuhn i Kuenne reconeixen l’error
en la definicié del metode esmentat més amunt i afirmen que es pot demostrar que
o bé z;, ¢ A, Vk ila convergencia a la solucié optima es pot assegurar o bé que el
metode es queda atrapat en un vertex. A més a més, van plantejar una hipotesi
dient que el metode només es queda atrapat en un vertex per un conjunt numerable
de punts inicials trobats en ’embolcall convex de A. Aquesta hipotesi va resultar
ser falsa, com veurem més endavant.

Una altre apunt interessant sobre el metode de Weiszfeld fet en [10] és que és
un metode del gradient. Tal i com es fa en [2], aix0 és facil de veure donant una
representacié alternativa de T'. Sigui z € R" \ A,

T(x)=x—

mvf(m)
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on loperador L : R"\ A — R* ve definit per:

Z = (3:3)

Efectivament, si substituim 'operador L(z) i el gradient a l'anterior férmula i
ajuntem els dos termes obtinguts, obtenim que

1 T T — q;
= m ., Wi—— Wy
ZL<Z r—al Z ||x—alu>

i=1 Hx - az‘||
1 " W;Q;
= Y ——— =T(x).
S w el
i=1 Hx - az‘||

Per tant el metode de Weiszfeld es pot reescriure com:

1

3.2 Convergencia

En primer lloc, veurem la monotonia de la successié de valors de la funcié objec-
tiu, que va ser primerament vista per Weiszfeld en [13] i refeta per Kuhn en [9].
Nosaltres usarem els mateixos arguments pero amb una notacié diferent i seguint
la demostracié en [2].

Primer de tot, cal redefinir el metode de Weiszfeld. Si ens trobem sota el pro-
blema de Weber 2.9, definim la funcié auxiliar A : R™ x R" \~ A — R com:

m

h(z,y) == Zwiw (3.5)

ly — aill

Volem veure que en una successié de Weiszfeld, donada una iteracié zj ¢ A,
el segiient iterat x5, 1 = T(x)) queda determinat pel minim de la segiient funcié
s R" - R,

sp(x) == h(z,zx) = ZwiM (3.6)

Primer de tot, caracteritzem el minim de la funcio s.

Proposicié 3.4. La funcid sy, definida en l’equacio (3.6) és estrictament conveza.
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Demostracid. Siguin y;,y2 € R™ it € [0, 1] qualssevol. Volem veure que

si(tyr + (1 = )y2) < tse(yr) + (1 —t)sk(y2)

De manera similar a la demostracié de la proposicié 2.13, podem sumar i restar
el mateix terme i usar la propietat de la norma de homogeneitat i la desigualtat
triangular per veure la convexitat.

m

|ty1 + (1 — t)y2 —al*
sty + (1= tys) =
i Nty — ai) + (1 =) (y2 — ai)|I?
— ka — ai| h
||?/1 ||y2 aZ||
<t + 11—t
Z Z Ter—al =

= tSk;(yl) + (1 - t)sk(?ﬁ)

La desigualtat és estricta ja que hem aplicat la desigualtat triangular a cada terme
del sumatori i, per tant, perque es doni la igualtat, s"ha de donar en cada terme del
sumatori. Aixo implicaria que els vertexs son col-lineals, pero estem sota la hipotesi
que no ho sén. Per tant, la funcié s, és estrictament convexa. U

Com a conseqiiencia de la convexitat i del fet que s;, és una funcié de classe C*,

usant les proposicions 2.7 i 2.8 obtenim que la funcié s, té com a molt un minim
global que queda determinat per la condicio:

Vsi(z) = QZWL%. =0

De la mateixa manera que hem trobat 'operador 7', aillem la variable x de
I’expressié anterior, per obtenir que

1 T W;a;
7 =T(m) = Wy Z |z ;
=1

Per tant, hem vist que efectivament T'(y) = argmin h(z,y).
zeR?

Per poder provar la monotonia, ens cal primer veure les segiients propietats que
relacionen la funcié objectiu f i la funcié auxiliar h.

Proposicié 3.5 (Propietats de la funcié auxiliar h). Siguin f i h les funcions
definides en el problema 2.9 i l'equacio (3.5) respectivament. Aleshores, les segiients
propietats es compleixen.

a) Per toty € R" \ A,

h(y,y) = f(v).
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b) Per tot x € R™ i per tot y € R" A,
h(w,y) = 2f(x) — f(y).
c) Per toty e R" A,

T(y) = argmin h(x,y).
zeR?

Demostracio. a) Per veure la primera propietat només cal substituir a les definicions
de les dues funcions:

ly —al® <
sz o = 2o willy = aill = £
v i=1

ly —

b) Per provar la segona propietat, primer de tot observem que donats dos nombres
reals a € Rib € R", se satisfa la desigualtat

CL2

?>2G—b

ja que (a —b)? = a® + b* — 2ab > 0. Per tant, prenent a = ||z — a;]| i b= |y — a;|
tenim que per cada ¢ =1,2,...,m,

|l — as®
ly — aill

Sumant els termes de © = 1 a ¢ = m obtenim la segona propietat.

|l — as®

[y — as| 2 2wi|lz — af| — willy — aill
1

22|z —aill = |ly — ail| = w
c¢) La tercera propietat ja ’hem demostrat abans d’enunciar la proposicié. [

A continuacid, usant les propietats de la funcié auxiliar h podem veure la mo-
notonia de 'operador T respecte la funcié objectiu f.

Proposicié 3.6 (Monotonia de T'). Per cada y € R" \ A,

i la igualtat es dona si i només si T'(y) = y.

Demostracio. En primer lloc, usem la representacié alternativa de 'operador T
que hem vist en la proposicié 3.5¢, T'(y) = argmin h(z,y), és a dir que per cada

r # T(y), -
T (y),y) < h(z,y).

En particular, si T'(y) # v, aleshores de la proposicié 3.5a tenim que

(T (y),y) < h(y,y) = f(y).
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Aplicant la propietat que ens falta, 3.5b, veiem que

hMT'(y) y) = 2f(T(y) — f(y)-
Ajuntant les dues ultimes desigualtats obtenim que si T'(y) # v,

2f(T'(y)) — fly) < fly) = f(T(W)) < fly)

Per tant, tenim que si T'(y) # vy, aleshores f(T(y)) < f(y) i és evident que si
T(y) =y, aleshores f(T'(y)) = f(y), O

Aixi doncs, com la successio de Weiszfeld queda determinada per la funcié d’i-
teracié T i com hem vist que T'(y) =y <= V f(y) = 0 en l'equaci6 (3.2), podem
concloure de la monotonia de T' que si cap valor de la successié de Weiszfeld coinci-
deix amb algun vertex, aleshores el metode decreix i es queda aturat només a punts
optims.

Corol-lari 3.7 (Monotonia de la successié de valors de la funcié f). Sigui {xy }r=o0
una successio de Weiszfeld tal que xy ¢ A,Vk > 0. Aleshores, tenim que Vk > 0

f(xria) < flan),

i la igualtat es dona si i només si xy €s una solucio optima del problema de Weber.

El segiient pas per veure la validesa del metode de Weiszfeld és demostrar que la
successio de Weiszfeld convergeix a la solucié del problema de Weber. El teorema de
convergencia va ser provat per Kuhn l'any 1973 en [9], assumint que els vertexs no
sén col-lineals. Per demostrar el teorema, com fins ara, seguirem els arguments en [2]
que utilitzen la funcié auxiliar h previament definida en (3.5) i que no requereixen la
hipotesi que els vertexs no siguin col-lineals. El fet que no ens calgui fer suposicions
sobre col-linealitat implica que no podem assegurar la unicitat del minim, és a dir,
el problema de Weber que estem resolent pot tenir més d'una solucié.

Aquest teorema també arrossega el problema en la definicié del metode. Com
que el metode no esta ben definit si algun dels iterats coincideix amb un vertex,
Kuhn va incloure la hipotesi que tots els valors de la successio de Weiszfeld siguin
diferents dels vertexs. El problema és, que al contrari del que creia Kuhn, no
podem assegurar que no caiguem en un vertex a l'usar el metode. Més endavant,
comentarem més a fons aquest problema.

A continuacié i abans de veure el teorema de convergencia, enunciarem algunes
proposicions sobre la nostra funcié objectiu f que ens serviran per demostrar el
teorema. Aquesta primera proposicio és molt semblant al descent lemma, una lema
que es basa en la derivabilitat de la funcié objectiu i que és molt utilitzat en metodes
del gradient. Tot i que hem vist que el metode de Weiszfeld és un metode del
gradient, la nostra funcié objectiu no és de classe C! a tot R™ i, per tant, n’enunciem
una versio.

Proposicié 3.8. Sigui y ¢ A, aleshores

FTW) < ) + (VFW).T0) - o) + “Dyr) — e, @7)
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on L:R"\ A — RT és l'operador que hem definit en (3.3) i (-,-) és el producte
escalar.

Demostracio. Considerem el desenvolupament de Taylor de la funcié auxiliar z —
h(z,y) al voltant del punt y. Primer observem que com z +— h(z,y) és una funcié
quadratica, tenim que tots els termes a partir del terme de grau 3 inclos sén nuls
i, per tant, el desenvolupament de Taylor és exacte. El gradient formara part del
terme de grau 1.

ZZwl — azH

El terme de grau 2 del desenvolupament ve donat per la matriu Hessiana de la
funcid, que és igual a 2L(y)I on I és la identitat. Aquest terme sera:

%(m —y)"2L(y)[(x —y) = L(y)(z — y)" (z — y) = L(y)|Jx — y|*.

I per tant, podem escriure la funcié com:
ha,y) = h(y, y) + (Vaoh(y,9), © — y) + L(y)llz — yl*

Per la proposicié 3.5a, tenim que h(y,y) = f(y) i usant que V. h(y,y) =
szZH || = 2V f(y), obtenim que
Y— a4

W, y) = f(y) + 2(Vf(y).z —y) + Ly) |z —y|*.

Ara podem substituir z = T'(y),

WMT(y),y) = fy) +2(Vf(y), T(y) —y) + L) T(y) — yll>.

Finalment, usant la proposicio 3.5b,

2f(T(y)) — fly) < f(y) +2(Vf (W), T(y) —y) + L) T(y) —yl*

que implica que

2f(T(y)) < 2f(y) +2(Vf(y), T(y) —y) + LT () — yll*.

Dividint per 2 a les dues bandes de la desigualtat queda demostrada la proposicié.

FTW) < £5) + (VF ). Tw) ) + () -y

i

Aquesta versi6 del descent lemma ens serveix per demostrar la segiient desigual-
tat.

22



Proposicié 3.9. Sigui {xy}i=0 una successic de Weiszfeld i suposem que x) ¢
A Vk > 0. Aleshores, per tot x € R", se satisfa la segiient desigualtat:

f(zr) = f(z) < L(;:k)

on L:R"\ A— R és loperador (3.3).

(lwr = 2[I* = lzarr — 2]*) (3.8)

Demostracio. Primer de tot, usem 1’anterior proposicié. Prenem la desigualtat en
(3.7) substituint y = xy, i tenint en compte que T'(zy) = Tgi1.

L(xy)

s —wl (39)

f(@rg1) < flan) +(Vf(or), Tpgr — 1) +

Com f és una funcié diferenciable i convexa, se satisfa la segiient desigualtat del
gradient: f(zy) < f(z)+ (Vf(xy), x — ), per tot € R™.? Aplicant aquesta desi-
gualtat a I'equaci6 anterior (3.9) i recordant la propietat distributiva del producte
escalar tenim que

L(xy)
2

f(@rg) < f(z) +(Vf(ar), 2p — ) + (Vf(21), T — 2%) + |zps1 — apl|? =
L(xy)

2

1 — el®

= [(@) + (Vf(r), Thr — 2p) +

En l'apartat anterior, hem vist que el metode de Weiszfeld es podia reescriure
com a metode del gradient (3.4):

T+1 = Tk —

mv fxe) = V() = L) (zr — Tpegr)

Aixi que continuant amb la desigualtat anterior podem veure que

flzrar) < f(x) +(V f(zr), Tpr1 — Tx) + Liwe) |eker — xk||2 —
= J@)+ Do) o = s — )+ 2y =
= 1)+ H i — 2lP)

2

Aquesta ultima igualtat ve donada per la segiient propietat del producte escalar.
Per tot u, v, w € R”,

2(w —v,u—v) = [lw—v[* = [Jw—ul* + [lu— o]
Per tant,

L(zy)

5 ek = 2l* = lleas — )

f(r) — f(z) <

3Demostraci6 en la proposicié 1.1.7 de [3]
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I com a conseqiiencia tenim un corol-lari clau en la prova del teorema de con-
vergencia.

Corol-lari 3.10 (Monotonia de Fejér). Sigui {xy}r=0 una successié de Weiszfeld i
suposem que xp ¢ A,Vk > 0. Aleshores, per tot x € R" tal que f(x) < f(xx), per
tot k > 0 se satisfa:

|2h41 — 2| < [log — 2]
I'la successio {xy}r=o €s fitada.

Demostracio. Com f(x) < f(zx), VE = 0, obtenim que la banda esquerra de la
desigualtat (3.8) és no negativa i, per tant, la banda dreta també ho ha de ser.
Conseqlientment, obtenim ||xx41 — || < ||zx — x||. La successié és fitada ja que
[k 1 = ]| < [leo — 2, VE = 0. 0

Seguidament, exposem una propietat de convergencia de les successions.

Proposicié 3.11. Sigui {ax}r=0 un successid fitada en R™ tal que totes les seves
successions parcials convergents tenen un mateix limit a € R™. Aleshores, la suc-
cessio {ay b r=o0 també convergeix al limit a.

Demostracio. Suposem que {a;} no convergeix al limit a € R™. Aixo vol dir que
de > 0 tal que VK € N, 3k € N,k > K tal que |jay — a]| > e. Agafem aquest € i
definim una successié parcial {ay, } de {a;} de la seglient manera. Prenent K € N
sabem que Jk; > K tal que |lax, — a|]| > €. Agafem ay, el primer terme de la
successié parcial. Ara prenem K = ki i tenim que Jko > ky tal que ||ag, — al| > e.
Agafem ay, el segon terme de la successio parcial. I aixi successivament construim
{ay,} prenent ay,,, de manera que kiy1 > ki [Jag,, —a > e

No podem garantir que aquesta successié parcial és convergent pero com {ay}
és una successio fitada, també ho és {ay, } i podem aplicar el teorema de Bolzano-
Weierstrass: tota successié fitada conté una successié parcial convergent.? Per
definicid, és evident que aquesta segona successié parcial no convergeix al limit a,
contradient la hipotesi i demostrant que la successié {ay } és convergent i el seu limit
ha de ser a. U

A partir d’aquesta propietat i de la monotonia de Fejér podrem demostrar el
resultat de convergencia donat per Kuhn.

Teorema 3.12 (Convergencia del metode de Weiszfeld). Sigui {zy }r=0 una succes-
si6 de Weiszfeld. Si xy ¢ A,Vk > 0, aleshores la successid convergeiz a una solucid
optima del problema de Weber.

Demostracio. Primer veurem que la successio convergeix i, després, que el seu limit
és solucio del problema de Weber 2.9.

“Demostracié del teorema de Bolzano-Weierstrass en el teorema 2.5.5 en [1].
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Per la monotonia de Fejér (Corol-lari 3.10), hem vist que la successié {xx}r=0
és fitada i, demostrant que totes les seves successions parcials convergents tenen el
mateix limit, podem aplicar la proposicié 3.11 i obtenir la convergencia de la succes-
si6. Suposem doncs que existeixen dues successions parcials {,,; }j>0 i {Zm, };20 que
convergeixen a limits diferents ¢, i ¢,,, respectivament. Anem a veure que arribem
a contradiccié.

De la monotonia de la successié de valors de la funcié f (Corol-lari 3.7), tenim
que f(€,) < f(zx), Yk = 01, per tant, podem aplicar la monotonia de Fejér (Co-
rol-lari 3.10) en ¢, i obtenim que ||zg11 —Cn|| < ||xx—Cn]|, VE > 0. Conseqiientment,
considerem la successié monotona decreixent { ||z — £, || }r=0. Aquesta successi6 és
fitada superiorment ja que {xj}r>o ho és i és fitada inferiorment per 0. Per tant,
com és una successié monotona i fitada, convergeix pel teorema de convergencia
monotona.® Clarament, com tota successié parcial convergent d’una successié con-
vergent convergeix al mateix limit que la successié original®, obtenim que

lim ||y — £,]| = lim ||z, — £,|| = 0.
k—o0 Jj—00

Amb el mateix argument també observem que

lim [z — Cof] = i {2y, — o] = [[€m = £ull
k—o0 Jj—00
Per tant, ||¢,,—¢,|| = 01hem trobat una contradiccié demostrant que la successié

{k }r=0 convergeix a un limit ¢ = ¢,, = {,,.

Ara volem veure que /¢, el limit de {xy}r>0, és solucié optima del problema de
Weber 2.9. Si ¢ ¢ A, aleshores ¢ = T'({) ja que T és una funcié continua en R™ \ A
i podem prendre el limit quan k — oo en 'equacié zxy1 = T(xy). Per tant, en
aquest cas, per (3.2) tenim que com /¢ és un punt fix de 7', aleshores és solucié del
problema de Weber. Si ¢ € A, prenem j € {1,2,...,m} de manera que ¢ = a;. De
la proposicié 3.5¢, tenim que Vz € R" \ A,

Ty = T(x) = argmin h(z, xy).

z€R™
Per tant,
m " a
-
Vol (Tpqr, 2) = Vsp(Tps) = Zwi# —0.
i=1 [z — ai
Afillant el terme ¢ = j, obtenim
m
Th+1 — Q4 Tiy1 — Q4
Z im - _wjm,
i=1,i#j k i k— Q;

i prenent normes a les dues bandes de la igualtat i tenint en compte que la successio
{l|xr—a;| } k=0 és decreixent (conseqiiencia de la monotonia de Fejér (Corol-lari 3.10)

®Demostraci6 del teorema de convergéncia monotona en el teorema 2.4.2 de [1].
6Demostraci6 en el teorema 2.5.2 de [1]
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usant la desigualtat vista en aquesta demostracié f(a;) = f(¢) < f(zx), Vk > 0),
tenim que

m
Tl — Q; T — Q;
> wp = wis <o
i=1,i%] k i k J

Finalment, prenent el limit quan £ — oo tenim la segilient desigualtat:

= aill

i=1,i#j

< wy,

que segons el teorema 3.1b, implica que ¢ ha de ser solucié del problema de Weber.
O

Aixi doncs hem demostrat que el metode de Weiszfeld, si no cau en cap vertex,
convergeix a una solucié del problema de Weber 2.9 i, en el cas de no col-linealitat,
convergeix a la tinica solucié.

3.3 Modificacié del metode

El principal problema del metode de Weber és que no podem assegurar que cap dels
iterats coincideixi amb un dels vertexs i haguem d’aturar ’algorisme. En aquest
apartat, aprofundirem en aquest detall i proposarem una modificacié del metode
que ens permetra aplicar ’algorisme fins a trobar el minim en tots els casos. L’estudi
del problema en el vertexs s’ha redactat usant les referéncies [2] i[5] i la modificacié
de l'algorisme es troba en [2].

Tal i com ja s’ha comentat amb anterioritat, quan Weiszfeld va primer exposar
el seu metode no va tenir en compte que un dels vertexs podia formar part de
la successio generada. De fet, a la practica s’observa que aquest cas no es déna
practicament mai. Tot i aix0, no esta provat matematicament que no es pugui
donar i s’han construit exemples que arriben a un vertex [5]. Kuhn en el seu article
[9] va afirmar que el conjunt de Kuhn, el conjunt de punts inicials que generen una
successio de Weiszfeld que conté algun vertex a;, és numerable i que, escollint a
I’atzar un punt inicial, la probabilitat de quedar-se atrapat en un vertex és nul-la.
D’aquesta manera garantint la validesa de ’algorisme.

També hem comentat ja que aquesta afirmacié és falsa i aixo ho van veure Chan-
drasekaran i Tamir ’any 1989. Van publicar un article amb diversos contraexemples
i es van fixar que en tots els exemples que contradeien ’afirmacié de Kuhn el con-
junt de vertexs es trobava contingut en un hiperpla de R™. Propiciant la segiient
conjectura.

Conjectura 3.13 (Chandrasekaran i Tamir). Si els vértexs del poblema de Weber
2.9 no estan continguts en cap hiperpla, aleshores el conjunt de Kuhn és numerable.

Aquesta conjectura va ser resolta per Brimberg I'any 1995 qui també va afegir
una caracteritzacié de la numerabilitat del conjunt de Kuhn.
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Teorema 3.14. El conjunt de Kuhn és numerable si i només si el conjunt de vertexs
no esta contingut en cap hiperpla de R™.

Malauradament, aquest teorema no és correcte tal i com van mostrar Canovas,
Canavate i Marin més endavant. Van exposar contraexemples a la implicacié —
i van trobar errors en alguns arguments clau de l'altra implicacié. Aixi doncs, la
conjectura no ha estat demostrada. També és interessant comentar que els contra-
exemples que refuten la demostracié de Brimberg no rebutgen el contingut de la
conjectura aixi que continua estan oberta.

Per tant, busquem modificar I'algorisme en cas que ens trobéssim amb un vertex
a | iterar. La idea és mantenir la funcié d’iteracié 7' definida en (3.1) tal com fins
ara i definir un nou operador, S, en cas que ens trobem un vertex. En primer lloc,
haurem de comprovar si aquest vertex és el minim buscat amb la segona condicié
del teorema 3.1 que ens diu que el vertex a;, i € {1,2,...,m} és minim de f si i
nomes si

1Bl =

< W;.

m

ai—aj
2 i g
j=Li#i L

Definim el metode de Weiszfeld modificat de la manera segiient.

Definicié 3.15. Donat un punt inicial xqg € R, Vk > 0, definim la funcio d’iteracio
com:

T(zy) si zx ¢ A

Tp1 = T(g) = a; st rp=a; i |Rif] <w;
S(a;) si xp=a; i ||Ri]>w;

Observem que si el metode no arriba a un vertex en cap moment, el metode
modificat és exactament el mateix que el metode de Weiszfeld. L’operador S encara
no ’hem definit, pero perque el metode trobi un minim és logic imposar sobre S la
condicié: f(S(a;)) < f(a;) per tot a; € A tal que || R;|| > w;. Sota aquesta hipotesi
i usant la convergencia del metode de Weiszfeld podem demostrar la convergencia

del metode de Weiszfeld modificat [2].

Teorema 3.16. Sigui {xy}r=0 una successid generada pel métode de Weiszfeld mo-
dificat. Si f(S(a;)) < f(a;) per tot a; € A tal que ||R;|| > w;, aleshores la successio
convergeir a una solucio del problema de Weber 2.9.

Demostracio. Tenim dos casos. El primer cas es déna quan la successio arriba a
un punt fix, és a dir, T(xy) = x1. Si 2 ¢ A, aleshores tenim que T'(z}) = xy i per
(3.2) zf és un minim de f. Si xp = a; € A per algun i € {1,...,m}, aleshores, com
la hipotesi sobre S implica que S(a;) # a; si a; no és el minim, tenim que a; haura
de ser el minim i veiem que en el primer cas la successio convergeix a la solucié.

27



El segon cas es dona quan la successié no arriba a un punt fix. De la monotonia
de la successié de valors (corol-lari 3.7) i del fet que f(S(a;)) < f(a;) per tot a; € A
tal que ||R;|| > w;, obtenim que la successié generada és estrictament monotona:
f(zrs1) < f(xy), Yk = 0. Per tant, tots els iterats del metode sén diferents i, com
que el conjunt de vertexs és finit, podem assegurar que existeix un enter positiu
K tal que a; ¢ A, Vk > K. Aleshores, la successié {z}r>x esdevé una successié
de Weiszfeld amb punt incicial zx i com que cap dels seus elements és un vertex,
pel teorema de convergencia del metode de Weiszfeld (teorema 3.12) tenim que
convergeix a la solucié del problema de Weber. U

Per poder definir S en un vertex a; de manera que satisfaci la condicié desitja-
da, volem trobar una direccié de descens de f en a; i prendre un pas en aquesta
direccio. Primer de tot, considerem la nostra funcié objectiu f i observem que es
pot reescriure de la segiient manera.

f(x) = willa = il + fi(x),

on

m
file):= > wille—ay].
=15
Si fixem una direccié, un vector unitari, d € R", podem definir la segiient funcié.

a(t) = f(a; + td) = wit||d|| + fi(a; + td) = wit + fi(a; + td).

Com f; és diferenciable en a;, podem veure que si tenim en compte la definicié
de derivada

t—0 t t—0 t ’

i la definicio de la derivada direccional de f en a; en la direccio d,

t—0 t ’

aleshores tenim que
flaid) = /(0) = w; + fi(ai;d) = w; + (V fi(a;), d).

El menor valor de la derivada direccional” s’assoleix quan d = d; = —V f;(a;) /|| V fi(a:)||
i com Vf;(a;) = R; prendrem la direccié com

R, - i—a
IR e —
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Generalment, a 'usar aquest metode modificat s’escull el segiient operador S.
S(ai) = a; + tid;,

on t; és un pas adient.

El pas t; es pot escollir de diverses maneres mentre sigui prou petit i verifiqui
f(S(a;)) = f(a; +tid;) < f(a;). Nosaltres considerem el segiient pas tal i com es fa
en [2] i perque ens servira també al definir el metode de Newton al segiient apartat.

_ Rl — wi

ti )
L(a;)

(3.11)

prenent L com una variacié de I'operador definit en (3.3) que estigui definit en els
vertexs,

I TR z ¢ A7
i=1 |z — adll
L(z) ==
m wl .
Yo ——, z=a;(1<j<m).

i=1,j7i la; — aill

Aixi doncs, hem vist una mica la problematica del metode en els vertexs i hem
donat un modificacié de l'algorisme de Wreiszfeld valid i convergent.
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4 Aplicacié

4.1 El metode de Newton: algorisme i convergencia

Es dificil valorar D'eficacia d’un algorisme sense poder comparar els resultats, aixi
que abans de passar a I'implementacié del metode de Weiszfeld, veurem el metode
de Newton. El metode de Newton és un dels metodes del gradient més complexos
i alhora més rapids i s’utilitza per trobar els zeros d'una funcié. En aquesta seccid
presentarem el metode de Newton, comentarem com podem aplicar-lo al problema
de Weber i compararem els resultats obtinguts amb els resultats del metode de
Weiszfeld. Les principals referéncies per aquesta secci6 sén [4] i [8].

Originalment, el metode de Newton serveix per trobar els zeros d’una funcié.
Tot i aix0, es pot usar per trobar minims i maxims d’una funcié tenint en compte
la relacié entre el minim d’una funcié i el seu gradient. Per tant, considerem el
metode de Newton aplicat al gradient d'una funcié g : R® — R que consisteix en,
partint d’un punt inicial xy, generar la segiient successio:

Ter1 = o — ar(Vig(ar)) ' Vla),
on Vg(x) és el gradient de la funci6 i V2g(z) la matriu Hessiana.

El metode esta ben definit en aquells conjunts oberts on la funcié és de classe
C? i la matriu Hessiana és invertible. Per poder aplicar el meétode de Newton a la
nostra funcié objectiu f(x), haurem de considerar un conjunt que no contingui els
vertexs a; i que verifiqui que si x es troba en el conjunt, aleshores x;, 1 també.

De la mateixa manera que amb ’aplicacié del metode de Weiszfeld, usarem la
segona condicid del teorema 3.1 que caracteritza el minims en els vertexs. Primer
de tot, prenem un vertex a; que satisfaci que f(a;) < f(a;), Vi # j (notem que
pot haver més d'un vertex que satisfaci la desigualtat). Si a; verifica la condicié
necessaria i suficient definida en 3.1b, aleshores haurem trobat el minim. En cas
contrari, calcularem una direccié de descens d; de f en a; i un pas idoni ¢; > 0 de
manera que o := a; + t;d; < a; i prendrem xy com a punt inicial pel metode de
Newton.

Per escollir la direccié de descens d; farem servir els mateixos arguments que en
la modificacié del metode de Weiszfeld a 'apartat Subseccié 3.3 i obtenim que a
l'igual que en (3.10):

RA
d = -1
’ | ;]

satisfa que a; + t;d; < a; per t; definit com en (3.11), per exemple.

Ara podem definir el segiient conjunt no buit:
B(xg) :={z € R": f(z) < f(z0)}.

Es evident que aquest conjunt no conté cap vertex i, per tant, la nostra funcié
objectiu és de classe C? en B(zg).
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La matriu Hessiana V2 f(z) d'una funcié f : R® — R és la matriu que té la deri-

vada parcial ad aj; -(z) a la columna i i la fila j. La matriu Hessiana és simetrica ja
J

2 , . . .,
que 1 (z) = =24 (x). Anem a veure com és la matriu Hessiana de la funcié ob-
Ox;0x; Ox;0x;

jectiu f. Per evitar confusions de notacié, denotarem com z* la component i-essima
del punt x i el mateix amb un vertex a,. Fem les derivades parcials corresponents
i obtenim que a la diagonal de la matriu tindrem la segiient derivada parcial, on %
sera el nombre de la fila i la columna,

an o = Wy 2 i i\2
%(-@) —;m(ﬂx—akﬂ —(x — ay,) )-

I la resta de la matriu 'omplirem amb la segiient expressio quan la fila ¢ sigui
diferent de la columna j,

8:1528363 Z ||z — akHS (@' - a)le’ - %))

Per veure que el metode esta ben definit ens falta demostrar la segiient condicié
de la matriu Hessiana.

Proposicié 4.1. Sigui v € B(xg). La matriv Hessiana V2 f(z) és definida positi-
va, on f €s la funcio objectiu del problema de Weber 2.9 quan els vértexs no son
col-lineals.

Demostracio. Sigui © € B(zg). Del fet que f és una funcié convexa, tenim que
la matriu Hessiana V?f(z) és semidefinida positiva. Per veure que és definida
positiva ens cal veure que la desigualtat és estricta, és a dir, que Yy € R", y # 0,
y'V2f(x)d > 0. De manera facil, es pot veure que la matriu Hessiana descrita en
aquest apartat també es pot escriure com

Z |2z — alH?’ (lr = a;]*I = (2 — ai)(z — a;)").

Aqui podem usar la desigualtat de Cauchy-Schwartz per veure que Yy € R", y # 0,

m

y' Vif(x)d = Z o H3 (lz = as*[1d]]* = (d" (2 — a:))*) <

"
<2 T —ap e = @l = dlPlle = a:f) =

La igualtat és dona en el cas en que els vectors y i x — a; sén linealment indepen-
dents per tot i € {1,...,m}. Aix{ doncs la desigualtat implica que els vertexs sén
col-lineals, demostrant que si no sén col-lineals la Hessiana és definida positiva. [

El metode de Newton és convergent de manera local. Per poder garantir la
convergencia global del metode, haurem d’aplicar la regla d’Armijo com en [8].
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Basicament, a la practica, la regla d’Armijo ens déna una manera de triar un pas
que es redueix en cada iteracié i que ens permet demostrar la convergencia. Hi ha
altres maneres d’implementar una cerca del pas més eficients, com les condicions de
Wolfe, pero la regla d’Armijo és més simple que d’altres. Per aplicar aquesta regla,
primer fixarem uns valors p € (0,1) i o € (0,1/2). En una iteracié k, triarem el pas
tr de la segiient manera. Incialitzant ¢, = 1, mentre no se satisfaci la desigualtat

[y + tedy) < f(ag) + otV f (2x) " di,

actualitzem ty < txp. Observem que com p € (0, 1), al multiplicar ¢y per p, anem
reduint ¢ i, al final, ens quedarem amb el pas més gran que satisfaci la desigualtat.

El principal inconvenient del metode de Newton és que requereix resoldre

VA f(xp)d = =V f (zx)

és molt costoés, sobretot en dimensions grans. Com que el problema de Weber
normalment es pren en R? i en R3, el metode de Newton serd forca bo, perd al
generalitzar a grans dimensions caldria esperar una velocitat de convergencia baixa.

Finalment, tenim el segiient teorema de convergencia del metode i la seva de-
mostracié es pot consultar en [8].

Teorema 4.2. i l’algorisme de Newton préviament definit no acaba al primer pas,
aleshores la successid {xy} generada per aquest métode convergeiz a la solucid del
problema de Weber 2.9, X*. A més a més, el local rate of convergence és quadratic,
és a dir, existeiz una constant ¢ > 0 tal que ||zp1 — || < c|lx, — z*||?, per tot
k € N prou gran.

Hem exposat el metode de Newton i els principals factors a tenir en compte a
I’hora d’aplicar-ho al problema de Weber.

4.2 Implementacio

En aquest apartat comentarem la implementacié dels metodes de Weiszfeld i de
Newton que s’han fet. Una copia del codi en llenguatge C' 4+ + es pot trobar a
I’annex.

A Thora de programar el metode de Weiszfeld sense modificar s’ha de tenir en
compte que 'operador T no esta definit en A. Per tant, en cada iterat de 1’algorisme
cal verificar que no és un vertex abans de poder continuar. Per solucionar aquest
inconvenient sense fer la modificacio es podria fer comprovacié previa dels vertexs.

Pel teorema 3.1, el vertex a;, i € {1,2,...,m} és minim de f si i només si
—aj;
J=1,j#i J

Aixi doncs, abans de comencar a aplicar el metode es podria calcular I’anterior valor
per cada vertex i mirar si el minim és en un dels vertexs. En cas positiu, s’hauria
acabat i, en cas negatiu, es comencaria a aplicar el metode.
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Nogensmenys, tot i que hem comentat que a la practica aquest cas practicament
no es déna, encara ens podriem trobar un vertex a l'iterar que ens impedis assolir
el minim. Per aixo mateix s’ha programat el metode de Weiszfeld modificat tal i
com es descriu en 'apartat Subseccié 3.3. La implementacié que s’ha fet és per a
qualsevol dimensié de I'espai n > 1 i qualsevol nombre de vertexs m > 1. A més,
s’ha suposat no s’ha tingut en compte cap comprovacio del cas on els vertexs son
col-lineals.

Pel que fa a la tria de punt inicial, tal i com es fa en [5], s’ha calculat el centre
de gravetat dels vertexs ja que és facil de calcular i té sentit que sigui una bona
aproximacié de la solucio.

Do) Wik

Z;'n:l wj

To —

La condici6 de parada del metode s’ha de satisfer quan ens trobem un minim,
aixi que, per la condicié per 3.1 a, té sentit utilitzar que V f(zy) = 0 quan x, ¢ A i
| Ri|| < w; quan x; = a;. Per poder comparar V f(x;) = 0, s’ha fixat una tolerancia
tol = 107" i la condicié de parada en aquest cas sera ||V f(x)|| < tol.

Algorisme de Weiszfeld modificat

Pas 1: Inicialitzacié. Fixar parametre tol = 10~°. Calcular el punt inicial
com:

2211 Wiy

Z;nzl wj

o =

Pas 2: Criteri de parada. Six, ¢ Ai||Vf(x)| <tol, STOPi,sixy =a; € A
i ||Ri|l < w;, STOP.

Pas 3: Iteracio k + 1. Aplicar funcié d’iteracio:
T(xy) si xp ¢ A

Ty = T(x1) = a; st xp=a; i ||Rl <w;

S(a;) si xp=a; 1 ||Ril > w;

Posar k < k + 1 1 anar al Pas 2: Criteri de parada.

Pel que fa al metode de Newton, implementarem [’algorisme seguint els comen-
taris de 'apartat anterior. Primer, farem la comprovacié previa en els vertexs usant
la primera condici6 del teorema 3.1 tal i com hem descrit anteriorment. En el cas de
trobar el minim haurem acabat. Si no, el punt inicial s’escull a partir d’un vertex
a; tal que f(a;) < f(a;), Vi # j fent un pas en la direccié de descens prenent la
direcci6 d; definida en (3.10) i el pas ¢; definit en (3.11). La condicié de parada
sera la mateixa que amb el metode de Weiszfeld: V f(zx) = 0 que, al implementar,
esdevé ||V f(zx)|| < tol, on hem pres la tolerancia tol = 107°.

Algorisme de Newton
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Pas 1: Incialitzacié. Fixar els parametres tol = 107, p = 0,5, 0 = le — 4.
Trobar a; tal que f(a;) < f(a;), Vi # j. Si a; verifica la condicié de ser minim
(3.1b), parem. Si no, calcular d; i t; com en (3.10) i Equaci6 3.11 respectivament i
posar g = a; +t;d;, k=0

Pas 2: Criteri de parada. Si ||V f(xy)|| < tol, aleshores parem.

Pas 3: Direccié descens. Calcul de la direccié dj resolent V2f(x;)d =
=V f (@)
Pas 4: Pas t;. Escollim el pas t, € {1,p, p?, ...} més gran que satisfa

fxp + trdy) < f(an) + otxV f(2p) " dy.

Pas 5: Iteracié k + 1. Posar xp,1 = xp + tpdy, k < k + 11 tornar al Pas 2:
Cirteri de parada.

El problema principal que ens hem trobat al implementar I’algorisme de Newton
és el calcul de la direcci6é de descens. S’ha programat el calcul de la Hessiana i la
seva inversa en el cas n = 2, pero no s’han obtingut els resultats desitjats.

4.3 Resultats

Primer de tot, s’han generat alguns casos senzills per verificar que la programacio
dels metodes era la correcta. Pel que fa al metode de Weiszfeld s’ha vist que si
que es trobava el minim en tots els casos, tant si era un vertex com si no. Pel que
fa a la implementacié del metode de Newton s’ha detectat un error: el metode no
convergeix. Aixo deu ser degut a algun error en el programa que no s’ha pogut
detectar. S’adjunta als annexos igualment el codi.

Per veure els resultats de la implementacié del metode de Weiszfeld s’ha usat un
programa en llenguatge C' 4+ + per generar casos aleatoris diferents. S’han fixat la
dimensié de l'espai n = 2,3,4,5 i el nombre de vertexs m = 10, 100, 1000 i s’han
generat 100 casos en cada cas. Els vertexs s’han escollitd e manera que cadascuna
de les seves components es troba en 'interval [0, 100] i el mateix amb els pesos. El
nombre d’iteracions del metode de Weiszfeld en cadascun dels casos esmentats es
presenten a la taula segiient.

m=10 m=100 m =103

n =2 D7 31 27
n=3 36 19 17
n=4 26 14 13
n=>5 20 12 11

Taula 1: Nombre d’iteracions de I'im-
plementacié del metode de Weiszfeld
modificat en funcié de la dimensié de
I’espai i el nombre de vertexs.
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A primer cop d’ull, observem que tant a 'augmentar la dimensié de 'espai
com a 'augmentar el nombre de vertexs, disminueix el nombre d’iteracions. Tot i
aix0, comentar que encara de manera subtil, en augmentar el nombre de vertexs
i d’iteracions el programa té un temps d’execucié major. Aix0 és degut al fet
que les operacions triguen més quan hi ha més vertexs a calcular o aquests tenen
més components. Aixi doncs, per poder fer una millor comparativa seria adient
enregistrar els temps de computacio, a més de les iteracions. Aquest temps s’hauria
de calcular, també, sense tenir en compte el temps de lectura o escriptura de fitxers
i directament el temps per iteracié.

Malauradament, no s’ha pogut fer una bona implementacié del metode de New-
ton i comparar els resultats amb el metode de Weber. De les referéncies [8] observem
que el resultat esperat hauria sigut obtenir millor resultat en dimensions petites amb
el metode de Newton. El metode de Newton convergeix rapid pero té un cost molt
elevat de calculs. Per aixo, s’encareix molt rapid en dimensions més grans i sortiria
a compte aplicar el metode de Weiszfeld en aquests casos.
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5 Conclusions

Al llarg d’aquest treball hem pogut donar una perspectiva historica i una intro-
duccié matematica del problema de Weber, aixi com la seva rellevancia avui en
dia. Tot i que breu, hem vist una base d’optimitzacié que ens ha sigut 1til a I'es-
tudiar el problema. Per una altra banda, hem explicat com s’ha desenvolupat el
metode de Weiszfeld i hem pogut donar una demostracié rigorosa de les seves vali-
desa i convergencia. Finalment, hem pogut ampliar el metode de Weiszfeld donant
una modificacié de millora, adaptar el metode de Newton al problema de Weber i
implementar 1’algorisme de Weiszfeld.

No s’ha assolit 'objectiu d’implementar el metode de Newton i, per tantm tam-
poc s’ha pogut fer una bona reflexié dels resultats del metode. Del que si que podem
comentar és de la trajectoria que s’ha seguit en exposar el problema de Weber i el
metode de Weiszfeld, que ha sigut majoritariament rigorosa i amb bons resultats.

Tot el treball s’ha fet pensant en la distancia més habitual, la euclidiana, pero a
vegades un problema pot quedar millor representat amb una altra distancia. Aixi
que una perspectiva interessant a tenir en compte per continuar aquest treball seria
estudiar la validesa dels resultats obtinguts canviant la norma escollida.

Una altra branca per la qual es podria tirar seria considerar generalitzacions del
problema de Weber. Com s’ha comentat, aquest és un problema molt estudiat que
ha donat peu a moltes variacions. Es podria, per exemple, veure com afecten pesos
negatius al metode de Weiszfeld.
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A Annexos

A.1 Metode de Weiszfeld modificat
#include<bits /stdc++.h>

using namespace std;

long double normaxy(vector<long double> x|,
vector<long double> y,

int n){
// Retorna un real: la norma euclideana de z—y.
long double norma = 0;
for(int i = 0; i < n; i++){
norma = norma + (x[i] — y[i])x(x[i] — y[i]);

}

return sqrt(norma);

}

long double f(vector<long double> x,

vector<vector<long double>> a,
vector<long double> w, int n, int m){

// Retorna f(x)

long double fx = 0;

for(int i = 0; i <m; i++){

fx 4+= w[i]*normaxy(x, al[i], n);
}

return fx;

}

vector<long double> Ri(int i, vector<vector<long double>> a,
vector<long double> w, int n, int m){
// Retorna R_i del vertexr afi]
vector<long double> zero(n, 0);
vector<long double> R(n, 0);
long double coef = 0;
for(int j = 0; j <m; j++){
(1= i)
coef = w[j]/normaxy(a[i], a[j], n);
for(int k = 0; k < n; k++){
R[k] += coefx(ali][k]-a[j][k]);
}

}
}

return R;
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vector<long double>
descens_vertex (int i,
vector<vector<long double>> a,
vector<long double> w, int n, int m){
// Premem un pas en la direccio d des del vertex afi]
// Calcul de R i la seva norma del vertex amb menor valor
vector<long double> R = Ri(i, a, w, n, m);
vector<long double> zero(n, 0);
long double normaR = normaxy (R, zero, n);
// Calcul direccio de descens d
vector<long double> d(n, 0);
for(int j = 0; j < n; j++) d[j] = —R[j]/normaR;
// Calcul de L{a)
long double L = 0;
for(int j = 0; j <m; j++){
if(j != 1) L 4= w[j]/normaxy(a[i], a[j], n);
}

// Calcul de t usant L

long double t = (normaR — w[i])/L;

// Premem un pas en la direccio d des del vertex
vector<long double> x(n, 0);

for(int j = 0; j < n; j++) x[j] = al[i][j] + txd[j];

return x;

}

vector<long double>
calcul_punt_inicial_weiszfeld (vector<vector<long double>> a,
vector<long double> w,
int n, int m){
// Calcula una mitjana per trobar un bon punt inicial
vector<long double> numerador(n, 0);
long double denominador = 0;
for(int i = 0; 1 <m; i++){
denominador += w[i|;
for(int j = 0; j < n; j++){
numerador [j] += a[i][j]*w[i];
}
}

Y
for(int i = 0; i < n; i++4) numerador|i]/=denominador;
return numerador ;

}

vector<long double>
funcio_iteracio_T (vector<long double> x,
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}

vector<vector<long double>> a,

vector<long double> w,
int n, int m){
// Retorna T(x)
vector<long double> numerador(n, 0);
long double denominador = 0;
long double norma;
for(int i = 0; i < m; i—l——i—){
norma = normaxy al[i], n
denominador += i | /norma

[ /\/—\

for (int j = 0; ;o j++)
numerador [j] 4+= a[i][j]*w[i]/norma
}
}
for(int i = 0; i < n; i++4) numerador|i]/=denominador;

return numerador ;

vector<long double>
funcio_iteracio_-S (int i,

}

vector<vector<long double>> a,
vector<long double> w, int n, int m){

// S(ai) es fer un pas en la direcci
cout << "Usem.l operador.S.” << endl;
return descens_vertex (i, a, w, n, m);

de

descens

vector<long double> gradf(vector<long double> x|,

int

vector<vector<long double>> a,
vector<long double> w,

// Retorna el grad f(z)
vector<long double> grad(n, 0);
long double coef = 0;

for(int i = 0; 1 <m; i++4){

coef = w[i]/normaxy(x, ali], n);
for(int j = 0; j < n; j++){
grad[j] += coefx(x[j]—ali][]j]);

}
}

return grad;

esVertex (vector<long double> x|,

vector<vector<long double>> a,
int n, int m, long double tol){
// Retorna [ ’index del vertex que coincideizr amb x
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// si es un dels v rtexs
for(int i = 0; i <m; i++){

if (normaxy(x, a[i], n) < tol) return i;
}

return —1;

}

vector<long double>
metodeWeiszfeld (vector<long double> x|,
vector<vector<long double>> a,
vector<long double> w, int n,
int m, long double tol){
// Aplica el m tode de Weiszfeld modificat
// Condicions de parada: trobem un m nim.
// Retorna el m nim
int vertex;

bool minim, minimvertex = false;
int it = 0;

vector<long double> zero(n,0);
vertex = esVertex(x, a, n, m, tol);

if (vertex < 0 and
normaxy (gradf(x,a, w, n, m), zero, n) < tol){
minim = true;
}

if (vertex >= 0 and
normaxy (Ri(vertex ,a,w,n,m), zero, n) <= w|[vertex]){
minimvertex = true;

}

while (! minim and !minimvertex){

it += 1;

if (vertex >= 0) x = funcio_iteracio_S(vertex ,a,w,n,m);
else x = funcio_iteracio_T (x,a,w,n,m);

vertex = esVertex(x, a, n, m, tol);

if (vertex < 0 and
normaxy (gradf(x,a, w, n, m), zero, n) < tol){
minim = true;

if (vertex >= 0 and
normaxy (Ri(vertex ,a,w,n,m), zero, n) <= w|vertex]){
minimvertex = true;

¥
¥
cout << ”"El_metode_de_.Weiszfeld _ha_acabat.” << endl;
cout << "Nombre.d iteracions:.” << it << endl;
if (minimvertex){

cout << 7El_minim.en_un_vertex!” << endl;
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int

return x;

metodeWeiszfeldIteracions (vector<long double> x,

vector<vector<long double>> a,
vector<long double> w, int n,
int m, long double tol){

// Aplica el m tode de Weiszfeld modificat
// Condicions de parada: trobem un m nim.
// Retorna el nombre d’iteracions

int vertex;

bool minim, minimvertex = false;
int it = 0;

vector<long double> zero(n,0);
vertex = esVertex(x, a, n, m, tol);

if (vertex < 0 and
normaxy (gradf(x,a, w, n, m), zero, n) < tol){

minim = true;

if (vertex >= 0 and
normaxy (Ri(vertex ,a,w,n,m), zero, n) <= w|vertex]){

}

minimvertex = true;

while (! minim and !minimvertex){

it += 1;

if(vertex >= 0) x = funcio_iteracio_S(vertex ,a,w,n,m);
else x = funcio_iteracio_T (x,a,w,n,m);

vertex = esVertex(x, a, n, m, tol);

if (vertex < 0 and

normaxy (gradf(x,a, w, n, m), zero, n) < tol){
minim = true;

if (vertex >= 0 and

}
}

return

normaxy (Ri(vertex ,a,w,n,m), zero, n) <= w|[vertex]){
minimvertex = true;

it ;
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A.2 Metode de Newton
#include<bits /stdc++.h>

using namespace std ;

long double normaxy(vector<long double> x,
vector<long double> y,

int n){
// Retorna un real: la norma euclideana de z—y.
long double norma = 0;
for(int i = 0; i < n; i++){
norma = norma + (x[i] — y[i])*(x[i] — y[i]);

}

return sqrt (norma);

}

long double f(vector<long double> x,
vector<vector<long double>> a,
vector<long double> w, int n, int m){

// Retorna f(z)
long double fx = 0;

for(int i = 0; 1 <m; i++4){
fx 4= w[i]*normaxy(x, a[i], n);
}

return fx;

}

vector<long double> Ri(int i, vector<vector<long double>> a,
vector<long double> w, int n, int m){
// Retorna R_i del vertex afi]
vector<long double> zero(n, 0);
vector<long double> R(n, 0);
long double coef = 0;
for(int j = 0; j <m; j++){
TN
coef = wl[j]/normaxy(ali], a[j], n);
for(int k = 0; k < n; k++){
R[k] += coefx(a[i][K-a[j][k]);
}

}
}
return R;

}

vector<long double>
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descens_vertex (int i,
vector<vector<long double>> a,
vector<long double> w, int n, int m){
// Premem un pas en la direccio d des del vertex afi]
// Calcul de R i la seva norma del vertexr amb menor valor
vector<long double> R = Ri(i, a, w, n, m);
vector<long double> zero(n, 0);
long double normaR = normaxy (R, zero, n);
// Calcul direccio de descens d
vector<long double> d(n, 0);
for(int j = 0; j < n; j++) d[j] = —R[j]/normaR;
// Calcul de L{a)
long double L = 0;
for(int j = 0; j <m; j++){
if(j !'= 1) L 4= w[j]/normaxy(a[i], a[j], n);
}

// Calcul de t usant L

long double t = (normaR — w|[i])/L;

// Prenem un pas en la direccio d des del vertex
vector<long double> x(n, 0);

for(int j = 0; j < n; j++) x[j] =ali][j] + t=d[j];

return x;

}

vector<long double> gradf(vector<long double> x|,
vector<vector<long double>> a,
vector<long double> w, int n, int m){
// Retorna el grad f(z)
vector<long double> grad(n, 0);
long double coef = 0;
for(int i = 0; i <m; i++){
coef = w[i]/normaxy(x, al[i], n);
for(int j = 0; j < n; j++){
grad [j] += coefx(x[j]-al[i][j]);
}
}

return grad;

int esVertex(vector<long double> x|,
vector<vector<long double>> a,
int n, int m, long double tol){
// Retorna 1’ indexr del vertex que coincideiz amb z
// si es un dels v rtexs
for(int i = 0; 1 <m; i++){
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if (normaxy(x, a[i], n) < tol) return i;

}

return —1;

int menor_vertex(vector<vector<long double>> a,
vector<long double> w, int n, int m){
// Retorna [ ’index i del v rtex que satisf
// [lai) <= [(aj) per tot j
long double fj;

long double min = f(a[0], a, w, n, m);
int minlndex = 0;
for(int j = 1; j <m; j++){
fj = f(a[j], a, w, n, m);
if (fj < min){
min = fj;
minlndex = j;

}
}
return minlndex;

}

vector<long double>
calcul_punt_inicial _newton (vector<vector<long double>> a,
vector<long double> w, int n, int m){
// Calcula el punt inicial tal i com s’ha vist a la memoria
// Index i del verter que satisf f(ai) <= f(aj) per tot j
int vertexIndex = menor_vertex(a,w,n,m);
// Prenem el pas
return descens_vertex (vertexIndex, a, w, n, m);

}

vector<vector<long double>>
Hessian (vector<long double> x,
vector<vector<long double>> a,
vector<long double> w, int n, int m){
vector<vector<long double>> H(n, vector<long double>(n, 0));
long double coef = 0;
for(int i = 0; i <m; i++){
long double norm = normaxy(x, al[i], n);
coef = w[i]/(norm*normsnorm );
for(int k = 0; k < n; k++){
for(int j = 0; j <= k; j++){
| HIIT] = eoets(xlk] = ali) [k« (x[3) = ali]13])

H[k][k] += coefsnorm=norm;
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}
}
for (int k = 0; k < n; k++){
} for (int j = 0; j < k; j++) H[j][k] = H[k][]j];

return H;

}

long double determinant(vector<vector<long double>> H, int n){
if(n = 2) return H[0][0] % H[1][1] — H[O][1]«H[1][0];
return 0;

}

vector<vector<long double>>
inversaHessian (vector<vector<long double>> H, int n){
long double det = determinant (H, n);
cout << "DET” << det << endl;
vector<vector<long double>> IH(n, vector<long double>(n, 0));
if(n = 2){
IH[O0][0] = H[1][1]/det;
IH[O][1] = IH[1][0] = -H[O][1]/det;
} IH[1][1] = H[0][0]/det;

return I[H;

}

vector<long double>
calcul_direccio_newton (vector<long double> x,
vector<vector<long double>> a,
vector<long double> w, int n, int m){
vector<long double> d(n,0);

vector<long double> gradx = gradf(x,a,w,n,m);
vector<vector<long double>> H(n, vector<long double>(n));
H = Hessian(x,a,w,n,m);

H = inversaHessian (H, n);

for(int i = 0; i < n; i++){
for(int j = 0; j < n; j++){
} dli] +=H[i][j]*gradx[]];

}

return d;

}

long double
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calcul_pas_newton (vector<long double> x,
vector<long double> d,
vector<vector<long double>> a,
vector<long double> w, int n, int m){
long double ro = 0.5;
long double sigma = le—4;
long double t = 1;

long double fx = f(x,a,w,n,m);
vector<long double> gradx = gradf(x,a,w,n,m);

long double gradd = 0;
for(int j = 0; j < n; j++) gradd += gradx[j]*d[j];

vector<long double> xk(n,0);
for(int j = 0; j < n; j++) xk[j] = x[j] + t=d[]];

double fxk = f(xk,a,w,n,m);
int it = 0;
while (fxk <= fx + sigma % t * gradd and it < 100){
1t 4+
t*=r10;
fx = fxk;
gradd = 0;
gradx = gradf(xk,a,w,n,m);
for(int j = 0; j < n; j++) gradd += gradx[j]*d[]];
for(int j = 0; j < n; j++) xk[j] = xk[j] + t=d[j];
fxk = f(xk,a,w,n,m);
¥

return t;

}

vector<long double>
metodeNewton (vector<long double> x,
vector<vector<long double>> a,
vector<long double> w, int n, int m,
long double tol){
int it = 0;
bool minim = false;
vector<long double> zero(n,0);
vector<long double> d(n,0);
vector<long double> sol (2,0);
sol [0] = 0.5;
sol[1] = 1;
long double t;
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if (normaxy(gradf(x,a, w, n, m), zero, n) < tol){
minim = true;
}

while (! minim and it < 2){
cout << it << endl;
cout << ”"DIST” << normaxy(x,sol ,n ) << endl;

it += 1;

d = calcul_direccio_newton (x,a,w,n,m);

t = calcul_pas_newton(x,d,a,w,n,m);

for(int j = 0; j < n; j++) x[j] = x[j] + txd[j];

if (normaxy(gradf(x,a, w, n, m), zero, n) < tol){
minim = true;

}
}
cout << ”"El_metode_de_Newton_ha_acabat.” << endl;

cout << "Nombre_d’iteracions:.” << it << endl;
return x;
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