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Regularitat i singularitats en problemes
de frontera lliure
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Resum: Els problemes de frontera lliure sén equacions en derivades parcials en les
quals hi ha també una interficie com a incognita. L’exemple més classic és la transicio
de fase del gel desfent-se, conegut com el problema de Stefan. En aquest cas, la frontera
Iliure és la interficie solid-liquid entre el gel i 'aigua.

La qiiesti6 matematica més important en aquest context és entendre la regularitat i
les possibles singularitats de les fronteres lliures. L'objectiu d’aquest article és introduir
aquesta area de recerca i presentar alguns resultats recents dels autors en collaboracié
amb Alessio Figalli.
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1 Introduccio

Les equacions en derivades parcials (EDP) son un camp d’investigacié molt
actiu en matematiques, amb connexions molt importants en d’altres arees com
I’analisi harmonica, la geometria diferencial, el calcul de variacions, la teoria
de la probabilitat, la teoria geomeétrica de la mesura, la mecanica de fluids o la
matematica computacional i aplicada.

Una de les preguntes més basiques i centrals en ’estudi d’EDP és la regula-
ritat: Donada una determinada EDP (o una classe general d’EDP), son regulars
totes les seves solucions, o poden tenir singularitats?

La teoria de regularitat per a EDP es va desenvolupar enormement durant
la segona meitat del segle xx, amb treballs de Caffarelli, Nirenberg, De Giorgi,
Nash, Krylov, Evans, i molts d’altres; i és encara avui dia un dels temes centrals
de recerca en EDP. A més, preguntes molt similars apareixen de forma natural

Aquest article és una traduccio6 i adaptacio de I'article dels mateixos autors que forma part d'un
volum especial de la revista Matematica, Cultura e Societa, publicada per la Unione Matematica
Italiana; vegeu [51].
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en contextos purament geometrics, i aquestes idees van tenir fins i tot un paper
clau en la demostracié de Perelman de la conjectura de Poincaré [61].

En aquest article estudiarem la regularitat per a problemes de frontera lliure.
Per una banda, aquest tipus de problemes modelen molts fenomens naturals
en fisica, biologia, ecologia, economia i matematica financera. Per altra banda,
la seva teoria matematica té una vessant molt geometrica, i esta intimament
lligada amb I'estudi de les superficies minimes i d’alguns fluxos geometrics.

A continuaci6 presentem els problemes que estudiarem, aixi com algunes
motivacions i exemples. Després passarem a descriure la teoria matematica
classica sobre la regularitat de les fronteres lliures, i finalment presentarem
alguns resultats recents dels autors en collaboracio amb Alessio Figalli sobre
I’estudi de les singularitats en aquests problemes.

1.1 El problema de Stefan

El problema de Stefan, introduit durant el segle X1x, és el problema de frontera
Iliure més classic i important. Va ser considerat per primera vegada per Lamé
i Clapeyron el 1831, i descriu la distribucié de la temperatura en un medi
homogeni durant una transici6é de fase, per exemple, un bloc de gel submergit
en aigua. El nom prové del fisic eslove Jozef Stefan, que va introduir una classe
general de problemes d’aquest tipus al voltant del 1890 [59, 60, 43].

La formulacié més classica del problema de Stefan és la segiient: sigui
Q ¢ R3 un domini fitat. Podem pensar que Q és, per exemple, un tanc cilindric
d’aigua, com en la figura 1. Denotem per

0 =0(x,t)
la temperatura de l'aigua al punt x € Q a temps t € R := [0, o). Suposem

que 0 > 0 en Q x R*. La temperatura inicial i la temperatura a la vora del tanc
son donades.

FIGURA 1: El problema de Stefan.
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El conjunt {(x,t) € Q x R* : O(x,t) > 0}, que denotarem per {6 > 0},
representa l'aigua liquida, mentre que el seu complementari, que denotem
per {0 = 0}, representa el gel. La temperatura 0 és solucié de '’equacio6 de la
calor

0:0 — AO =0 alaregio {60 > 0},

mentre que en el complementari € és simplement zero.

Determinar on és la interficie o frontera lliure que separa les dues regions
(és a dir, la superficie 0{0 > 0}) forma part del problema, i per aix0 necessitem
una equacié (o una condici6 de frontera) addicional sobre aquesta interficie,
que s’anomena condicio de Stefan:

0,0 =1V0|> a 09{6 > 0}. (1)

Aquesta relacié addicional ve de dues consideracions. Primer, la velocitat
de la interficie en la direcci6é normal, V, és proporcional a la quantitat de calor
absorbida (que es fa servir per desfer el gel). A més, aquesta calor que «entra»
és, per la llei de Fourier, proporcional al gradient de la temperatura. Per tant,
tindrem que V = C|V 0] per a alguna constant C. Segon, com que 0 = 0 a la
interficie, obtenim que, sobre aquesta, V i VO son parallelsi (6; + V - V)0 = 0.
Combinant les dues informacions prévies i escollint les unitats fisiques de
manera que C = 1, obtenim la condici6 de Stefan (1).

També es pot veure que, pel «principi del maximy», el gel {0 = 0} es va fent
petit a mesura que avanca el temps. En altres paraules, si en algun punt de Q
hi ha aigua liquida en un instant de temps determinat, aleshores aquest punt
seguira essent liquid per a tots els temps futurs.

Es pot demostrar que, després de la transformacio

¢
ulx,t) = .[0 O(x,T)dTt

(vegeu [3, 20]), la nova funci6
u: QxR - R
compleix

OtU — AU = —X{u>0},
u =0, (2)
atu >0,

on x4 denota la funci6 caracteristica del conjunt A.

Com que podem recuperar 6 a partir de u simplement derivant respecte
de t, veiem que (2) és una formulaci6 equivalent del problema de Stefan. La nova
formulacié6 és util perque té millors propietats matematiques (té ’estructura
d'una «desigualtat variacional») que la formulaci6é original amb 6. Per exemple,
mentre que en la formulacio original amb 0 no és clar com demostrar existencia
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i unicitat de soluci6é (no n’hi havia cap demostracio rigorosa durant més d’'un
segle!), és molt més facil de fer-ho amb la formulaci6 equivalent (2).

La versio estacionaria de (2) és el problema de l'obstacle:

AU = X{u>0},
ol 3)
u = 0.
Es un dels problemes més coneguts en EDP elliptiques, ja que sorgeix de
manera natural en molts contextos diferents.

1.2 Motivacions i aplicacions

Tots dos problemes, el de Stefan i el de 'obstacle, apareixen en molts models
diferents en fisica, industria, biologia i finances. A continuaci6 comentem
breument alguns d’aquests models, i referim el lector als llibres [21, 40, 49, 33,
48, 25] per a més detalls i altres aplicacions d’aquest tipus de problemes.

¢ Transicions de fase. En el problema de Stefan classic, tal com hem explicat
a la subseccio previa, la solucié u de (2) és la integral de la temperatura d’'un
solid sota una transicié de fase, com per exemple gel que es desfa en aigua.

e Filtracio de fluids. El problema de la presa descriu la filtracié d’aigua dins
una presa feta d’'un material poros. Es considera una presa porosa que separa
dues reserves d’aigua a diferents altures; vegeu la figura 2. Aleshores, I'interior
de la presa té una part molla, on l'aigua flueix, i una part seca. En aquest
context, la integral de la pressi6 és soluci6é del problema de 1'obstacle (3), i la
frontera lliure correspon a la interficie entre la part molla i la part seca de
la presa.

FIGURA 2: El problema de la presa.

¢ Flux de Hele-Shaw. Aquest model, introduit I'any 1898, descriu un flux d'un
fluid entre dues plaques paralleles separades per un espai molt prim. Diversos
problemes en mecanica de fluids es poden aproximar per fluxos de Hele-Shaw,
i aquest és el motiu pel qual entendre aquest model és important.
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Una cellula de Hele-Shaw (vegeu la figura 3) és un dispositiu experimental
en el qual un fluid viscos és atrapat en 1'espai entre dues plaques paralleles
molt juntes entre si. En algunes regions, I’espai entre les plaques conté fluid
mentre que en d’altres 'espai conté aire. Quan injectem liquid dins el dispositiu
(per exemple, a través d'un petit forat a la placa superior) la regié que conté
fluid creix. En aquest context, la integral de la pressi6 resol, per a cada t > 0
fixat, el problema de I'obstacle (3). Igual que en el problema de la presa, la
frontera lliure correspon a la interficie entre la regié amb fluid i la regi6 amb
aire.

Aire

Punt
d’injeccio

L

FIGURA 3: Una céllula de Hele-Shaw.

o Estratégies optimes, finances. En la teoria de la probabilitat i en finances, el
problema de Stefan (2) i el problema de I'obstacle (3) apareixen quan conside-
rem alguns problemes d’optimitzacié per a processos estocastics.

Un exemple tipic és el model de Black-Scholes per al preu de les opcions
americanes. Una opci6 americana és un contracte que dona el dret (a la persona
propietaria de I'opcié) a comprar algun actiu financer (tipicament accions d’una
certa empresa) a un preu especificat (preu d’exercici) en qualsevol moment
abans de la data de venciment. Aquesta opci6 té un valor, ja que, en cas que
el preu de mercat pugi per sobre del preu d’exercici, aleshores I'opci6 es pot
exercir i comprar aixi ’actiu a un preu més barat.

L’objectiu del model de Black-Scholes és calcular el preu racional u = u(x,t)
d’una opcié en un temps t (previ a la data de venciment) i depenent del preu x €
R* de I'actiu financer. Com que I'opci6é es pot exercir en qualsevol moment
abans del venciment, determinar la «regi6é d’exercici», i e. els parells (x,t) pels
quals I'estrategia optima és exercir I'’opcid, forma part del problema. Potser,
sorprenentment, aquest model probabilistic ens porta una altra vegada a un
problema de Stefan del tipus (2), i la frontera lliure correspon a la vora de la
regio d’exercici.

o Sistemes de particules en interaccio. Els sistemes amb un gran nombre de
particules en interaccié apareixen en fisica, biologia o ciéncia de materials.

En alguns d’aquests models les particules s’atrauen entre elles quan s6n
Iluny, pero es repelleixen quan séon a prop [16]. En altres models de mecanica
estadistica, les particules (per exemple, electrons) es repelleixen amb una forca
de Coulomb i es vol entendre el seu comportament sota la preséncia d’'un camp
extern que les manté atrapades [55].
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En els models anteriors, una qiiestio natural i interessant és determinar les
configuracions d’equilibri. Per exemple, en sistemes de Coulomb els electrons
s’acumulen en una regi6 que té una vora ben definida; vegeu la figura 4. Remar-
cablement, aquests problemes sén també equivalents a problemes de 'obstacle
del tipus (3) —el potencial eléctric u = u(x) generat pels electrons resol un
problema com (3) i la frontera lliure correspon a la vora de la regi6 en que les
particules es concentren.

Camp eléctric /

ues- -

FIGURA 4: La configuraci6 d’equilibri per un sistema de Coulomb.

¢ Elasticitat. Considerem ara la posicié d’equilibri v (x) d'una membrana elas-
tica amb la vora fixada, i que es manté per sobre d'un obstacle fixat @ (x).

FIGURA 5: Una membrana elastica sobre un obstacle .

A laregio on la membrana rau sobre I'obstacle @, la solucié v resol una EDP
(i. e, Av =0 en {v > @}), mentre que en l’altra regié la membrana simplement
coincideix amb I’obstacle (i. e., v = @). Considerant la funcio u:=v — @ > 0,
trobem un problema de 1'obstacle del tipus (3).

2 Regularitat de les fronteres lliures

Des del punt de vista matematic, una pregunta central en el problema de
Stefan (2) i en el problema de 1'obstacle (3) és entendre la regularitat de les
fronteres lliures [14, 48].
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Per exemple, en el problema de Stefan: hi ha alguna propietat de regu-
laritzaci6 que fa que la frontera lliure sigui regular, independentment de la
condicio inicial? (Notem que a priori la frontera lliure podria ser un conjunt
molt irregular, fins i tot un conjunt fractal!) Aquest tipus de preguntes s6n en
general molt dificils, i fins i tot en casos més senzills no se sabia res abans
del 1970. El desenvolupament de la teoria de regularitat per a fronteres lliures
va comencar a finals dels anys setanta, i des d’aleshores ha estat un camp de
recerca molt actiu.

2.1 Alguns exemples de Schaeffer

La primera cosa a intentar és construir algunes solucions explicites del proble-
ma de I’obstacle, i veure com es comporten les seves fronteres lliures. Quan
fem aixo ens trobem que, en la majoria de casos senzills, les fronteres lliures
son molt regulars.

Va ser Schaeffer qui s’adona que, amb una mica més d’esforc, es poden
construir diversos exemples amb fronteres lliures amb singularitats. En concret,
va elaborar diferents solucions del problema de I'obstacle a R? en les quals la
frontera lliure té una cuspide.

De fet, aquests exemples es poden construir fent servir eines d’analisi
complexa, i les cuspides venen donades per les corbes

FIGURA 6: Una cuspide.

El conjunt {u > 0} és la imatge de {|z| < 1,Imz > 0} després de la
transformacié conforme f(z) = z2 + i z**1 i u prop de I'origen compleix

2

x 3
u(z) ~ 72 + ¢ Im(z2k+2

)+...’

on z = x1 + ixo.
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Un altre tipus de singularitats (una cuspide doble) també va ser construida
per Schaeffer. En aquest cas, les cuspides dobles venen donades per les corbes

xo = +|x11%%, —1<x;<1.
///—§\\
e N
/ \
/ \
/ \
\ /
\ /
\ /
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FIGURA 7: Una cuspide doble.

Considerant problemes de I'obstacle del tipus (3) lleugerament més generals
a R?, Schaeffer va demostrar que és possible construir fins i tot exemples en
que la frontera lliure té infinites ctuspides.

. anan 2IF TR R SRS W

FIGURA 8: La frontera lliure podria tenir un nombre infinit de ctaspides.

2.2 El teorema de Caffarelli

Malgrat tenir tots aquests exemples, fins a finals dels anys setanta no hi havia
cap resultat general de regularitat per a fronteres lliures. Una conjectura natural,
donats aquests exemples, seria que les fronteres lliures son regulars fora d’'un
cert conjunt de «punts singulars». Tot i aixi, no hi havia cap resultat d’aquest
tipus, i semblava un problema obert extremament dificil.

Aix0 va canviar I'any 1977 amb ’article de Luis Caffarelli [7]. Aquest treball
va desenvolupar per primera vegada una teoria de regularitat de les fronteres
Iliures en el problema de 1'obstacle (3) i el problema de Stefan (2).

Els principals resultats de [7] (vegeu també [39]) es podrien resumir aixi:

e La frontera lliure es pot dividir entre punts regulars i punts singulars.

¢ El conjunt de punts regulars és un subconjunt obert de la frontera lliure, i
és C™.
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e Els punts singulars x¢ es poden caracteritzar com aquells on el «conjunt de
contacte» {u = 0} té densitat zero (com en una cuspide), i. e.

i 1= 0} 0 By (x0) | _
r0 |Br(x0)]

0. (4)

En altres paraules:

La frontera lliure és regular, excepte en un cert conjunt
de singularitats de tipus cuspide.

Aquest és un dels resultats pels quals Caffarelli va rebre el Premi Wolf
I’'any 2012 i el Premi Shaw I’any 2018.

2.3 Els blow-ups

Per a demostrar aquest resultat de regularitat, es consideren el que anomenem
blow-ups. Aquesta és una idea clau que és comuna en molts problemes d’EDP i
d’analisi geometrica.

Donat un punt x( de la frontera lliure, es consideren les funcions reescala-

des ( )
U(Xg +rx
— (5)

per av € (0,1). Noteu que, en agafar » > 0 més i més petit, estem ampliant la
solucié! (fent zoom) al voltant del punt x.

Uy (x) :=

Uy

FIGURA 9: La funci6 reescalada 1, en un punt singular.

Aleshores, la idea és prendre el limit ¥ ! 0, i demostrar que

U(xg +7rx) rio

Uy (x) 1= 2

Uup(x)

1 Es pot demostrar que, per a qualsevol punt de la frontera lliure xo, es t€ maxg, (x,) U ~ r2

per a v > 0 petit. Per tant, el factor de reescalament 1/+2 a (5) és escollit simplement per tal que
les funcions u, compleixin maxg, uy =~ 1.
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per a una certa funcio ug que és una solucio global del problema de I'obstacle
en tot 'espai. Aquesta funci6 ug és el que anomenem un blow-up de u en Xxj.
Basicament, la idea és que la funcié uy ens hauria de donar informaci6
sobre quin aspecte té la solucié u en el punt xj.
Una de les principals dificultats és, de fet, classificar els possibles blow-ups.
Pel problema de 1'obstacle, Caffarelli va demostrar que, o bé

(a) 1o és una soluci6 unidimensional de la forma
_ 2
Uup(x) = (x - e)s,

on e € S"! és algun vector unitari;

Uo

e

FIGURA 10: Una soluci6 1D uy.

o bé

(b) 1o és un polinomi quadratic de la forma
uo(x) = 3xT Ax,

on A > 0 és una matriu simetrica, semidefinida positiva, i tal que tr(A) = 1.

FIGURA 11: Possibles polinomis quadratics 1 del tipus (b).
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Notem que, en el cas (a), el conjunt de contacte {i1¢p = 0} és un semiespai,
mentre que, en el cas (b), el conjunt {1y = 0} té mesura zero. El primer cas és
el que esperem als punts regulars, mentre que el segon cas és el que esperem
als punts singulars.? Aquesta intuicié no només és correcta sin6 que, de fet, es
tradueix en una definici6 matematica rigorosa: diem que un punt de la frontera
lliure xq és regular si el blow-up 1y en xg és del tipus (a), i diem que xo és un
punt singular si el blow-up ug en xq és del tipus (b).

Per completar la demostraci6 del teorema de Caffarelli, s’ha de transferir
la informacio de ug a la solucié u, i demostrar que, si x(p era un punt regular,
aleshores la frontera lliure és C! en un entorn de xo. Aquesta part també és
delicada, i és una altra de les principals contribucions de [7]. D’altra banda,
el fet que {u = 0} compleixi (4) en els punts singulars és una conseqiiéncia
més immediata de la definicié de punt singular, fent servir que la convergencia
de u, a ug és uniforme i que ug > 0 fora d'un subespai lineal de R". Per a més
detalls, el lector pot consultar [8, 9] o bé [48, 25].

3 Singularitats

Després dels resultats de Caffarelli [7], el pas segiient és entendre millor el
conjunt de punts singulars.

Entendre I'estructura de les singularitats és un tema de recerca central en
diverses arees relacionades amb EDP no lineals i analisi geomeétrica. En el nostre
context, és ben natural preguntar-se:

e Com de «gran» pot ser el conjunt singular?

¢ En cas que sigui un conjunt gran, es podria demostrar que té bones propietats
estructurals o de regularitat?

3.1 Elcas 2D

Els primers resultats en aquesta direccié van ser demostrats per L. Caffare-
Ili i N. Riviére en dues dimensions [12]. Van provar que, en qualsevol punt
singular xg, qualsevol solucio u del problema de 1'obstacle en R? compleix

u(x) = p2(x) +o(lx — x01?), (6)

on p» és un polinomi quadratic p> > 0i Ap, = 1. A més, aixo implica que el
conjunt singular esta contingut en una corba de classe C!.

Van passar molts anys abans que aquest resultat es pogués millorar. El se-
glient resultat important en aquesta direccio va ser el de Sakai el 1991 [52, 53],
qui va demostrar que les cuispides de Schaeffer (descrites abans a la subsec-
ci6 2.1) son basicament les tniques que poden apareixer en el problema de
I'obstacle (3) en R2. Aquest resultat elegant i Optim dona una imatge completa
del problema de I'obstacle en el pla, i la seva demostracio6 fa servir de forma
crucial eines d’analisi complexa.

2 Per exemple, si fem el blow-up a la soluci6 de la figura 9, en el limit ¥ — 0 hauriem d’obtenir
un polinomi com el primer de la figura 11.
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3.2 Dimensions més altes

En dimensions n > 3, on 'analisi complexa no ens pot ajudar, els primers
resultats per al conjunt singular van ser obtinguts per Caffarelli 'any 1998 [9]
(vegeu també [46]). Va demostrar que, si u és qualsevol solucié del problema
de I'obstacle (3) a R™, aleshores (6) es compleix en tot punt singular xg. A
més, aix0 implica que el conjunt singular esta contingut en una varietat C! de
dimensio6 (n — 1).

Durant gairebé dues decades, aquest era el millor resultat conegut per al
conjunt singular en dimensions n > 3. Tot i aixi, una qiiestié oberta important
era entendre si (6) es podia millorar o no.

En dimensi6 dos, gracies als resultats de Sakai, en tot punt singular de la
frontera lliure tenim

u(x) = pa(x) + O(lx — xo13). (7)

Es important remarcar, pero, que els métodes de Sakai, basats en analisi
complexa, no poden funcionar en dimensions més altes, ni tampoc per al
problema de Stefan. Per tant, millorar (6) en dimensions n > 3 requeriria idees
completament diferents.

El primer resultat nou en aquesta direcci6é per a dimensions n > 3 va ser
establert per Colombo, Spolaor i Velichkov el 2017 [17], ja que van millorar
i refinar els metodes de Weiss [62]. Van demostrar que en tot punt singular
I'expansio (6) és certa amb un modul de continuitat logaritmic addicional en el
terme o (]x — xo|?).

De forma independent i amb métodes diferents, Figalli i el segon autor van
demostrar a [30] el resultat segiient per al problema de ’obstacle a R":

TEOREMA 1 ([30]). Fora d’un conjunt de dimensio de Hausdorff n — 3, se satis-

fa (7).

En altres paraules, en dimensions més altes, (7) és cert a gairebé tots els
punts singulars x.

L’expansio (7) de u, de fet, dona una informacié millorada per a la ctispide
en xo. Concretament, se segueix dels resultats de [30] que, en gairebé tots els
punts singulars xg (possiblement després d’una rotacio), en un entorn de xg
tenim

{u =0} < {lxal < Clx'I?},

onx = (x',xn), x € R* 1,

A més, també es va demostrar a [30] que aquest resultat és optim, en el
sentit que existeixen punts singulars (aillats) a R? en els quals (7) no és cert.
De fet, en aquests punts, el modul de continuitat logaritmic de [17] no es pot
millorar.

Tot plegat dona una imatge molt completa de les singularitats per al proble-
ma de I’obstacle en qualsevol dimensio.
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3.3 El problema de Stefan

Tal com hem explicat, una de les preguntes més importants en problemes
d’EDP en queé apareixen singularitats és establir estimacions per a la mida del
conjunt singular.

Alguns resultats famosos en aquesta direccié inclouen teoremes sobre
superficies minimes [57, 2], les equacions de Navier-Stokes [11], i el flux de
curvatura mitjana [64].

En el problema de Stefan (2), les mateixes tecniques usades en I’estudi del
problema de I'obstacle impliquen que per al problema (2), per a cada t fixat,
el conjunt singular té dimensié (n — 1); vegeu [63, 6, 44]. Aquest resultat és
optim en espai, en el sentit que es poden construir exemples en els quals el
conjunt singular conté una hipersuperficie de dimensi6é (n — 1) (per exemple,
una esfera) per a algun temps fixat t = to. En aquest sentit, semblaria que el
conjunt de punts singulars pot ser tan gran com el de punts regulars, que
sempre és (n — 1)-dimensional. Ara bé, encara es podria tenir 'esperanca
que, mirant conjuntament I’espai i el temps, el conjunt singular pogués ser
molt més petit que el conjunt regular.

Per exemple, no es coneixen casos en els quals apareguin punts singulars
per a tot temps ¢, pero no és (o era) clar a priori si aixo podria passar o no.
En cas negatiu, la segiient qiiestio seria establir estimacions per al conjunt de
temps singulars. Concretament, si denotem 3; el conjunt dels punts singulars
a temps t, aleshores podem definir com a

SZ{t:Zti(b}

el conjunt de tots els temps per als quals existeix alguna singularitat.
El resultat segiient va ser anunciat a la xerrada plenaria d’Alessio Figalli a
PICM2018 [27], i apareixera demostrat a I'article [29]:

TEOREMA 2 ([29]). Sigui u(x,t) una solucio del problema de Stefan (2) a R3.
Suposem que
ur>0 a {u>0}.

Aleshores,

, 1
dimyr(S) < 5
En particular, la frontera lliure és C® gairebé per a tot temps t.

Aqui, dimy/ (S) denota la dimensié de Hausdorff? del conjunt S.

Aquest és el primer resultat sobre la mida del conjunt de temps singulars
per al problema de Stefan. El teorema I’hem enunciat per simplicitat en la
dimensio6 fisica n = 3, pero a [29], de fet, demostrem nous resultats per al
problema de Stefan a R" per a tota dimensié n > 2. Com hem dit abans,

3 La dimensi6 de Hausdorff es defineix per a qualsevol conjunt mesurable. En cert sentit, ens
dona una idea de la «xmida» d'un conjunt.
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previament no se sabia ni tan sols si les solucions al problema de Stefan (2)
a R3 podrien tenir singularitats per a tot temps .

Finalment, volem remarcar que no és clar si la dimensi6 % és optima o no.
El que si és clar de les demostracions és que aquest és un exponent critic per a
aquest problema. Aixo és similar (tot i que els resultats i demostracions son
molt diferents) al que passa per a les equacions de Navier-Stokes; vegeu el
resultat classic de Caffarelli, Kohn i Nirenberg [11].

4 Regularitat generica

Una segona qilestié molt important en ’estudi de singularitats és el desenvolu-
pament de métodes per demostrar resultats de regularitat genérica.* Aquest
és un dels grans reptes per a la teoria d’EDP avui en dia.

En efecte, en problemes d’EDP en els quals poden apareixer singularitats, és
important entendre si aquestes singularitats apareixen «sovint», o si en canvi
«la majoria» de solucions no tenen singularitats.

En el context del problema de I'obstacle (3), la pregunta clau és entendre
la regularitat genérica de les fronteres lliures. Com hem vist abans, exemples
explicits mostren que els punts singulars en el problema de 1’obstacle poden
formar un conjunt molt gran, de dimensié n — 1 (tan gran com el conjunt
regular). Tot i aixi, s’espera que els punts singulars siguin «rars» ([54]):

CONJECTURA (SCHAEFFER, 1974). Genéricament, les fronteres lliures en el pro-
blema de 'obstacle son C®, sense punts singulars.

En altres paraules, la conjectura diu que, genéricament, la frontera lliure no
hauria de tenir singularitats.

La conjectura només havia estat demostrada en el pla R? [46], i fins fa poc
no se sabia res a R3 o en dimensions més altes. Noteu que en el problema
de l'obstacle la qiiesti6 de regularitat geneérica és particularment rellevant,
ja que el conjunt singular, en principi, podria ser tan gran com el conjunt
regular —mentre que en altres problemes el conjunt singular és de dimensi6
més petita [37]. A més, des del punt de vista de les motivacions i aplicacions,
és particularment rellevant entendre el problema en I’espai fisic R3.

El resultat segiient va ser demostrat recentment per Figalli i els autors a [28]:

TEOREMA 3 ([28]). Genéricament, a R" el conjunt de punts singulars X té dimen-
sio de Hausdorff menor o igual que n — 4, i

H () = 0.

En particular, la conjectura de Schaeffer és certa a R3 i R*.

4 Aqui, per regularitat genérica ens referim al fet que existeixi un conjunt obert i dens de
condicions de vora per a les quals la solucié corresponent no té singularitats.
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Aqui, H "% denota la mesura de Hausdorff de dimensio n — 4. Es una
generalitzacié de I'area o el volum, valida per a conjunts que a priori poden ser
molt irregulars.

Es important remarcar que hi ha molt pocs resultats coneguts en aquesta
direccié en EDP elliptiques, i la majoria tracten només els casos en que el
conjunt singular és molt petit (per exemple, el problema de 'obstacle a R? [46],
o les hipersuperficies que minimitzen ’area a R8 [58]).

Donat el caracter general de les demostracions de [28], es poden aplicar
aquests resultats fins i tot al flux de Hele-Shaw (introduit abans).

COROLLARI 4 ([28]). Sigui u(x,t) una solucié del flux de Hele-Shaw a R?.
Aleshores, la frontera lliure és C* gairebé per a tot temps t.

Cal recordar que, en aquest model, el cas 2D és el més important; és per
aixo que enunciem el teorema a R?. A més, igual que en el problema de Stefan,
a l'article [28] s’estableix una nova cota sobre la mida del conjunt singular:
per al flux de Hele-Shaw en R?, el conjunt de temps singulars té dimensi6 de
Hausdorff com a maxim %.

5 EIl problema de I'obstacle fraccionari

5.1 Estrategies optimes i finances

Tal com s’ha explicat a la subsecci6 1.2, una motivaci6 maca i interessant
per a 'estudi de problemes de 'obstacle ve de la teoria de la probabilitat i
la matematica financera. En particular, apareixen en modelar els preus de les
opcions americanes. A continuacié ho veurem amb més detall.

Recordem que una opci6é americana consisteix a donar al propietari la pos-
sibilitat de comprar un cert actiu a un preu fixat en qualsevol moment abans
de la data de venciment. En el model de Black-Scholes, el preu (logaritmic)
d’aquest actiu X; es modela com un procés de Wiener (o moviment brownia)
amb un parametre de deriva (drift) que recrea el creixement a llarg termini
i un parametre de variancia que coincideix amb la volatilitat de I’actiu. Sota
aquesta hipotesi, tal com hem dit a la subsecci6 1.2, el preu racional de I'opci6
és solucié d'un problema de I'obstacle parabolic com a (2). Tot i aixi, en finan-
ces, les fluctuacions de preus sovint es poden modelar millor amb processos
estocastics Xy més generals: els processos de Lévy (vegeu, per exemple, [18]).
Sén processos estocastics amb salts, i van ser introduits en models de preus
d’opcions pel premi Nobel R. C. Merton cap al 1970, vegeu [45].

Sota aquesta hipotesi més general, el preu racional d'una opci6é america-
na encara és solucié d’'un problema de ’obstacle semblant a (2), pero on el
laplacia A és reemplacat per un altre operador (de fet, 'anomenat generador
infinitessimal del procés X¢, que és un operador elliptic de tipus integrodife-
rencial). L’exemple més canonic i important de procés de Lévy (a banda del
moviment brownia) correspon al cas en el qual la distribuci6é de X; és rotacio-



170 Xavier Ros-Oton i Joaquim Serra

nalment simeétrica i compleix una propietat de reescalament. En aquest cas, el
que obtenim és el problema de I'obstacle per al laplacia fraccionari

u(x) —ulx+y)
|y|n+25

AV ) 1= ens | dy,
amb s € (0,1).

El problema de I'obstacle per a aquest operador s’anomena usualment el
problema de 'obstacle fraccionari. Degut a la seva connexi6é amb la teoria de
la probabilitat i la matematica financera, durant I'altima década s’han dedicat
esforcos considerables a entendre’l millor (en la seva versi6 estacionaria, i
també amb la variable en el temps).

5.2 Resultats coneguts

Les principals preguntes en aquest context son:
e Quina és la regularitat optima de les solucions?
e Es pot demostrar regularitat de les fronteres lliures?

Els primers resultats en aquesta direcci6 els va obtenir Silvestre a [56] en el
cas estacionari, on va demostrar la regularitat quasioptima de les solucions,
u € C1¥~¢ per a tot € > 0.> La regularitat Optima va ser establerta més tard per
Caffarelli, Salsa i Silvestre [15]:

Les solucions u sén C*5.
A més, també van demostrar el segiient:
Les fronteres lliures son regulars, fora d’'un cert conjunt de punts degenerats.

Més concretament, van demostrar que, si u resol el problema de I’obstacle
per al laplacia fraccionari (—A)® a R™, aleshores u € C1%, i per a cada punt de
la frontera lliure x( es té la dicotomia segiient: o bé la soluci6 u és degenerada
a xo, o bé la frontera lliure és regular en un entorn de Xj.

Després dels resultats de [15], se n’han establert molts més per al problema
de I'obstacle fraccionari (estacionari): la regularitat C* del conjunt de punts
regulars [41, 19, 42, 38], 'estudi dels punts degenerats o singulars [34, 4, 31,
36, 22, 32], el cas d’operadors amb deriva (drift) [47, 35, 23] o I'estudi de
problemes de I'obstacle per a operadors de Lévy més generals [13, 1].

Més recentment, Fernandez-Real i el primer autor han estudiat la regularitat
generica per a aquest problema [24], i han demostrat que:

Genericament, els punts degenerats tenen mesura zero dins la frontera lliure.

5 Aqui, denotem C1:* amb « € (0, 1] 'espai de Holder d’ordre 1 + «. Es I'espai de funcions w €
¢! tals que |Vw(x) — Vw(y)| < M|x — y|* per a alguna constant M independent de x, 7.
Noteu que aquests espais compleixen C2 c CL® c C1. Per exemple, la funcio |x|1*® és C1.@
pero no C2.
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Tot i la gran varietat de resultats per al problema de I’obstacle fraccionari,
hi havia una qiiesti6 de la qual sabiem molt menys: qué passa en el context
evolucionari quan afegim la variable en el temps?

5.3 El cas parabolic

El primer resultat en aquesta direcci6 va ser establert per Caffarelli i Figalli
a [10], on van demostrar la regularitat optima de les solucions:

TEOREMA 5 ([10]). Sigui u(x,t) una solucio del problema de 'obstacle fraccio-
nari parabolic.
Aleshores, u és C15 en x.

La qliestio de la regularitat de les fronteres lliures va seguir oberta durant
alguns anys. La principal dificultat aqui era que en el context estacionari les de-
mostracions es basen molt fortament en determinades férmules de monotonia
que semblen no existir en el context parabolic. Per tant, s’havia de desenvolupar
un argument completament diferent.

Aix0 va ser dut a terme a [5], on Barrios, Figalli i el primer autor van
demostrar el seglent:

TEOREMA 6 ([5]). Siguis > %, i sigui u(x,t) una solucio del problema de 'obsta-
cle fraccionari parabolic.

Aleshores, la frontera lliure és regular, fora d’'un cert conjunt de punts
degenerats.

Aquest teorema estenia per primera vegada els resultats de [15] al cas
parabolic, i amb una demostracié completament diferent.

6 Alguns problemes oberts

Voldriem tancar aquest article amb alguns comentaris finals i una menci6 a
alguns problemes que queden oberts després dels resultats recents presentats
en les seccions anteriors.

En primer lloc, és natural preguntar-se si els metodes de [29] desenvolupats
per demostrar el teorema 2 es podrien adaptar per tractar altres problemes
de frontera lliure o fluxos geometrics. Per exemple, és possible millorar les
estimacions per al conjunt de temps singulars obtingudes per White [64] per al
flux per curvatura mitjana?

D’altra banda, les qiiestions de regularitat genérica son extremament delica-
des, i moltes romanen obertes. Per exemple, creiem que dos reptes importants
en aquest context son els segiients: primer, és certa la conjectura de Schaeffer
en dimensi6 arbitraria n > 57; segon, és possible demostrar un resultat de
regularitat genérica per al problema de Stefan que millori les estimacions per a
solucions arbitraries obtingudes a [29]? Creiem que els métodes actuals estan
lluny de poder contestar les preguntes anteriors, i, per tant, ens queda molt
per entendre completament aquests problemes oberts.
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Finalment, en el context del problema de I'obstacle fraccionari, fins i tot
algunes preguntes ben basiques segueixen encara sense resposta. Per exemple,
pel que fa al teorema 6 sobre la regularitat de la frontera lliure per al problema
de I'obstacle fraccionari parabolic, és possible demostrar-lo també per als
casos s = % is< %? I que es pot dir del conjunt singular en aquest context?

Els lectors interessats poden trobar més informacié sobre aquests temes,
aixi com més detalls i demostracions, als articles [26, 50] i al llibre [25].
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