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Algunes reflexions sobre la matematica
aplicada i I’ensenyament en general

CARLES SIMO

Departament de Matematica Aplicada i Analisi
Universitat de Barcelona

Distingides autoritats, benvolguts col-legues, estudiants i per-
sonal d’administracié i serveis, senyores i senyors:

He rebut I'encarrec de fer aquesta lligé d’inici del curs acade-
mic 1996-1997 a la Universitat de Barcelona. Crec que és una bona
ocasié per a fer unes reflexions sobre la matematica, en especial la
matematica aplicada, que he conreat els darrers 25 anys, i sobre
alguns temes que fan referencia a ’ensenyament en general.

Introduccid

La matematica és una part del coneixement huma que hom
considera sovint abstracta i de dificil comprensié. Crec, al contrari,
que és una activitat que sorgeix, de manera ben natural, quan hom
considera el mén que ens envolta. S’hi “veuen” els nombres, les
figures geometriques, certes periodicitats de moviments, patrons de



formacié de plantes i animals, etc. A partir d’aixo és facil treure’n
estructures amb una relacio logica.

Pero la matematica, per se, pot prendre el cami invers. Extreu-
re les estructures i prescindir del substrat experimental en que es
sustenta la nostra intuicié. Un cop donades les hipotesis basiques
(els axiomes) 1 les regles de joc, tota l'estructura queda determi-
nada, encara que no es conegui de forma completa i moltes pre-
guntes sobre ella quedin sense resposta.

A partir dels nombres enters podem construir els racionals,
els reals i, de manera natural, podem introduir diverses classes
de funcions. Les operacions de derivacié i integracié eixamplen les
funcions més elementals. Naturalment, les funcions poden dependre
de diverses variables. Per exemple, podem pensar en una funcio,
la temperatura, que depen del punt de l'espai on es mesuri i de
I'instant de temps en que es faci la mesura.

A la vegada les funcions poden ésser considerades com a
“punts” d'un espai abstracte i definir, de nou, funcions sobre
aquests “punts”. Aquesta visio de no tenir por de fer construc-
cions abstractes és, potser, el que diferencia el matematic de les
persones que treballen en altres disciplines. O potser no l'en dife-
rencia tant. En certa manera és el que fan totes les persones que
es dediquen a activitats artistiques, com ara els escriptors, musics,
escultors, pintors, etc. La matematica és una branca més de la crea-
tivitat humana. En certa manera hom la pot considerar com una
branca de les activitats humanistiques. Sembla que surti purament
de la ment humana i que no demani cap mena de suport fisic. No és
aixi, entre d’altres raons, perque molts axiomes de la matematica
estan basats en l'experiencia dels nostres sentits. Altres motius so-
bre la independencia de 'existéncia de la matematica respecte la
dels éssers humans es donaran més endavant.

També la majoria de les professions i oficis tenen un desta-
cat component matematic. El disseny d’un moble, d’una rentadora
o la mecanitzacié6 d’'una pega de metall, comporten una activitat



matematica. Per no parlar, és clar, de tota la matematica que hi
ha al darrere de les transaccions comercials, les comunicacions,
etc. El conreu d'un camp de cultiu depen del moviment de la Terra
i de la meteorologia, descrits ambdods per lleis matematiques ben
conegudes. El simple fet de caminar, mantenint I’equilibri, avaluant
les distancies a que estan situats els diversos obstacles, és una ac-
tivitat matematica que practiquem tots de manera inconscient.

Com a resum, la matematica és a 'arrel de tots els processos
que veiem. Més endavant farem unes reflexions que poden explicar
aquesta ubiqiiitat de la matematica. Quina raé hi ha perque ex-
pliqui satisfactoriament molts fets naturals? Tota la tecnologia es
recolza d’una manera o altra en la matematica. I diria encara més:
sense una estructura expressable matematicament, crec que no seria
possible la vida.

El professional de la matematica és aquella persona que refle-
xiona sobre aix0 fent servir unes hipotesis raonables basades en la
intuicio. Cal un esperit critic, i una certa imaginacié per a entendre
estructures noves. Entrar en el mén de la matematica és descobrir
un camp d’una bellesa comparable a la de les més grans creacions
artistiques.

La matematica i la matematica aplicada

Parlava abans de funcions de diverses classes. Donat un punt
podem calcular el valor que pren una funcié en aquest punt. Es
ben natural plantejar-se el problema invers. Si coneixem la funci6 i
el valor final, podem saber de quin punt hem partit? Tenim aixi el
concepte d’equacié. Segons siguin les funcions considerades,
aixi seran les equacions. Si considerem funcions d’una variable real
podem plantejar-nos equacions algebraiques, donades per polinomis,
o transcendents en altre cas. Si apareixen relacions entre una funcié
i les seves derivades o integrals, parlarem d’equacions diferencials o
d’equacions integrals, respectivament.



Donada una equacio del tipus que sigui, el matematic es plante-
ja primer si existeix solucié i si aquesta és inica. També s’estudien
propietats que caracteritzin les solucions. Llavors entrem en el pro-
blema de classificar les solucions. Al matematic li agrada tenir el
seu domini endrecat: si és possible, cada objecte al calaix mental
corresponent. Si la solucié no és unica poden preguntar-nos quina
és Iestructura del conjunt de totes les solucions. Es un conjunt finit,
discret o continu? En el darrer cas forma, potser, una corba o una
superficie? Un objecte més complicat?

Un cop assolit aquest coneixement podem considerar no una
equacié donada, sind totes les d’una certa familia. Podem definir
equacions equivalents sota diversos criteris. Per exemple, si existeix
alguna transformacié que passi de les solucions de l'una a les de
laltra. Llavors podem classificar les equacions segons la classe en
que estiguin.

Algunes classificacions sén una mica més subtils, ja que el que
hom considera no sén les solucions propiament dites, sin6 alguna
propietat seva. Per exemple, podem estudiar les solucions d’una
equaci6 diferencial (que, a la vegada, sera una certa funcid) i, si la
solucié és una funcio real en dimensié 1, considerar quants zeros
té en un interval prefixat. O bé, si la solucié existeix per a tots
els valors de la variable independent que, per entendre’ns, podem
pensar que és el temps, podem associar a cada solucio el conjunt a
que tendeix (en un cert sentit) quan el temps tendeix a infinit. Més
concretament, es considera sovint el conjunt de punts als quals la
solucié s’apropa infinites vegades quan el temps va creixent cap a
infinit. Aquest conjunt s’anomena el w-limit de la solucié. A priori
no hi ha cap garantia que aquest conjunt no sigui buit, pero hi
ha criteris que n’asseguren l'existéncia en molts casos. Llavors ens
podem preguntar per la classificacié de les solucions o de les equa-
cions diferencials segons siguin els seus w-limits. No entraré aqui en
les aplicacions practiques d’aquestes idees. Sols esmentar que sén
essencials en tot procés de control.

Hem parlat una mica de solucions d’equacions. Una pregunta



delicada pot ser: i com es calculen aquestes solucions? Sovint el
raonament matematic per a demostrar-ne 'existencia no és cons-
tructiu. No ens diu com obtenir-les. Altres vegades, encara que el
raonament sigui constructiu, no hi ha cap radé per que es puguin
obtenir en un nombre finit de passos. En tot cas, el que sovint hom
pot fer és aproximar-les en un nombre finit de passos. Si aquest
nombre és gran o bé si cada pas és llarg i feixuc, ens podrem aju-
dar dels ordinadors, escrivint, per a aixo, els pertinents programes
(o aprofitant els que algi ja ha escrit abans.) Fem un parentesi
aqui per dir que, en molts problemes, si no es coneix gran cosa de
I’existencia i les propietats de les solucions, és ttil I'is de I'ordinador
per part del matematic com a eina experimental. Sovint un estudi
numeric d’un cert nombre de casos, sumat a ’experiencia profes-
sional i a la intuicid, permet “descobrir” els teoremes que cal de-
mostrar.

La matematica aplicada fa més emfasi en els aspectes cons-
tructius i en l'obtencié de solucions explicites. Des del punt de
vista teoric no veig cap diferencia entre la matematica en gene-
ral i la matematica aplicada. La diferencia es troba en la manera
d’aproximar-se als problemes. Les persones que es dediquen a la
matematica aplicada s’interessen, a més, per les solucions (al més
explicites possible) dels problemes matematics que es plantegen en
altres arees del coneixement. En certa manera, la part “experimen-
tal” pot ser molt més gran. A més, cal tenir una certa habilitat a fer
successives pujades i baixades del pla concret a I’abstracte. Saber
generalitzar i particularitzar. Interpretar les solucions obtingudes i
la seva possible importancia i aplicacié al problema concret.

L’enfocament aplicat de la matematica es diferencia de les
ciencies experimentals i tecnologiques pel fet que el seu punt de
partida no té una existencia fisica. El punt de partida és un model
matematic del problema real. Naturalment, si s’escau, el matematic
pot col-laborar en I’elaboracié d’aquest model i en la seva inter-
pretacié. Un altre punt diferencial és degut al fet que una “teo-
ria” fisica pot mostrar-se erronia com a conseqiiencia d'un experi-



ment. De fet, totes ho sén en un grau o altre. En canvi, un teorema
correctament demostrat fa 20 segles continua essent cert ara.

No creguem pas que la matematica aplicada consisteix a agafar
una bona col-leccié de metodes coneguts i aplicar-los a un problema
concret. En efecte, els problemes que es poden resoldre emprant
una metodologia coneguda i ben documentada deixen de ser-ho
des del punt de vista matematic. El cientific o tecnic que ho hagi
d’aplicar trobara com usar la “recepta”. Els veritables problemes
(o problemes nous) presenten ja dificultats teoriques. El matematic
(aplicat) ha de fer primer la teoria que li permeti atacar-los. Com
hem dit abans, es pot auxiliar de 'ordinador en cas que no es vegi
cap manera clara de fer-ho, per tal de familiaritzar-se amb les pro-
pietats de les solucions.

Models matematics

Des de fa molts segles la humanitat s’ha preocupat dels feno-
mens que apareixen als seus sentits. Es tracta, en primer lloc, de
comprendre’ls. Una fase posterior és la de prediccid. Encara més, es
tracta de preveure que succeira si s’actua sobre els fenomens d’una
determinada manera. Considero que les tres fases d’aproximacio
i d’interacci6 de 'home amb la natura sén: comprensio, prediccié i
control. Per a les tres ens cal disposar d’'un model o, si es vol, d'unes
“lleis de la natura”. Per a aquesta tasca la manera de treballar ha
de ser la cooperaci6 d’experts en els diferents camps de coneixement
(fisica, quimica, biologia, economia, etc.) amb matematics.

En principi la matematica fa abstraccié del mon real, i per
aixo ¢és una ciencia facil. Una “llei de la natura” és sempre una
aproximacid. Aixo no vol dir que les dites lleis no siguin ttils, perd
en tot cas hem de ser conscients de les seves limitacions i no fer
extrapolacions sense fonament experimental.

El primer que cal fer per a comprendre un fenomen és observar-
lo i recollir-ne la maxima quantitat possible d’informacié. Aquesta
informacié s’ha de quantificar: cal prendre mesures de magnituds



rellevants en el fenomen. Aixo porta a dos problemes: com mesurar
i deixar clar quines sén les magnituds rellevants. Mesurar vol dir
interaccionar amb el fenomen mitjancant un cert instrument. Possi-
blement la indicacié d’un instrument és afectada per un cert error
i la mateixa mesura modifica el fenomen. Per a mesurar cal que
puguem aillar el fenomen d’altres fenomens parasits que donarien
informacié més dificil d’analitzar. Aixo vol dir que hem de recorrer
a l'experimentacié. Si és possible, cal poder reproduir el fenomen
en un laboratori on, hom ho espera, la presa de mesures sera més
facil. Una caracteristica de I'experimentacio és la seva repetibili-
tat. Un experiment correctament descrit s’ha de poder reproduir. Si
no és aixi, no se’'n poden treure conclusions o bé les que se'n de-
dueixin (la “llei”) no seran correctes. Notem, pero, que la repetibi-
litat pot quedar amagada i ser dificil de veure a causa de la impre-
dictibilitat inherent a certs models, encara que siguin absolutament
deterministes. Cal una fina analisi previa a la recollida de dates per
saber que cal mesurar en aquests casos.

Aixo lliga amb un altre problema ja esmentat: quines son les
magnituds rellevants. Resoldre aquest problema és previ a la mo-
delitzacié adequada (la determinacié de la “llei”.) Saber triar les
bones variables per mesurar forma part de “I'ofici” de I'estudids
de la materia tractada. La intuicié representa aqui un bon paper,
que caldra confirmar amb D'analisi del model, les prediccions i la
recollida de noves dades experimentals. Es clar que observacio, mo-
delitzacid, analisi i prediccié no van aillades. Les diferents fases de
la comprensio sén interactives entre si.

Cal dir que hi ha arees on observacié i experimentacié son
particularment dificils, la qual cosa fara que no se’n pugui deduir
un model matematic o que aquest sigui molt groller. Aquest és el
cas, per exemple, en moltes branques de la biologia, la medicina,
I’economia, les ciencies socials, etc. També pot ser que les dades
obtingudes no siguin compatibles amb un model determinista o, en
tot cas, que aquest hagi de ser extraordinariament complicat. El
treball en aquestes disciplines és, comparativament, més dificil que



en la fisica o en la quimica, per exemple. Els seus estudiosos n’han
de ser ben conscients i, aixi doncs, s’han de deslliurar de tot dog-
matisme.

En aquest cas hom recorre sovint a emprar tests estadistics.
Aquests tests poden donar informaci6 valuosa, pero no poden esbri-
nar les lleis que regeixen el fenomen. Un nou farmac, per exemple, es
pot provar en un cert conjunt d’individus i se’n pot validar 'eficacia
i la fiabilitat. Pero la comprensié de com produeix el seu efecte
exigeix curosos experiments bioquimics per a coneixer realment
com actua. Les técniques estadistiques certament poden donar in-
formaci6 sobre I'existéncia de relacié entre certes variables. Podem
dir que sén les que cal usar primer quan hom no coneix res del
fenomen. En tot cas, cal insistir en el fet de disposar de series tem-
porals de dades. La variable temps aporta una informaci6 essencial
sobre la dinamica; si no es disposa d’aquesta variable, es perd una
part molt important de les dades necessaries per a la comprensio.

Un cop realitzats diversos experiments i amb una idea de les
variables rellevants, arribem a la fase d’escriure les equacions mate-
matiques que puguin descriure el fenomen observat. Algunes vega-
des aquestes equacions es dedueixen d’una manera del tot logica de
“lleis” més generals i que sén prou correctes, com en problemes
de mecanica, optica, cinetica quimica, etc.

Per centrar idees suposarem que estudiem ’evolucié temporal
o espacial d'una magnitud o de diverses magnituds simultaniament.
Aquestes magnituds poden ser la posicié i la velocitat d’una parti-
cula, la concentracié6 d'una substancia quimica en un recipient, el
valor de la temperatura en una paret, el nombre d’individus de di-
verses especies animals en una area donada, la quantitat d’eritrocits
per centimetre cubic, la intensitat de radiacié electromagne-
tica, etc. L'estat del sistema (o fenomen) estudiat és descrit per
nombres que ens indiquen la quantia de les diverses magnituds.
Aquests nombres es poden prendre com les coordenades del sistema,
de manera que aquest quedara determinat si els coneixem en un cert
moment (i, potser, en un cert punt o conjunt de punts.) Admetem
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en aquest punt i a partir d’ara que el fenomen estudiat és deter-
minista.

L’evoluci6 del sistema a partir d’'unes condicions inicials s’ex-
pressa dient com variara al llarg del temps i/o I'espai. Per exemple,
una poblacié biologica té variacions, en un cert interval de temps,
a causa de les morts produides (siguin causades per malaltia, per
manca d’aliments, per I’accié de depredadors o per lluites internes),
a causa dels naixements, i, si ens fixem en un cert indret, a causa
també de les migracions. Si tenim en compte les diverses contribu-
cions a la variaci6 de la poblacié, obtenim una relacié que ens déna
la poblacié en una epoca a partir del seu valor en una epoca an-
terior (per exemple, un mes, un dia o un any abans), a partir dels
valors d’altres poblacions i a partir d’altres variables que depenen
del temps (com és la meteorologia, que influira en la disponibilitat
d’aliment.) Naturalment, pot ser adequat considerar la poblaci6 es-
mentada no globalment, sin6 atenent al seu repartiment en edats, si
aquest varia considerablement al llarg del temps. Resumint, 1’estat
del sistema en un moment depen del seu estat en una epoca ante-
rior.

La formulacié matematica es fa dient que el pas d'una epoca a
una de posterior és una funcié que depen de l'estat inicial. Iterant
el procés obtenim I’evolucié del sistema en el temps. Aquest tipus
d’estudi s’engloba dins de I’anomenada teoria de la iteracio.

Continuant amb el cas d’una poblacié i per a ser més rea-
listes, com ja hem esmentat, pensem que en la seva expressio en
una epoca donada no sols hi intervé la poblacié en una epoca
anterior (per exemple, un mes abans) siné en diverses époques
anteriors. En efecte, cal tenir en compte que no tota la poblacié
esta en condicions de reproduir-se, i caldra eliminar els individus
massa joves o massa vells. Obtenim aixi un model de poblacié amb
memoria (de les poblacions en époques passades) o, si es vol, po-
dem segmentar la poblacié en diverses subpoblacions segons sexe,
edat, etc. A mesura que passen els intervals de temps, els individus
d’una subpoblacid, si no han mort i no han migrat, passen a la sub-
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poblacié d’edat superior. Els individus en edat fertil donen lloc a
naixements d’acord amb una certa taxa de reproduccio, i els nou-
nats, que estan en el primer nivell de subpoblacid, pateixen for-
tament 'accié de depredadors o la climatologia adversa. Es pot
descriure 'evolucié de la poblacié com el que s’anomena una equacio
en diferéncies finites o, més generalment, un sistema d’equacions en
diferencies finites.

Si passem al limit quan l'interval de temps entre una epoca i la
seglient tendeix a zero, tindrem una equacié diferencial ordinaria,
en la qual la variable independent és el temps i la variable dependent
és la grandaria de la poblacié (o les grandaries de les diverses sub-
poblacions, si s’escau.) Si, al mateix temps, considerem el compor-
tament respecte a I’espai a causa d’un procés de migraci6 (que hom
pot considerar com una difusié cap a territoris més atractius per
un motiu o altre) tindrem una equacié en derivades parcials, ja que
cal considerar, no sols la derivada de la poblacié respecte al temps,
siné també les derivades respecte a les variables d’espai. El fet que
hi hagi processos no instantanis (per exemple la maduracié dels
individus o la transmissié d’informacié) porta a equacions amb re-
tard o a d’altres models més complicats. Les equacions en derivades
parcials del tipus d’evolucié tenen solucions que depenen del temps
i de l'espai. Es ttil considerar les solucions com a funcions que de-
penen del temps i que per a cada valor del temps donen un “punt”
que, a la vegada, és una funcié que depen del punt de 'espai fisic
considerat.

Resumint, la majoria dels models d’evolucié de 'estat d’un sis-
tema donat s’escriuen com a equacions diferencials o equacions en
diferencies finites, en el cas que realment existeixin unes “lleis de la
natura” deterministes que regeixin aquests fenomens. No parlarem
de models en els quals intervingui un cert component aleatori. Es a
dir, models en que intervinguin variables de les quals no es conegui
prou bé 'efecte, models massa complicats per a descriure’ls d’una
manera determinista, o bé fenomens tals que la “llei fisica que els
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regeix” tingui caracter probabilista. Aquests models son realment
importants, pero ens centrarem en els deterministes.

Vull deixar clar també que tot aixo s’aplica a problemes reals
en que:

1. Es prou correcte admetre que el sistema és determinista.

2. Hom té equacions que descriuen el comportament del feno-
men.

3. Per comparacié amb experiments (“fisics” i no numerics, és
clar) de l'analisi del model matematic, es considera que les
prediccions deduides del model sén prou acurades per a poder-
lo considerar util. No hi ha models correctes, siné, com a molt,
models 1itils.

En resum, hom no pot pretendre fer cap extrapolacié a models “no
validats”. Un cas especialment delicat apareix quan hom pretén
aplicar conclusions obtingudes a partir de ’analisi del comporta-
ment conjunt d’un sistema amb molts elements (sigui un sistema
de particules, una poblacié d’individus, etc.) Si el sistema que es
vol estudiar té pocs elements (per exemple, si en el cas de 'ecologia
les poblacions que hom considera sén “petites”), llavors no té cap
sentit parlar d’'una “dinamica en mitjana” i el problema és molt
més dificil. Es ben conegut que és molt més complicat estudiar,
diguem, el problema de 4 cossos sota ’atraccié newtoniana, que un
problema amb 10%* particules, que probablement estigui molt ben
descrit, en conjunt, per les lleis de la mecanica estadistica.

Propietats dinamiques universals

El meu camp d’activitat s’ha centrat, basicament, en sistemes
en dimensio baixa. Per tal cosa entenc que el nombre de variables
que evoluciona no va més enlla de 10 o 12. Hi ha diversos motius
per aquesta eleccié. D'una banda, hom coneix experimentalment
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que les dimensions dels atractors a que tendeixen sistemes natu-
rals no sén, en la major part dels casos, superiors als valors in-
dicats. Aix0 succeeix malgrat que els sistemes en qiiesti6 estiguin
regits per equacions en derivades parcials i, com hem dit, tinguin
la seva evolucié en un espai de dimensio infinita.

Un altre bon motiu és que, fins i tot per equacions diferencials
ordinaries, estem encara lluny d’entendre els sistemes en dimensié
3 de manera completa. El ben conegut problema gravitatori de tres
cossos es pot reduir a un sistema en 6 variables i presenta, ja, difi-
cultats formidables.

Pero sovint no ens interessa estudiar un problema aillat, sin
una familia que depén de parametres. Aquests parametres poden
significar “constants” fisiques o tenir en compte factors tant interns
com externs del sistema. Més important encara, sota certes condi-
cions és possible aproximar sistemes bastant generals per d’altres
que depenen d’un nombre finit i no gaire gran de parametres. Aixo
és degut a consideracions, en les quals no entrarem, que perme-
ten veure l'evolucié s’un sistema dinamic des d'un punt de vista
geometric. Hi ha diversos objectes invariants que formen “lI’esque-
let” del sistema, que evoluciona entre aquests objectes. Cadascun
es pot descriure, aproximadament, amb un petit nombre de para-
metres. La manera de relacionar aquests objectes també és repre-
sentable amb pocs parametres.

Amb tot aixo vull dir que és possible estudiar sistematicament
sistemes d'una certa complexitat, especialment en el cas dissipatiu.
En un grau o altre tots els sistemes naturals dissipen energia. Els
tipus d’evolucions que s’obtenen, malgrat ésser infinits, sembla que
es poden classificar en un nombre reduit de classes. Almenys si
les dinamiques sén suficientment regulars, potser després de canvis
de variables convenients. També cal dir que, en diverses regions de
I'espai abstracte on es representa numericament ’evolucié del sis-
tema (I’anomenat espai de fases) hi ha també fenomens d’autosimi-
litud. El que succeeix en una certa regié es reprodueix a escala més
petita en molts altres indrets.
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Bé, arribem aixi a uns comportaments dinamics universals.
Pot ésser dificil predir com evolucionara un sistema a partir d’'unes
dades donades en un cert instant de temps. (La meteorologia n’és
un bon exemple.) Pero, per dir-ho aixi, no poden passar gaires coses
completament diferents. (Tornem a la meteorologia: el nombre de
meteors coneguts no és pas gaire gran.)

Com he dit abans, 'ordinador pot ser una bona eina “experi-
mental” en aquest camp. La representacio grafica de les evolucions
dels sistemes dinamics permet que, després de veure un bon gra-
pat de comportaments, en estudiar més i més sistemes es tingui
la impressié d'un déja vu. Naturalment, aix0 demana una certa
experiencia per saber que cal mirar i com s’han d’interpretar les
figures que es veuen. Exactament igual que succeeix quan mesurem
en les altres ciencies experimentals.

Actualment s’estan estudiant alguns models universals que
descriuen la dinamica en certes regions de 'espai de fase. S’intenta
esbrinar el comportament prop de les distintes peces de I'esquelet i
de quina manera aquestes es connecten. Més concretament, es con-
sideren models de parts de la dinamica. Si es vol es pot dir que sén
trossos del model matematic d’'un problema real. S’esta aixi fent
un pas dels que tant ens agraden als matematics: fer un model del
model. Tot s’hi val si aixo ens ajuda a comprendre. A més, aquests
models sén bones aproximacions globals de models senzills i depe-
nen de pocs parametres. Fisicament corresponen a problemes que
tenen caracter dissipatiu i vénen descrits per tres o quatre variables
dependents del temps.

S’observa que, en el cas de tres variables, a més dels atractors
classics (punts estacionaris i solucions periodiques i quasiperiodi-
ques) hi ha un cert nombre dels anomenats atractors estranys, que
tenen unes regles de creacié i destruccié absolutament clares.

La conclusié que voldria que es derivés d’aixo és que des del
moment que un sistema natural pot ser descrit per equacions mate-
matiques, els seus tipus d’evolucié queden perfectament determi-
nats. No em refereixo al fet que donades unes dades inicials es pugui
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predir que succeira. Aixo és, en la major part dels casos, impossi-
ble, per molt determinista que sigui el model i per molt “fiable” que
sigui. Em refereixo al fet que el nombre de coses que poden succeir
és finit.

Dit aix0, ens podem preguntar per que la naturalesa ha de
poder ser descrita per les anomenades “lleis naturals” expressables
de forma matematica. Sobre aquest tema presentaré unes especu-
lacions a continuacié. Fixem-nos que, en certa manera i d’acord
amb el que acabem de dir, és irrellevant quines siguin en concret les
lleis. El que afirmem és valid per a sistemes governats per equacions
diferencials, en diferéncies, etc., i no hi fa cap mal que hi hagi un
cert component probabilista.

El perque de l’exit de la matematica

A priori podem pensar que és sorprenent que la matematica
sigui tan til per descriure el comportament de molts fets natu-
rals. Aix0o és una conseqiiencia inevitable de l'existencia de lleis
naturals. Aquestes, a la vegada, permeten establir els fonaments
de I'is de la natura per part de la humanitat i desenvolupar la
tecnologia. D’aix0 a tenir al nostre abast totes les coses que se’ns
ofereixen actualment (moltes de superflues) hi ha un pas. Es pot
tardar més o menys a descobrir els principis fisics, pero soén alli.

Pensem ara una mica que succeiria si no existissin unes lleis
naturals de caire més o menys determinista.

Els éssers humans, i en general tots els éssers vius, tenim
una estructura notablement complicada. Una quantitat enorme de
cel-lules amb missions ben diferenciades i perfectament estructura-
des. Tot es produeix a partir de la informacié continguda en els
gens. Naturalment, aquesta informacié, tot i essent molt gran, és in-
suficient perque es pugui considerar com el planol detallat d'un ésser
huma. Pero no n’hi ha cap necessitat. La podem considerar com
I’algorisme a partir del qual, i donades les favorables circumstancies
ambientals, es produira I’ésser de manera inevitable. Sols cal deixar
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que actuin les lleis naturals d’acord amb uns valors dels parametres
que sén la informacié que porten els gens.

Podem comparar els algorismes continguts en el gens als que
s'usen per a generar una representacio grafica de l’evolucié d'un
sistema (tant si ho fem a ma com si ho fem amb ordinador; a ma
sol prendre més temps.) Un algorisme que es pot escriure en una
pagina i que es converteix en un programa de poques linies, pot
originar figures d’una aparenca molt complicada.

Distintes condicions inicials originen evolucions lleugerament
diferents, pero l'atractor a que hom tendeix és essencialment el
mateix, sempre que els parametres (o les circumstancies ambien-
tals) no ultrapassin uns certs valors. Si aixo succeeix es diu, des
del punt de vista matematic, que hi ha hagut una bifurcacio. En
termes biologics es parla de mutacions.

Aquest tendir a objectes semblants és el que permet I'organit-
zacio de l'organisme complet. Sense lleis naturals possiblement no
existirien ni els constituents de la materia. Si existissin algunes
“lleis” pero estiguessin lluny de tenir un caracter determinista, no
hi hauria cap formacié de patrons. Es a dir, no hi hauria “evolu-
cions finals” ni el “tendir” cap a alguna estructura, ja que cada
vegada que el sistema es trobés exactament en el mateix estat que
en un instant anterior, podria evolucionar de manera absolutament
arbitraria.

En resum, si no existis un substrat matematic sota tot el
que succeeix a la natura (independentment del fet que existissin
éssers capagos de “fer” matematiques), no existiriem tampoc no-
saltres. Llavors ja no ens formulariem la pregunta que encapgala
aquest apartat.

L’absencia de lleis naturals significaria el “caos” en la seva
accepcio més autentica, és a dir, “el no res”. Cal no confondre-ho en
absolut amb el recent i popular (mal) s del mot “caos”. Es tracta,
simplement, de la impredictibilitat en sistemes deterministes, ben
coneguda per H. Poincaré i, sorprenentment, descrita amb bastant
detall en un dels llibres d’E. A. Poe.
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D’altra banda, una pregunta natural és si, donades unes lleis
fisiques expressables en termes matematics com les que sembla que
hi ha, és o no inevitable que es produeixin éssers amb capacitat
per a pensar. I, en particular, per fer matematiques. Cal un cert
temps per a la produccié d’organismes vius, per a viatjar on calgui
i per al seu desenvolupament i evoluci6. A més, com he dit, es
necessiten unes circumstancies ambientals favorables. En el cas del
nostre petit planeta (un gra de pols perdut a l'univers, com es diu)
no n’hi ha prou d’estar a una distancia del Sol que ens permeti
una quantitat d’energia acceptable. A més cal que el clima sigui
suficientment estable. Per aixo cal que l'eix de rotaci6é de la Terra
sigui també estable. Es conegut que la Lluna juga un paper essencial
estabilitzant aquest eix, que, altrament, patiria fortes inestabilitats
degut a un efecte combinat del Sol, Jupiter i Saturn.

Quina és la freqiiencia espacial i temporal amb que totes les
condicions per a l'existencia i el desenvolupament d’éssers pensants
son satisfetes, hem sembla una pregunta dificil. Basicament per la
manca de dades, ja que moltes “teories” cosmogoniques sén un
exemple de les “extrapolacions” de que he parlat anteriorment.

La matematica a les carreres universitaries

Sembla que la matematica (especialment amb l'esperit de la
matematica aplicada) hauria d’estar present a moltes de les carre-
res que hi ha actualment. Vull aclarir que no em mou cap interes
personal. Vaig impartir, fa anys, diversos cursos de matematiques
a facultats diferents de la de matematiques i vaig tenir el goig de
trobar-me amb alumnes excel-lents. Simplement crec que els seria
util. No sols pels coneixements en concret que se’ls exposessin, sind
també per l'esperit critic que té, per ajudar a desenvolupar la ca-
pacitat de pensar correctament, d’analitzar tots els casos, etc.

Em diran que ja hi és. Es cert, pero en gran part dels casos
apareix d’'una manera extraordinariament reduida. L’argument ha
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estat, a la nostra Universitat i en d’altres, la reduccié de la du-
rada de les carreres. Analitzem-ho una mica. Aqui hi tenim dos
punts: Quin ha de ser el contingut d’una carrera i quina durada
ha de tenir. Obviament estan relacionats. Crec que cap dels dos és
la qiiesti6é primordial. La pregunta basica és, parlant en termes co-
mercials, quin “producte cal produir”. Un cop tinguem la resposta
els altres dos punts en seran un corol-lari.

Bé, continuem amb la nostra analisi de les paraules entre come-
tes. El producte és clar: 'alumne que acaba els seus estudis. Per
produir entenem formar i informar (amb un repartiment adequat
entre ambdues coses, depenent de la carrera i del nivell.) Ens queda,
aixi, que la clau esta en el mot “cal”. Cal formar persones amb una
solida base de coneixements, que potser no coneixeran res d’un
tema concret perd que, amb els fonaments adquirits, el podran
dominar en poc temps, o calen persones amb una formacié molt
més concreta que els permeti incorporar-se immediatament al mon
professional? En tot cas, considero persones que estudien en univer-
sitats 1 deixo de banda la formacié que pugui impartir-se en escoles
professionals.

Tot aix0 va adobat, a més, amb el fet que tota persona amb les
aptituds necessaries té dret a rebre una educacio superior. Aquestes
aptituds es “demostren” ara superant I’examen de selectivitat. A la
vista dels resultats és clar que aquest examen

1. No selecciona i no s’ha pres cap mesura per a compensar els
possibles biaixos que hi hagi entre les qualificacions previes i
les que s’obtenen a l'examen.

2. No té en compte els estudis que vol seguir I'alumne i les seves
aptituds especifiques.

Crec que si no compleix els seus objectius (si és que en té!) hauria
de desapareixer. En el seu lloc cada ensenyament podria establir, si
ho creu necessari per a assolir la qualitat desitjada, o bé un examen
especific, o bé un primer curs al nivell convenient.
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Tornant a la qiiestié anterior, el meu punt de vista és que cal
formar ambdds tipus de persones. Em semblen necessaries per al
correcte funcionament de la societat. I en tot cas, s’ha de procurar
que el nivell de formacié basica sigui al més alt possible, d’acord
amb les aptituds dels estudiants. En efecte, una caracteristica del
moén actual és la demanda de persones amb una notable flexibilitat
i que puguin fer front, satisfactoriament, a diferents situacions de
treball. Aquesta flexibilitat sera més gran (en general) si la seva
base és més amplia.

Uns continguts matematics més elevats en moltes carreres crec
que poden afavorir una formacié més solida. Possiblement els alum-
nes de disciplines diferents de les matematiques han de tenir una
certa part “d’informacié” matematica. Es a dir, un cop familiarit-
zats amb certs principis i havent-se exercitat suficientment, se’ls pot
informar d’altres resultats que puguin ésser usats sense necessitat
de seguir tot el raonament.

Algunes reflexions sobre ’ensenyament en general

Els darrers 33 anys he estat lligat, com a estudiant o com a
professor, a la universitat, i la major part d’aquest temps a la de
Barcelona. Per diverses circumstancies conec bastants universitats
d’arreu. Aixo i la meva conviccié que l’ensenyament és una clau
essencial per a I’evolucié futura de la societat fa que vulgui presentar
ara algunes reflexions.

1. La reduccié en moltes universitats de la durada de les llicen-
ciatures de 5 a 4 anys ha estat forcada per motius aliens a
I'estudi dels objectius que es volen assolir. S’ha de “guanyar”
un any, ja que se n’ha “perdut” un abans. Un pot tenir la
impressié que realment “s’ha perdut”, és a dir, que la relacié
qualitat/preu dels estudis previs a la universitat no sigui su-
ficient. I en parlar de “preu” no em refereixo a I’economic,
naturalment.
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2. Crec que hi ha un nombre excessiu de carreres. Sovint es diu
que els darrers anys s’ha incrementat notablement el nom-
bre de carreres que s’ofereixen als estudiants. Estimo correcte
que hi hagi diverses carreres de cicle curt (3 anys) amb una
orientacié més concreta i que permetin la incorporacié rapida
al moén professional sense una base amplia. Diguem-ne diplo-
matures, per posar-hi un nom. Pero les llicenciatures, que re-
presenten el nivell més alt d’ensenyament general, haurien
de formar de manera més completa. Si es vol es poden oferir
distintes opcions de segon cicle, com a especialitats a que
es pugui optar des de primers cicles diferents. Hi ha llavors
el dubte de si dos anys son suficients per a un primer cicle
que tingui tota la formacié basica. Una solucié podria ser que
I’especialitzacio s’oferis en un any.

3. Estimo molt convenient fer un “control de qualitat” a la sor-
tida. Quins coneixements tenen realment els alumnes que re-
ben el titol? Es corresponen amb els objectius proposats?
Compleixen el que demanen les persones que els han de donar
feina? Naturalment, aquesta avaluacié I’han de fer exclusiva-
ment professionals de la disciplina en qliestié (incloent-t’hi,
potser, professionals d’altres universitats) i persones lligades
al mén laboral.

4. Establint un examen d’entrada propi de cada ensenyament, o
un primer curs amb el nivell que calgui, s’hauria de procurar

e Que una fraccié important dels alumnes que superin el
primer curs acabi la carrera. Altrament hi ha una perdua
d’energia i recursos de professorat i alumnat.

e Que l'esfor¢ demanat a I’alumnat fos constant durant la
carrera. Si un curs no li costa cap esfor¢ a ’alumne, no
hi guanya res i no cal que el faci. O en altres paraules:
no s’esta aprofitant tot el potencial de I'alumnat.
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5. S’han d’oferir nivells d’ensenyament assequibles a una part
important de la societat. Diguem-ne, per exemple, “certificats
d’estudis universitaris”. Pot ser bo que molta gent conegui la
universitat des de dins.

Conclusié

L’ensenyament és un tema cabdal per al futur de la humani-
tat. Es tan important que no es pot deixar en mans sols dels politics,
o sols dels ensenyants, o sols de la societat que rebra els alumnes
formats i els resultats de la recerca que s’hi faci. Les tres parts han
de col-laborar per a planificar a un termini de 15 o 20 anys sense
fer successives marxes endavant i enrere. De manera periodica (no
al cap de 20 anys, sin6 cada any) s’ha de revisar el compliment dels
objectius i la conveniéencia de variar-los lleugerament.

Que ningud es miri els anys de I’ensenyament com un comode
aparcament dels joves. Ans al contrari, han de ser decisius per a la
seva vida futura.

A tots els nivells d’ensenyament la matematica hi té alguna
cosa a dir. La formacié amb un esperit reflexiu i critic ha de fer els
éssers humans més lliures. Hem de mirar la matematica no com una
cosa abstracta i inintel-ligible, siné com a absolutament natural i
viva.

Per a cloure aquesta 1li¢é voldria proposar uns exercicis per fer
a casa. El primer consisteix a reflexionar sobre que pot fer cadascu
per a millorar I’ensenyament en el nostre pais, i intentar posar-ho
en practica. El segon és més especulatiu (encara.) Un dels origens
de la matematica, com a disciplina de la ment humana, va ser
I’'observaci6 de la regularitat dels moviments del Sol i la Lluna. Quin
hauria estat ’efecte en I’evolucié de la humanitat, des del punt de
vista intel-lectual, si la nostra Terra fos un planeta al voltant d’un
estel doble i amb una dotzena de llunes?

P,



Agrairé les respostes que em facin arribar.

A tots els que s’incorporen aquest any a la Universitat de
Barcelona, el meu desig d’exit, i a tots els presents moltes gracies
per la seva atencié.
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