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Presentacio

PRESENTACIO

La present publicaci6é desenvolupa el contingut aplicat de I’assignatura Mostreig
Estadistic, que s’ofereix al Grau d’Estadistica UB-UPC. Malgrat no se segueix
estrictament el programa de la mateixa, les diferents seccions del llibre s6n facilment
reconeixibles. S’inicia amb un bloc introductori referit al mostreig probabilistic i als
estimadors 1 segueixen les seccions corresponents al mostreig aleatori simple, mostreig
aleatori estratificat, mostreig sistematic i, en darrer lloc, mostreig per conglomerats.

La voluntat de la publicaci6 és la d’esdevenir un recull exhaustiu d’exercicis relacionats
amb els diferents metodes de mostreig estadistic que es presenten a 1’assignatura. Es per
aquest motiu que la part teorica de 1’assignatura queda exclosa de la publicacid, i només
s’inclouen uns formularis a I’Annex B, per a que I’alumne disposi de les férmules
necessaries per a la realitzaci6 dels exercicis, sense haver de recérrer a d’altres materials.

Cadascun dels blocs corresponents als diferents metodes de mostreig s’organitza de la
mateixa manera: es presenta un exercici resolt amb tot el desenvolupament necessari; i
després, s’inclou un llistat d’exercicis proposats i les solucions als mateixos.

El bloc d’annexos esta dividit en tres seccions. A I’Annex A, trobareu una explicacié
detallada dels procediments necessaris per a dur a terme diferents tipus mostreig amb els
paquets estadistics SPSS' i R. A més, es proposen quatre exercicis” a resoldre usant els
programes esmentats. A continuacid, s’inclouen els formularis per a poder solucionar els
exercicis proposats. I en darrer terme, I’Annex C inclou les taules estadistiques de la
distribucié Normal estandard i de la distribucidé t d’Student, les dues distribucions
rellevants per a la realitzacio dels exercicis.

Els objectius que es persegueixen a través de 1’assignatura Mostreig Estadistic i, per
extensid, amb la present publicaci6 son, en referencia als coneixements:

* Assimilar les diferencies entre els conceptes de poblacid, mostra, parametre
d’interes, estimacio i error de mostreig.

* Coneixer els diferents metodes de mostreig estadistic 1 les seves particularitats.
* Distingir quin metode és el més adequat en cada cas.

® (Calcular els errors mostrals, en funcié del metode triat, la grandaria de la mostra i la
grandaria de la poblacio.

¢ Calcular la mida mostral necessaria per aconseguir una precisié donada, en funcié
del metode de mostreig triat.

' Les darreres versions del programa (a partir de la versié 17.0.3, de I’any 2009) es comercialitzen amb el
nom de PASW Statistics. Degut a I’ampli coneixement de 1’anterior denominacid, sera el nom d’SPSS el
que s’usara en la publicacid.

* Les bases de dades corresponents a aquests exercicis es troben disponibles al Campus Virtual de
I’assignatura o demanant-les per correu electronic a la professora Manuela Alcaiiiz (malcaniz@ub.edu).
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Pel que fa a competeéncies i habilitats que 1’estudiant adquireix, la present publicacid
busca:

Proposar metodes de seleccié aleatoria d’unitats poblacionals, per a formar una
mostra estadistica.

Identificar dissenys de seleccid de les mostres en casos reals concrets.

Coneixer els diferents tipus de mostreig estadistic, especialment el mostreig aleatori
simple, el mostreig sistematic, el mostreig estratificat i el mostreig per
conglomerats.

Distingir en quina situacié €és més adequat aplicar un metode de mostreig o altre, 1
les implicacions de cadascun d’ells.

Calcular els errors mostrals comesos, en funcié del metode triat, la grandaria de la
mostra i la grandaria de la poblacid.

Determinar la grandaria mostral necessaria per garantir un cert nivell de precisid, en
funcié del metode de mostreig triat, per a estimacions de proporcié mitjana, total 1
total de classe.

Classificar els diferents errors de mostreig i saber calcular-los.

Simular el comportament de mostres aleatories 1 comparar-lo enfront del
comportament d’una poblacié coneguda.

Desenvolupar la capacitat d'analisi 1 de sintesi, aixi com el sentit critic per avaluar
resultats i metodes.

Ser capag d'enfrontar-se amb exit a problemes de diversa dificultat.
Desenvolupar recursos propis per a la resolucié de problemes.

Treballar la capacitat per utilitzar el raonament 10gic i els instruments matematics.

Barcelona, abril de 2011
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MOSTREIG PROBABILISTIC I ESTIMADORS

1.1 EXERCICI RESOLT

El propietari d’un 4x4 fa viatges privats amb turistes que visiten el Pirineu, ensenyant-los
diversos paratges. En funcié de la durada i dificultat del trajecte, el preu de I’excursié és
més o0 menys elevat.
En una setmana, el conductor ha fet un total de 5 viatges, i ha percebut les segiients
quantitats, en euros:

120, 200, 140, 100, 180
Dels 5 grups que van fer I’excursio, 4 van quedar satisfets.

Tot 1 que siguin pocs valors, son les dades poblacionals, ja que el conductor no va fer més
viatges.

a) Quina és la despesa mitjana poblacional? I la despesa total poblacional? Que
significa?

1 wn 7

UW==Dic1X = ? = 148 € de despesa mitjana per viatge.

n

T= )i, x; = 740 € de despesa total poblacional.

b) Quina €s la proporcid poblacional de grups satisfets?
1, pels turistes satisfets
0, pels insatisfets

1 4 . )
p=- A= s = 80% de turistes satisfets, on A; = {

Suposem ara que traiem mostres de mida n = 3 de les quantitats que ha cobrat el
conductor. Noteu que en un cas real, només trauriem una mostra.

¢) Quantes mostres diferents de mida 3 es poden obtenir (sense reposicio i sense que
importi I’ordre)?

Cyn=0Cs3 = (g) = 10 mostres diferents.

d) Obteniu I’espai mostral format per aquestes mostres de mida 3.

S = {(120,200,140), (120,200,100), (120,200,180), (120,140,100), (120,
140,180), (120,100,180), (200,140,100), (200,140,180), (200,100,
180), (140,100,180)}
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e) Si tots els valors tenen la mateixa probabilitat de formar part de la mostra, quina és
la probabilitat de cadascuna de les mostres possibles?

P(S) =1/10.vi

Considerem ara la mitjana mostral del preu pagat, com a estimador de la mitjana
poblacional.

f) Escriviu la distribuci6 de probabilitat de la mitjana mostral (X). Recordeu que, per a
fer-ho, heu de trobar tots els possibles valors que pren la mitjana mostral (per a cada
mostra, heu de calcular quant val la mitjana mostral), 1 veure amb quina probabilitat

els pren.
S; x; P(X = %)
120, 200,140 | 153,333 1/10
120, 200, 100 140 1/10
120,200,180 |166,667 1/10
120, 140, 100 120 1/10

120,140,180 |146,667 1/10
120,100,180 [133,333 1/10
200,140,100 |146,667 1/10
200,140,180 |173,333 1/10
200,100, 180 160 1/10
140,100, 180 140 1/10

Distribucié de la mitjana mostral:

(120 P(x = %) =1/10
133,333 P(x = x;)=1/10

140 P(x=x)=1/5

_ ) 146,667 P(x=X)=1/5
¥=1153333’ PE=%)=1/10
160 P(x= %) =1/10
166,667 P(x = x) =1/10
(173,333 P = %) = 1/10

g) Calculeu I’esperanca o valor esperat de la mitjana mostral i comenteu si és un
estimador no esbiaixat de la mitjana poblacional que heu trobat abans.

E(x) = Z PG %)= 120 N 133,333 N 140 N 146,667 N 153,333 N
i 10 10 5 5 10
N 160 N 166,667 N 173,333 _
10 10 10
B(x) = E(x) —u =0 - Estimador no esbiaixat
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Considereu ara el valor minim mostral. Per exemple, per la mostra {120, 200, 140} seria
120.

h) Escriviu la distribucié de probabilitat del minim mostral.

S; Min(x;) |P[Min(x) = Min(x;)]
120, 200, 140 120 1/10
120,200, 100 120 1/10
120,200, 180 120 1/10
120, 140, 100 100 1/10
120, 140, 180 120 1/10
120,100,180 100 1/10
200, 140, 100 100 1/10
200, 140, 180 140 1/10
200, 100, 180 100 1/10
140,100, 180 100 1/10

Distribucié del minim mostral:
100 P[Min(x) = Min(x;)] = 3/5
Min(x) =<120, P[Min(x) = Min(x;)] = 3/10
140 P[Min(x) = Min(x;)] = 1/10

1) Calculeu el valor esperat del minim mostral.

] 3 3 1
E[Min(x)] = 100 * =120 %5+ 140+ =5 =110

j) Es el minim mostral un bon estimador de la mitjana poblacional? Per qué? Quina
propietat li manca?

El minim mostral no és un bon estimador de la mitjana poblacional perque te
biaix (negatiu); és a dir, condueix a infravalorar de forma sistematica la mitjana:

B[Min(x)] = E[Min(x)] —u =110 — 148 = —38

A més, s’observa com I’Error Quadratic Mitja per la mitjana mostral €s inferior
al del minim mostral, quan volem estimar la mitjana poblacional:

120% + 133,333% + (140% * 2) + -+

— 1482 =
10

Var(x) = E(x*) — [E(X)]* =
= 229,333

EQM(x) = Var(x) + [B(x)]? = 229,333

10
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Var[Min(x)] = E{[Min(x)]?} — {E[Min(x)]}?* =
(100 * 6) + (1202 * 3) + 1402

10
EQM[Min(x)] = Var[Min(x)] + {B[Min(x)]}?* = 180 + (—38)% = 1624

— 1102 = 180

1.2 EXERCICIS PROPOSATS

1. Sigui una poblacié de mida N = 5. Es mesura la variable X, els valors de la qual es

mostren a la segiient taula:
il1 2 3 4 5
X;|25 20 28 23 19

a) Obteniu I’espai mostral format per mostres de mida n = 3, escollides sense
reposicio i sense importar I’ordre.

b) Calculeu la probabilitat d’obtenir cadascuna de les mostres de I’apartat anterior.
¢) Obteniu la distribucié de la mitjana mostral (arrodoniu a zero decimals).
d) Obteniu la distribucié del valor minim mostral.

e) Calculeu I’esperanga, la variancia i I’error quadratic mitja de la mitjana mostral i
del minim.

2. Sigui una poblaci6é de mida N = 8 de la que s’extreu una mostra de midan = 3. Els
valors de la variable mesurada en la poblaci6 son:

il1T 2 3 4 5 6 7 8
X;|92 132 84 103 79 163 99 128

Per tal d’estimar la mitjana poblacional, x, es proposen dos plans de mostreig:

PLA 1: PLA 2:

N° de mostra | Mostra S; | P(S;) N° de mostra | Mostra S; | P(S))
1 1,2,5 1/8 1 2,4,6 1/4
2 1,3,8 1/8 2 3,6,7 1/2
3 1,5,6 1/8 3 5,7,8 1/4
4 2,5,7 1/8
5 2,6,8 1/8
6 3,58 1/8
7 3,6,7 1/8
8 4,6,7 1/8




Mostreig Estadistic: problemes i practiques

a) Calculeu el valor de la mitjana poblacional .

b) Per a cadascun dels plans de mostreig, obteniu la distribucié de la mitjana mostral, i
calculeu la seva esperancga, variancia, biaix i error quadratic mitja.

¢) Argumenteu quin pla de mostreig es consideraria millor.

3. En una poblacié de 15 elements (x;,i = 1,...,15), es volen extreure mostres de mida
n = 3. Per a fer-ho, s’escull un nombre aleatori k entre 1 i 5, de manera que la mostra
obtinguda esdevé {xy, Xy 45, Xk 110}, €5SENt X; = L.

Es pretén estimar el maxim poblacional [8 = Max(x;)] i es consideren dos estimadors
diferents: @1 = Max(x;),i=1,...,n, o @2 = 2x — 1 . Avalueu-ne la precisid i escolliu
el més adequat per a I’estimacio.

4. En una distribucié binomial B(2,p) es prenen mostres aleatories simples de mida
n = 21 es consideren els dos estimadors de p segiients:

D1 = i P =

N X
W Ri

a) Trobeu les distribucions en el mostreig dels dos estimadors, i feu-les servir per a
veure si es tracta d’estimadors no esbiaixats.

Indicacio: X~B(2,p) —» P(X = k) = (2) #p* » q>7
P(X = k)

k
0
1
2

b) Se us acut alguna manera més directa d’estudiar si els estimadors tenen biaix?

5. Sigui X una variable aleatoria distribuida uniformement a I’interval [0,b]. A partir
d’una mostra X3, X5, ..., X;; d’observacions independents de la variable X, es proposen dos
estimadors pel parametre b:

~

6,=2x i O,=x;+xj, i#]
a) Estudieu si tenen biaix.
b) Trobeu l'error quadratic mitja de cada estimador.
¢) Quin és preferible?

d) Considereu ara 1’estimador §3 = Max(X;), i = 1,...,n. Argumenteu si té biaix. En
té assimptoticament?
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6. La durada d'unes bombetes és una variable aleatoria amb distribucié normal amb
variancia 02 = 400. Es pren una mostra de 30 bombetes i s’obté una durada mitjana de
1.510 hores. Calculeu:

a) L'interval de confianca al 95% per a la mitjana poblacional.

b) El mateix, pero al 99%. Observeu la diferencia amb el resultat anterior.

7. En un estudi, I'objectiu del qual és determinar el temps mitja de fabricacié d'un producte,
s'agafen 20 operaris i s'obté un temps mitja de fabricacié de 42,5 minuts i una desviacié
estandard de 3,7 minuts. Suposant que el temps de fabricacié segueix una llei normal,
calculeu:

a) Un interval de confianca al 99% per a la mitjana poblacional z.

b) El mateix que a I’apartat anterior, pero considerant una mostra de mida 100, per la qual
s’obtenen els mateixos resultats.

8. En una poblaci6 normal on o2 = 25, es desitja extraure una mostra que permeti
assegurar, per a una probabilitat del 95%, que la mitjana mostral diferira com a maxim 2
unitats de la mitjana veritable. Quina ha de ser la mida de la mostra?

9. D’una poblacié amb distribucié desconeguda i amb variancia 02 = 12, s’extreu una
mostra aleatoria simple de mida n = 36, essent la suma dels seus elements:

n

in =180

i=1
a) Calculeu I’interval de confianga per a la mitjana poblacional, al 90%, suposant que

no es pot assumir normalitat.

b) Repetiu el calcul suposant que si que es pot suposar normalitat i compareu el
resultat.

10. Un procés esta caracteritzat per una variable aleatoria discreta, infinita i numerable.

Es selecciona una mostra de 5 unitats i s’obté:
n n

in =60 i fo =768

i=1 i=1

a) Estimeu I’esperanca i la variancia (corregida) de la poblacio.
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b) Obteniu un interval de confianga al 95% per a u:
i. Suposant normalitat.

ii. Sense suposar normalitat.

c¢) Igual que I’apartat b), pero suposant n = 100 (i que s’obtenen els mateixos resultats
que per n = 5).

11. Una empresa de marqueting vol coneixer el rendiment que s’obté en utilitzar un fitxer
de dades de clients, que cont¢ més d’un mili6 de registres (a efectes de calcul, es pot
considerar que la poblacid €s infinita).

Sigui p la proporcié d’individus que accepten una oferta que es va realitzar a tots els
clients del fitxer, es pren una mostra de 10.000 direccions i entre elles accepten 1’oferta
230 clients. Calculeu un interval de confianca al 95% per al parametre p.

12. Per tal de coneixer I'impacte de la publicitat destinada a la promocié d’un nou
producte, ’endema del llancament es realitza una enquesta a tot el pais, escollint una
mostra aleatoria simple de 1.000 individus majors de 18 anys. D’aquests, 132 han vist la
publicitat.

a) Realitzeu una estimaci6 puntual i per interval (al 95%) de la proporcié d’individus
majors de 18 anys que han vist la publicitat.

b) El mateix per al total d’individus majors de 18 anys que han vist la publicitat,
sabent que N = 12.500.000.

13. S’extreu una mostra aleatoria de 350 families amb fills amb edats entre 2 i 3 anys i
s’observa la segiient distribuci6 de freqiiencies associada a 1’edat en que els nens
comencen a parlar:

Edat(enmesos)| 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
N’ de nens |27 51 64 78 55 41 19 7 4 2 1 1

a) Obteniu I’histograma associat a la variable edat (en mesos) i considereu si és
adequat el suposit de distribucié normal.

b) Obteniu una estimacié puntual i per interval (amb nivell de confianga del 95%) per
a la mitjana poblacional.

¢) Obteniu un interval de confianca al 99% per a la mitjana poblacional i compareu-lo
amb I’obtingut a 1’apartat anterior.

14
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14. Una universitat té 436 professors I’any 2009. La llista del personal academic i el
nombre de congressos internacionals a que han assistit els darrers dos anys es troba
disponible. S’extreu una mostra aleatoria de 70 professors, que es reprodueix a la taula
segient:

N°de congressos internacionals| 0123
N? de professors |41 6 3 4

456780910
6 320221
a) Obteniu I’histograma associat a la variable nombre de congressos a que han assistit

els professors 1 observeu si és adequat considerar que la distribuci6 de la variable és
normal.

b) Per a la mitjana de la variable anterior, obteniu una estimacié puntual i un interval
de confianga al 95%.

c¢) Estimeu la proporcié de professors que no han assistit a cap congrés internacional
els darrers dos anys i un interval de confianca al 95% per la mateixa.

15. En dues consultes mediques de tractament de la hipertensid, es va realitzar una
enquesta de salut a una mostra aleatoria dels pacients citats al llarg d’'un mes. En base a
les dades d’aquesta enquesta, s’estima la proporcid de pacients que han complert
correctament el tractament prescrit durant el periode d’observacio.

A la primera consulta (A), el nombre de pacients citats per al proper mes és de 200, i se
selecciona una mostra de 50 pacients (fraccié de mostreig del 25%). A la segona consulta
(B), se cita a 2000 pacients amb tractament prescrit i es constitueix una mostra de 200
pacients (fraccié de mostreig del 10%).

Si no hi ha raons per a pensar que la proporcié que es vol estimar és diferent en ambdues
consultes, a quina consulta s’estimara la proporcié amb major precisié?

16. Es desitja estimar la mitjana d’una variable quantitativa en dues poblacions A i B de
mida N, = 3Np. Per a realitzar I’estimacid, se selecciona una mostra d’igual mida n en
ambdues i s’observa que ’error de mostreig €s igual per a les dues poblacions. Quina és
la relaci6 entre les variancies mostrals de la variable?

1.3 SOLUCIONS

1. a) S ={(2520,28),(25,20,23),(25,20,19),(25,28,23), (25,28,19), (25,23,19),
(20,28,23),(20,28,19), (20,23,19), (28,23,19)}

by P(S) = 35, Vi
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21, p=1/5
22, p=1/5
¢) x=123,p=1/5
24, p =3/10
25, p=1/10
19, p=3/g
d) Min(x;) =420, p =3/,
e) Mitjana | Minim

Esperanca | 22,9 19,7
Variancia 1,69 1,41

Mitjana
Esperanca 111,5

Biaix 1,5

Variancia | 184,863

EQM 187,113
01 6,
Esperanca 13 15
Biaix -2 0
Variancia 2 8
EQM 6 8

16

EQM 17 | 19
2. a) wp=110
b) PLA I: PLA 2:
(97 p=1/g (132,667, p =1/,
101; p= 1/8 X =1{115333; p = 1/2
101,333; p=1/g 102 p=1/,
103333 p=1/g
X =4 111333; p= 1/ Mitjana
e 1 8 Esperanga | 116,333
115333; p=1/g Biaix 6,333
121,667; p=1/g Variancia | 118,559




10.

a)

0, P(p, =0) = q*
Y, P(pi=1/4) = 4p¢°
1/2 ) P(P1 = 1/2) = 6p2q2
3/4 ) P(P1 = 3/4) = 4p3q

1 P(p, = 1) =p*

I
N

P1

E(p)=p—->B({p) =0

E(p) =p

b) X~B(n,p) > EX)=np Q{E(pz) =§p

a)ib) 0, 0,
Esperanca b b
Biaix 0 0

N . b 2 b 2
Variancia / 3n / 6

>, | b2
B /3n| */6

d) E(63) =E(xy,) <b; B(63) <0
n—->N: E(63;) »b; B(6;) >0

a) p € (1.502,843; 1.517,157)
b) u € (1.500,579; 1.519,421)

a) u € (40,133; 44,867)
b) € (41,528; 43,472)

a) ue€(3174; 6,826)
b) u € (4,053; 5,947)

a) E(X)=12; Var(X) = 12
b) u€ (7,699; 16,301); u € (5,072; 18,928)

P2 = 9

Mostreig probabilistic i estimadors

0, P(p, = 0) = q*
Ye, P(pr=1g) = 4pg®
1/3 , P(py = 1/3) = 6p?q*
Yy P(py=1/,) = 493

(/3. P(py=2/3)=p"

2 1
E(p;) = 3P~ B(p,) = 3P




Mostreig Estadistic: problemes i practiques

o) pe(11,313; 12,687); p € (10,451; 13,549)

11. p €(0,020; 0,026)

12. a) p=0,132; p € (0,111; 0,153)
b) A =1.650.000; A € (1.387.752; 1.912.248)

T 80

g 60

&40 -

£ 20 -

Z O I T - T T T 1

9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Edat (en mesos)

b) A =12,063; u € (11,8609; 12,265)
¢ € (11,797; 12,329)

14. a) 50

30 -
20 -
10 -

0_ I - -

01 2 3 45 6 7 8 910

Nombre de congressos
internacionals

Nombre de professors

b) A=17; ue (0,283; 3,117)
©) p=5857%; p € (0,322; 0,849)

15. Consulta B.

16. 2 =3Ne3n¢a

3Ng—n
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Mostreig Estadistic: problemes i practiques

MOSTREIG ALEATORI SIMPLE

2.1 EXERCICI RESOLT

El Ministeri d’Hisenda desitja estimar la proporcié de persones que estan a favor d’una
reforma en I’impost sobre la renda. La poblacié investigada esta formada per 10.000
persones 1 s’extreu una mostra aleatoria simple (sense reposicid) de 200 persones,
resultant que 50 estan a favor de la reforma.

a) Quina és la fracci6 de mostreig?
n 200

= — 0,
f N 10000 2%

b) A quantes persones de la poblacidé representa cada persona de la mostra? Aquest
valor s’anomena factor d’elevacio.

., _ N _ 10000
factor d'elevacié = — =
n_ 200

= 50 — Cada persona de la mostra representa

a 50 individus de la poblacio.

¢) Com es relaciona el factor d’elevacié amb la fraccié de mostreig?

S|l=

factor d'elevaci6 =

=

d) Estimeu la proporcid i el total poblacional de persones que estan a favor de la

reforma.
Lici4i 50
) = =—=10,25 = 259
P = T 200 &
{1, sila persona esta a favor de la reforma
on4; = .
0, en cas contrari

A= Nxp=10000 0,25 = 2500 individus a favor de la reforma.

e) Per a la proporcid, quin sera I’error absolut de mostreig? I el relatiu?

Error absolut de mostreig: e(p) = 6(p) = /Var(p) = \/ﬁ 1-79Hpa-p)

= 0,0304
Error relatiu de mostreig: e, (p) = % = ? = 0'(?2(5)4 =0,1216
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Mostreig aleatori simple

f) Calculeu I’interval de confianga al 95% per a la proporci6 poblacional i interpreteu
el resultat.

p € [ﬁ t zay, c’r‘(ﬁ)] = (0,1904; 0,3096) - La proporci6 de poblaci6

favorable a la reforma de
I’impost es troba entre el
19,04% i el 30,96%, amb una
confianca del 95%.

g) Suposant que I’interval de I’apartat anterior es considera poc precis, calculeu la
mida mostral necessaria per tal que I’estimacié de la proporcié tingui un error
maxim de £0,03 amb un probabilitat del 95%.

ntal que e, = £0,03, perap amb «x= 5%:
Zozc/z Np(l—p)
n=
(N-Dex+zx, p(1—p)

= 741,095 -» n = 742 individus

h) Quin és el marge d’error de I’interval anterior?

Marge d’error: e, = +0,03.

Comprovem-ho:

5(3) = | A= PPA-p) = |z (1
oW = T PP =0 = |77 10000
= 00153

) 0,25 % 0,75
ex = 2%, 3(5) = 0,03

i) Si volguéssiu que el marge d’error fos de 0,015, quina hauria de ser la mida mostral
aproximada? Responeu sense fer cap calcul.

Per a reduir el marge d’error a la meitat (+£0,015), caldria multiplicar la mida
mostral, aproximadament, per 4 (amb un resultat de gairebé 3000 persones a la
mostra).

j) Quin valor de p utilitzarieu a les férmules del calcul de n si no s’hagués pres
previament la mostra de 200 persones? Justifiqueu la resposta.

Si no es pogués disposar d’una estimacié previa de p, caldria utilitzar un valor de
p = 0,5 per a fer el calcul de la mida mostral, ates que, per aquest valor,
s’assoleix la maxima variancia de p 1, per tant, es podra assegurar que 1’error de
mostreig de 1’estimador derivat de la mostra en qiiestié és inferior o igual al
previament fixat.
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Mostreig Estadistic: problemes i practiques

A les 200 persones de la mostra se’ls demana també quin sén els seus ingressos bruts
anuals. Resulta una mitjana de 25u.m. (milers d’euros), amb una quasidesviacid
estandard de 5 u.m.

k) Quin sera I’error absolut de mostreig en 1’estimaci6 dels ingressos mitjans?

— G2
Error absolut de mostreig: e(x) = 6(x) =+/Var(x) = [(1—f) S;" = 0,35

1) Calculeu I’interval de confianca al 95% per a la mitjana dels ingressos.

ue % £z 6(D)| = (24314; 25,686)

Per Teorema Central del Limit, es pot utilitzar la distribucié normal en comptes
de la t d’Student, en ésser n > 100.

m)Quin marge d’error en 1’estimacid resulta de I’interval anterior?

25,686 — 24,314
2

= 0,686 — e, = +0,686

n) Com es relaciona la quantitat anterior amb 1’error absolut que heu calculat a
I’apartat k)?

ex = Zex/, a(x) = zZec/, e(x) =196 0,35 = 0,686

o) Estimeu I’ingrés total poblacional.

T = N x = 10000 * 25 = 250.000 milers d’€

p) Construiu un interval de confianga al 95% per al parametre anterior.
6(T) = N 6(x) = 10000 = 0,35 = 3500
T € |T & 2o, 6(T)| = (243.140; 256.860)

q) La poblacié estudiada paga a Hisenda un impost fix, equivalent al 15% dels seus
ingressos. Construiu un interval de confianca al 95% per a la quantitat total que
Hisenda espera recaptar en impostos.

R=15%T =37.500 u.m.
6(R) = 0,15 6(T) = 0,15 * 3500 = 525
R € |R £ 22/, 6(R)| = (36.471; 38.529)
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Mostreig aleatori simple

r) En realitat, Hisenda rep cada any una quantitat de 36.200 u.m. en impostos. Es
sorprenent aquest resultat? A que es podria atribuir?

Una recaptacié de 36.200 u.m. és, efectivament, un resultat sorprenent; ja que,
amb un 95% de seguretat, podem dir que la recaptacié no sera d’aquesta
quantitat. Aquest resultat, doncs, pot ésser degut a 1’extraccié d’una mostra
atipica entre la poblaci6 d’estudi.

Una altra causa plausible per a I’obtencié d’aquests resultats no coincidents amb
la realitat és la possibilitat que s’estigui incomplint alguna de les hipotesis; entre
d’altres, el suposit de normalitat de les dades potser no és correcte, malgrat
treballar amb una mida mostral de 200 individus.

s) Seria la conclusié la mateixa si ’interval de 1’apartat ¢g) s’hagués calculat al 99% de
confianca?

La conclusi6 difereix en aquest cas, ja que, amb un nivell de confiancga del 99%,
si que podem afirmar que una recaptacié de 36.200 u.m. no €s una recaptacio
atipica:

R € |R £ 22/ 6(R)| = (36.145,5; 38.854,5), 0n 2/, = 2059 = 2,58

t) A que es deu la diferencia entre la conclusié de 1’apartat g) i la de s)? Creieu que és
una soluci6 pujar la confianca si es vol variar la conclusié?

La diferent conclusié que s’assoleix en ambdds apartats rau en la variacié del
nivell de confianca 1—: en disminuir &, 1’estimacié del parametre perd en
precisid, I’interval de confianca resultant és més ample 1 engloba el valor de la
recaptacié obtinguda.

No es tracta, perd, d’una soluci6 recomanable, ja que, per qliestions de
consistencia 1 rigorositat estadistica, cal mantenir un nivell de confianca
invariable al llarg d’un estudi i no variar-lo a voluntat d’obtenir uns resultats més
0 menys convenients en cada cas.

2.2 EXERCICIS PROPOSATS

1. Es vol estimar la proporcid i el total de peces correctes produides en un procés
industrial, en el que es fabriquen un total de 8.000 unitats. Per fer-ho, es desitja fer servir
un mostreig aleatori simple sense reposicié. Una mostra pilot conté 1/4 d’unitats
correctes.

a) Trobeu la mida de la mostra necessaria perque 1’error de mostreig sigui de 0,1 en
estimar la proporcid de peces correctes produides en el procés industrial.
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b) Trobeu la mida de la mostra necessaria perque 1’error relatiu de mostreig sigui del
20% en la mateixa estimacio.

¢) Quina condici6 és més exigent quant a precisio, la de I’apartat a) o la del b)?

d) Trobeu la mida de la mostra necessaria perque el marge d’error sigui de 600 unitats
en estimar el total de peces correctes amb un coeficient de confianga del 99%.

e) Si volguéssim trobar un marge d’error relatiu equivalent a un marge d’error absolut
de 600 unitats, quin seria el seu valor?

f) Trobeu la mida de la mostra en les condicions de 1’apartat ), perd per un marge
d’error relatiu del 8%. Abans de fer els calculs, comenteu si s’espera que la mida de
la mostra sigui més gran o més petita que la de 1’apartat d).

2. En una regi6 amb N = 1.000 habitatges, determineu la mida de la mostra necessaria
perque, amb un nivell de confianca del 99%, I’estimaci6é de la proporci6é de habitatges
sense gas natural no difereixi en més de 0,2 del valor vertader. Suposeu mostreig aleatori
simple sense reposicio.

3. D’una poblacié de N = 150 unitats s’ha extret una mostra de mida n = 10 mitjancant
mostreig aleatori simple sense reposicid, i s’han obtingut les segiients dades d’una
variable X, mesurada sobre elles: {27, 39, 26, 31, 35, 33, 38, 28, 30, 36}.

a) A partir d’aquesta mostra, estimeu la mitjana i el total poblacional de X, aixi com
els seus errors absoluts i relatius de mostreig.

b) Quina mida de la mostra seria necessaria perque I’error de mostreig fos de 2 unitats
en estimar la mitjana i 75 en estimar el total?

c) I perque I’error relatiu fos del 6% en tots dos casos?

d) Contesteu també a les dues preguntes anteriors amb un coeficient de confiancga del
95% (entenent els errors com marges d’error).

e) A partir de la mostra, estimeu la proporcid i el total de nombres parells a la
poblacié. Trobeu els errors absoluts i relatius de mostreig.

f) Quina mida de la mostra seria necessaria perque 1’error de mostreig fos de 0,08 en
estimar la proporci6 de nombres parells, i de 15 en estimar el total?

g) I perque I’error relatiu fos del 8% en tots dos casos?

h) Contesteu també a les dues preguntes anteriors amb un coeficient de confianca del
95% (entenent els errors com marges d’error).
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Mostreig aleatori simple

4. En una mostra extreta d’'una poblacié de 45 milions d’habitants, hi ha 8.000 persones
que es consideren poblacié activa; i d’aquestes, 150 estan a I’atur. Si la mostra és de
15.000 individus:

a) Calculeu el percentatge de poblacié activa.
b) Calculeu el nombre total de persones actives que es troben en situacié d’atur.
c¢) Calculeu els errors absoluts i relatius en les dues estimacions anteriors.

d) Trobeu els intervals de confianca amb un risc del 3 per mil per les estimacions d’a)
ib).

e) Segons resultats censals provisionals, s’estima que en aquesta poblacié hi ha un
52% d’actius. Quantes persones seria necessari incloure en la mostra per estimar la

taxa d’activitat amb un error de mostreig absolut de 0,02 i una probabilitat del
95%?

f) Contesteu a la pregunta de e) perd amb un marge d’error relatiu del 5%.

2) Quina condicié és més exigent quant a precisio, la de I’apartat ¢) o la de f)?

5. Es desitja estimar la proporcié d'empreses que han tingut problemes de solveéncia
durant els darrers dos anys, en una regié on hi ha censades un total de 1.000 empreses. En
particular, es vol construir un interval de confianca al 95% per al parametre esmentat, que
asseguri una precisi6 de +0,06.

a) Suposant que es vol utilitzar un mostreig aleatori simple sense reemplacament,
calculeu la mida mostral necessaria per a aconseguir-ho.

La mida mostral que s’obté a a) es considera fora de les possibilitats del pressupost de
que es disposa, de manera que, a efectes orientatius, es decideix comengar per prendre
una mostra de 10 empreses, que donara una estimacio previa de p. El resultat mostra que
2 empreses han tingut dificultats economiques.

b) A partir del resultat de la mostra pilot, torneu a calcular la mida mostral que es
demanava a a).

c) Comenteu a que s6n degudes les diferencies que s’observen entre les mides
mostrals que heu obtinguta a)iab).

d) Suposeu que ja s’ha fet el mostreig, amb la mida mostral que s’ha obtingut a b), i
que s’observa que el 25% de les empreses de la mostra tenen problemes de
solvencia. Trobeu I’interval de confianca al 95% per la proporcié poblacional.

e) Comenteu si l'interval que heu trobat a I'apartat anterior verifica les expectatives de
precisié que tenieu sobre el mateix. Que ha passat?

f) En general, en poblacions grans, si per una mostra de mida n es té un error de
mostreig e, quina sera la mida mostral si es vol que I’error sigui 0,5e?
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6. Suposem una poblaci6 de 18.500 treballadors en una determinada regi6. Estem

interessats a estudiar la variable X = nombre d’hores diaries treballades. Arrel una
enquesta pilot se sap que la quasivariancia poblacional estimada és S? = 7,341.

a) Suposant poblaci6 finita (univers petit):

1.

ii.
iii.

1v.

Vi.

Vil.

Viii.

1X.

Calculeu n per estimar la mitjana d’hores treballades diariament per cada
individu, de manera que hi hagi un error maxim de +10 minuts. Treballeu
amb z,,, =1, tot comentant a quin nivell de confianga correspon aquest
valor.

Trobeu I’error absolut de mostreig de 1’estimaci6 anterior.

Feu un comentari critic sobre els resultats anteriors.

Repetiu els mateixos apartats, perd ara amb z,/, = 2, i un error maxim de +5
minuts.

Calculeu n per estimar el total d’hores treballades diariament pel col-lectiu, de
manera que hi hagi un error maxim de 1.500 hores. Treballeu amb z, 2 =1
Repetiu I’apartat anterior, perd amb Z,,, = 2, 1 un error maxim de +1.000
hores.

Calculeu n per estimar la proporcié d’individus que treballen cada dia 9 hores
o més, de manera que hi hagi un error maxim de +0,025 (quan es parla de
proporcions, se sol dir del 2,5%). Treballeu amb z,,, = 1, tot suposant que
tenim una estimacié inicial, obtinguda a partir d’una enquesta pilot, que
mostrap = 0,42.

Trobeu I’error absolut de mostreig de 1’estimaci6 anterior.

Repetiu els dos apartats anteriors, per0 ara amb un error maxim de +0,012, 1
ZC{/Z - 2.

b) Suposant poblacié infinita (univers gran), calculeu n per estimar la proporcié de
treballadors que superen les 9 hores diaries, en els suposits segiients. Trobeu,
també, en cada cas, I’error absolut de mostreig i la variancia de la variable
dicotomica: p (1 — p).

1.
il
iil.

1v.
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Mostreig aleatori simple

7. Un cens proporciona les segiients dades per a certes ciutats:

Ciutat | Poblacio
A 5.283
B 47.825
C 2.184
D [1.243.186
E 129.639

Suposem que es vol estimar el percentatge de persones que han estat objecte de robatoris
al llarg del darrer any en cadascuna de les ciutats. Es desitja extreure una mostra aleatoria
simple sense reemplacament entre els habitants de cadascuna de les ciutats.

a) Per un error relatiu del 3%, determineu quina ha de ser la mida mostral en
cadascuna de les ciutats.

b) Per a quines ciutats podeu afirmar que la correccid per mostra finita és
significativa?

8. En una enquesta d'opini6 s'entrevista a una mostra de 2.500 adults; se sap que el marc
de mostreig conté 25 milions d'adults, entre els quals s'extreu la mostra aleatoria simple
sense reemplacament.

a) Calculeu la probabilitat que 1'individu i sigui seleccionat per a la mostra.

b) Si s'extraguessin 1.000 mostres independents, calculeu la probabilitat que 1'individu
i no estigui en cap de les mostres.

¢) Quantes mostres haurien de seleccionar-se per a que l'individu i posseeixi una
probabilitat de 0,5 d'estar en una d'elles?

Indicacié: (1 —m;))* =0,5

9. Per tal d’estimar el percentatge de vivendes sense aigua corrent que hi ha a una regié

amb 10.000 habitatges, s’obté una mostra aleatoria simple sense reemplacament de mida
26.

a) Quin error absolut de mostreig es garanteix en I’estimacid?

b) A partir de la mostra extreta s’obté una estimacié del parametre: p = 0,2. Quin és
I’error real que s’esta garantint en 1’estimaci6?

10. L’estimaci6 de la proporcié de vivendes amb connexi6 a Internet es duu a terme en
una zona amb 3.200 vivendes.

a) Sabent que estudis previs fixen 1’esmentada proporcié en un 40%, quina mida
mostral cal seleccionar per a garantir un error absolut de mostreig inferior a 0,15?
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b) Si es publiquen nous estudis que estableixen que la proporcié de vivendes amb
connexi® a la xarxa esta entorn del 60%, com fa variar aix0 la mida mostral
calculada?

c¢) I'si volem garantir un error relatiu de mostreig del 15%? Repetiu a) i b).

11. En una poblaci6é de mida N = 9 formada per les xifres:
2,37,12,13,35,17,29,23,6

a) Determineu la mida mostral perqué¢ en una m.a.s. sense reposicid, I'error de
mostreig per a I’estimacio6 de la proporcié de nombres senars sigui 0,25.

b) Determineu la mida mostral perque en una m.a.s. sense reposicid, I’error relatiu de
mostreig per a I’estimacio6 de la proporcié de nombres senars sigui del 15%.

c¢) Determineu la mida mostral perque en una m.a.s. sense reposicio, el marge d’error
relatiu per a I’estimaci6 de la proporcié de nombres senars sigui del 12%, amb un
nivell de confianga del 90%.

12. A partir d’una poblacié de mida N = 8.000, se selecciona una mostra aleatoria simple
amb n = 350:

a) Obteniu el marge d’error absolut de mostreig, amb un nivell de confianca 1—x=
95%, per a l'estimaci6 de la mitjana de la variable quantitativa X. Estudis anteriors
demostren que la quasivariancia de la variable és 18,5.

b) Un cop mesurada la variable, s’ obté:
"X, =2457i Y1, X? = 24563
Obteniu I’interval de confianca per u al 95% i compareu-lo amb el que es deriva de
I’apartat a).

. a 1 _
Indicacio: S3_; = — [Zix® —n¥?]

13. A una regi6é de Franca, 145 families de turistes han gastat en mitjana diariament
830¢€. La desviaci6 estandar de la despesa familiar diaria puja a 210€. Sabent que la regi6
on es duu a terme I’enquesta va rebre 50.000 families de turistes, que pot dir-se de la
despesa global diaria del conjunt d’aquestes families? Calculeu el seu interval de
confianca al 90%, sota el suposit que el metode de mostreig és 1’aleatori simple sense
reemplacament.
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14. Una mostra aleatoria simple amb reemplagament esta formada per 400 propietaris de
vehicles d’un pais donat, dels quals 40 son propietaris d’un vehicle de marca A. Es
demana:

a) Construiu un interval de confiangca, a un nivell de confianca del 95% per la
veritable proporci6 de propietaris de vehicles de marca A en aquell pais.

b) Suposeu que I’extraccié és sense reemplacament i N = 5.000; construiu I’interval
de confianga al 95% per la veritable proporcié de propietaris de vehicles de marca
A.

c) Suposeu que l’extraccié €s sense reemplacament 1 N = 1.000.000; construiu
I’interval de confianga al 95% per la veritable proporcié de propietaris de vehicles
de marca A.

d) Si es desitgés un error absolut de 1’1%, quines haurien de ser les mides mostrals
d’extraccions sense reemplacament per poblacions de mida 5.000 i 1.000.000,
respectivament?

15. Una empresa de marqueting té accés a un fitxer amb N = 200.000 individus. Sigui p
el rendiment desconegut del fitxer a una oferta d’inscripcié a preu reduit, és a dir, p és la
proporcié d’individus que s’inscriurien si se’ls proposés 1’oferta a tots els individus del
fitxer.

Per a estimar el rendiment p, s’acostuma a procedir a partir d’un test sobre una mostra
d’n individus, triats amb probabilitats iguals i sense reemplacament. L’experiencia de
I’empresa és que el rendiment en aquests tipus d’oferta no sol superar el 3%.

a) Quina és la mida mostral necessaria per estimar p amb una precisié absoluta del
0,5% a un nivell de confianca del 95%?

b) Quina és la mida mostral necessaria per estimar p amb una precisi0 absoluta del
0,3% a un nivell de confianca del 95%?

¢) Quina és la mida mostral necessaria per estimar p amb una precisié absoluta del
0,1% a un nivell de confianca del 95%?

d) Si finalment la mostra tingué una mida n = 10.000 i es comptabilitzen 230
inscripcions, quin és I’interval de confianga al 95% pel rendiment p i pel nimero
total d’abonats en proposar 1’oferta a tots els individus del fitxer?

16. Es duu a terme un mostreig d’opinié preelectoral per a recollir informacié sobre
I’opinié general d’una personalitat politica i s’obté un percentatge d’opinions favorables
del 20%.
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Si I’extraccid és sense reemplacament, quantes persones han estat enquestades per a
poder dir, amb un nivell de confianca del 95%, que el veritable percentatge d’opinions

favorables en la poblacié no es desvia més de 2 punts (+0,02) de p?

17. Un institut d’estudis sociologics s’encarrega d’estudiar la poblacié de lectors d’un
setmanari. S’empra un procediment de seleccié de la mostra assimilable a un mostreig
aleatori simple sense reposicio per a triar n = 2.000 individus més grans de 15 anys. Els
resultats del mostreig es troben a la taula segiient:

a) Estimeu de forma puntual i per interval la proporcié de lectors del setmanari en

Ambit Rural Ambit Urba Total
Lectors 64 476 540
No Lectors 576 884 1.460
Total 640 1.360 2.000

I’ambit urba, al rural i al conjunt de la poblacid.

b) Existeix un efecte rural versus urba en las proporcions de lectors (és a dir,

existeixen diferencies significatives entre ambdues estimacions)?

2.3 SOLUCIONS

n = 18,71 — 19 peces
b) n=74,31 - 75 peces

c) Alapartat a), e, = 40%, que és menys exigent que a I’apartat b).

d) n=21592 - 216 peces
e) e« =30%
f) n=2244,9 - 2.245 peces

2. n =39,98 — 40 habitatges

fi=323 - e(l) =1411
e-(i) = 4,37%

T =4.845 - ¢(T) = 211,713
e-(T) = 437%

30




b)

d)

e)

g)

h)

a)
b)
c)

d)

€)

g)

b)
d)

Mostreig aleatori simple

e(fi) = 2 & n =5,15 - n = 6 unitats

E(T) =75on=5441 >n =55 unitats} n = 55 unitats

n = 5,48 - n = 6 unitats

eq()) =2 & n=18,03 » n = 19 unitats
e«(T) =75 & n=102,93 - n = 103 unitats
erq = 6% < n = 19,06 > n = 20 unitats

} n = 103 unitats

p=50% —e(p) =0,161
e, (p) = 32,203%
A=75 - e(4) = 24,152
e-(4) =32,203%
e(p) = 0,08 & n =31,16 - n = 32 unitats

. 3y
e(A) =15 o n = 21,54 > n = 22 unitats } n = 32 unitats

n = 76,78 » n = 77 unitats

eq(p) = 0,08 & n = 7527 - n = 76 unitats
eq(@) =15 & n = 58,79 - n = 59 unitats
erq = 8% o n=120,17 - n = 121 unitats

} n = 76 unitats

Pact = 53,333%

Ay = 450.000

Pact = €(Bact) = 0,004073
er(Pact) = 0,764%

Ay - e(4y) = 36392,465
er-(Aa:) = 8,087%

Pact € (52,124%; 54,543%)

Ay € (341.914; 558.086)

n = 623,99 - n = 624 persones

n = 1.418,39 - n = 1.419 persones

A Dapartat e), e, = 7,35%, que €s menys exigent que a 1’apartat f).

n = 210,76 - n = 211 empreses
n = 145,96 — n = 146 empreses
p € (18,487%; 31,513%)

n'=4x%n
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6.

a) i. n=260,55—->n = 261 treballadors
ii. e@® =1/
iv. n = 3.441,76 - n = 3.442 treballadors
v. n =1.053,08 > n = 1.054 treballadors
vi. n=6.512,19 > n = 6.513 treballadors
vii. n = 318,74 - n = 319 treballadors
viii. e(p) = 0,025
iX. n=4.954,68 > n = 4.955 treballadors
e(p) = 0,012
b) i. n = 2.500 treballadors
e(p) =0,01
p*(1—p) =025
ii. n = 625 treballadors
e(p) = 0,02
p*(1—p)=025
iii. n = 4.044,44 - n = 4.045 treballadors
e(p) = 0,0075
p*(1—p)=02275
iv. n=1.011,11 - n = 1.012 treballadors
e(p) = 0,015
p*(1—p)=0,2275
. CPF
Ciutat | Tcpr f Nt significativa
A 919 17,395% | 1.111 Si
B 1.086 2,271% | 1.111 No
C 737 33,746% | 1.111 Si
D 1.110 0,089% | 1.111 No
E 1.102 0,850% | 1.111 No
a) mw =0,01%
b) Prob(i ¢ 1000 mostres) = 90,483%
¢) 6.932 mostres
a) e(p)=0,099
b) e(p) =0,079
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

a)
b)

a)
b)

~

a)
b)

d)

a)
b)
c)
d)

b)

a)

n =10,63 - n =11 llars
n =10,63 > n = 11 llars

p=04=n=6533->n=066llars
p=06=n=2937 - n=230llars

n = 2,77 - n = 3 xifres
n = 6,62 » n = 7 xifres

n = 8,29 - n = 9 xifres

ex = 0,441
u € (6,551; 7,489)
SZ_, =185- u€(6,579; 7,641)

41.500.000 €; T € (40.070.000; 42.930.000)

p=10%; p € (7,1%; 12,9%)

p € (7,2%; 12,8%)

p € (7,1%; 12,9%)

Per N = 5.000, n = 2.045; per N = 1.000.000, n = 3.447.

n = 4.375 individus

n = 11.696 individus

n = 71.710 individus

p € (2,014%; 2,586%); T € (4.017; 5.173)

n = 1538 persones

n = 1538 persones

Durpba = 35%; purpa € (32,464%; 37,536%)
ﬁRural = 10%; Prurar € (7,674%; 12'326%)
ﬁConjunt = 27%; Pconjunt € (25,054%; 28,946%)

Mostreig aleatori simple
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b) Existeix efecte rural vs urba, ja que ambdés intervals de confianga tenen intersecci6
nul-la.
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MOSTREIG ALEATORI ESTRATIFICAT

3.1 EXERCICI RESOLT

Una entitat financera ofereix un nou tipus de llibreta amb una taxa d'interes atractiva per a
les persones que dipositen diners a termini fix. Per tal de saber quina sera l'actitud dels

seus clients, decideix dur a terme una enquesta a 500 clients. A les persones

seleccionades, se'ls preguntara quina quantitat de diners pensen dipositar al llarg del

segiient any.

Es decideix dur a terme un mostreig estratificat amb afixacié proporcional, fent servir
I'edat com a criteri d'estratificacid. Es disposa de la segiient informacio:

Classe d'edat Num. de clients

De 18 a 24 anys

500

De 25 a 50 anys

1.000

Majors de 50 anys

1.500

a) Per que s'ha optat pel mostreig aleatori estratificat, enlloc d’escollir un mostreig
aleatori simple? Que fa pensar que el m.a.e. pot millorar els resultats del m.a.s.?

La principal raé per la qual es tria el mostreig de tipus estratificat és que la
variable edat €és un factor d’estratificacié que pot introduir diferéncies
significatives en la quantitat dels diposits bancaris, transformant una poblacié

forca heterogénia en subpoblacions més homogenies. Es per aquest motiu que

aquest tipus de mostreig pot ser més adequat que 1’aleatori simple per a dur a
terme 1’estudi en qiiestio.

b) Amb el metode proposat a l'enunciat, calculeu

estrat.

la mida de la submostra de cada

Classe d'edat W, | ny
De 18 a 24 anys 1/6 | 83
De 25 a 50 anys 1/3 167
Majors de 50 anys | 1/2 | 250

500

Suposem que ja heu pres la mostra per afixacié proporcional. Els resultats, en euros,
sobre la quantitat que pensen dipositar en aquest compte son:
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Classe d'edat Xn Sy
De 18 a 24 anys 15 10
De 25 a 50 anys 64 22
Majors de 50 anys | 150 | 40




Mostreig aleatori estratificat

c) Estimeu de forma puntual i per interval (al 95%) la quantitat mitjana que pensen
invertir els clients del banc.

X = Z (W, %) = 98,83€
h
_ S2
Var(x) = Z [th (1=F£) —hl =1,6295
h np

ue [f + za;, 6(9?)] = (96,33; 101,34)

d) Estimeu de forma puntual i per interval (al 95%) la quantitat total que pensen
invertir els clients.

T = Nz (W, %) = N * ¥ = 296.499,9€
h

6(T) = \/VEr(T) = JNZ Var(x) = 3000,/1,6295 = 3829,5561

T € |T + za), 6(T)| = (288.993,97; 304.005,83)

e) Després d'observar aquesta primera mostra, si haguéssiu de repetir el mostreig, us
semblaria interessant escollir les mides de les submostres de forma diferent? Quin
tipus d'afixaci6 proposarieu? Raoneu la resposta.

Un cop obtinguts els resultats de la primera mostra, es veu que les variancies dels
estrats sén molt diferents, cosa que fa pensar que una correccid segons la
variancia de I’estrat milloraria I’eficiéncia dels estimadors. Es proposa, doncs, el
metode d’afixacié de variancia minima.

f) Calculeu la mida de les submostres segons el metode que acabeu de proposar.

Nh Sh Nh Sh
=n—0bt" —500x
Y (N, Sp) 500 * 10 + 1000 = 22 + 1500 * 40

28,74 » ny =29
nh - {

np

126,44 - n, = 127
344,83 - n; = 345

g) Suposant que els resultats de 1'enquesta fossin els mateixos, calculeu ara la variancia
dels estimadors de la mitjana i el total poblacionals. En quin sentit s'han modificat?

Var(x) = Zh [th 1-£) fl—’;l = 1,3560

6(T) = \/VEr(T) = \/NZ Var(x) = 3000,/1,356 = 3493,4398
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Tal com era d’esperar, 1’ts del metode d’afixacié de variancia minima assoleix la
minima variancia dels estimadors possible. En aquest cas, la variancia es redueix
en un 16,78%.

h) Calculeu de nou l'estimacié per interval al 95% de la quantitat mitjana, tot
comentant les diferéncies amb el resultat obtingut a c).

ue [az + za;, 6(3?)] = (96,55; 101,12)

En disminuir la variancia dels estimadors, la longitud de I’interval de confianca
disminueix (en 0,54€, en aquest cas), assolint una major precisié de 1’estimacio
de la que es tenia amb 1’afixaci6 proporcional.

i) Redacteu breument una conclusi6 raonant quin dels dos metodes d'afixacié ha donat
millors resultats.

A partir dels resultats que s’ha obtingut en els apartats anteriors, €s obvi que el
metode d’afixacid de variancia minima proporciona millors estimacions en el cas
d’estudi. La rad que es donava a e), la diferent variancia dels subgrups, es
confirma com a motiu perque¢e el metode d’afixacié de variancia minima
proporcioni millors resultats.

7) Suposem ara que l'interval obtingut a &) no ens sembla prou precis, i que volem
estimar la mitjana amb un precisi6 de +1,5, és a dir, que volem un interval de 3€
de longitud. Quina seria la mida de la mostra necessaria, si es pensa utilitzar la
millor de les dues afixacions?

[ (Wp, * Sp)]?
ey’

B 1
Z.(—/2+N*Zh(Wh *Sh)
2

= 922,46 —» 923 individus

3.2 EXERCICIS PROPOSATS

1. Una poblacié de mida N = 1000 esta dividida en tres estrats dels que es coneixen les
desviacions tipiques poblacionals o3 =4, 0, = 12 1 03 =80 1 els seus pesos dins la
poblacié: W, = 0,6, W, = 0,3 1 W5 = 0,1. Es vol estimar la mitjana poblacional amb un

error de mostreig igual a /5.

a) Determineu la mida mostral necessaria per a dur a terme una afixacié proporcional.
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b) Realitzeu I’afixacié proporcional, és a dir, determineu la mida de la mostra de cada
estrat.

c) Repetiu els dos apartats anteriors, perd0 amb afixaci6 de minima variancia.
Compareu els resultats.

d) Determineu la mida de la mostra per afixacié Optima, tot sabent que el cost
d’obtencié d’informacié d’una unitat és el segiient, per cadascun dels estrats:
C; = 1000, C, = 12001 C3 = 2000.

e) Seguint amb ’apartat anterior, realitzeu 1’afixaci6 optima. Comproveu que els
resultats coincideixen amb els de variancia minima quan els costos son unitaris als
tres estrats.

2. Suposem conegudes les segiients dades d’una poblacié dividida en tres estrats: SZ = 9,
§% =225, §3 =1600, N, = 1000, N, = 600, N; = 200, C; = 1000, C, = 1200 i
C; = 2000.

a) Determineu el cost d’'una mostra estratificada que proporciona un error relatiu de
mostreig del 5% per estimar la mitjana, tot considerant afixacié proporcional. Se
sap que X = 22 i que la funci6 de cost €s lineal.

b) Repetiu el mateix, pero per afixacié de minima variancia.
c) Repetiu de nou el mateix; en aquest cas, per afixacié optima.
d) Amb quina de les 3 mostres s’obtindra un interval de confianga més curt?

e) Donada una mostra de mida n, amb quina de les tres afixacions s’obtindria un
interval més precis?

f) Suposem que volem escollir una mostra de mida n = 100. Feu les tres afixacions
anteriors i, per a cadascuna, trobeu 1’error mostral, 'IC al 95%, i el cost total
d’extraccid de la mostra. Comenteu els resultats.

3. En mesurar la variable X, que representa el nombre de vegades que els habitants d’una
poblacié han anat en avid, s’obté la segiient distribuci6 de freqiiencies:

X| 1 2 4 8 16 32 64 128
Nh| 135 141 124 157 76 42 31 9

39



Mostreig Estadistic: problemes i practiques

Amb 1’objectiu d’establir grups homogenis, s’estratifica la poblaci6 fent servir el criteri
donat per: 1< X <8,8< X <64, 64 <X <128. Per a I’extraccié6 d’una mostra de
mida n = 100, determineu 1’afixacié de minima variancia per a I’estimacié del nombre
mitja de vols en avi6. Comenteu els resultats.

Indicacio: Ny, Sy | Xy
1<X<8
8< X <64
64 <X <128

4. Una productora de televisié local vol estimar la proporcié de llars d’un cert municipi
del Pirineu catala on es veu un determinat tipus de programa televisiu. El poble t€ un total
de 400 llars 1 es pot dividir en tres estrats, en funci6 de la llengua que parla la familia. Es
selecciona una mostra estratificada de n = 48 llars amb afixaci6 proporcional. Les dades
son les segiients:

Num. de llars de la mostra

Estrats Mides mostrals
on es veu el programa

1 24 17
2 18 11
3 6 5

a) Estimeu la proporci6 p de llars del municipi on es veu el programa televisiu.
b) Trobeu els errors absolut i relatiu de mostreig de 1’anterior estimacio.
c¢) Trobeu una estimaci6 per interval al 90% per p.

d) Calculeu la mida mostral necessaria perque, amb un nivell de confianca del 90%,
I’estimaci6 de p no difereixi en més de 0,05 del vertader valor del parametre.

5. Desitgem coneixer el nombre mitja d’empleats per empresa en una regié molt
industrial. En aquesta regi6 existeixen un total de 10.000 empreses que es reparteixen en:
8.000 petites (1-50 empleats), 1.800 mitjanes (51-1.000 empleats) i 200 grans (més de
1.000 empleats). S’extreu una mostra de 100 empreses, utilitzant mostreig estratificat
amb afixaci6 proporcional.

Les mitjanes i quasivariancies mostrals del nombre d’empleats per cada tipus d’empresa
es recullen a la segiient taula:

Estrat Mitjana Quasivariancia
Petites 12 100
Mitjanes 70 3600
Grans 1120 22500

a) Quina ha estat la mida mostral a cada estrat?

b) Estimeu el nombre mitja d’empleats per empresa a la regio6 estudiada.
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c) Estimeu el parametre anterior per interval, al 90% de confianga.

d) En general, si es desitja estimar una mitjana poblacional, quina condicié han de
complir els estrats per tal que el mostreig estratificat superi en precisié al mostreig
aleatori simple?

6. Es vol estudiar I’habit de fumar en els espanyols, en funcié del nivell d’educacié. En
particular, I’estudi es vol fixar en el percentatge que afirmen no haver fumat mai. S’ha fet
un mostreig aleatori estratificat amb afixacié proporcional, amb una mostra total de mida
2.498 1 s’ha obtingut els segiients resultats:

Mida mostral % no han Errorde | Marge d’error

ESTUDIS (m.e.p.) fumat mai | mostreig (95,45%)
< Primaris 762 61
Primaris 899 48
Batxillerat 578 33
Superiors 242 27
NS/NC 17 53
TOTAL 2498

a) Completeu la taula anterior.

Indicacio: El metode de mostreig aleatori estratificat rep aquest nom, degut a que els
elements de la mostra pertanyents a cada estrat s’escullen segons un mostreig
aleatori simple. Les variancies dels parametres que en deriven es calculen en
conseqiiencia. Aixi, és només pel total de la mostra que s’aplica les férmules
propies del mostreig estratificat.

b) Compareu la precisio dels diferents estrats amb la del total.

c) Construiu I’interval de confianga al 95,45% per a la proporcié de gent amb estudis
superiors que no ha fumat mai. Es pot considerar que aquesta proporcié €s diferent
a la de persones amb Batxillerat que no han fumat mai?

d) Es pot dir que la precisio del grup d’estudis superiors és suficient per garantir una
bona estimacid?

e) Suposem que en el grup d’estudis superiors es vol aconseguir una precisio en
I’estimacié de £0,036 (amb un 95,45% de confiancga). Quantes entrevistes farien
falta?

f) Si es volgués conservar I’afixacié proporcional, calculeu quantes entrevistes
caldrien a cadascun dels grups, 1 quantes en total.

g) Quina precisid s’obtindria aleshores en el grup d’estudis primaris?
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h) Suposem que els grups que més interes tenim a estudiar per separat sén els de
batxillerat i estudis superiors. En tots dos volem una precisié de +0,036 (amb
confianca 1—o¢ = 95,45%). Proposeu una afixacié alternativa a la proporcional,
que no impliqui treballar amb una mostra tan gran com 1’obtinguda a f). Comenteu
quines limitacions tindria, en contrapartida.

1) A partir de la mostra obtinguda a I’ apartat anterior, estimeu de nou el percentatge de
poblacié que no ha fumat mai, i comenteu el resultat.

7. Una poblacié d’1.000.000 de llars esta formada per un 30% de cases, un 10% de
duplex 1 un 60% de pisos. Estudis preliminars indiquen que el consum mitja d’aigua a les
cases €s el doble que als duplex, i el triple que als pisos; i també s’intueix que la desviacid
tipica del consum és directament proporcional a la mitjana. Si se selecciona una mostra de
1.000 llars per a fer I’esmentat analisi, quina €s la forma Optima de distribuir aquesta
mostra entre cases, duplex 1 pisos? Realitzeu I’ afixaci6 seleccionada.

8. Un investigador divideix una poblacié en tres estrats d’igual mida, selecciona una
mostra aleatoria en els mateixos 1 hi calcula la mitjana 1 la variancia d’una variable
d’estudi. S’observa que:

a) Les mitjanes estimades son gairebé iguals, mentre que les variancies s6n molt
diferents. Vistos els resultats, avalueu la conveniencia de dur a terme un mostreig
estratificat o un aleatori simple.

b) Les mitjanes estimades sén molt diferents, mentre que els tres estrats tenen
variancies estimades molt semblants. Avalueu, també, la conveniencia de dur a
terme un mostreig estratificat o un aleatori simple.

9. Una empresa publicitaria esta interessada a saber que ha d’emfatitzar en la publicitat
televisiva en un municipi determinat. Aixi, decideix realitzar una enquesta per a estimar
el nombre d’hores setmanals que la poblacié veu la televisié a les llars del municipi.
Aquest esta format per dos pobles (A, amb 155 habitants i B, amb 62 habitants) i una
zona rural (amb 93 habitants).

Es duu a terme un mostreig estratificat, del que s’obté la segiient informacio:

Estrat np SE Xp,
A 20 | 35,358 33,9
B 8 | 232,411 | 25,125
Rural 12 | 87,636 19

a) Amb un nivell de significacié 1—«= 0,95, obteniu I’error d’estimaci6 i I’interval
de confianca de la mitjana d’hores setmanals que es veu la televisi6 en el conjunt
del municipi.
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b) A partir de la informacié de la taula anterior, es podrien reduir els errors
d’estimacié modificant el metode d’afixacié (mantenint, pero, la mida mostral
n = 40)? Obteniu les noves mides mostrals per cada estrat 1 torneu a calcular I’error
de mostreig.

c) En base a la informacié anterior, I’empresa fa la segiient aproximacié de les
quasidesviacions tipiques de cada estrat: g, = 6, g, = 15 i g3 = 9. Calculeu la
mida mostral total (n) i per cadascun dels estrats (n,) que permetran estimar, amb
una afixacié de minima variancia, la mitjana d’hores setmanals, per a obtenir una
estimacié amb un marge d’error de +2 hores i <= 0,05.

d) L’empresa estima uns costs d’obtenci6 de les dades de 9€ a cadascun dels pobles,
quantitat que incrementa en un 50% per la zona rural. A partir de les mateixes
aproximacions de les quasidesviacions dels estrats que a c), obteniu la mida mostral
(n) 1 dels estrats (n,) que, amb I’afixacié de cost minim, permetran a I’empresa
estimar la mitjana d’hores setmanals, amb un marge d’error de +2 hores i x= 0,05.

e) Compareu el cost per I’empresa a c)id).

10. Una coneguda marca de cereals vol llengar al mercat un nou producte i desitja saber
quina rebuda tindra. Es decideix fer I'estudi a una gran superficie comercial, on gran part
dels clients compren mostrant una targeta que recull les seves dades personals. Aixi, se
sap que, durant el darrer any, van comprar en algun moment cereals de qualsevol marca
6.000 clients d'edats entre 18 i 25 anys; 45.000 clients d'edats entre 26 i 40 anys; i
32.000 clients de més de 40 anys. Totes aquestes persones es consideren potencials
compradors del nou producte i constituiran la poblacié objectiu.

Suposant que 1'estructura poblacional es manté constant, es pren una mostra estratificada
per edats de 1.000 compradors de cereals fent servir afixaci6 proporcional, 1 se'ls demana
que diguin quina quantitat del nou producte estimen que compraran al llarg d'un any.
Traduint els resultats a la despesa que suposa, s'obté la segiient taula:

Classe d'edat Mitjana Quasz,de.svzaczo
tipica

De 18 a 25 anys 2.000 4000

De 26 a 40 anys 6.000 1000

Més de 40 anys 3.000 2000

a) Raoneu per que s'ha optat pel mostreig estratificat, enlloc d'escollir un mostreig
aleatori simple.

b) Calculeu la mida de la submostra que s'ha pres a cada estrat.

c) Estimeu de forma puntual i per interval (al 90%) la quantitat mitjana que pensen
gastar en un any els potencials compradors del nou producte.
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d) L’empresa aspira a vendre 300 milions d’u.m. del nou producte en el proxim any,
dins la gran superficie considerada. Necessita dur a terme alguna mena de
publicitat? Justifiqueu quantitativament la resposta.

e) Després d'observar aquesta primera mostra, si haguéssiu de repetir el mostreig, us
semblaria interessant treballar amb un altre tipus d’afixacié? Raoneu la resposta.

f) Calculeu la mida de les submostres segons el metode que acabeu de proposar.

g) Suposant que els resultats de 1'enquesta fossin els mateixos, calculeu novament la
variancia de I’estimador de la mitjana. En quin sentit s’ha modificat?

h) Calculeu de nou l'estimacié per interval, al 90%, de la quantitat mitjana, tot
comentant les diferéncies amb el resultat obtingut a c).

i) Suposem ara que l'interval obtingut a #) no ens sembla prou precis, i que, mantenint
el mateix nivell de confianca, volem estimar la mitjana amb un precisié de +50.
Quina seria la mida de la mostra necessaria, si es pensa utilitzar la millor de les dues
afixacions?

11. L’exercici /4, del tema I, conté dades sobre 1’assisténcia a congressos internacionals
per part una mostra de 70 professors d’una universitat en els darrers dos anys. A partir
d’aquelles dades, es vol dur a terme un mostreig estratificat, on els estrats representen els
diferents departaments de la universitat en qiiestid. Si s’usa I’afixacié proporcional, els
resultats que s’obtenen son els segiients:

Departament Ny, ny
Biologia 52 8
Economia 160 | 26
Estadistica 106 | 17
Humanitats 118 | 19
TOTAL 436 | 70

Les freqiiencies del nombre de congressos a que han assistit els professors a cada
departament es recullen a continuacio:

Nombre de Ccongressos Biologia | Economia | Estadistica | Humanitats
internacionals
0 5 15 10 11
1 1 3 0 2
2 1 1 1 0
3 0 0 2 2
4 0 2 2 2
5 0 1 1 1
6 1 1 0 0
7 0 0 0 0
8 0 2 0 0
9 0 0 1 1
10 0 1 0 0
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a) Estimeu el nombre mitja de congressos internacionals a que han assistit els
professors de la universitat, per mitja de prediccié puntual i amb un interval de
confianca, amb x= 5%.

Indicacié: Wy | % | S2
Biologia
Economia
Estadistica
Humanitats

b) Estimeu la proporcié de professors que no han assistit a cap congrés durant els
darrers dos anys, mitjancant una prediccid puntual 1 amb un interval de confianga,
amb oc= 5%.

12. Considerem la variable despesa anual en transport (en centenars d’unitats
monetaries). Com a resultat de mesurar-la en una poblaci6 de 940 persones, s’obté la
segiient distribuci6 de freqiiencies:

X |1 2 5 8 12 15 20 24 30 37 42 60 85 120
Freqb'iéncia|25 40 55 120 180 250 110 65 40 25 15 10 3 2

Per tal d’establir pautes per a futures enquestes on es pregunti sobre aquest tipus de
despesa, s’estratifica la poblacié de dues formes lleugerament diferents.

Mctode A: Mc¢tode B:
Estrat | Interval Estrat | __Interval
1 1<X<8 1 1<X<12
2 9<X<24 2 13<X<30
3 25 <X <120 3 31 <X <120

a) Si es vol extreure una mostra de 150 persones, obteniu 1’afixacié proporcional i de
variancia minima per cadascun dels metodes d’estratificacié. Compareu els
resultats, en base a I’error de mostreig en 1’estimacié de la mitjana poblacional.

b) Feu el mateix pel metode d’afixacié Optima, si:
Cia=1 Cy=25 C(C34=16
Cig=9 GCp=9 (33=36
On (j; €s el cost d’accedir i entrevistar una persona de I’estrat i segons el metode j.
Quin és ara el millor metode d’estratificacio?

c) En base al metode triat a I’apartat a), quina mida mostral seria necessaria per a fer
una enquesta en la poblacid, si es vol aconseguir un error de mostreig de 0,75 per a
I’estimacié de la mitjana de la despesa en transport i usant I’afixacié de minima
variancia?

d) I'si es vol un error relatiu del 10% en estimar el total de despesa en transport i usant
1’afixaci6 proporcional?
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13. Un estadistic disposa d’un pressupost de 20.000€ per a dur a terme un estudi a
1.000 persones sobre el nombre d’hores diaries de connexié a internet a les llars d’una
regi6é formada per dos municipis. Els costos fixos de realitzar 1’estudi sén de 8.000€.

S’estima que el cost d’entrevista per telefon és de 10€ i el cost d’entrevista personal és
de 151 18€, respectivament (el 90% de les llars del poble A tenen telefon, mentre que al
poble B, només el 85%).

Les quasivariancies pels estrats (definits pel poble de residéncia) sén iguals a 25 i les
mides de les poblacions s6n les segiients: Ny, = 5000, Ny = 7000.
Per quina de les segiients alternatives haura d’optar, si el limit pressupostari no és
alterable?

1. Totes les entrevistes es fan personalment.

2. A les families amb telefon se les entrevista telefonicament.

14. Una empresa realitza una enquesta sobre el conjunt del seu personal (format per
10.000 persones). Estudis preliminars han demostrat que les variables d’interes estan
fortament correlacionades amb 1’edat dels individus i que es poden establir tres categories
d’edat, cadascuna de les quals constitueix un estrat.

Es proposa un pla de mostreig com si es volgués estudiar 1’edat dels individus i es coneix
I’edat de tot el personal, informacié que es pot sintetitzar a la segiient taula:

Estrat Wy Sy

1 0,2 18

2 0,3 12

3 0,5 3,6
Conjunt 1 16

a) Sigui u I’edat mitjana de la poblaci6é 1 y I’estimador mitjana mostral procedent
d’una extraccié aleatoria simple sense reposicidé de n = 100. Quin és I’error
estandard d’y?

b) Es decideix efectuar I’extraccié dels n = 100 individus de manera estratificada
segons les 3 categories del personal. Quina és 1’afixacié proporcional? Quina és la
desviaci6 estandard de I’estimador de pu resultant? Compareu els resultats amb
I’apartat anterior.

¢) Quina seria una millor afixacié per la mostra? Quina seria la desviaci6 estandard de
I’estimador de u resultant? Compareu els resultats amb els apartats anteriors.

15. Una determinada poblacié d’estudi es composa de 2 estrats dels quals es coneix la
mida (N, h =1,2) ila seva variancia poblacional corregida (o3, h = 1,2). Es disposa
d’un pressupost C per a obtenir una estimacié de u. La funcié de cost s’escriu C(n) =
C+Ciny +Cyny i ny +n, =n, 1 es proposa una extraccid aleatoria sense reposicié a
cada estrat.
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a) Si n=1000, N, =10.000, N, =20.000, 01 =2, 0,=1,C;, =4, C; =9 i
C = 1000 calculeu I’afixaci6 optima en costos de la mostra.

b) Apliqueu també les dades a I’afixacié proporcional i avalueu la perdua de precisio
entre 1’afixacié Optima en costos i 1’afixacié proporcional per a I’estimaci6 de la
mitjana de la variable.

16. Una empresa que esta formada per 400 persones de suport i 100 directius vol avaluar
I’index de satisfaccié (Y) del seu personal elaborat a partir d’un conjunt de preguntes a
una mostra de n = 100 individus.

a) Se suposa que la dispersié de la variable satisfacci6 és la mateixa en els dos estrats
del personal. En aquest cas, quin €s el metode de mostreig indicat si es vol obtenir
la millor precisio possible sobre el valor mig de I’index de satisfacci del personal?

b) Finalment es realitza I’enquesta segons I’afixaci6 de 1’apartat anterior, tot obtenint
els segiients resultats: y; = 13, y, = 15, 62 = 9 i 67 = 36. Calculeu 'interval de
confianca per la mitjana de I’index de satisfaccié del personal al nivell de confianga
del 95%.

17. Una empresa especialitzada és 1’encarregada de realitzar un mostreig en dues regions
sobre una mostra total de n = 500 explotacions ramaderes, amb la finalitat d’avaluar el
nombre mig d’animals per explotaci6 (u). El nombre d’explotacions total és de 50.000,
distribuides de la segiient manera: 40.000 a la regi6 11 10.000 a la regi6 2. Es disposa
d’una base de mostreig amb 1’adreca de cada explotacio.

Dades historiques sobre les regions mostren que la quasidesviacié tipica del nombre
d’animals per explotaci6 a la regi6 1 era de 20 i a la regi6 2 de 40.

a) Descriviu com es construiria una mostra estratificada amb afixacié proporcional
prenent com criteri d’estratificacié la regié. Quina és la diferéncia respecte haver
considerat una mostra aleatoria simple sense estratificacié pel conjunt del territori?

b) Quin és el marge d’error en I’estimacié de la mitjana d’animals per explotacié a
cada regi6 i en el conjunt d’ambdues segons el mostreig aleatori estratificat amb
afixaci6 proporcional, a un nivell de confianga del 95%?

¢) Quina seria la mida mostral a considerar si es volgués obtenir la mateixa precisio
(un marge d’error absolut de +5 animals) en I’estimacié del nombre mitja
d’animals per explotacié a cada regié? Quina seria la precisi6 de 1’estimador del
nombre mig d’animals per explotacié al conjunt del territori a un nivell de
confianga del 95%?
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d) Avaluant el cost de I’enquesta, I’empresa detecta que el cost unitari per cada unitat
mostrejada no és el mateix a les dues regions: C; = 200 i C; = 300. Quina seria la
mida mostral en les regions que garanteix un cost global minim per una variancia de
I’estimador de u fixada a 1,276?

e) Calculeu el cost global de les enquestes descrites a ¢) 1 a d) 1 compareu-los.

3.3 SOLUCIONS

1. a) n=121,70 - 122 persones

b) 36,6 - n, = 37 persones

73,2 - nq; = 73 persones
ny = ;
12,2 - n3z = 12 persones

¢) n=34,43 - 35 persones

9 - n, = 9 persones

6 — n, = 6 persones
ny = ,
20 = nz = 20 persones

d) n = 35,18 — 36 persones

10,43 - n, = 11 persones
17,96 — n3 = 18 persones

7,62 = n,; = 8 persones
e) np, = {

106,11 - ny; = 106 persones
2. a) n, =4 63,67 >n, =64persones — C = 224.800 u.m.
21,22 - ny = 21 persones

13,80 = n; = 14 persones
b) np =141,40 » n, = 41 persones — C = 137.200 u.m.
36,80 —» n; = 37 persones

16,71 - n; = 17 persones
¢) ny =1{45,78 - n, = 46 persones — C = 136.200 u.m.
31,52 — ny = 32 persones

55,56 - n; = 56 persones
f)  Afix. Proporcional: n, = 433,33 = n, = 33 persones
11,11 -» n3 = 11 persones

6(%) = 1,568
u € (18,927;25,073)
€ =117.600 u.m.
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n,; = 15 persones
Afix. de minima variancia: n, = {nz = 45 persones
n3; = 40 persones
6(x) = 1,045
U € (19,952; 24,048)
C = 149.000 u.m.
17,78 - n,; = 18 persones
n, = {48,69 — n, = 49 persones
33,52 - n3 = 34 persones

6(%) = 1,0499
u € (19,942; 24,058)
C = 144.800 u.m.

Afix. Optima:

59,63 - n, = 60 persones

12,58 = n; = 13 persones
np, = {
27,79 = n; = 28 persones

a) P =6875%

b) e(®) =36(p) =0,064; e,(p) =9,3%
c) pe€(5827%; 79,223%)

d) n=251,30 > n =252 llars

ny; = 80 empreses
a) n, =1n, = 18 empreses
nz = 2 empreses

b) X = 44,6 treballadors
¢) wue€E(38999; 50,201)

a) Mida mostral % no han Error de % de marge d’error
ESTUDIS (m.e.p.) fumat mai mostreig (95,45%)
< Primaris 762 61 0,0177 3,54
Primaris 899 48 0,0167 3,33
Batxillerat 578 33 0,0196 3,92
Superiors 242 27 0,0286 5,72
NS/NC 17 53 0,1248 24,95
TOTAL 2498 46'4941 0,0097 1,94

c) PEst.sup. € (21,28%; 32,72%)
PBatx. € (29,08%; 36,92%)
e) n=608,33 - n =609 individus
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g)

ESTUDIS Mida mostral np
(m.e.p.)

< Primaris 762 1916
Primaris 899 2262
Batxillerat 578 1455
Superiors 242 609
NS/NC 17 43
TOTAL 2498 6285

€«; Est.Prim. — 2,10%

h) n =682,41 - n = 683 individus

i)

9. a)

b)

c)

d)

50

Afixaci6 de Variancia Minima: n, =

ESTUDIS Mida mostral | Afixacio mixta

(m.a.e., a.p.) (ny)

< Primaris 762 762

Primaris 899 899

Batxillerat 578 683

Superiors 242 609

NS/NC 17 17

TOTAL 2498 2970

Ponderacions: Acprim. = Aprim. = Ans/ne = 1
Apatx. = 578/683
Asup, = 242/609

D =Xn PnApwp) = 46,494%

545,45 — n, = 545 cases
90,91 - np =91 duplexs
363,64 — np = 364 pisos

e(x) = 1,403
[ € (24,924;30,426)
13,47 - ny = 13 vivendes

13,81 - np = 14 vivendes
12,72 - ni = 13 vivendes

Afixacié de Variancia Minima: ny =

e(x) = 1,288
Afixacié de Variancia Minima: n = 57,22 - n = 58 llars

ny = 20 llars
n, ={ng = 20 llars
ng = 18 llars

Afixaci6 de Cost Minim: n = 57,72 - n = 58 llars

ny = 21 vivendes
ng = 21 vivendes
ng = 16 vivendes

np, =



10. b)

c)
d)

g)
h)

)

11. a)
b)

12. a)

b)

Mostreig aleatori estratificat

Cey = 603€
Cd) = 594€

72,29 - nq = 72 persones
n, =4542,17 - n, = 542 persones
385,54 — n; = 386 persones

X = 4.554,217 u.m., u € (4.461,374; 4.647,06)
No cal fer publicitat: T € (370.293.985,6; 385.706.036,4)

180,56 — ny = 181 persones
n, =<338,37 - n, = 338 persones
481,23 — n; = 481 persones

e(¥) = 50,311
1 € (4.471,707; 4.636,727)

Afixacié de Minima Variancia: n = 2.652 individus

1,696 congressos, u € (1,1203; 2,2717)
58,596% , p € (47,698%; 69,494%)

x
p

La millor estratificacié és la del metode B per afixacié proporcional i I’A per I’afixacid
de minima variancia.

Afixaci6 proporcional:
38,30 — nyq = 38 pers.

Ngp =14 96,54 - ny, =97 pers.; e,(x) = 0,479
15,16 - ny3 = 15 pers.
67,02 - ng; = 67 pers.
ngp =174,20 = ng, = 74 pers.; ez(x) = 0,462
8,78 — ngz = 9 pers.

Afixaci6 de Variancia Minima:

21,18 - nyq = 21 pers.

Ngp =176,26 = Ny, = 76 pers.; e (x) = 0,342
52,56 — ny; = 53 pers.
49,14 - npy = 49 pers.

ngp = 468,56 = ng, = 69 pers.; ez(x) = 0,369
32,30 = ngz; = 32 pers.

La millor estratificacié és la del metode B per I’afixacié optima:
64,12 - ny; = 64 pers.
Ngp = 146,13 - ny, =46 pers.; e,(x) = 0,417
39,75 - ny3 = 40 pers.
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13.

14.

15.

16.

17.

c)
d)

Entrevistes telefoniques per aquelles persones que disposen de telefon: €, = 18.902,5€.

a)
b)
c)

55,07 - ng; = 55 pers.
ngp =147684 — ng, =77 pers.; eg(x) = 0,389
18,11 —» ngz; = 18 pers.

ng =3965-> ny=4

ng=1525- ng =1

e(d) = 1,59
e(i) = 1,06

Afixacié de minima variancia: e({) = 0,89

L’ afixacié més precisa és la optima:

600 e
Msope. = | 400 Copt. = 7:000; (%) = 0,0423
_ (333

Thsprop. = {667, Cope. = 8.335; 6(%) = 0,044

Perdua relativa de precisié: 4,0189%

a) Mostreig aleatori estratificat, amb afixacié proporcional.

b)

b)

c)

d)

€)

52

X = 13,4 punts, u € (12,7348; 14,0652)

_ (400
nh,'PT'Op. - {100

Var(f;) = 0,99 - e, (f1;) = 1,9502
Var(fi,) = 15,84 — ey (fi;) = 7,8007
Var(i) = 1,2672 - e () = 2,2064

n1=61,37—>n1=62} B o
n, = 239,96 - n, = 240§ ~ "= 30% a(jn) = 2,0935
Afixacié de Cost Minim: n = 354,23 - n = 355 explotacions

N = {252,09 - n; = 252 explotacions
"~ 1102,91 - n, = 103 explotacions

Ce) = 84.400€; (4 = 81.300€
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MOSTREIG SISTEMATIC

4.1 EXERCICI RESOLT

El Museu d'Historia d'una determinada ciutat vol estimar quina proporcié de visitants
arriben en transport public. Durant un mati, un total de 20 persones han visitat el Museu, i
han estat preguntades sobre aquesta qiiestié en el moment de pagar 1'entrada. Les persones
que han fet servir el transport public sén, per ordre d'arribada, les que ocupen les
posicions: {1, 3,4,5,7,9,10,12, 14, 20}.

Suposem ara que volguéssim fer servir una mostra sistematica d'l en 5 per estimar el
parametre d'interes.

a) Abans de fer cap calcul, creieu que pot ser adequat utilitzar un mostreig sistematic
enlloc d'un altre metode de mostreig? Contesteu tenint present que la variable que
estem estudiant €s binaria (pren els valors 0 o 1) i, per tant, caldra treballar amb
proporcions enlloc de mitjanes.

El mostreig sistematic pot ésser més adient que altres tipus de mostreig en
diferents casos. D’una banda, és millor que un mostreig aleatori simple quan la
variabilitat intramostral és més elevada que la variabilitat total de la variable (és
a dir, les mostres sén molt heterogenies en el seu si, perd molt homogenies entre
elles). D’altra banda, el mostreig sistematic es demostra millor que un
d’estratificat quan els estrats sén molt homogenis, perd molt diferents entre si.

En el cas que ens ocupa, el fet d'escollir una mostra sistematica implica estudiar
el transport utilitzat tant per persones que visiten el museu a primera hora del
mati com per la tarda. Per tant, podem pensar que la mostra recollira prou
variabilitat 1 que pot superar en precisi a una m.a.s.

b) Escriviu les dades poblacionals en una taula 4x5, que tingui les possibles mostres
en columnes. Calculeu la proporcié mostral de persones que arriben en transport
public per a cada mostra possible, 1 la proporcid poblacional.

n/k] 1 [ 2] 3]4]5
1 1 o1 ]1]1
2 o1 Jo] 11
3 o[ 1ol 1]o
4 T ololofo]1
P, |1/4]1/2|1/4]3/4(3/4|p=1/2|
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c¢) Calculeu la quasivariancia poblacional, la intramostral 1 la intermostral.

an(ﬁj - 23)2

SZs = =1/4
BS k—1 /
Yii(0ij — B)?
Sk =" J° —4/15
§2 = N s =5/19
d) Construiu la taula ANOVA per al problema.
Font de variacio Suma de Graus de llibertat Quqqrats
Quadrats mitjans
Entre mostres (BS) 1 k—1=4 1/4
Intramostral (WS) 4 k(n—1)=15 4/15
Total 5 nK—-1=19 5/19

e) Compareu la precisi6 de la mostra sistematica utilitzada, front a una mostra
aleatoria simple de la mateixa mida, a partir del valor de la quasivariancia
intramostral.

S&¢ > S% > La mostra sistematica és més precisa que una mostra aleatoria
simple de la mateixa mida.

f) Repetiu l'apartat anterior, per0 ara raonant a partir del valor del coeficient de
correlaci6 intramostral.

n
Var(p) = Nz () —9)* = 1/20
]

_ 2

S
Var(p) = v 11t (= Dpw]

1 19°5/19 1+ 3py) 1/15
e — - e
50 20 4 Pw Pw /
L’obtencié d’un coeficient intramostral negatiu, reafirma que la mostra

sistematica €s més precisa que la mostra aleatoria simple.

g) Trobeu la taula ANOVA per estratificacid (considereu com a fonts de variacié les
variacions entre estrats i dins els estrats).

n/k[1]2]3]4]s P

1 [1]o]1[1]1]| 45

2 lo|1]o|1]1] 3y5

3 Jol1]o|1]0o] 25

4 loJololol1] 15
p=1/2
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kX - P)?

S, =—"—"—— - =1/3
BSt n—1 /

52— Zi,j(Pij - ﬁi)z — 1/4

wsSt n(k _ 1)
S? = N 5 =5/19
Font de variacio Suma de Graus de llibertat Qu.ac.z’rats
Quadrats mitjans

Entre estrats (BSt) 1 n—1=3 1/3
Intraestrats (WSt) 4 nlk—1) =16 1/4
Total 5 nK—-1=19 5/19

h) Trobeu el coeficient de correlaci6 estratal. Interpreteu el resultat.

A n 513V$t
Var(p) = (1 - N) [14+ (n— 1)ps]
n
! 1 4, L4 (1 + 3pg) 0
- = — ) L - =
>0 ( 20) 4 Pst Pst

Un coeficient de correlaci6 estratal igual a 0 indica que el mostreig sistematic és
tant precis com el mostreig estratificat, amb eleccié d’un element per estrat.

1) Utilitzant la segiient férmula del mostreig sistematic:

S2.c,
Var(p) = (1= f) I;Vls [1+ (n—1Dps]

calculeu la mida mostral necessaria per tenir un error absolut de mostreig de 0.16
en l'estimacié de la proporcié de visitants que arriben en transport public.

e(p) = 0,16 > Var(p) = 0,16% fg; =0

0,0256 = (1 —%) SVZ“
0,0256 = (1—%)% S n=656-on=7

J) Quina seria aquesta mida mostral si es treballés amb mostreig aleatori simple?

Mitjangant les férmules de calcul d’n pel mostreig aleatori simple:
_ Np(1—p) B 20 % 0,52
" —p) +er(N—1) 052 +0,162(20 — 1)

=679->n=7
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k) Compareu els resultats obtinguts als dos apartats anteriors, i feu un comentari per
justificar-los. Trobeu alguna contradicci6 aparent?

Que la mateixa mida mostral garanteixi una mateixa precisié tant per un
mostreig aleatori simple com per un d’estratificat si que sembla contradictori;
ates que, sota les condicions establertes, el mostreig estratificat és més precis que
I’aleatori simple (mostreig sistematic més precis que 1’aleatori simple i igual de
precis que I’estratificat).

Si considerem els decimals (no arrodonim #n), la conclusi6 és que la contradicci6
era només aparent, ja que amb menor mida mostral (n,,, = 6,56), el mostreig
estratificat permet assolir la mateixa precisio en 1’estimador que 1’aleatori simple
(Minas = 6,79).

4.2 EXERCICIS PROPOSATS

1. Les 45 vivendes d’un carrer es numeren de 1’1 al 45 segons la seva data de construccio.
Les vivendes amb una superficie de més de 100 m? s6n les que tenen els numeros:
{1,4,5,6,8,9,10,12,16,17,19, 20, 23,25, 28, 29, 30, 32, 33, 34, 36, 38, 39, 42}.
Considereu una mostra sistematica d’1 en 5, per estimar la proporcié d’immobles més
grans de 100 m’.

a) Trobeu la taula ANOVA per aquest problema.

b) Compareu la precisié d’una mostra sistematica d’1 en 5 amb una mostra aleatoria
simple de la mateixa mida, a partir del valor de la quasivariancia intramostral.

c) Repetiu ’apartat anterior, perd ara raonant a partir del valor del coeficient de
correlaci6 intramostral.

d) Trobeu la taula ANOVA per estratificacié (considereu com a fonts de variacié les
variacions entre estrats i dins els estrats).

e) Calculeu el coeficient de correlacié estratal, i comenteu si és millor el mostreig
sistematic o I’estratificat per estimar el parametre.

2. Un investigador desitja determinar la quantitat d’'una determinada substancia que es
troba a les fulles dels gira-sols d’una finca, repartits de forma natural en 10 files. El
nombre total plantes és desconegut. Se sap que el terreny i les condicions ambientals s6n
homogenis a tota la finca (penseu quina implicacié t€ aixd sobre el valor de p,,).
L’investigador decideix fer servir una mostra sistematicad’1 en 10.
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A la taula adjunta es troben les dades sobre el contingut de la substancia en qiiestio a les
fulles dels gira-sols mostrejats, que son, en total, n = 400:

Arbre Contingut
en sucre
1 80
2 86
3 72
398 64
399 90
400 84

Fent els calculs, es troba que: Y1200 x; = 32.568 i Y129 x;2 = 2.795.475.
a) Estimeu el contingut mitja de substancia a les fulles dels gira-sols de la finca.

b) Trobeu els errors absolut 1 relatiu de I’estimacié (penseu que es pot considerar que
les plantes estan repartides de forma aleatoria arreu de la finca).

¢) Realitzeu I’estimacié mitjangant un interval de confianca al 95%.

3. Considerem una poblaci6 de N = 100 unitats, inicialment dividida en 6 estrats.
Estudiant la disposicié dels elements de la poblacid, s’arriba a la conclusié que pg; €s
proxim a zero. Es desitja estimar la mitjana de la poblacid, i la variancia d’aquesta
mitjana. Per tal de poder-ho fer, s’agrupen els 6 estrats en 3, 1 es pren una mostra de mida
2 de cadascun dels 3 estrats. Les dades sén: 214, 113,01 5.

a) Estimeu la mitjana de la poblaci6.
b) Estimeu la variancia de I’estimador de la mitjana.

c¢) Construiu un interval de confianca al 90% per a la mitjana.

4. Els 20 alumnes d’una classe de secundaria es numeren de 1’1 al 20 segons la seva data
de naixement, comencant pel més jove. Els alumnes que estan a favor d’anar de viatge de
final de curs a Italia s6n els que ocupen els llocs: {5,7,9,12,14,15,16,18,19,20}.
Considereu una mostra sistematica d’1 en 5, per a estimar la proporcié d’alumnes que
volen anar a Italia de viatge.

a) Calculeu la quasivariancia i les quasivariancies entre mostres i dins de les mostres.
b) Construiu la taula ANOVA del problema.

¢) Compareu la precisi6 de la mostra sistematica utilitzada, front a una mostra
aleatoria simple de la mateixa mida, a partir del valor de la quasivariancia
intramostral.

d) Repetiu ’apartat anterior, perd ara raonant a partir del valor del coeficient de
correlacié intramostral.
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5. Una empresa de fabricacié de components per a automobils encarrega una auditoria de
qualitat per tal d’analitzar la produccié manual d’un cert tipus de peces per part de 10
operaris. Per a fer-ho, s’analitza el nombre de peces produides per la maquinaria durant
els primers 3 minuts d’ésser posades en funcionament. Els resultats es mostren a la taula
segiient:
N°d’operari | 1 2
N’ de peces produides | 7 8

3 45 6 7 89 10
75 6 9 6 7 7 8

L’estudi del nombre de peces defectuoses es duu a terme mitjangant un mostreig
sistematic d’1 en 7 (I’ordenaci6 de les peces és la segiient: s’inicia per les peces del

primer treballador 1 quan s’acaben, es passa al segon 1, aixi, successivament).
Si sabem que només la primera peca que produeix cada operari és defectuosa:
a) Calculeu el coeficient de correlacié intramostral 1 1’estratal, i comenteu-ne les
conclusions que se’n deriven.
b) Estimar la variancia de la proporcié d’unitats defectuoses, suposant:
i. El mostreig dut a terme és equiparable al m.a.s.

il. El mostreig realitzat és similar al m.a.e.

6. Una taula ANOVA per a comparar un mostreig sistematic i un aleatori simple déna els
valors segiients:

Sumes de | Graus de | Quadrats

Font de variacio . .\
quadrats | llibertat mitjans

Entre mostres (BS) 123 2,795
Intramostres (WS)
Total 3691 224

a) Completeu la taula.
b) Quina mida té la poblaci6?
¢) Quina mida tindria cada mostra (en el mostreig sistematic)?

d) Quin metode suposa menor error de mostreig: el mostreig aleatori simple o el
sistematic? Per que?

e) Calculeu el coeficient de correlacié intramostral.
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7. Amb un mostreig sistematic d’1 en 10, s’ha extret una mostra de 100 unitats en una
cadena de produccié i s’ha observat si la unitat és correcta (0) o defectuosa (1). Es vol
estimar 1’error de mostreig, sabent que les 100 unitats s’han agrupat en parelles respecte
I’ordre d’extraccié amb els resultats segiients:

Nombre de parelles amb resultat (0,0) — 46
Nombre de parelles amb resultat (1,0) o (0,1) - 3
Nombre de parelles amb resultat (1,1) — 1

a) Estimeu la proporci6 de peces defectuoses.

b) Calculeu l’error absolut de mostreig suposant que el mostreig realitzat €s
equiparable a un aleatori simple.

c¢) Calculeu I’error absolut de mostreig suposant mostreig estratificat amb seleccié de
dues unitats per estrat, i digueu si és més gran o més petit que a ’apartat b).

8. A una conferéncia, hi assisteixen 200 persones que seuen en files de 10. En acabar, es
vol fer un estudi sobre la seva situaci6 laboral; en concret, el nombre d’anys que porten

treballant. Per tal d’estimar-ne la mitjana, es duu a terme un mostreig sistematic d’1 en
10.

S’observa la posici6 dels assistents i es veu que els joves se situen en les darreres files de
la sala, mentre que els més grans seuen a les primeres. L’ordenacié dels individus és,
doncs, decreixent en edat des de la primera fila fins a la vintena.

a) Un cop es disposi dels resultats, com s’haura de calcular la variancia de 1’estimador
de la mitjana d’anys d’experiencia laboral?

Se selecciona una mostra de les possibles 1 s’obtenen els segiients resultats:

Files Xp1 Xp2
1-2 38 | 40
3—4 32 | 35
5—-6 27 | 28
7—8 26 | 24
9-10 24 | 25
11-12 | 20 | 18
13—-14 | 18 | 15
15—-16 | 16 | 12
17-18 | 11 9
19 - 20 7 5

b) Estimeu la mitjana poblacional de forma puntual i amb un interval al 95% de
confianca.
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9. Es vol estimar la quantitat de taronges que maduren setmanalment en un camp de
tarongers (x;). El terreny, segons diu el pages propietari, és uniforme; és a dir, les
propietats del sol son molt similars arreu del mateix 1 els arbres son de la mateixa varietat
i tenen igual nombre d’anys. Els tarongers se situen en files de 10 i es duu a terme un
mostreig sistematic que resulta en una mostra de 150 arbres.

Els resultats obtinguts es mostren a continuacio:

150 150
in =3.428 i inz = 82.865
i=1 i=1

a) Obteniu un interval de confianga per la quantitat mitjana de taronges que maduren a
la setmana a cada arbre, amb un nivell de confianca del 90%.

b) El pages ens demana un estudi similar per un terreny de presseguers, on els arbres
no tenen la mateixa edat i estan ordenats dels més vells als més joves. El mostreig
dut a terme 1 els resultats son els mateixos que anteriorment. Creus que 1’interval
calculat és adequat? Justifica la resposta.

10. Es vol realitzar un mostreig sistematic d’1 en 3 per a estimar la mitjana de la variable
X en la segiient poblacié de 9 individus:

i |1 2 3
X |2 6 4

4 5 6 7 809

3 2 45 7 3

a) Determineu I’espai mostral.

b) Seleccioneu la millor mostra i compareu-ne la precisié respecte a un mostreig
aleatori simple.

Indicacio: La millor mostra és aquella amb menor EQM.

11. Els 36 metges d'un hospital es numeren de 1'1 al 36 segons I’edat, comengant pel més
jove. Els metges que estan descontents amb el seu sou son els que ocupen els llocs:
{2,4,5,8,14,15,17,19,21,27,30,31,32,36}. Considerem una mostra sistematica d'l
en 6 per estimar la proporcié de metges insatisfets.

a) Construiu la taula ANOVA per al problema.

b) Compareu la precisi0 de la mostra sistematica utilitzada, front a una mostra
aleatoria simple de la mateixa mida, a partir del valor de la quasivariancia
intramostral.

c) Repetiu l'apartat anterior, per0 ara raonant a partir del valor del coeficient de
correlaci6 intramostral.

d) Construiu la taula ANOVA per estratificacio.

e) Trobeu el coeficient de correlacid estratal. Interpreteu el resultat.
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f) Utilitzant la segiient férmula del mostreig sistematic:

Var() = (1 - f)

calculeu la mida mostral necessaria per tenir un error absolut de mostreig de 0,15

2
Swst

n

[1+ (= Dps]

en l'estimacié de la proporcié de metges descontents.

g) Quina seria aquesta mida mostral si es treballés amb mostreig aleatori simple?

h) Compareu els resultats obtinguts als dos apartats anteriors, 1 feu un comentari per

justificar-los.

1) Suposem ara que els resultats poblacionals s6n desconeguts, i que només coneixem
la informaci6 que ens dona la mostra sistematica, que recull 4 metges satisfets 1 2
insatisfets. A partir del resultat que mostra que p,, és proxim a zero, estimeu la

variancia de l'estimador de la proporcié de metges insatisfets.

j) Existeix algun problema per a trobar I’interval de confianga de I’estimador de la

proporcié?

4.3 SOLUCIONS

b)

c)

d)
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.. Suma de Graus de Quadrats
Font de variacio . ..
Quadrats llibertat mitjans
Entre mostres (BS) 14/45 4 7/90
Intramostral (WS) 98/9 40 49/180
Total 56/5 44 14/55
2 49 5 14 L, , L ‘s
Sivs = Tso > 54 = = Es més precis el mostreig sistematic.
Ppw = = 5 Esmés precis el mostreig sistematic.

32

Font de variacio Suma de G;jaus de Qu.ac.irats
Quadrats llibertat mitjans
Entre estrats (BSt) 2 8 1/4
Intraestratal (WSt) 46/5 36 23/90
Total 56/5 44 14/55

-2 2 . . L s
Pst =753 Es més precis el mostreig sistematic.

i = 81,42

e(%) = 0,9005; e,(X) = 1,106%

u € (79,655; 83,185)




b)

b)

b)
c)
d)
e)

a)
b)

a=25
Var(x) = 0,862

Suposit: x ~ N - u € (0,629; 4,37)

Supdsit: x + N - p € (—0,436; 5,436)

2 _ 1, c2 _ 4. c2_35
SBS_Z'SWS__'S TS

15 19
Font de variacio Suma de Gijaus de Qu.czfirats
Quadrats llibertat mitjans
Entre mostres (BS) 1 4 1/4
Intramostral (WS) 4 15 4/15
Total 5 19 5/19

4 5 £ . I -
Siye = = 5% = T — Esmés precis el mostreig sistematic.

-1 Z, , P . . S s
pw = — — Es més precis el mostreig sistematic.

15

py = 0,013 - Es més precis el mostreig aleatori simple.

pg, = 0,022 - Es més precis el mostreig aleatori estratificat.

i. Var(p) =0,0117
ii. Var(p) = 0,0203

Mostreig sistematic

L Suma de Graus de Quadrats
Font de variacio ; .
Quadrats llibertat mitjans
Entre mostres (BS) 123 44 2,795
Intramostral (WS) 3568 180 19,822
Total 3691 224 16,478
N =225
n=>5
SZs=19,822 > S§% = 16,478 — Es més precis el mostreig sistematic.
pw = —0,208 — Es més precis el mostreig sistematic.
p=5%
e(p) = 0,021
e(p) = 0,009
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8.

10.

11.

b)

b)

b)

c)
d)

g
i)

j) p € (—4,387%; 71,054%) — L’us de la distribucié Normal és dubtds per una mostra de
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Suposit: x ~ N - p € (20,757; 22,243)
Suposit: x » N - u € (19,912; 23,088)

i =22,853; p € (22,153; 23,553)

No, I’equiparacié amb el mostreig aleatori estratificat és més adient en aquest cas.

S =1{(235),(62,7),(443)}

S3;={4,43} > Si.=

0, 0, 0,
E®) |10/3] 5 |11/3
B®O,) |-2/3] 1 [-1/3
Var(6;) | 14/9 | 1473 | 2/3
EQM@) | 2 [17/3] 7/9
29

9

> S2 =3 > Mostreig sistematic supera en precisié

I’aleatori simple.

Font de variacié Suma de Graus de Quadrats
Quadrats llibertat mitjans
Entre mostres (BS) 8/9 5 8/45
Intramostral (WS) 23/3 30 23/90
Total 77/9 35 11/45

S&s = % > §2 = ﬁ — Es més precis el mostreig sistematic.
pw = —0,063 — Es més precis el mostreig sistematic.
L Suma de Graus de Quadrats
Font de variacio . .
Quadrats llibertat mitjans
Entre estrats (BSt) 5/9 5 1/9
Intraestratal (WSt) 8 30 4/15
Total 77/9 35 11/45

Pst = T2

4 5, 1561
_n —
8100 32400

n=8,67 »n=9

~ 1. ~
pj=3ipw =0 —=Var(p) =

1
27

— Es més precis el mostreig sistematic.

n+2-0=>n=631->n=7
225

6 elements.
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MOSTREIG PER CONGLOMERATS

5.1 EXERCICI RESOLT

Una empresa productora de tabac desitja estudiar el contingut mitja en nicotina dels
1.000 paquets de cigarretes que ha produit en la dltima hora. Per a fer-ho, pren una
mostra de 6 paquets i, mesurant cadascuna de les 20 cigarretes del paquet, obté els
segiients continguts mitjans per cigarreta en cada paquet (en mg): 1,25, 1,15,
1,30, 1,18, 1,27 1 1,23. Calculant, també obté que Zij xizj = 195,82.

a) Estimeu el contingut mitja de nicotina per cigarreta.

a= %Zifi = 1,23 mg/cigarret

b) Calculeu un interval de confianga al 90% per al parametre anterior. Comenteu si es
pot suposar normalitat.

G2 M = =\ 2
She=— 1Zi(xi — %)% = 0,0632
S2. 6 10,0632
Var(i) = (1 — )22 = (1 - —— %) = 0,0229
ar() = A=)y ( 1000) 120 ™

ne = nM = 120 — Es pot suposar normalitat:

i€ |7 £ 22 e(D)] = (1,23 + 1,64 %0,0229) = (1,1925; 1,2675)

¢) Estimeu també el contingut total de nicotina per paquet.
P = Mj = 24,6 mg/paquet
d) Calculeu I’error absolut de mostreig comes en 1’estimacio del total de nicotina per
paquet.
Var(P) = Var(Mp) = M*Var(d) = e(P) = 0,4576
e) Trobeu una estimaci6 per interval al 90% per al parametre anterior. Interpreteu el
resultat.

P € [P + 2o e(P)| = (24,6 + 1,64 + 0,4576) = (23,8495; 25,3505)
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f) Construiu la taula ANOVA per la mostra.

Suma de Graus de | Quadrats

Font de Variacio quadrats llibertat Mitjans

Entre conglomerats (BC) 0,316 5 0,0632
Intraconglomerats (WC) 13,956 114 0,1224
Total 14,272 119 0,1199

g) Estimeu el coeficient de correlaci6 intraconglomerats.

(N =1)SE. + NM = 1)Sic

P

Y =0,1194
0 NM -1
§o = M — —0,0248
M-nsg

h) Expliqueu si en aquest cas el mostreig per conglomerats és més eficient que el
mostreig aleatori simple.

8, < 0 — Es millor el mostreig per conglomerats que el m.a.s., ja que la
variabilitat intraconglomerats €s molt gran (alta heterogeneitat dels
conglomerats), en comparacié amb la variabilitat entre conglomerats
(que s6n for¢ca homogenis entre si).

i) Calculeu l'efecte de disseny i interpreteu el resultat.
Efecte disseny =1+ (M — 1)§ = 0,529124
ne = na[l + (M — 1)5‘] = 52,9124% n, — A igual precisié a obtindre pels
estimadors, la mida mostral per

conglomerats és el 52,9124%
d’una mostra per m.a.s.

J) Retornant a l'apartat b), suposem que 'interval que hem obtingut ens sembla poc
precis, i que volguéssim estimar la mitjana amb una precisié (error relatiu) de 1’1%.
A partir de la informaci6 que ens ha proporcionat la mostra amb la que hem
treballat, calculeu quina seria la mida mostral necessaria per aconseguir la millora
esmentada.

e, (x¥) = 0,01 - Var(x) = [x * e,(X)]? = 0,0001513
S"Z
Vmﬁﬂ=(1—ﬂ#%=:n=ﬂm7ﬁn=21
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5.2 EXERCICIS PROPOSATS

1. Un laboratori farmaceutic fabrica uns comprimits de vitamines. Per tal de dur a terme
un control de qualitat, es desitja estimar el contingut mitja de vitamina C dels comprimits,
que es presenten en caixes de 20. Del total de 1.000 caixes fabricades en una dia, es
decideix extraure una mostra de 5 caixes, i examinar el contingut en vitamina C de
cadascun dels seus comprimits. Les mitjanes de les caixes (en mg) son:
275,290, 280, 285, 290, i la quasivariancia mostral val 125.

a) Estimeu el contingut mitja en vitamina C d’aquests comprimits.

b) Doneu un interval de confianca al 95% per al parametre anterior.

c¢) Construiu la taula ANOVA per la mostra.

d) Estimeu el coeficient de correlaci6 intraconglomerats.

e) Que és millor en aquest cas, el mostreig per conglomerats o 1’aleatori simple?
f) Quin és I’efecte de disseny?

g) Suposem que la mida de la mostra aleatoria simple per la precisi6 que volem
garantir en I’estimador és de 100. Valoreu la conveniencia d’usar el m.a.s. o el
mostreig per conglomerats, en referencia al nombre de caixes de comprimits que no
resulten comercialitzables després de dur a terme el control de qualitat.

2. Es desitja dur a terme un control de qualitat sobre els productes rebuts en una comanda
de 1.400 lots formats per 25 articles cadascun. Amb aquest objectiu, s’extrau una mostra
sense reposicié de 35 lots i s’observa que 16 no tenen articles defectuosos, 12 en tenen
un i 7 en tenen dos.

a) Estimeu la proporcid i el nombre total de productes defectuosos en la comanda.
b) Trobeu els errors absoluts i relatius de mostreig.

¢) Realitzeu I’estimaci6 per interval al 99%.

3. Una editorial de premsa estrangera esta estudiant la possibilitat de traduir al catala la
revista Fashion. Per tal de saber quants punts de venda inicial podrien tenir, subcontracta
una empresa de premsa nacional per tal que els seus repartidors enquestin els propietaris
dels quioscs on reparteixen els seus diaris, preguntant-los si estarien interessats a comprar
la revista Fashion.

El nombre total de quioscs és de 30.000 i cada repartidor s’encarrega d’atendre 30
quioscs propers. Per tal d’aprofitar els desplacaments, es fa el segiient mostreig: s’escull
una mostra de 600 quioscs agrupats en 20 conglomerats de mida 30; és a dir, s’encarrega
a 20 repartidors que facin I’enquesta en els seus 30 quioscs. Els repartidors s’escullen per
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mostreig aleatori simple. Els resultats mostren que, a cada conglomerat, el nombre de
quioscs interessats a comprar la revista son:

{20,15,12,25,28,14,16,9,22,25,23,9,16,17,24,11,18,21,16,17}

a) Estimeu el nombre total de quioscs de la poblacié que estarien interessats a comprar
la revista. Feu I’estimacio6 puntual i per interval (al 95% de confianga).

b) Estimeu també per punt i per interval la proporcié de quioscs interessats.

c) Si s’hagués estimat la proporcié a partir d’'un mostreig aleatori simple, s’hagués
guanyat precisié? Fes els calculs (si la quasivariancia mostral és de 0,63) i raona el
perque.

d) Ordeneu la informacié anterior en forma de la taula ANOVA de la mostra.

e) Per tal d’assolir un error absolut de 0,1 per a I’estimaci6 de la proporcid, calculeu la
mostra que seria necessaria per tal de dur a terme aquesta enquesta a partir d’un
mostreig per conglomerats.

4. Una fabrica produeix galetes dietetiques i desitja realitzar un control de qualitat per a
estimar-ne el contingut caloric mitja. El producte es presenta en caixes de 30 unitats; del
total de 1.200 caixes que es produeixen en un dia, s’extrau una mostra de 5 caixes i es
determina el contingut caloric de cada una d’elles. Les mitjanes de les caixes (en calories)
s6n: 12,11, 9,131 14 i la quasivariancia mostral val 12.

a) Estimeu el contingut mitja en calories d’aquestes galetes.

b) Elaboreu un interval de confianga al 98% per al parametre anterior.

c¢) Construiu la taula ANOVA per la mostra.

d) Estimeu el coeficient de correlaci6 intraconglomerats.

e) Que és millor en aquest cas, el mostreig per conglomerats o I’aleatori simple?
f) Quin és I’efecte de disseny?

g) Si per mostreig aleatori simple, calculem que cal prendre una mostra de 220
galetes, quina sera la quantitat de paquets a escollir si es realitza un mostreig per
conglomerats?

S. Un club d’esports t€ 40.000 socis. Es vol saber quants socis volen un determinat canvi
en els estatuts del club. Com que es té una llista dels socis classificats per criteris
geografics, se’n decideix enquestar 800, agrupats en conglomerats de 10 socis que viuen
relativament a prop.

Un cop seleccionats els conglomerats que formaran part de la mostra, es veu que el
nombre de socis favorables a introduir canvis a cada conglomerat és Y; (on Y; és una
variable que pren valors entre 0 1 10, ambdés inclosos).
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Els resultats son els segiients:

n n
Y; = 370; Z Y? = 2536
i=1 i=1
a) Estimeu la proporcié de socis que son favorables als canvis.
Indicacio: Y Y; = Xi(Xj Aij); Di = %
b) Estimeu el nombre total de socis que sén favorables als canvis.
¢) Construiu I’interval de confianca al 95% per a la proporcid i el total.

d) Els directius creuen que hi ha prou socis a favor i tiraran endavant el canvi als
estatuts si el total de socis que volen els canvis és de 22.000. Que els podeu dir?

e) Elaboreu la taula ANOVA per la mostra.

f) Calculeu el coeficient de correlacid intraconglomerats i comenteu-ne els resultats.

6. Un centre comercial vol premiar als seus clients més fidels; per aixo0, es decideix
regalar una cistella de Nadal amb un assortiment de productes per a les festes. La
companyia es vol assegurar que aquest obsequi vagi a parar realment als millors clients;
per tant, la direccié de marqueting considera que el criteri Optim per decidir els afortunats
és realitzar una enquesta. L’objectiu d’aquesta és coneixer els clients que realitzen la
totalitat de les compres en el centre. Com que els clients es tenen classificats per codi
postal de residéncia, s’opta per enquestar-ne a 1.200, agrupats en conglomerats de 25. El
centre comercial compta amb 25.000 clients que han demanat el carnet per a poder tenir
descomptes 1 participar en ofertes especials.

Aplicant mostreig aleatori simple sense reposicid, se seleccionen 48 conglomerats 1, a
cadascun, s’observa el nombre de clients que no realitzen la totalitat de les compres en el

centre comercial (x;):
48 48

le- = 625; le? =9.426

i=1 i=1

a) Estimeu la proporcié de socis que no realitzen la totalitat de les compres en el
centre comercial.

b) Estimeu el nombre total de socis que no realitzen la totalitat de les compres en el
centre comercial.

c¢) Calculeu la quasivariancia mostral entre conglomerats.

d) Els directius de marqueting creuen que aquest estudi els permetra decidir si han de
fer més publicitat del centre. En faran en el cas que la proporcié de gent que no
realitza totes les seves compres en el centre comercial sigui molt elevada. En aquest
cas, quin és I’interval de confianga al 95% per a la proporcié de socis que no
realitzen la totalitat de les compres en el centre?
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e) Es considerara que és necessari dur a terme una nova campanya de publicitat del
centre en el cas que el nombre de socis que també compren en altres centres sigui
superior als 14.000 clients. S’haura de fer una nova campanya publicitaria?

7. Al llarg d’un estudi, I’investigador treballa amb una poblacié estructurada en 105
conglomerats de 25 individus:

a) Observa que la variable d’interes dels elements de la poblacié no és independent
amb la de la resta d’elements del mateix conglomerat, sind que es produeix una
correlacié negativa entre les mateixes. En aquesta situacio, dedueix que el mostreig
per conglomerats sera més precis que un aleatori simple amb la mateixa mida
mostral. Esteu d’acord amb aquesta conclusi6? Justifiqueu la resposta.

b) Observa que les mitjanes i variancies dels diferents conglomerats sén molt similars.
En aquesta situacid, dedueix que el mostreig per conglomerats sera més precis que
un d’aleatori estratificat, amb afixacié proporcional. Esteu d’acord amb aquesta
conclusié? Justifiqueu la resposta.

8. Un estudiant esta valorant a quina residencia d’estudiants vol viure. El seu criteri per a
considerar que una residencia és adequada és que un minim de 3 de cada 4 estudiants de
la residencia tinguin una mitjana en les seves notes igual o superior a 3, en una escala del
0al5.

Per a avaluar la resideéncia X, que t¢ 100 habitacions amb 4 estudiants cadascuna, duu a
terme un mostreig per conglomerats consistent en escollir aleatoriament 5 habitacions i
enquestar-ne als quatre ocupants. Les notes dels estudiants enquestats son les segiients:

| 1 2 3 4 5
3,08 2,36 2,00 3,00 2,68
2,60 3,04 2,56 2,88 1,92
3,44 3,28 252 3,44 3,28
3,04 2,68 1,88 3,64 3,20

B W N -

Creieu que la residencia és adequada, segons els seus criteris?

9. Un pages disposa d’un terreny de 30.000 km? en una zona boscosa dedicada al cultiu
de pins. Es divideix 1’esmentada regi6 en 150 zones d’igual superficie per tal d’estudiar
les diferents varietats de bolets que hi creixen. A partir d’una mostra aleatoria de 20 de
les zones, es fa un recompte dels diferents tipus de bolets que s’hi troba:

{5,12,18,3,14,9,16,7,10,8,16,12,13,7,11,8,4,13,10, 16}

Elaboreu una estimacié puntual i per interval (al 95% de confianca) del nombre mitja de
varietats de bolets que podem esperar trobar en una de les zones del terreny.
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10. Una colonia de formigues esta formada per 220 conglomerats de 45 unitats cadascun.
S’extreu una mostra aleatoria de 5 conglomerats per a I’estudi i es calcula la proporci6 de
formigues que compleixen determinada caracteristica en relacié a la seva mida:
{0,92; 0,88; 0,89; 0,95; 0,91}.

a) Estimeu el nombre total de formigues que compleixen la caracteristica.
b) Calculeu I’error absolut i relatiu de I’estimador anterior.

c) Estimeu el coeficient de correlaci6 intraconglomerats, si la quasivariancia mostral
és de 0,82.

11. Sobre una poblacié de 1.000 llars formades per parelles amb dos fills majors de 16
anys, se selecciona una mostra de 10 vivendes, a les quals es pregunta sobre el seu
consum d’un determinat producte. Si A;; = 1 quan l'individu j de la llar i compra el

producte, s’obtenen els segiients resultats: Z]-Ai]- =1{2,2,4,3,1,1,3,4,0,3}.
a) Estimeu la proporcié de persones que no compren el producte.
b) Estimeu les quasivariancies total, entre conglomerats i intraconglomerats.
c¢) Elaboreu la taula ANOVA per la mostra.
d) Estimeu la correlaci6 intraconglomerats. Comenteu els resultats.

e) Quin nombre de conglomerats cal seleccionar si volem que l’error relatiu en
I’estimacié de la proporcid sigui de 1’10%? Compareu el resultat amb la mida
mostral necessaria en cas de mostreig aleatori simple.

5.3 SOLUCIONS

1. a) x=284mg
b) u € (278,23;289,77)

c) L Suma de Graus de | Quadrats
Font de variacio . ..
Quadrats llibertat mitjans
Entre conglomerats (BC) 3400 4 850
Intraconglomerats (WC) 8975 95 94,474
Total 12375 99 125

A

d) 6 =0,2857
e) El mostreig aleatori simple és més precfs.

) [1+@m-1)58]=64283

72



g)

b)

9)

b)

)

d)

e)

b)
)

d)

2

a)
b)

Mostreig per conglomerats

Nnas = 100 = n,,,. = 643, n = 33. El m.a.s. implica que 100 caixes de comprimits
resulten no comercialitzables, mentre que el mostreig per conglomerats redueix aquesta

xifra a 33 caixes.

p =2,9714%; A = 1040 peces
e(p) = 0,0052; e.(p) = 17,5266%

e(4) = 182,275; e.(4) = 17,5266%
p € (1,6272%; 4,3156%); A € (569,73; 1510,27)

A = 17.900 quioscs

e(4d) = 1216,5 - A € (15.515,66; 20.284,34)

p = 59,6667%

e(d) = 0,0405 - p € (51,7189%; 67,6145%)

a

0 =0,0206 - El mostreig aleatori simple és més precis que el mostreig per

conglomerats.
Lo Suma de Graus de Quadrats
Font de variacio . o
Quadrats llibertat mitjans
Entre conglomerats (BC) 19,1267 19 1,0667
Intraconglomerats (WC) 358,2433 580 0,6177
Total 377,37 599 0,63
ng=2441-n,=25 n,=40-n=2
a=118
u € (98; 13,8)
L Suma de Graus de Quadrats
Font de variacio . o
Quadrats llibertat mitjans
Entre conglomerats (BC) 444 4 111
Intraconglomerats (WC) 1344 145 9,269
Total 1788 149 12

A

6 = 0,2679 — El mostreig aleatori simple és millor que el mostreig per conglomerats.

Ef.Disseny = 8,769

n, =1929,18 » n, = 1930 = n = 65

p = 46,25%
A = 18.500 socis
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10.

11.

c) p€(39241%; 53,259%)
A € (15.697; 21.304)

L Suma de Graus de Quadrats
Font de variacio . ..
Quadrats llibertat mitjans
Entre conglomerats (BC) 82,475 79 1,044
Intraconglomerats (WC) 116,4 720 90,1617
Total 198,875 799 0,2489

f) § = 0,3549 — El mostreig aleatori simple és millor que el mostreig per conglomerats.

a) p=52,0833%
b) A = 13.020,83 clients
¢) SZ.=1,0962

d) p € (46,3035%; 57,8631%)

e) A€ (11576,31; 14.465,35) — No cal fer campanya publicitaria.

= 5% — Residéncia adequada: p € (23,8412%; 76,1588%)

= 10% — Residencia no adequada: p € (28,112%; 71,888%)

f=10,6; ue€(88619; 12,3381)

a) A = 9.009 unitats
b) e(A) = 119,864
¢c) 6=-0,0218

a) Pp=42,5%

b) S%=0,2506; S3; = 0,4472; S%. =0,1916

c)

L. Suma de Graus de Quadrats
Font de variacio . ..
Quadrats llibertat mitjans
Entre conglomerats (BC) 4,025 9 0,4472
Intraconglomerats (WC) 5,748 30 0,1916
Total 9,7734 39 0,2506

d) & =0,2502 — El mostreig aleatori simple és millor que el mostreig per conglomerats.

e) n,=9099->n,=91;, n. =161 ->n =41
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EXERCICIS EN SPSSIR

A.1 MOSTREIG EN SPSSIR

Com extraure mostres en SPSS?

A continuacid, s’expliquen els procediments necessaris per a 1’extraccié de mostres aleatories
simples, estratificades o per conglomerats amb el programa estadistic SPSS. El procediment és
for¢a simple, degut a I’existeéncia d’un assistent per al mostreig, que es troba als menus mitjancant

la ruta Analizar / Muestras Complejas / Seleccionar una muestra.

Malgrat que I’assistent permet, sense excessives dificultats, el disseny de mostres complexes (per

exemple, polietapiques), tot seguit es detallen els procediments per a I’extraccié de mostres
simples (m.a.s., m.a.e. i mostreig per conglomerats).

Un cop s’accedeix a 1’assistent, els passos a seguir son els segiients:

1.

A la pantalla inicial, es pregunta per les opcions relatives a I’arxiu del pla de mostreig. El
primer cop que s’extrau una mostra, cal crear un pla de mostreig (opcié Diseiiar una
muestra i seleccionar una carpeta on guardar I’arxiu d’SPSS que recollira els detalls de la
mostra).

Si, en canvi, es vol tornar a extreure una mostra segons les especificacions guardades en un
pla de mostreig existent, cal escollir I’opcié Editar un disefio muestral i seleccionar I’arxiu
creat anteriorment.

. A continuaci6 (secci6 Variables del diseiio), es poden escollir les variables d’estratificacié

(en el cas de mostreig estratificat) o les definitories dels conglomerats (per al mostreig per
conglomerats). En cas de mostreig aleatori simple, no caldra fer cap accié en aquest
moment.

. Al pas Método de muestreo, s’escull el metode que es vol usar per a extraure la mostra:

Muestreo aleatorio simple, en tots els casos (és obvi en el m.a.s., perd també en el m.a.e.,
on les unitats mostrejades de cada estrat s’escullen aleatoriament, i en el mostreig per
conglomerats, on els conglomerats que formaran la mostra també s’extrauen segons aquest
metode).

. La seccié Tamario de la muestra serveix per a especificar la mida mostral desitjada.

a. En el cas de mostreig aleatori simple, s’especifica n al camp Valor.

b. En el mostreig aleatori estratificat, s’escull ’opcié Valor si es tracta d’una afixaci6
uniforme o 1’opcié Valores desiguales para los estratos en la resta d’afixacions. En el
darrer cas, la finestra que apareix en seleccionar el boté Definir servira per a introduir
les mides mostrals estratals.

c. Per al mostreig per conglomerats, al camp Valor, s’especificara el nombre de
conglomerats que han d’integrar la mostra.

. A Variables de resultado es pot seleccionar si es vol guardar altres variables derivades del

mostreig. Habitualment, en dissenys mostrals simples, no és necessari.

A continuacid, es passa a Opciones de seleccion, on caldra especificar el valor llavor en
base al qual s’extraura la mostra.
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Aquesta opcié permet garantir 1’obtencié de la mateixa seqiiencia de nombres aleatoris
quan es treballa amb un programa informatic. Com que 1’extraccié d’una mostra es basa en
la generaci6é d’n nombres aleatoris en una poblacié de mida N, si no s’especifica un valor
llavor abans d’extraure la mostra d’interes, resultara impossible replicar 1’operacié obtenint
la mateixa mostra, ja que cada cop que n’extraiem una, aquesta sera diferent.

L’SPSS té I’inconvenient que I’arxiu corresponent al pla de mostreig no emmagatzema el
valor llavor. D’aquesta manera, cada cop que es vol treballar en base a un pla de mostreig
previament dissenyat (es crea a /. i s’emmagatzema al pas 7.), caldra especificar en aquest
pas el valor llavor que s’utilitza per a la mostra en qiiestio.

7. Finalment, la seccid Archivos de resultados permetra escollir on es guardara la base de
dades mostral (i sota quin nom) i el darrer pas (Finalizacion del Asistente de Muestreo), si
es vol guardar les especificacions al pla de mostreig creat o enganxar-ho a la sintaxi.

En finalitzar 1’ Assistent tal com es detalla, s’obté una base de dades de mida n, que inclou la
mostra, amb les opcions especificades.

Com extraure mostres en R?

Per a dur a terme 'extraccié d’una mostra aleatoria simple, estratificada o per conglomerats
mitjancant el paquet estadistic R, cal tindre en compte les quatre funcions segiients:

1. Funcié set seed(), l’especificacié d’un valor llavor:

Aquesta funcié serveix per a establir un valor llavor en I’extraccié de la mostra que
garanteixi ’obtenci6 de la mateixa mostra cada cop que executem el procediment.

La unica opcid rellevant per a aquesta funcié és especificar una xifra en D’interval
+2.147.483.647, que sera el valor llavor a especificar cada cop que vulguem treballar amb
les mateixes dades mostrals.

2. Funcié order (), per a ordenar la base de dades mostral.:
Quan I’objectiu sigui I'extraccié d’una mostra aleatoria estratificada o per conglomerats,
I’R requereix que la base de dades poblacional estigui ordenada segons la variable
definitoria dels estrats o dels conglomerats.
L’us de la funcié order () en aquest context es fa de la segiient manera:

base dades <- base dades[order(base dades$variable), ]

on base_dades és el nom de la base de dades poblacional amb que es treballa i variable, el
nom de la variable que defineix els estrats o conglomerats en base als quals es vol extreure
la mostra.
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3. L’extraccio de la mostra:

Les funcions necessaries per a extraure la mostra no s’inclouen als paquets base d’R. Aixi,
caldra instal-lar el paquet sampling i carregar-lo.

a) Funcions strata() i getdata(), per al mostreig aleatori simple i estratificat.

b)

La sintaxi basica de les funcions és la segiient:

nom = strata(base dades, stratanames=c(“variable”),
size=n, method="srswor”, description=T)
mostra <- getdata(base dades, nom)

on cal substituir:

nom (variable que guarda un vector que indica les observacions que s’inclouran a
la mostra) pel nom que es vulgui per aquesta variable;

base_dades, pel nom utilitzat per anomenar la base de dades poblacional;
variable, pel nom de la variable que defineix I’estratificacié de la mostra. Per a
mostres aleatories simples, s’utilitza I’opcié: stratanames=NULL;

n, per la mida mostral. En el cas de les mostres aleatories estratificades, n s’ha de
substituir per un vector que inclogui les mides mostrals estratals desitjades:
c(ny, ny,veny, NY);

mostra, pel nom que se li vol donar a la base de dades corresponent a la mostra
resultant.

El resultat de I’execucié de I’anterior sintaxi sera que la mostra aleatoria simple o
estratificada quedara emmagatzemada sota el nom mostra, una base de dades de mida n

amb les mateixes variables incloses a la base_ dades poblacional.

Funcions cluster() i getdata(), per al mostreig per conglomerats.

La sintaxi basica de les funcions necessaries és la segiient:

nom = cluster(base dades, clustername=c(“variable”),
size=n, method="srswor”, description=T)
mostra <- getdata(base dades, nom)

on la interpretacié de la majoria d’opcions €s la mateixa que en el cas anterior, amb les

excepcions segiients:

variable, cal substituir-ho pel nom de la variable que defineix els conglomerats;
n, per la mida mostral, s a dir, el nombre de conglomerats a incloure a la mostra.

De forma similar, la mostra per conglomerats de la mida desitjada quedara

emmagatzemada sota el nom mostra.

A.2 EXERCICIS PROPOSATS

1. La base de dades museu.xls conté informacié poblacional sobre els N visitants d’un museu
durant un any. Per a cada visitant, s’ha enregistrat ’hora d’entrada i la de sortida, i també el dia de
la setmana en que ha dut a terme la visita. Les variables contingudes en el fitxer sén ID
(identificador de la persona), durada (durada de la visita en minuts), diaset (dia de la visita; 1
dilluns, 2 dimarts, 3 dimecres, 4 dijous, 5 divendres, 6 dissabte, 7 diumenge) i obra (declaren
quina obra els ha agradat més d’un total de 5; Obra n.1, Obra n.2, Obra n.3, Obra n.4, Obra n.5).
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Podeu resoldre aquest exercici usant I’SPSS o I’R. Mostreu els resultats amb tres decimals.

a) Estudi poblacional. Responeu les preguntes segiients:

I

il.

Nombre de persones que han visitat el museu durant I’any.

Durada mitjana de la visita al museu.

iii. Percentatge de persones que hi sén més de 60 minuts.

iv. Els tres parametres anteriors, segons el dia de la setmana.

b) Extraccié d’una mostra aleatoria simple d’individus:

I.

il.

Calculeu la mida mostral necessaria per a garantir que 1’estimacié que s’obtindra de
la mostra tingui un error relatiu inferior a I’1% (tant per I’estimacié de la durada
mitjana com per 1’estimacié de la proporcié d’estades de més d’una hora).

Per a I’estimaci6 de la proporcid, cal dir que disposem d’estudis previs que situen la
proporcié de visites de més d’una hora al voltant del 82,57%.

Indicacio: Calculeu les mides mostrals necessaries per a I’estimacié de la mitjana i
per a la proporcid, i escolliu aquella n que garanteixi que s’obtindra un
error relatiu inferior o igual a I’esmentat en I’estimacié d’ambdds
parametres.

Preneu la mostra aleatoria simple, utilitzant el valor llavor 5476.

c) Estudi de la mostra aleatoria simple. Responeu les preguntes segiients:

i.

il.

Nombre d’individus mostrejats.

Fraccié de mostreig en percentatge.

iii. Calculeu els estimadors mostrals pels parametres recollits a la taula segiient.

iv. Calculeu també 1I’error mostral i I’interval de confianga (IC) al 98%.

V.

Els errors relatius obtinguts en les tres estimacions anteriors sén els previstos?
Justifiqueu la resposta.

IC - Limit | IC - Limit
inferior, superior,
al 98% al 98%

Resultat Resultat | Error | Error
poblacional | mostral | mostral | relatiu

visita

Durada mitjana de la

1 hora

Proporci6 de visites
de durada superior a

Obra 3

Proporci6 de visites
que prefereixen la

d) Extraccié d’una mostra aleatoria estratificada d’individus:

I

il.

La mida mostral de la mostra aleatoria estratificada sera la mateixa que la de la m.a.s.
Realitzeu 1’afixacié proporcional, considerant una estratificacié segons el dia de la
setmana en que es visita el museu.
Indicacio: La mostra de visitants a prendre en dilluns resulta de 1,199 individus. Per
a facilitar els calculs posteriors, arrodonim a una mida mostral per dilluns
de 2 persones (en comptes d’arrodonir a 1, com correspondria).

Torneu a la base de dades poblacional i preneu la mostra aleatdria estratificada,
utilitzant el valor llavor 5476.
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e) Estudi de la mostra aleatoria estratificada. Per cada dia de la setmana (també totals) i només

pels individus seleccionats a la mostra aleatoria estratificada, responeu les preguntes

segiients:

1.
i.

1ii.

La durada mitjana de la visita.
Els errors mostral i relatiu.

L’interval de confianca al 98%.

iv. Escriviu els valors poblacionals que heu calculat a ’apartat a).
v. Observeu si els parametres poblacionals estan realment continguts als IC que heu
trobat. Escriviu Si/ No a la columna corresponent.
vi. Completeu la filera de totals per la mostra m.a.e.
vii. Comenteu els resultats, centrant el vostre interés en els intervals de confianca
resultants i els errors relatius obtinguts (es compleix 1’objectiu fixat en referéncia a
I’error relatiu en calcular la mida mostral?, de que esta en funcié I’amplitud dels
intervals de confianca?,...).
Durada Limit Limit Durada IC conté
mitjana lllfgsl;?';l i{;ﬁl inferior superior mitjana la mitjana
estimada IC (98%) | IC (98%) | poblacional pobl.?
Dilluns
Dimarts
Dimecres
Dijous
Divendres
Dissabte
Diumenge
TOTAL m.a.e.

f) Estudi de la mostra aleatoria estratificada. Per a cada dia de la setmana (també totals) i

només pels individus seleccionats a la mostra aleatoria estratificada, responeu les preguntes

segiients:

i.
ii.
iii.
1v.

V.

V.

Vii.
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El % de visitants que tarden més de 60 minuts a visitar el museu.
Els errors mostral i relatiu.

L’interval de confianca al 98%.

Escriviu els valors poblacionals que heu calculat a I’apartat a).

Observeu si els parametres poblacionals estan realment continguts als IC que heu
trobat. Escriviu Si/ No a la columna corresponent.

Completeu la filera de totals per la mostra m.a.e.

Comenteu els resultats, centrant el vostre interés en els intervals de confianca
resultants i els errors relatius obtinguts (es compleix 1’objectiu fixat en referéncia a
Perror relatiu en calcular la mida mostral?, de que esta en funcié I’amplitud dels
intervals de confianga?,...).
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% estimat
d’estades

1h

Error
mostral

Error
relatiu

Limit
inferior
IC (98%)

Limit
superior
IC (98%)

% pobl.
d’estades
> 1h

IC conté
el %
pobl.?

Dilluns

Dimarts

Dimecres

Dijous

Divendres

Dissabte

Diumenge

TOTAL m.a.e.

g) Estudi de la mostra aleatoria estratificada. Calculeu la proporcid de visites que prefereixen
I’obra 3 (també I’error mostral i I'IC al 98%)).

Resultat
poblacional

Resultat
mostral

Error
mostral

Error
relatiu

IC - Limit
inferior, al
98%

IC - Limit
superior, al
98%

Proporci6 de visites
que prefereixen la O3

h) Comparacié d’eficiencies segons el metode de mostreig. Per tal de comparar els resultats
del m.a.s. i del m.a.e., responeu les segiients preguntes:

i. Quin metode de mostreig és més precis per a estimar la mitjana de la durada de les
visites? I per la proporcié de visites que superen una hora de durada? Com ho

deduiu? Per que creieu que és aixi?

ii. Quin metode de mostreig és més precis per a estimar la proporcié dels que
prefereixen I’obra O3? Per que creieu que és aixi?

iii. Escriviu una conclusié general.

mateixes?

Opcional: Utilitzant el paquet estadistic R, repetiu ’exercici utilitzant el valor llavor
1753 en Dextraccio de les mostres. Les conclusions que obteniu son les

2. L’arxiu salaris.xls conté informacié poblacional relativa als 34.030 individus assalariats i

treballant a jornada completa que viuen a una ciutat nord-americana (s6n dades de 1’any 2002).

La base de dades inclou les variables ID (identificaci6 de I’individu), salari (salari anual net, en $)

i nacionalitat (una variable ficticia, que pren el valor 1 si I’individu va néixer i actualment

resideix al mateix estat, valor 2 si I’individu és nascut a EE.UU. perd no al mateix estat on viu

actualment, valor 3 si es tracta d’un immigrant nascut en un pais de la UE, Canada o Japd, i valor

4, per als immigrants no nascuts en aquests paisos).

Podeu resoldre aquest exercici usant I’SPSS o I’R. Mostreu els resultats amb tres decimals.

a) En base a les dades poblacionals, calculeu els segiients parametres poblacionals, tant pel

total de la poblacié com en funcié de la nacionalitat de I’individu: salari mitja i proporcié

de treballadors amb sou superior als 40.000$ anuals.
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A partir d’aquest moment, farem I’estudi basant-nos en diferents tipus de mostres.

Indicacio: Utilitzeu el valor llavor 9812 (en R) o 7689(en SPSS) per a I’extraccié de totes les

b)

d)

mostres.

Mostra aleatoria simple de mida n = 2500. Estimeu el salari mitja de la poblacié
assalariada a jornada completa i la proporcié de treballadors amb salari superior als
40.000$. Obteniu un interval de confianca al 95% per ambdues estimacions.

Mostra aleatoria estratificada de mida n = 2500, amb afixacié proporcional, essent la
nacionalitat de I’individu la variable d’estratificacié. Estimeu el salari mitja de la poblaci6
assalariada a jornada completa i la proporcié de treballadors amb salari superior als
40.000$ (tant pel total de la mostra com pels 4 estrats). Obteniu un interval de confianga al
95% per totes les estimacions.

Mostra aleatoria estratificada de mida n = 2500, amb afixacié de variancia minima, essent
la nacionalitat de I’individu la variable d’estratificacid. Estimeu el salari mitja de la
poblacié assalariada a jornada completa i la proporcié de treballadors amb salari superior
als 40.000$ (tant pel total de la mostra com pels 4 estrats). Obteniu un interval de
confianga al 95% per totes les estimacions.

Compareu els resultats obtinguts en els apartats anteriors. En particular, comenteu si els IC
calculats inclouen els parametres poblacionals, compareu els errors relatius de les
estimacions i extraieu una conclusié sobre quin és el metode de mostreig més adequat en
cada cas. Observeu alguna contradiccié?

3. Una empresa es dedica a organitzar examens de xin¢s arreu del moén, per tal de certificar un

nivell

minim de domini d’aquesta llengua. A Catalunya, examinen un total de 650 alumnes cada

any, en una Unica convocatoria.

Es vol estudiar la nota mitjana i la proporcié d’aprovats (la nota per aprovar és, igual que aqui, un

5) durant I’any 2009 (darreres dades de qué es disposa). L’investigador es planteja un mostreig

sistematic d’1 en 25, ja que els estudiants estan asseguts en vint-i-cinc columnes en fer 1I’examen

(tal com es mostra a la taula de I’arxiu notes.xls, al full poblacio).

Per a dur a terme I’estudi, imagineu que I’investigador es pot trobar en tres situacions diferents:

a)

Per a fer ’examen, els alumnes es numeren (i, per tant, estan asseguts) per ordre alfabetic
segons els seus cognoms.

i. Justifiqueu si és raonable que I'investigador faci el suposit de que el coeficient de
correlaci6 intramostral val zero (p,, = 0).
Per a fer el mostreig, s’extreu un nombre aleatori entre 1 i 25 i resulta la xifra 3. Per tal de
dur a terme ’estudi, I’investigador demana les notes dels segiients estudiants: 3, 28, 53,
78, ...,603 1 628; I’arxiu notes.xls, al full a), inclou aquestes 26 notes.
ii. A partir d’aquestes dades i sota el suposit fet a i), ompliu la segiient taula:

IC - Limit | IC - Limit
. ., Error Error . . .
Estimacio mostral | relatiu inferior, superior,
al 98 % al 98 %

Nota mitjana de
I’examen
Proporcié d’aprovats
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b) Suposem ara que els alumnes s’asseuen per fileres a partir d’'una ordenacié que fa

c)

I’empresa organitzadora de I’examen. L’ordre que aquesta segueix és creixent segons el
nombre d’anys que 1’alumne porta estudiant xines (dada que obtenen a partir del formulari
d’inscripci6 a I’examen).
i. Justifiqueu si és raonable que l'investigador faci el suposit que el coeficient de
correlacio estratal val zero (pg; = 0).

En base a I’anterior informacid, I’investigador decideix equiparar el mostreig sistematic
amb I’aleatori estratificat i, per aix0, considera que la poblaci6 (els estudiants de 1I’examen)
esta distribuida d’una forma diferent: la nova estructura es mostra al full m.a.e. de I’arxiu
notes.xls. Per tal d’extraure la mostra, genera dos nombres aleatoris entre 1 i 50 mitjancant
un programa informatic: el 7 i el 28. Finalment, demana a I’empresa les notes dels
estudiants amb ID 7, 28, 57, 78, 107, ..., 557, 578, 607 i 628; ’arxiu notes.xls, al
full b), inclou les 26 notes.

ii. A partir d’aquestes dades, ompliu la segiient taula:
Indicacio: Recordeu que una proporci6 €s la mitjana d’una variable binaria; per tant,
es poden aplicar les mateixes féormules que per al calcul de la mitjana
d’una variable no binaria.

IC - Limit | IC - Limit
. .l Error Error . . .
Estimacio mostral | relatiu inferior, superior,
al 98 % al 98 %

Nota mitjana de
I’examen
Proporcié d’aprovats

Finalment, suposem que els alumnes estan ordenats segons 1’academia a partir de la qual
s’apunten a I’examen, ja que només s’hi pot accedir a partir de determinades escoles
d’idiomes.
i. Justifiqueu si és raonable que I’investigador no pugui fer el suposit de p,, = 0 ni de
pst = 0, si es troba en aquest cas.

En base als criteris d’ordenacié dels alumnes per part de [’entitat organitzadora,
I’investigador es decanta per utilitzar el metode de les mostres interpenetrants, per t = 2.
De nou, extreu dos nombres aleatoris entre 1 i 25: el 5 i el 18. Per tal d’eliminar qualsevol
possible efecte que tingui 1’ordenacié dels estudiants segons I’acadéemia de xineés on
estudiaven, decideix extreure les observacions que s’inclouran a la mostra de forma
aleatoria: genera 13 xifres aleatories entre 1 i 26, que seran les observacions mostrals per la
columna 5; i 13 nombres més, per la columna 18. Finalment, la mostra resultant esta
formada per les segiients observacions: 30, 43, 55, 93, 118, 143, 155, 205,
218, 230, 280, 318, 330, 343, 405, 443, 468, 480, 505, 518, 543, 555, 605,
618, 6301 643.

Aixi, demana a I’empresa les notes dels estudiants en qiiestié per tal de realitzar 1’analisi;
I’arxiu notes.xls, al full c), inclou les 26 notes.
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ii. A partir d’aquestes dades, ompliu la segiient taula:
Indicacio: Recordeu que una proporcio és la mitjana d’una variable binaria; per tant,
es poden aplicar les mateixes férmules per al calcul de la mitjana d’una
variable, independentment que sigui binaria o no.

IC - Limit | IC - Limit
. .. Error Error . . .
Estimacio mostral | relatiu inferior, superior,
al 98 % al 98 %

Nota mitjana de
I’examen
Proporcié d’aprovats

d) Valoreu els resultats obtinguts a I’apartat c¢), en comparacié amb els de les dues seccions
anteriors. Es raonable la perdua de precisié que s’ observa, o es tracta d’un resultat casual?

4. Una empresa de tecnologia ha de satisfer una comanda mensual d’un determinat tipus de xip
informatic a diferents empreses. L.a comanda consisteix en 50 lots de 20 xips cadascun.

Un equip de treballadors del Departament de Qualitat s’encarrega, mensualment, d’avaluar si
s’estan complint les caracteristiques técniques que ha de satisfer la comanda. Per aixo, realitzen
un mostreig de les peces per conglomerats, per tal de certificar si, amb una certesa del 98%, es
compleix el segiient:

- La longitud mitjana dels xips és superior a 24’5 mm.

- La proporcié d’unitats de menys de 24’5 mm no €s superior al 25%.

Per a realitzar el mostreig en base al qual es controla la qualitat d’aquesta comanda, 1’equip
selecciona aleatOriament 6 lots d’unitats. D’aquesta manera, disposen de 120 unitats en base a les
quals realitzar les proves pertinents per a veure si es compleixen els requisits contractuals.

L’arxiu d’Excel qualitat.xls recull les dades que haureu d’utilitzar. El full poblacié inclou una
representacié de la comanda (50 lots de 20 peces cadascun); i al full mostra, hi podeu trobar les
longituds de les peces incloses als 6 lots seleccionats aleatoriament aquest mes (es tracta dels
segiients: 4, 6, 10, 25, 451 49).

a) En base a I’anterior informacid, comproveu si la comanda d’aquest mes compleix els dos
requisits especificats.

b) Calculeu el coeficient de correlacié intraconglomerats per ambdues estimacions (la mitjana
1 la proporcid) i expliqueu quina implicaci6 té sobre la mida mostral que requeriria el m.a.s.
per a assolir la mateixa precisio.

¢) Calculeu el nombre de conglomerats que seria necessari incloure a la mostra si es vol
obtindre una estimaci6 de la mitjana poblacional amb un error de precisié de 0,06 i, alhora,
una estimacié de la proporcié d’unitats de menys de 24’5 mm amb un error de 0,035.
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FORMULARIS

B.1 FORMULARI DE MOSTREIG PROBABILISTIC I ESTIMADORS

Parametres i estimadors

Parametre

Estimador no

Variancia de I’ estimador

esbiaixat
N n
.. 1 1 o2
Mitjana u= —Z X; X =— X; Var(x) = X
N n n
i=1 i=1
N n
N ~ o2
Total T = X; T = Z X; Var(T) =N2X
i=1 i=1 n
1% 1% 5(1—p)
. R pl—p
p de cl AN - _Z 4 5 =P —P)
roporci6 de classe p N Z A; p . i Var(p) -
i=1 i=1
N n 51— 5
Total de classe A= ZAi A= ZAi Var(A) = N2 P —P)
. ¢ n

...
1l
_

.~
I
N

on A4; ={

1,sii €A
0,siigA

Caracteristiques dels estimadors

Esperanca — E(é) = {

I

+00

Biaix > B(8) = E(0) -8

Variancia > Var(8) = E[§ — E(é)]z = E(0?) — E(§)?

Yt P(8 =t), per distribucions discretes

. t f(©)dt, perdistribucions continues

Error Quadratic Mitja (EQM) —» EQM(9) = Var(9) + B(9)?

86




Formularis
Tipus d’errors

Error absolut — e(@) = Var(é) = 0(9)
Error relatiu — er(é) = %@)
Marge d’error absolut — ex(é) tq P{Q € [9 + ex(é)]} =1-x

Marge d’error relatiu — ero((é) tq P {|§?%9| < em(é)} = 1—c

Intervals de confianca

a) @ ~ Normal, o2 és coneguda —» 6 € [@ + Z/2 0(9)]

b) 8 ~ Normal, ¢ desconeguda — 0 € [9 t tho1 /2 6(9)]

¢) 8 + Normal — Ge[éi%]

B.2 FORMULARI DE MOSTREIG ALEATORI SIMPLE

Parametres i estimadors

Estzqulor 1o Variancia de I’estimador
esbiaixat
n
3 1 sz
Mitjana X = —2 X Var(x) = (1-f)—
n4 n
i=1
n
" i} " 5%
Total T= Z x; = Nx Var(T) =N2(1-f)=
i=1 n
1% 1
Proporcié de classe p= EZ A; Var(p) = p— a-pHpraA-p
i=1
N 1
Total de classe A =2Ai = Np Var(A) =N2m(1—f) p(1 —p)
i=1
on: -f= %és la fracci6 de mostreig
-S2 = ﬁ ™, (x; — %)% és la quasivariancia mostral
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Mida mostral, per poblacions finites i infinites

E —u % —u E “u ad «u oroiodoid
(d-1) %52 (d-1)d %}z (d-1) (d-1)d -
8
T
= 4 %
a1 ] *a 1 a
$T: %T: NxN «u M|%T§ eueIA
A eS V2? S z
2 =u 2 ___y
@-Dd7= = d-pd 9sSe[O 9p [BI0].
@d-D¥7z+ 00 -Mmd_ d-D+20-0d_
(d-T1) N3z ; @-nN ,
2
% =u M| =u ororodoig
- N,m, NN N.m.
‘g
=
= 3z N+ 30 ISN+ 2
Txceg g SN oL
i\xw N\MN.T o N 7S “7Z N l\xm,+ S9N Wz
Ni e =Uu w‘ =Uu
\Mm,m; NNZ R%N\VQNn_luomZ \WM.Z WWATNMZ
RANE S A\ Sy = =u eueI
S N\MN N ZS N
uoLm vom &m P)
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B.3 FORMULARI DE MOSTREIG ALEATORI ESTRATIFICAT

Parametres i estimadors

Estimador no . .
Variancia de I’estimador

esbiaixat

L L 52
Mitjana £=) Wik, Var@ = ) Wi (- fi) =t
= h=1 "t
n L 2
~ _ _ PN 2 Sh
Total T = Z Ny, %, = NX Var(T) = z N2 (1-— fh)n—
: h

i=1 h=1

>
I
M=
S
=>
=

L
5 (1—1
Proporci6 de classe Var(p) = Z W2 (1-fy) bn( 117;1)
np —
h=1

h=1
L L R (1 R )
Total de classe A= Z Npprn=Np | Var(4d) = Z N2 (1-— fh)u
np — 1
h=1 h=1
on: -fp= %és la fraccié de mostreig estratal

N -
-Wy = Wh representa el pes de I’estrat & en la poblacid

n 7 . 5N : .
~ h1 of  éslaquasivariancia mostral estratal d'una variable
- S}% = h
n ~ A z . N . . N s
- h1 Pr(1 — Pp) ésla quasivariancia mostral d'una variable binaria
—

2 1 n _
1o, = n—hzifl(xm — Xp)?.

Afixacions de mostres autoponderades

Tipus d’afixacio ny
. n
Uniforme n,=k=-—
L
Proporcional ny,=nW,
. L N, S w, S
Minima variancia ny, PR _p hh

=n =
Yh=1Nn Sn Y1 Wy Sy

NhSh/
JCn

Optima Mp =1

L Ny, Sp,
Yh=1 /\/C_h
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Mida mostral, per poblacions finites

N\uoN _ N\uoN Z 4
i IR+ = iR ug iy =iy E T
—u =u 5 N 1% T 70 2SN TX+ =5 xm [e101,
:\S - _ N — =u =u
_M1= cw AQU?Q%QZHIWNV AQWQZHIWNV NAQWQZH WWV NM.QZH ,NNZ
*a
N\vo N\voN 4 4
Yoy =y 2 N Yo Y =Y N _ \voN \vo
(S m TR =y MYt =y dsim =R+ 55 =5 45 m =i+ . ;
Ss —u =u —u 2 " euelIA
= / 1= 1=y =
N _MNI1= QN A:b\r:,m. :\SH wwv A:%:\SH va NAQW ~\\_\_ ‘N.'Wv m.m, :\_\—H ‘NW
Yo Y T=Y Ugupny =g N 5 - _
Nm N N+NmH= SN QNH+N —u NM:ZTNNW+ ISUNTTIR + 22
Q\Sﬂ =y Un - = =u :4”2 [eoL
& (125 w=42) (vl i) 5 'WEIR) IS NI N
2
Yo gq 1=Yrg N Yo U gy T=Ug N -
GRS S SR | sl 15 IR+ o0 :
.&.m. Um 1= .QN - y Yo i gq 1=Y QI.U\/ I=y A:_m, Q\_\— ﬁﬂdwv =Uu Qrm, Q\_\— HH.&N =u BUBDIA
:\S m 2/718 ™M &wv LR 1< z T 4 1
orexijE.p rundo oroexrt RIOUBLIBA RWITUIW 9P OIOBXT vuorotodoid oroext reuotoe[qod
sndn [0 Teony100dsa asUAg ndQ oexIyy ouet g ap O1exIyy [euol OIOeXIJY onoureIeq
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B.4 FORMULARI DE MOSTREIG SISTEMATIC

Parametres i estimadors

Estszzator no Variancia de I’estimador
esbiaixat
: NP
) B ] Var(ﬂ)—(l—f)T
Mitjana U =;inj =% n—1
i=1 = g% — SI%VS
" .
N B Var(T) = N*Var(j)
Total T= ) %= N = N(N — 1)S2 — N(N — k)S3
£, ws

n
L& Var(p) = Nz @ — D)
Proporcié6 de classe p= ZZ Ajj = Zﬁj ! 1
=1 =p(1-p)— Ez [p;(1 —5))]
J

el N Var(A) = N?Var(p)
Total de classe A Z_ZAU = Np; Te . )
n & = N2 {p(1—p) = 3[p;(1 - p)]}
on: -f = %és la fraccié de mostreig

1 _
-0 = ﬁZi,j (xij — xj)z

1
7 2 (xij — 1)

N

~— pP(1—p)
de manera que es demostra: (N — 1)S? = (N — k)S@,s + (k — 1)S3s
&Zj(fj — w?
n A
-1 Zj(Pj - P)Z

-§2 = és la quasivariancia poblacional,

-Ske = és la quasivariancia intermostral
1 =32
v 2 (Kij = X))

- Sivs = 1 R R
v 2P =p)

és la quasivariancia intramostral

Coeficients de correlacio

a) Coeficient de correlacié intramostral (p,,):

Var(i N — 1852
o) =1 D]

b) Coeficient de correlaci6 estratal (pg;):

Var(@)) _ Siyst
Var(ﬁ)} =1-1 " [1+ (- Dps]
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Estimacio real de les variancies dels estimadors

a) Suposit p,, = 0: s de les férmules propies del m.a.s.

b) Suposit ps; = 0: ds de les férmules propies del m.a.e., per exemple:
n/2

- Xhz)2

1-—

Var(p) = —

c) No es pot fer cap dels suposits anteriors: is de mostres interpenetrants.
==
u C t ; i

t
1 > )2
Var(i) = m;(flz — fg) ={t=2}= %

B.5 FORMULARI DE MOSTREIG PER CONGLOMERATS

Parametres i estimadors

Estimador no esbiaixat Variancia de I’estimador
1 n n
1515, )
Mitjana = =t Var(d) = (1 — f)—E
j hE ar@ ==
ne
N _ _ S2
Total T =NMx Var(T) = N2M% (1 — f—=
nM
n n
EN X
p= n — M e H 52
Proporci6 de classe l_nl =1 Var®) = (1 - f) _1‘\9/1
1 n
=7
i=1
2
Total de classe A= NMp Var(ﬁ) = N2M2(1 — f)i—;
on: -f = %és la fraccié de mostreig
- 852 = =—— 1 X7, (xij — @)%, és la quasivariancia mostral no esbiaixada per

mostres grans (n > 50).

En el cas de mostres petites, 1’estimaci6 anterior és esbiaixada i cal estimar S 2 de
NM-1)

Y
NM-1 "W

.. PN N— PN
la segiient manera: S3 = SZ +
NM-1
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1 _
N XL (i — %)?

2 NM-n <=1 ) S .
- Sy = 1 0 oM , ©s la quasivariancia mostral dins els
= Zi=1 Lj=1(Aij = Bi)
conglomerats
1 yn §M (= _ 2
I P D)1 CT ik O o
-Sg = M és la quasivariancia mostral entre conglomerats

BBy — P)

Coeficient de correlacio intraconglomerats

Coeficient de correlaci6 intraconglomerats (§):

Var(ii) B S?
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TAULES ESTADISTIQUES

C.1 DISTRIBUCIO NORMAL ESTANDARD

0

0,01

0,02

0,03

0,04

0,05

0,06

0,07

0,08

0,09

0,1
0,2
0,3
0,4
0,5
0,6
0,7
0,8
0,9

1,1
1,2
1,3
1,4
1,5
1,6
1,7
1,8
1,9

2,1
2,2
2,3
2,4
2,5
2,6
2,7
2,8
2,9

3,1
3,2
3,3
3,4

0,5000

0,5040

0,5080

0,5120

0,5160

0,5199

0,5239

0,5279

0,5319

0,5359

0,5398

0,5438

0,5478

0,5517

0,5557

0,5596

0,5636

0,5675

0,5714

0,5754

0,5793

0,5832

0,5871

0,5910

0,5948

0,5987

0,6026

0,6064

0,6103

0,6141

0,6179

0,6217

0,6255

0,6293

0,6331

0,6368

0,6406

0,6443

0,6480

0,6517

0,6554

0,6591

0,6628

0,6664

0,6700

0,6736

0,6772

0,6808

0,6844
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0,9049
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09115

0,9131

0,9147

0,9162

0,9177

0,9192

0,9207

0,9222

0,9236

0,9251

0,9265

0,9279

0,9292

0,9306

0,9319

0,9332

0,9345

0,9357

0,9370

0,9382

0,9394

0,9406

0,9418

0,9430

0,9441

0,9452

0,9463

0,9474
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0,9896

0,9898

0,9901

0,9904

0,9906

0,9909

0,9911

0,9913

0,9916

0,9918

0,9920

0,9922

0,9925

0,9927

0,9929

0,9931

0,9932
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0,9972
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0,9989
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0,9992
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0,9994
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0,9994
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0,9997
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C.2 DISTRIBUCIO T-STUDENT

(l;l:l?::t:f Probabilitat acauamulada

v 0,8 0,9 0,95 0,975 0,99 0,995 0,999
1 1,376 3,078 6,314 | 12,706 |31,821 | 63,656 | 318,289
2 1,061 1,886 2,92 4,303 6,965 | 9,925 | 22,328
3 0,978 1,638 2,353 3,182 | 4,541 | 5841 | 10,214
4 0,941 1,533 2,132 2,776 | 3,747 | 4,604 | 7,173
5 0,92 1,476 2,015 2,571 3,365 | 4,032 | 5,894
6 0,906 1,44 1,943 2,447 | 3,143 | 3,707 | 5,208
7 0,896 1,415 1,895 2,365 2,998 | 3,499 | 4,785
8 0,889 1,397 1,86 2,306 | 2,896 | 3,355 | 4,501
9 0,883 1,383 1,833 2,262 2,821 3,25 4,297
10 0,879 1,372 1,812 2,228 | 2,764 | 3,169 | 4,144
11 0,876 1,363 1,796 2,201 2,718 | 3,106 | 4,025
12 0,873 1,356 1,782 2,179 | 2,681 | 3,055 3,93
13 0,87 1,35 1,771 2,16 2,65 3,012 | 3,852
14 0,868 1,345 1,761 2,145 2,624 | 2,977 | 3,787
15 0,866 1,341 1,753 2,131 2,602 | 2,947 | 3,733
16 0,865 1,337 1,746 2,12 2,583 | 2,921 | 3,686
17 0,863 1,333 1,74 2,11 2,567 | 2,898 | 3,646
18 0,862 1,33 1,734 2,101 2,552 | 2,878 3,61
19 0,861 1,328 1,729 2,093 2,539 | 2,861 | 3,579
20 0,86 1,325 1,725 2,086 | 2,528 | 2,845 | 3,552
21 0,859 1,323 1,721 2,08 2,518 | 2,831 | 3,527
22 0,858 1,321 1,717 2,074 | 2,508 | 2,819 | 3,505
23 0,858 1,319 1,714 2,069 2,5 2,807 | 3,485
24 0,857 1,318 1,711 2,064 | 2,492 | 2,797 | 3,467
25 0,856 1,316 1,708 2,06 2,485 | 2,787 3,45
26 0,856 1,315 1,706 2,056 | 2,479 | 2,779 | 3,435
27 0,855 1,314 1,703 2,052 2,473 | 2,771 | 3,421
28 0,855 1,313 1,701 2,048 | 2,467 | 2,763 | 3,408
29 0,854 1,311 1,699 2,045 2,462 | 2,756 | 3,396
30 0,854 1,31 1,697 2,042 2,457 | 2,75 3,385
35 0,852 1,306 1,69 2,03 2,438 | 2,724 3,34
40 0,851 1,303 1,684 2,021 2,423 | 2,704 | 3,307
45 0,85 1,301 1,679 2,014 | 2,412 2,69 3,281
50 0,849 1,299 1,676 2,009 | 2,403 | 2,678 | 3,261
55 0,848 1,297 1,673 2,004 | 2,396 | 2,668 | 3,245
60 0,848 1,296 1,671 2 2,39 2,66 3,232
70 0,847 1,294 1,667 1,994 | 2,381 | 2,648 | 3,211
80 0,846 1,292 1,664 1,99 2,374 | 2,639 | 3,195
20 0,846 1,291 1,662 1,987 | 2,368 | 2,632 | 3,183
100 0,845 1,29 1,66 1,984 | 2,364 | 2,626 | 3,174
120 0,845 1,289 1,658 1,98 2,358 | 2,617 3,16

1000 0,842 1,282 1,646 1,962 2,33 2,581 | 3,098
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