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Abstract

In mathematics, an elementary proof is one that uses only basic techniques. In this work

we provide the elementary proof of the Jordan curve at R2 and the Brouwer fixed point

theorems.

The Jordan curve theorem on R2 tells us that every simple closed curve separates the plane

into two connected components. The elementary proof uses four lemmas, whose proofs we

also carry out, and consists of approximating the curve by means of polygons.

Let Bn ⊂ Rn be the n-dimensional unit ball. Brouwer’s fixed point theorem tells us that

every continuous function f : Bn → Bn has a fixed point. The elementary proof is based

on the fact that the compact, convex and non-empty subsets of Rn are homeomorphic and

on Sperner’s Lemma, which we also state and prove. Sperner’s Lemma is a combinatorial

result of coloring n-dimensional simplices.

Resumen

En matemáticas, una demostración elemental es aquella que solo usa técnicas básicas. En

este trabajo proporcionamos la demostración elemental de los teoremas de la curva de Jor-

dan en R2 y del punto fijo de Brouwer.

El teorema de la curva de Jordan en R2 nos dice que toda curva cerrada y simple separa

el plano en dos componentes conexas. La demostración elemental hace servir cuatro le-

mas, cuyas demostraciones también realizamos, y consiste en aproximar la curva mediante

poĺıgonos.

Sea Bn ⊂ Rn la bola unidad n-dimensional. El teorema del punto fijo de Brouwer nos dice

que toda función f : Bn → Bn continua tiene un punto fijo. La demostración elemental se

basa en que los subconjuntos compactos, convexos y no vaćıos de Rn son homeomorfos y

en el Lema de Sperner, el cual también enunciamos y probamos. El Lema de Sperner es un

resultado combinatorio de coloración de śımplices n-dimensionales.

2020 Mathematics Subject Classification. 51M04, 47H10, 11F23



Agradecimientos
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Caṕıtulo 1

Introducción

En esta memoria enunciamos y proporcionamos la demostración elemental de dos teoremas

muy importantes en matemáticas y, en particular, en topoloǵıa: el teorema de la curva de

Jordan y el teorema del punto fijo de Brouwer. Ambos teorema son ampliamente conocidos

y han sido demostrados desde distintos enfoques por distintos matemáticos a lo largo de

la historia, es más, una de las demostraciones del teorema de la curva de Jordan aplica el

teorema del punto fijo de Brouwer. Sin embargo los abordamos de forma separada.

En primer lugar enunciemos ambos teoremas:

Teorema de la curva de Jordan en R2 Sea Γ una curva de Jordan, es decir, una curva

cerrada y simple dada por γ : S1 → R2, entonces esta separa el plano R2 en dos componen-

tes conexas.

Aunque el teorema de la curva de Jordan se puede generalizar a Rn, solo se ha desmostra-

do de forma elemental en el plano, por ello consideramos el teorema en R2.

Teorema del punto fijo de Brouwer Sea Bn la bola cerrada n-dimensional. Para toda

función continua f : Bn → Bn existe un punto x ∈ X tal que f(x) = x.

Para facilitar la lectura, en lo que queda de esta introducción, nos referiremos al teorema

de la curva de Jordan como teorema de Jordan y al teorema del punto fijo de Brouwer co-

mo teorema de Brouwer.

Si pintamos el espacio delimitado por una curva de Jordan dibujada sobre un papel, el teo-

rema de Jordan parece evidente .
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Figura 1.1: Componente acotada de R2\Γ coloreada.

De hecho, se consideraba un resultado tan obvio que no fue hasta finales del siglo XIX que

se enuncia formalmente por primera vez, más espećıficamentes, en 1887 por el matemáti-

co francés Camille Jordan en el libro de texto Çours d’Analyze de l’École Polytechnique”,

razón por la que el teorema lleva su nombre. Dado que la demostración publicada por Jor-

dan estaba incompleta, el primero en demostrar el teorema de Jordan fue el estadounidense

Oswald Veblen en 1905.

Por tanto, nos encontramos ante un teorema cuyo enunciado podŕıa parecer un axioma pe-

ro con una demostración nada trivial.

Por otro lado, podemos explicar de manera intuitiva el teorema de Brouwer de la siguiente

forma: cuando revolvemos el azúcar en una taza de café, parece siempre haber un punto

inmóvil y podemos deducir que, en todo momento, hay un punto de la superficie que no

habrá cambiado de lugar.

Figura 1.2:

El teorema de Brouwer es uno de los teoremas de la teoŕıa de los puntos fijos. La teoŕıa de



3

los puntos fijos nace a finales del siglo XIX como consecuencia del estudio de ecuaciones

diferenciales, pues la dificultad de hallar soluciones y la poca eficacia de las aproximacio-

nes de estas, obligaron a los matemáticos de la época a centrarse en la demostración de la

existencia de soluciones.

El teorema de Brouwer debe su nombre al matemático L.E.J. Brouwer debido al novedoso

enfoque empleado para demostrar dicho teorema a pesar de no ser el primero en enunciar o

demostrar el teorema. El teorema de Brouwer destaca por su aplicación en distintas ramas

de las matemáticas.

A continuación explicaremos brevemente y sin detalles técnicos la demostración de ambos

teoremas, comenzando por el de Jordan. Para demostrar el teorema de Jordan utilizamos

cuatro lemas.

El primer lema enuncia que los poĺıgonos de Jordan (ver definición 2.1.12) verifican el teo-

rema de Jordan. Sea P un poĺıgono de Jordan, realizamos la demostración en tres pasos:

1. Vemos que R2\P tiene al menos dos componentes. Para demostrarlo, construimos

un conjunto en torno al poĺıgono (ver Figura 2.2) y observamos que los puntos del

conjunto que están ’encerrados’ por P no se pueden unir con aquellos que no están

’encerrados’ por P sin cortar el poĺıgono.

2. Vemos que R2\P tiene como máximo dos componentes. Para ello construimos una

partición de R2 formada por dos conjuntos: el de los puntos pares y el de los puntos

impares. Los puntos impares son los que se encuentran rodeados por P , pues cual-

quier segmento que comience en estos puntos corta a P una cantidad impar de veces.

De forma análoga, los puntos pares son los que no se encuentran rodeados por P . Ve-

mos que las dos componentes son conexas construyendo una camino entre dos puntos

cualquiera de una componente. Tenemos que para todo punto x ∈ R2\P podemos

construir un lazo (ver definición 2.2.3) rodeando el poĺıgono y a partir de este lazo

conectar x con cualquier otro punto de la misma componente.

El segundo lema enuncia que toda curva de Jordan Γ puede ser aproximada arbitrariamen-

te bien por un poĺıgono de Jordan. Para demostrarlo cuadriculamos R2 mediante un recu-

brimiento de cuadrados cuya diagonal tiene una longitud δ pequeña. Tenemos que Γ está

contenida en la unión de cierta cantidad de cuadrados Si del recubrimiento. Construimos

una sucesión de poĺıgonos a partir de la rectificación de cada fragmento de Γ contenido en

un cuadrado Si. El poĺıgono resultante aproxima arbitrariamente bien Γ.

El tercer lema enuncia que para todo poĺıgono de Jordan P , R2\P contiene en su compo-

nente acotada un disco abierto cuya frontera interseca a Γ en dos puntos γ(a), γ(b), con

∥a− b∥ ≥
√
3. Demostramos que tal disco existe mediante una sucesión de discos en la com-

ponente acotada de R2\P que convergenten al disco en cuentión. Demostramos ∥a − b∥ ≥
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√
3 por reducción al absurdo, separamos en casos según la posición del disco respecto al

poĺıgono y, deslizando el disco de forma que la tangencia con P se mantenga, entonces ha-

llamos otro disco que contradice la suposición inicial, por tanto vemos que en cada caso se

cumple.

El cuarto lema es más técnico y se demuestra rigurosamente más adelante, por lo que no lo

introduciremos aqúı. Ahora estamos en posición de explicar la demostración de Jordan.

Sea Γ una curva de Jordan, para demostrar el teorema de Jordan consideramos la sucesión

de poĺıgonos Pi que converge a Γ, la sucesión de discos Di correspondientes a Pi dados por

el tercer lema y realizamos la demostración del teorema de Jordan en dos pasos:

1. Vemos que R2\Γ tiene al menos dos componentes. Probar que hay una componente

no acotada no tiene dificultad. Para demostrar que R2\Γ tiene una componente aco-

tada suponemos que no la tiene. Consideramos la sucesión de centros zi de los discos

Di que se encuentra en la componente acotada de R2\P y converge a un punto z.

Demostramos que cuando i → ∞, z pertenece a la misma componente que zi y por

tanto z no puede pertenecer a una componente no acotada de Γ.

2. Vemos que R2\Γ tiene como máximo dos componentes. Nuevamente lo hacemos por

reducción al absurdo, tomamos tres puntos de R2\Γ suponiendo que pertenecen a

componentes distintas y utilizamos el cuarto lema.

Continuemos con el teorema de Brouwer. Demostramos el teorema de Brouwer a partir de

un resultado combinatorio equivalente, el Lema de Sperner. Para comprender el Lema de

Sperner es necesario conocer una serie de conceptos a los cuales nos definiremos de ma-

nera informal, dado que los definimos rigurosamente más adelante. Dados (n+1) puntos,

llamamos n-śımplex ∆n ⊂ Rn al espacio convexo, compacto y no vaćıo generado por estos

puntos. Por ejemplo, un triángulo es un 2-śımplex.

Para explicar fácilmente los conceptos que faltan, nos situamos en R2 y tengamos en cuen-

ta que dichas definiciones se puden generalizar a Rn. Consideramos el triángulo T .

Una subdivisión simple de T consiste en triangular T . Llamamos celda a cada triángulo

de la triangulación. Una coloración apropiada de una subdivisión simple de T , consiste en

asignar tres colores distintos a los vértices de la triangulación de modo que los vértices de

T tengan asignados colores distintos y aquellos vértices de la triangulación que se hallen

sobre una arista de T solo tomen los colores de los extremos de dicha arista.

El Lema de Sperner nos dice que toda coloración apropiada de una subdivisión simple de

un n-śımplex ∆n contiene una celda arcóıris, es decir, una celda coloreada por (n+1) co-

lores diferentes. De hecho la cantidad de celdas arcóıris es impar. La demostración de este

lema se hace por inducción y se encuentra detallada en el tercer caṕıtulo.
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Como un n-śımplex ∆n es homeomorfo a la bola unidad cerrada n-dimensional Bn es sufi-

ciente demostrar que un n-śımplex verifica el teorema de Brouwer.

La demostración del teorema de Brouwer para ∆n se hacer por reducción al absurdo. A

continuación daremos una explicación intuituva de la demostración.

Consideramos una sucesión de subdivisiones simples Si de ∆n, donde cada Si es una sub-

división de Si−1. Es decir, si consideramos el triángulo T , tenemos una sucesión de trian-

gulaciones donde cada (triangulación)i divide los triángulos de la (triangulación)i−1. Por

tanto, cuando i → ∞ tenemos que el tamaño de las celdas de la subdivisión Si−1 tiende a

cero. Dada la definición de una coloración apropiada, la cual no detallaremos aqúı, y por

el Lema de Sperner, tenemos al menos una celda arcóıris cuyo tamaño tiende a cero, y por

tanto sus vértices tienden al mismo punto, el que será el punto fijo.
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Caṕıtulo 2

Teorema de la curva de Jordan

Sea Γ una curva de Jordan en el plano, es decir la imagen de S1 =
{
(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1

}
de una función γ continua, inyectiva e inversa continua en R2. A lo largo del caṕıtulo enun-

ciaremos y demostraremos cuatro lemas que nos permitirán probar el teorema de Jor-

dan, es decir, que R2\Γ es disconexo y contiene dos componentes.

En este contexto diremos que dos puntos x0, x1 pertenecen al mismo componente A si exis-

te un camino α:[0, 1] → A que conecte ambos puntos, es decir, que se cumpla α (0) = x0 y

α (1) = x1.

En la sección siguiente expondremos algunos conceptos que nos serán útiles en las demos-

traciones de los lemas y el Teorema de la curva de Jordan.

2.1. Conceptos previos

Definición 2.1.1 (Continuidad Uniforme). Sean (X, dx), (Y, dy) espacios métricos, E ⊆ X

y f : E → Y una función. Decimos que f es uniformemente continua (en E) si:

∀ϵ > 0 , ∃δ tal que ∀p, q ∈ E con dx(p, q) < δ ⇒ dy(f(p), f(q)) < ϵ

Teorema 2.1.2. Sean (X, dx), (Y, dy) espacios métricos, K ⊆ X y f : K → Y una función

continua em K. Entonces f es uniformemente continua en K.

Observación 2.1.3. Debido al anterior teorema, tenemos que tanto las curvas de Jordan γ

como los caminos α son uniformemente cont́ınuos.

Teorema 2.1.4. Sean (X, dx) un espacios métrico y K ⊆ X. Si K es compacto, entonces

K es cerrado y acotado.

7
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Proposición 2.1.5. Sean (X, dx), (Y, dy) espacios métricos con X compacto y f : X → Y

una función continua en X, entonces f(X) ⊆ Y es compacto.

Teorema 2.1.6 (Bolzano-Weierstrass). Toda sucesión acotada en Rn tiene una subsucesión

convergente.

Definición 2.1.7 (homeomorfismo). Una función entre espacios topológicos es un home-

morfismo si es biyectiva, continua y con inversa continua. Dos espacios topológicos son ho-

meomorfos si existe un homeomorfismo entre ellos.

Proposición 2.1.8. Sean (A, dA), (B, dB) dos espacios métricos y f : A → B un homeo-

morfismo. Si A es compacto entonces

∀ϵ > 0 , ∃δ tal que si dB(f(x), f(y)) < δ ⇒dA(x, y) < ϵ

Definición 2.1.9 (Espacio arco conexo). Un espacio topológico (X, τ) es arco conexo si

para todo x, y ∈ X existe un camino α : [0, 1] → X con α(0) = x y α(1) = y

Definición 2.1.10 (Distancia entre conjuntos). Sean A,B ⊆ Rn dos conjuntos, entonces

d(A,B) = ı́nf {∥a− b∥ : a ⊆ A, b ⊆ B}

es una distancia. Notemos que podemos extender esta definición a un puntos si considera-

mos el conjunto formado únicamente por dicho punto.

Definición 2.1.11. Sea (X, d) un espacio métric y A ⊂ X un subconjunto acotado. El

diametro de A, representado por diam(A), se define como:

diam(A) = sup {d(x, y) : x, y ∈ A} .

Definición 2.1.12 (Poĺıgono de Jordan). Decimos que una curva de Jordan es un poĺıgono

de Jordan si S1 puede ser cubierto por una cantidad finita de arcos, en los cuales γ es del

tipo:

γ (cos t, sin t) = (λ.t+ µ, ρ.t+ σ) λ, µ, ρ, σ ∈ R constantes.

Ahora que hemos formulado algunos conceptos básicos, podemos continuar con la tarea de

enunciar y demostrar apropiadamente los resultados que necesitamos para, finalmente, dar

al lector una prueba elemental del Teorema de Jordan.
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2.2. Lemas

En esta sección expondremos los lemas cuyos resultados nos permitirán llevar a cabo la

demostración del teroema de Jordan.

Lema 2.2.1. [Primer Lema] El Teorema de la curva de Jordan se cumple para todo poĺıgono

de Jordan P.

Demostración. Sean E1, E2, ..., En las aristas de Γ y v1, v2, ..., vn los vértices de Γ. Tenemos

que:

Ei ∩ Ei+1 = {vi} i = 1, 2, ..., n

En+1 = E1, vn+1 = v1

Primero demostraremos que R2\P tiene al menos dos componentes.

Consideremos los conjuntos:

Ni =
{
q ∈ R2 : d(q, Ei) < δ

}

donde δ= mı́n {d(Ei, Ej) : 1 < j − i < n− 1}, es decir, la mı́nima dictancia entre Ei y una

arista no consecutiva.

Notemos que si q ∈ Ei−1 ∪ Ei ∪ Ei+1, entonces d(q, Ei) ⩽ maxj∈{i−1,i,i+1} {long(Ej)} < δ,

esto se debe a que si q ∈ Ei la distancia entre q y la arista Ei es cero, por otra parte, si

q ∈ (Ei−1 ∪ Ei+1)\Ei :

d(q, Ei) = ı́nf {∥q − b∥ : b ∈ Ei} =

{
∥q − vi∥ ó

∥q − vi+1∥
⩽ máx

j∈{i−1,i+1}
{long(Ej)}

Por tanto δ >maxj∈{i−1,i+1} {long(Ej)}.
Debido a lo anterior es evidente que Ni =

⋃
p∈Ei

B(p, δ), donde B(p, δ) es la bola abierta de

radio δ centrado en p.
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Figura 2.1:

Una vez definido Ni podemos observar que Ni ∩ Γ ∈ Ei−1 ∪ Ei ∪ Ei+1 y que Ni\Γ está

compuesto por dos componentes; N ′
i y N ′′

i separados por Ei−1∪Ei∪Ei+1. Además podemos

ver que:

N ′
i ∩N ′

i+1 ̸= ∅ y N ′′
i ∩N ′′

i+1 ̸= ∅ i = 1, 2, ..., n

ya que al ser Ni unión de bolas abiertas centradas en los puntos de Ei y Ni, Ni+1 no dis-

juntos, los puntos de la intersección de ambos conjuntos pertenecen a N ′
i ∩ N ′

i+1 o a N ′′
i ∩

N ′′
i+1.

En consecuencia podemos asegurar que R2\Γ tiene al menos dos componentes: N ′ =
⋃n

i=1N
′
i

y N ′′ =
⋃n

i=1N
′′
i .

A continuación demostraremos que R2\Γ tiene como máximo dos componentes. Para ello

tomaremos la siguiente partición con las siguientes condiciones:

Asumimos que el sistema de coordenadas elegido es tal que todos los vértices vi = (xi, yi)

del poĺıgono de Jordan Γ tienen las coordenadas de la abscisa diferentes, es decir xi ̸= xj

si i ̸= j. Para todo p ∈ R2\Γ denotamos m(p) como el número de veces, módulo 2, que la

semirrecta vertical trazada hacia arriba desde p interseca Γ.

Por tanto realizamos la partición R2\Γ = Impar ∪ Par, donde:

Par =
{
p ∈ R2\Γ : m(p) = 0

}
, si p ∈ Par diremos que p es par.

Impar =
{
p ∈ R2\Γ : m(p) = 1

}
, si p ∈ Impar diremos que p es impar.

Además estableceremos la condición de que si la semirrecta vertical corta a Γ en un vértice

vi, no contamos la intersección si vi−1 y vi+1 se encuentran en el mismo lado de la ĺınea

desde p, en otras palabras, no contamos la intersección de la vertical con Γ si el corte se

produce en una esquina.
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Figura 2.2:

Sea p = (px, py) ∈ R2\Γ, llamamos r a la semirrecta vertical trazada desde p. Veamos que

pasa cuando r corta a Γ en los vértices. Podemos tener dos casos:

Caso i) Como p corta a Γ en una esquina y vi−1, vi+1 están en el mismo lado de r, no con-

tamos la intersección. Notemos que si cogemos q = (qx, qy) con qx < px (qx > px), entonces

m(q) = m(p) ± 2. Por tanto, si desplazamos la abscisa de p una pequeña distancia, su pari-

dad no cambia.

Caso ii) En este caso,vi−1, vi+1, están en costados diferentes de r, por tanto, cuando des-

plazamos la abscisa de p una distancia pequeña hacia cualquiera de los costados de vi, re-

emplazamos una intersección en Γ por otra en la arista adyacente. En concreto m(p) no

vaŕıa.

Observación 2.2.2. Notemos que m(p) no cambia si cogemos cualquier semirrecta trazada

desde p. Esto se debe a que al rotar r un ángulo θ, las variaciones en la cantidad de inter-

secciones se dan únicamente al cortar el poĺıgono en un vertice, pero acabamos de ver que
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en estos casos la paridad no se altera.

Nos falta comprobar que Par e Impar son realmente abiertos. Dado que las demosraciones

son análogas, solo lo probaremos para Par.

Sea p ∈ Par y d(p,Γ) = ϵ, consideramos la bola abierta B(p, ϵ) y sea q ∈ B(p, ϵ). Si tra-

zamos la semirrecta r que parte desde p, pasa por q y corta Γ tendremos una semirrecta

que parte de q, interseca Γ y está incluida en r y por tanto tiene los mismos cortes, es decir

m(q) = m(p). Por ende B(p, ϵ) ⊂ Par y Par es un abierto de R2.

Acabamos de probar que R2\Γ tiene como máximo dos componentes, Par e Impar. Por

tanto, R2\Γ tiene dos componentes.

Para finalizar la demostración del lema nos falta demostrar que ambas componentes, Par =

P e Impar = I, son conexas y para ello demostraremos que son arco conexas mediante la

construcción de lazos, los cuales definiremos a continuación.

Definición 2.2.3. [Lazo] Llamamos lazo l a todo camino tal que l(0) = l(1) = x1, donde

x1 ∈ X será la base del lazo.

Para demostrar la conexidad construiremos un lazo lp para todo p ∈ R2\Γ. Uma vez cons-

truido dicho lazo podremos unir mediante un segmento cualquier punto que pertenezca a la

misma componente que p con lp, de modo que obtendremos un camino entre p y todo pun-

to que se encuentre en la misma componente. A continuación construiremos el camino que

acabamos de describir.

Sean θi = mı́n {d(Ei, Ej) : j /∈ {i− 1, i, i+ 1}} y a, b ∈R2\Γ tal que:

∥b− a∥ = θ = mı́ni {θi}
y

d(Γ, a) = d(Γ, b) = θ/2

Figura 2.3:



2.2. LEMAS 13

Supongamos que el segmento que une ambos puntos l = {x = (1− t)a+ tb : t ∈ [0, 1]} in-

terseca a Γ en E1, entonces a y b están en distintas componentes, es decir, tienen distinta

paridad. Vamos a suponer que a es par.

Construyamos un lazo la con a como punto base. Para ello sigamos los siguientes pasos:

1. Tomamos el segmento s paralelo a E1 que contiene a a y dista θ/2 de E2.

2. Recorremos s en sentido a E2 hasta hallar un punto c que diste θ/2 de E2.

3. Una vez encontrado el punto c tenemos dos casos posibles:

Notemos que c es la intersección entre s y la bisectriz del ángulo formado por las aristas E1

y E2.

Figura 2.4:

Caso 1 α ≤ π. Continuamos el camino por el segmento paralelo a E2 que contiene a c a

distancia θ/2 de E2 y en sentido de E3.

Caso 2 α > π. Continuamos por el arco de la circunferencia centrada en el vértice v1 =

E1 ∩ E2 y de radio θ/2 hasta llegar al punto c. A partir de este punto recorremos el seg-

mento paralelo a E2 que se encuentra a distancia θ/2 en sentido a E3.

Una vez definido este tramo, repetimos iterativamente hasta llegar, de nuevo, al punto a.

Por como hemos construido el lazola, este no interseca Γ, ya que en todo momento los pun-

tos se encuentran a una distancia θ/2 de Γ.

De forma análoga construimos el lazo lb para el punto b. Por tanto, tenemos que para todo

p ∈ R2\Γ podemos tomar un segmento que una p con uno de los lazos, la o lb, y que no

corte al poĺıgono. Por ende, existe un camino en R2\Γ que conecta p con a si p es par, o

con b si es impar.
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Figura 2.5:

□

Lema 2.2.4. [Segundo Lema] Toda curva de Jordan Γ puede ser aproximada arbitraria-

mente bien por un poĺıgono de Jordan C.

Demostración. Por 2.1.1 tenemos que γ es uniformemente continua y como γ(S1) = Γ es

un compacto de R2, por 2.1.2 tenemos que γ−1 también es uniformemente continua. Por

tanto, para p, q ∈ S1, podemos afirmar que para todo ϵ > 0 existen:

ϵ1 : si ∥p− q∥ < ϵ1 ⇒ ∥γ(p)− γ(q)∥ < ϵ/2 (2.2.1)

ϵ2 : si ∥γ(p)− γ(q)∥ < ϵ2 ⇒ ∥p− q∥ < min(ϵ1,
√
3) (2.2.2)

La razón por la que tomamos
√
3 es que si escogemos un subconjunto de S1 con diámetro

menor que
√
3, este subconjunto estará contenido en un arco de S1 que no es el total y la

distancia entre sus extremos es igual al diámetro (ver Figura 2.1.8).

Figura 2.6: La imagen muestra las posibilidades para un arco de diámetro menor que
√
3.
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Definimos δ = min(ϵ/2, ϵ). Realizamos un recubrimiento cerrado de R2 mediante cuadra-

dos de diámetro igual a δ, dicho de otra forma, cuadriculamos el plano con cuadrados cuya

diagonal tiene una longitud de δ. La intersección entre dos cuadrados diferentes del recubri-

miento es una arista, un vértice o el conjunto vaćıo.

Como la curva de Jordan Γ es acotada en R2, existe un subrecubrimiento S = {S1, S2, ..., Sn}
finito de cuadrados tal que Γ ⊂

⋃n
i=1 Si.

Figura 2.7: Ejemplo de recubrimiento.

Escojamos el menor subrecubrimiento que cumpla con la inclusión anterior.

A partir de este recubrimiento definiremos una sucesión de curvas de Jordan que nos dará

como resultado el poĺıgono de Jordan C que buscamos.

Tomamos S1 ∈ S, tenemos que γ−1(S1) ⊆ A1, donde A1 es un arco cerrado minimal de S1

distinto del total, lo cual se debe a 2.2.2.

Sean a, b ∈ S1 los extremos de A1, parametrizamos dicho arco como un camino mediante el

homeomorfismo α1 : [0, 1] → A1 con α1(0) = a y α1(1) = b.

Teniendo en cuenta lo anterior definimos el camino:

α : [0, 1] → R2

t → t.γ(b) + (1− t).γ(a)

α es el segmento que une γ(a) con γ(b). El camino α nos permitirá construir una nueva
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curva de Jordan, a la que llamaremos Γ1 = γ1(S1) (Γ0 = Γ), donde definimos γ1 como:

γ1(x) =

{
γ(x), x ∈

{
S1\A1

}
∪ {a, b}

α ◦ α−1
1 (x), x ∈ A1

Ahora veamos que γ1 realmente define una curva de Jordan, es decir, veamos que es conti-

nua, biyectiva y γ1(S1) es un compacto de R2.

1. γ1 continua: γ1 es continua en S1\ {a, b} ya que γ es continua en S1\A1 y α ◦ α−1
1 es

composición de funciones continuas en A1, es decir, α ◦ α−1
1 es continua en A1.

Ahora veamos que γ1 es continua en {a, b}:{
γ(a) = α ◦ α−1

1 (a) = α(0) = γ(a)

γ(b) = α ◦ α−1
1 (b) = α(1) = γ(b)

Por tanto γ1 es continua en S1.

2. γ1 biyectiva γ define una curva de Jordan, por tanto γ es biyectiva en S1 y en par-

ticular en S1\A1∪{a, b}. Por otra parte, tenemos que α1 es un homeomorfismo que

parametriza A1 como un camino, por tanto α−1
1 es biyectiva y continua. A su vez α

es biyectiva y define un camino cont́ınuo. En consecuencia α ◦ α−1
1 es biyectiva en A1.

Como γ1 es biyectiva en dos conjuntos disjuntos (γ1(S1\A1) ∩ γ1(A1) = ∅) y en los

extremos de A1 γ y α ◦ α−1
1 coinciden, γ1 es biyectiva en S1.

3. γ1(S1) compacto Es consecuencia de 2.1.5.

De forma análoga creamos el resto de curvas de Jordan Γi a partir de una curva Γi−1 defi-

nida por una función γi−1. En resumen, llamamos a, b a los extremos del arco Ai, donde Ai

es el menor arco cerrado que contiene a γ−1
i−1(Si) y la nueva curva Γi = γi(S1) toma los va-

lores del segmento que une γi−1(a) y γi−1(b) en Ai y los valores de la curva Γi−1 en S1\Ai.

Al proceso descrito anteriormente lo llamamos rectificación. Cuando terminemos de rec-

tificar la curva Γ obtendremos que la curva Γn es el poĺıgono de Jordan C que buscamos,

pero antes de probarlo notemos que:

∀i, j : j ≥ i =⇒ γj(S1\Aj) ⊆ γi(S1\Ai) (2.2.3)

O equivalentemente (ver Figura 2.2):
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∀i, j : j ≥ i =⇒ Γj\γj(Aj) ⊆ Γi\γi(Ai)

Observemos también que para los arcos Ai con extremos {xi−1, xi} se cumple:γi(xi−1) = γ(xi−1)

γi(xi) = γ(xi)
(2.2.4)

Figura 2.8: Vemos que la parte sin rectificar de Γi está contenida en Γi−1

Por 2.2.3 y 2.2.4.4, si tomamos x ∈ S1 tal que γ(x) ̸= γn(x), entonces existe i ≤ n tal que

γn(x) = γi(x), es decir a ∈ Ai y γ(x) = γi−1(x) ̸= (γi(x) = γn(x). Tomemos los extremos

del arco Ai, {a, b}, por lo visto anteriormente sabemos que γn(a) = γ(a) y γn(b) = γ(b).

A continuación probaremos que ∥γ(x)− γn(x)∥ < ϵ, es decir, que el poĺıgono C = Γn tiende

a Γ:

∥γ(x)− γn(x)∥ = ∥γ(x)− γn(a) + γn(a)− γn(x)∥

= ∥γ(x)− γ(a) + γi(a)− γi(x)∥

≤ ∥γ(x)− γ(a)∥+ ∥γi(a)− γi(x)∥

≤(1) ∥γ(x)− γ(a)∥+ ϵ/2

≤(2) ϵ/2 + ϵ/2 = ϵ

La desigualdad (1) se debe a que x y a pertenecen a Ai, por tanto γi(x) y γi(a) pertenecen

a Si y como diam(Si) = δ, entonces ∥γi(x)− γi(a)∥ ≤ δ ≤ ϵ/2.

La desigualdad (2) se debe a que a, b son los extremos de Ai, x ∈ Ai y γi−1(Ai) ⊂ Si. Por

tanto (2) es consecuencia de 2.2.1 y de 2.2.2.

□
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Lema 2.2.5. [Tercer Lema] Sea Γ un poĺıgono de Jordan. Entonces la componente acotada

de R2\Γ contiene un disco abierto cuya frontera interseca a Γ en dos puntos, γ(a) y γ(b),

con ∥a− b∥ ≥
√
3.

Demostración. Para simplificar la notación llamaremos X a la componente acotada de

R2\Γ.
En primer lugar veamos que existe un disco D0 en X cuya frontera ∂D0 corta a Γ en al

menos dos puntos γ(a) y γ(b) tal que ∥a− b∥ es maximal.

Consideramos el conjunto:

D =
{
D ⊂ X : D disco abierto tal que ∃a, b ∈ S1 con γ(a), γ(b) ∈ ∂D

}
Para todo D ∈ D podemos definir t(D) = máx {∥a− b∥ : γ(a), γ(b) ∈ ∂D}. Como t(D) ∈
[0, 2] y [0, 2] es un acoado de R, existe ρ = sup {t(D) : D ∈ D}. Además tenemos que ρ ̸= 0

pues D ≠ ∅.
Dado que X es acotado y D es un subconjunto de X, podemos definir una sucesión de dis-

cos {Dn}n∈N ⊂ D tal que ĺım
n→∞

t(Dn) = ρ. Como los discos están contenidos en la compo-

nente acotada, sus centros cn también lo están, por tanto {cn}n∈N es una sucesión de pun-

tos acotada en R2. En consecuencia podemos tomar una subsucesión convergente {cj}j∈J
,J ⊂ N. Sea c el punto al cual {cj}j∈J converge, veamos que c ∈ X.

Para todo j existen dos puntos γ(aj), γ(bj) ∈ ∂Dj tal que ∥aj−bj∥ = t(Dj) y como t(Dj) →
ρ, tenemos que ∥aj − bj∥ → ρ, entonces por 2.1.8, para un j lo suficientemente grande,

existe δ > 0 tal que ∥γ(aj) − γ(bj)∥ ≥ δ > 0. Como diam(Dj) = 2.rj , donde rj es el radio

de Dj y diam(Dj) ≥ ∥γ(aj) − γ(bj)∥ ≥ δ, tenemos que rj ≥ δ/2. Por otra parte sabemos

que para todo x ∈ ∂Dj se cumple que ∥x − cj∥ = rj , por lo que, dado que ∂Dj ∩ Γ ̸= ∅,
d(cj ,Γ) = rj ≥ δ/2. Entonces tenemos que cj → c cuando j tiende a infinito y que d(c,Γ) ≥
δ/2 > 0, por tanto c pertenece a X.

Observemos que el disco D0 con centro c y radio δ/2 cumple las propiedades para ser el

disco que buscamos, puesto que D0 ⊂ X, la sucesión de centros cj converge a c y la su-

cesión de radios rj converge a δ/2, es más, tenemos que Dj → D0 y como t(Dj) → ρ,

t(D0) = ρ, por lo que D0 es maximal.

En segundo lugar expondremos un resultado que nos permitirá continuar con la demostra-

ción.

Supongamos que ∥a − b∥ <
√
3, donde a, b ∈ S1 verifican que γ(a), γ(b) ∈ ∂D0 ∩ Γ y

∥a− b∥ maximal. Tenemos que a y b son los extremos de un arco A cuya longitud es mayor

que 4π/3. (Ver A2 de la Figura 2.2)

Veamos que para todo c ∈ A\ {a, b} tenemos máx {∥a− c∥, ∥b− c∥} > ∥a − b∥, es decir,
∂D0 no interseca a Γ en γ(A\ {a, b}), ya que de hacerlo tendŕıamos una contradicción con
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el hecho de que ∥a− b∥ es maximal.

Sea θ el menor ángulo que forman los radios que se corresponden con los puntos a y b, co-

mo ∥a − b∥ <
√
3 resulta que θ < 2π/3. Si definimos ta ̸= b como el punto de S1 cuyo radio

forma un ángulo θ con a y tb ̸= a como el punto de S1 cuyo radio forma un ángulo θ con b.

Figura 2.9:

Tenemos que los puntos que se encuentran en el arco A1 que determinan ta y b y no con-

tiene a a distan de a un valor mayor que ∥a − b∥. Del mismo modo, podemos ver que en el

arco A2, determinado por tb y a y que no contiene a b, se encuentran los puntos de S1 con

distancia a b mayor que ∥a− b∥.
Como θ < 2π/3 tenemos que 3θ < 2π y A1 ∪A2 = A, por tanto para cualquier c ∈ A\ {a, b}
se cumple que máx {∥a− c∥, ∥b− c∥} > ∥a− b∥.
En lo que queda de demostración nos referiremos a lo enunciado anteriormente como re-

sultado.

Finalmente demostremos que ∥a− b∥ ≥
√
3 por reducción al absurdo.

Supongamos que v1, v2, ..., vm son los vértices de Γ contenidos en γ(A) y ordenados de mo-

do que si recorremos γ(A) de γ(a) a γ(b) nos los encontramos en el orden indicado por los

sub́ındices. Tenemos los siguientes cuatro casos posibles:

i) v1 ̸= γ(a) y vm ̸= γ(b) ii)v1 ̸= γ(a) y vm = γ(b)

iii) v1 = γ(a) y vm ̸= γ(b) iv) v1 = γ(a) y vm = γ(b)

Caso i)

En el primer caso tenemos que v1 ̸= γ(a) y vm ̸= γ(b), por tanto D0 es un disco con fron-

tera tangente a un par de aristas, la que contiene a γ(a) y la que contiene a γ(b). Veamos

que podemos hallar otro disco D′
0 en X tal que ∂D′

0 corta a Γ en dos puntos γ(a′), γ(b′)

con ∥a− b∥ < ∥a′ − b′∥.
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Figura 2.10:

Si tomamos las dos rectas que contienen a las aristas tangentes, podemos trazar la bisectriz

que pasa por el centro de D0. En la bisectriz se encuentran todos los centros de los discos

tangentes a dichas aristas. Existe un disco D′
0 cuya frontera es tangente a ambas aristas en

γ(a′) y γ(b′) con a′, b′ ∈ A.

Basta tomar el disco D0 y desplazarlo por la bisectriz moviendo su centro y manteniendo

la tangencia de la frontera con ambas aristas, de este modo nos aseguramos que el disco

sigue contenido en X, además la longitud del nuevo radio variará según el desplazamiento.

Notemos que si las aristas son paralelas, al desplazar D0 el radio no vaŕıa. Por tanto, si nos

deplazamos una distancia pequeña en la bisectriz obtenemos un disco D′
0 que interseca a Γ

en γ(a′) y γ(b′), con ∥γ(a) − γ(a′)∥ → 0 y ∥γ(b) − γ(b′)∥ → 0. Como a′, b′ ∈ A, por 2.1.8

y por el resultado tenemos que ∥a − b∥ < ∥a′ − b′∥, lo que es una contradicción ya que

∥a′ − b′∥ es maximal.

Caso ii) y iii)

El segundo y tercer caso son análogos, por lo que llegar a contracción en el caso ii) será

suficiente.

Tenemos que v1 ̸= γ(a) y vm = γ(b) y que D0 es tangente a la, donde la es la arista de Γ

que contiene a γ(a). Supongamos que la arista de Γ ∩ γ(A) que contiene a vm = γ(b) no es

tangente a D0, ya que en este caso procedeŕıamos como en el primer caso.

Si trazamos la recta r que contiene a la podemos definir la parábola cuyos puntos equidis-
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tan de r y γ(b), es decir, la parábola que tiene como directriz a r y foco γ(b). Si desplaza-

mos ∂D0 y el centro de D0 una distancia pequeña por la parábola mientras mantenemos la

tangencia con r, de modo que la tangencia se produzca en γ(A), hallamos un nuevo disco

D′
0 en en X. Como la variación del radio del disco depende del desplazamiento de este, po-

demos controlar que siga contenido en X. Debido a las condiciones del desplazamiento del

disco, tenemos que ∂D′
0 ∩ Γ = {γ(a′), γ(b)}, a′ ∈ A y en consecuencia, por el resultado, se

cumple que ∥a− b∥ < ∥a′ − b∥ !! Contradicción ya que ∥a− b∥ es maximal.

Figura 2.11:

Caso iv)

En este caso tenemos que v1 = γ(a) y vm = γ(b). Llamamos la a la arista de γ(A) con

extremo γ(a) y lb a la arista de γ(A) con extremo γ(b).

Figura 2.12:

Tenemos distintas situaciones para las posiciones de la y lb respecto a ∂D0 :

1. Ambas aristas tangentes a ∂D0: Procedemos como en el caso i).
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2. Una arista tangente a ∂D0 y la otra no: Procedemos como en los casos ii) y iii).

3. Ninguna de las dos aristas son tangentes a ∂D0.

Encontremos la contradicción en la tercera situación.

Tracemos la mediatriz del segmento que une γ(a) y γ(b). Consideramos el componente aco-

tado C del poĺıgono formado por γ(A) y los radios de γ(a) y γ(b) en D0, que sabemos que

existe por 2.2.1. Nos quedamos con el segmento de la mediatriz contenido en C y desplaza-

mos el centro de D0, tomando ∂D0, por él.

Imponemos la condición de que la frontera del nuevo disco D′
0 encontrado debe pasar por

γ(a) y γ(b). Nuevamente nos encontramos con distintas situaciones y son las siguientes:

1. Ambas aristas tangentes a ∂D′
0 ⇒ como en caso i).

2. la o lb tangente a ∂D′
0 ⇒ como en caso ii).

3. ∂D′
0 interseca a γ(A) en un punto γ(c) distinto de γ(a) y γ(b), lo cual es una con-

tradicción con que ∥a − b∥ es maximal. La contradicción es consecuencia de que c ∈
A\ {a, b} y del resultado.

Finalmente tenemos que ∥a− b∥ ≥
√
3. □

Definición 2.2.6. Dada una curva de Jordan Γ, llamamos cuerda de la curva a un seg-

mento S en el plano R2 cuyos únicos puntos en común con Γ son sus extremos.

Lema 2.2.7. [Cuarto Lema] Sea Γ un poĺıgono de Jordan dado por γ : S1 → R2. Sean a, b

dos puntos pertenecientes a la misma componente X de R2\Γ tal que d({a, b} ,Γ) ≥ δ > 0 y

que para toda cuerda S de X ∪ Γ, donde la longitud de S es menor que 2δ, se cumple que a

y b quedan en la misma componente de X\S. Entonces tenemos que existe un camino α en

X que une a y b de modo que d(α([0, 1]),Γ) ≥ δ.
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Demostración. Sean a, b ∈ X tales que cumplen las condiciones del lema.

Primero supongamos que existe un camino α que conecta a y b y que verifica el enunciado.

Notemos que si existe un punto a′ de R2\Γ tal que existe un camino α′ que une a′ con a

y d(α′([0, 1]),Γ) ≥ δ, entonces a′ y b también verifican el lema y el camino que los une

resulta de la unión de los caminos α y α′. El que a′ y b verifiquen el lema se debe a que

si la distancia entre α′ y Γ es mayor o igual que δ, entonces el segmento α′([0, 1]) no corta

a la cuerda S cuya longitud es 2δ, por tanto a y a′ están en la misma componente de X\S.
En consecuencia a′ y b se encuentran en la misma componente.

Por lo explicado anteriormente es suficiente con demostrar el caso en el que d(a,Γ) = d(b,Γ) =

δ. Sean ua, ub ∈ Γ tal que ∥ua − a∥ = ∥ub − b∥ = δ. Llamemos e1 a la arista que contiene a

ua.

Para construir el camino α definimos el disco cerrado D de radio δ y centro c. Comenza-

mos centrando el disco en a (c = a) con lo que D es tangente a Γ en ua. Para construir el

camino α deslizaremos el disco avanzando por el poĺıgono en el orden creciente de las aris-

tas e1, e2, ..., en, manteniendo en todo momento la tangencia de ∂D con Γ. Llamamos d al

punto del poĺıgono por el que deslizamos el disco.

Si al deslizar el disco llegamos a una posición en la que la frontera de D es tangente al

poĺıgono en d y d′ ̸= d con ∥d − d′∥ < 2δ, es decir que d y d′ no son puntos opuestos en

∂D, entonces continuamos el deslizamiento del disco por la arista con mayor sub́ındice de

entre las aristas tangentes a D.

Ahora veamos que al deslizar D alcanzamos una posición en la que d = ub, para ello su-

pongamos que D no llega a la posición deseada. Entonces existe una cuerda S de longitud

menor que 2δ con extremos u1, u2 ∈ Γ ∩ ∂D, los cuales determinan un arco A1 ⊂ Γ por

cuyos puntos no desliza D y contiene a ub.

Figura 2.13:

Tenemos que X\S se divide en dos componentes conexas, Z e Y . Supongamos que a per-

tenece a Y , entonces por hipótesis y construcción, b y c también. Por otra parte, como

ub ∈ A1, ub ∈ ∂Z.
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Consideremos la circunferencia E de radio δ centrada en b y el radio r que une el centro de

E con ub (ver Fig. 2.2). Como b y ub pertenecen a componentes distintas de X\S, r corta

a la cuerda S, lo que implica que la intersección de E y D no es vaćıa. Como E ⊂ X y la

longitud de S es menor que 2δ, tenemos que S corta a E en dos puntos (si no fuese aśı, E

no estaŕıa inclúıdo en X!!). Por tanto nos encontramos con dos posibilidades:

i) Que ub pertenezca al interior de D: Contradicción!! Dado que en el interior del disco D

no hay puntos de Γ.

ii) Que ub pertenezca a ∂D: Contradicción!! ya que si ub ∈ ∂D, podŕıamos deslizar D hasta

la posición del disco E y d = ub, lo que contradice nuestra suposición inicial.

Por tanto podemos deslizar D hasta que d = ub.

Figura 2.14:

Finalmente debemos ver que podemos deslizar D hasta que c alcance a b. Hemos visto an-

teriormente que podemos deslizar D hasta que d = ub, si ub no es un vértice ya lo tenemos.

En caso de que ub sea un vértice, lo que podŕıa impedir que c alcance a b es la existencia

de una cuerda S′ en Γ de longitud menor que 2δ, con ub como uno de sus extremos y que

interseque el segmento que une c y b. Pero si esta cuerda existe, b y c estaŕıan en compo-

nentes diferentes de X\S′, lo cual contradice las hipótesis (d({b, c} ,Γ) = δ, long(S′) ≤ 2δ⇒
b y c están en la misma componente de X\S′).

Por tanto, el camino α que hemos construido es el recorrido por el centro c del disco D al

ser deslizado desde la posición en la que D es tangente a ua hasta la posición en la que D

es tangente a ub. Este camino cumple d(α([0, 1]),Γ) ≥ δ.

□
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2.3. Teorema de la curva de Jordan

Una vez vistos y probados los cuatro lemas, nos encontramos en posición de abordar el

Teorema de la curva de Jordan .

Teorema de la curva de Jordan. Sea Γ una curva de Jordan dada por γ : S1 → R2,

entonces esta separa el plano R2 en dos componentes conexas.

Demostración. Para demostrar el teorema seguiremos los siguientes pasos:

1. Probar que R2\Γ tiene al menos dos componentes, lo que implica que R2\Γ no es co-

nexa.

2. Probar que R2\Γ tiene como máximo dos componentes

Veamos primero que tenemos al menos dos componentes en R2\Γ:
Si definimos una circunferencia centrada en un punto de Γ con un radio lo suficientemente

grande como para que la curva Γ quede contenida en su interior, obtenemos que el exterior

de la circunferencia es un conjunto no acotado y conexo en R2\Γ.
Ahora veamos que existe una componente acotada en R2\Γ.
Por 2.2.4 sabemos que existe {Γi}i∈N, una sucesión de poĺıgonos de Jordan convergente a

Γ, donde cada poĺıgono Γi es generado por γi. Definimos la sucesión {ϵi}i∈N, con ϵi =
1

i
.

Entonces tenemos que :

∀x ∈ S1 se cumple ∥γi(x)− γ(x)∥ < ϵi y γi → γ cuando i → ∞.

Tomemos D0, la circunferencia que contiene en su interior a Γ y a la sucesión de poĺıgonos.

Figura 2.15:
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Por el lema 2.2.5, consideramos los discos abiertos Di con centro zi y llamamosγi(ai), γi(bi)

a los puntos de ∂Di ∩ Γi con ∥a− b∥ ≥
√
3. Tenemos que cada Di está contenido en la com-

ponente acotada de R2\Γi (que sabemos que existe por 2.2.1), que a su vez está contenida

en el interior D0 y por tanto, los discos Di también.

Tomamos la sucesión {zi}i∈N cuyos elementos son los centros de los discos Di. Como para

todo i mayor que cero zi pertenece al interior de D0, tenemos que la sucesión es acotada y,

en consecuencia, admite una subsucesión convergente. Sea {zj}j∈N la subsucesión conver-

gente a z ∈ R2.

A continuación probaremos que para un n lo suficientemente grande zn y z pertenecen a la

misma componente de R2\Γn.

Por 2.1.8, existe δ > 0 tal que si ∥x − y∥ >
√
3, entonces ∥γ(x) − γ(y)∥ ≥ δ y por tanto

obtenemos que ∥γ(ai)− γ(bi)∥ ≥ δ (pues ∥ai − bi∥ ≥
√
3). Asimismo, como {γi}i∈N converge

a γ, podemos escoger N ∈ N tal que para todo n ≥ N y todo x ∈ S1 se cumple que ∥γ(x)−

γn(x)∥ <
δ

4
. Teniendo en cuenta lo anterior obtenemos las siguientes desigualdades:

δ ≤ ∥γ(an)− γ(bn)∥ ≤ ∥γ(an)− γn(an)∥+ ∥γn(an)− γ(bn)∥

<
δ

4
+ ∥γn(an)− γ(bn)∥

y por tanto ∥γn(an)− γ(bn)∥ >
3

4
δ.

A partir de esta desigualdad hallaremos la relación entre γn(an) y γn(bn):

3

4
δ < ∥γn(an)− γ(bn)∥ ≤ ∥γn(an)− γn(bn)∥+ ∥γn(bn)− γ(bn)∥

< ∥γn(an)− γn(bn)∥+
δ

4

y por tanto ∥γn(an)− γn(bn)∥ >
δ

2
.

Luego, si llamamos rn al radio de Dn, tenemos que el diámetro de Dn es 2rn y por la defi-

nición de diámetro de un conjunto (ver 2.1.11) tenemos que 2rn ≥ ∥γn(an)−γn(bn)∥ >
δ

2
, es

decir, rn >
δ

4
. Dado que la intersección de Γn y Dn no es vaćıa, la distancia entre el centro

zn y el poĺıgono Γn es rn, con lo que obtenemos d(zn,Γn) >
δ

4
.

Por otra parte, como la sucesión de los centros zi converge a z, sabemos que existe n1 ≥ N

tal que para todo n ≥ n1 se cumple que ∥zn − z∥ <
δ

4
.

Acabamos de ver que para todo n mayor que n1 la distancia entre zn y z es menor que el

radio del disco Dn, en consecuencia, z pertenece a Dn y tanto zn como z pertenecen a

la componente acotada de R2\Γ.
Finalmente, utilizando lo anterior probaremos que R2\Γ tiene una componente acotada por
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reducción al absurdo.

Supongamos que z pertenece a la componente no acotada de R2\Γ, entonces existe un ca-

mino α que conecta z y un punto z′ exterior a D0, pues el exterior de D0 es no acotado y

arco conexo, por tanto, podemos tomar la distancia ρ entre la curva Γ y el camino α([0, 1]).

Nuevamente, por la convergencia de γi a γ cuando i → ∞, sabemos que existe un n lo sufi-

cientemente grande como para que ∥γn(x) − γ(x)∥ <
ρ

2
para todo x ∈ S1, en consecuencia,

obtenemos las siguientes desigualdades:

d(α,Γ) ≤ d(α,Γn) + d(Γn,Γ) ⇒ d(α,Γn) ≥ d(α,Γ)− d(Γn,Γ) > ρ− ρ

2
=

ρ

2

Donde la última desigualdad se debe a d(Γn,Γ) ≤ ∥γn(x)− γ(x)∥ <
ρ

2
.

Por tanto, como d(α,Γn) >
ρ

2
, el camino α no interseca a Γn y en consecuencia α([0, 1]) ⊂

R2\Γn. Pero vimos que α(0) = z pertenece a la componente acotada de R2\Γn y dicha

componente, al igual que Γn, está contenida en el interior de D0, por otra parte tenemos

que α(1) = z′ pertenece al exterior del disco D0 y en consecuencia α([0, 1]) ∩ Γn ̸= ∅. Por
tanto hemos llegado a contradicción y R2\Γ tiene al menos una componente acotada.

Hemos visto que R2\Γ tiene al menos dos componentes, nos falta demostrar la segunda

parte, es decir, que R2\Γ tiene como máximo dos componentes y lo haremos por reducción

de absurdo.

Supongamos que R2\Γ posee más de dos componentes y escojamos p, q, r ∈ R2\Γ tal que

cada punto pertenezca a una componente distinta. Tomamos τ = d({p, q, r} ,Γ) y tomando

la sucesión de poĺıgonos de Jordan {Γi}i∈N que aproxima Γ (ver2.2.4) sabemos que existe

n2 ∈ N tal que si n ≥ n2, entonces ∥γn(x) − γ(x)∥ <
τ

2
para todo x ∈ S1. Debido a

la desigualdad anterior y a la desigualdad triangular tenemos que d({p, q, r} ,Γn) ≥ τ

2
, es

decir, {p, q, r} ⊈ Γn y por tanto, como consecuencia del lema 2.2.1, dos de los tres puntos

seleccionados pertenecen a la misma componente Xn de R2\Γn. Supongamos que p, q ∈ Xn

para n suficientemente grande.

Supongamos también que existe δ con 0 < δ < τ e infinitos poĺıgonos Γn (con n ≥ n2) tal

que los puntos p y q están conectados por un camino αn en Xn que verifica d(αn([0, 1]),Γn) ≥
δ. Por la desigualdad anterior, la convergecia de γn a γ, que nos garantiza la existencia de

n tal que ∥γn(x) − γ(x)∥ <
δ

2
para x ∈ S1 y por la desigualdad triangular tenemos que

d(αn([0, 1]),Γ) >
δ

2
. Por tanto, el camino αn conecta p y q sin cortar a Γ, pero escogimos

p y q de forma que estuviesen en componentes diferentes de R2\Γ. Por tanto no existe tal δ

(en consecuencia, αn tampoco).

Ahora aplicamos el lema 2.2.7 (contrarrećıproco), pues que δ no exista produce una suce-
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sión de cuerdas {Si}i∈N ⊂ (Xn ∪ Γn), donde cada Si tiene longitud δi < τ y una sucesión

creciente {ni}i∈N tal que:

1. p y q están en diferentes componentes de Xni\Si.

2. ĺımi→∞ δi = 0

y denominamos Γni a los poĺıgonos cuya componente Xni cumple 1.

Sea γni : S1 → Γni el homeomorfismo correspondiente a Γni , llamamos γni(ai), γni(bi) a los

extremos de Si y por 2. δi = ∥γni(ai) − γni(bi)∥ → 0 cuando i → 0. Como la subsucesión

{Γni}i∈N aproxima Γ, y utilizando 2.1.8 tenemos que:

ĺımi→∞∥γ(ai)− γ(bi∥ = 0 ⇒ ĺımi→∞∥ai − bi∥ = 0

Sea Ai ⊂ S1 el menor arco cuyos extremos son ai, bi. Dado que p y q se encuentran en com-

ponentes distintas de Xni\Si, podemos suponer que p pertenece a la componente limitada

por Si y γni(Ai) y como ∥ai − bi∥ → 0, tenemos que para i suficientemente grande el diáme-

tro de esta componente es menor que
τ

2
, en consecuencia, ∥p− γni∥ <

τ

2
.

Por tanto, para i suficientemente grande se cumple que:

∥p− γ(ai)∥ ≤ ∥p− γni(ai)∥+ ∥γni(ai)− γ(ai)∥ <
τ

2
+

τ

2
= τ

Entonces tenemos que d({p} ,Γ) < ∥p − γ(ai)∥ < τ y en consecuencia d({p, q, r} ,Γ) < τ .

Pero hab́ıamos tomado p, q, r de modo que d({p, q, r} ,Γ) = τ , por tanto hemos llegado a

contradicción y podemos concluir que R2\Γ tiene dos componentes conexas.

□



Caṕıtulo 3

Teorema del Punto fijo de Brouwer

En este caṕıtulo enunciaremos y domostraremos el teorema del punto fijo de Brouwer, el

cual enuncia que toda función continua f de una bola n-dimensional en śı misma tiene un

punto fijo, es decir, existe un punto x tal que f(x) = x .

En las secciones siguientes presentaremos los conceptos y resultados necesarios para demos-

trar el Teorema del punto fijo de Brouwer utilizando el Lema de Sperner(1928).

3.1. Conceptos previos

Definición 3.1.1 (Convexidad). Decimos que C es un conjunto convexo si cualquier seg-

mento que una dos puntos cualesquiera del conjunto, siempre pertenece, todo él, al conjunto

Definición 3.1.2 (Propiedad topológica). Llamamos propiedad topológica o invariante

topológico a una propiedad de un espacio topológico que es invariante bajo un homeomorfis-

mo. Es decir, una propiedad de espacio es una propiedad topológica, si todo espacio X que

posee esa propiedad, cada espacio homeomorfo a X la posee también.

29
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Definición 3.1.3 (Propiedad del punto fijo). Sean X un espacio topológico y f : X → X

una función continua. Un punto x ∈ X es un punto fijo de f si f(x) = x. Un espacio

topológico X tiene la propiedad del punto fijo si toda función continua de X en X tiene un

punto fijo.

Teorema 3.1.4. La propiedad del punto fijo es una propiedad topológica.

Demostración. Sean X e Y espacios topológicos homeomorfos y supongamos que X tiene

la propiedad del punto fijo. Sean f : X → Y un homeomorfismo y g : Y → Y una función

continua, queremos ver que g tiene un punto fijo.

Tenemos que la función f−1 ◦ g ◦ f : X → X es una función continua (es composición

de funciones continuas), por tanto, existe x ∈ X tal que f−1 ◦ g ◦ f(x) = x que implica

g(f(x)) = f(x), luego f(x) es un punto fijo de g. □

Teorema 3.1.5. Todos los subconjuntos compactos, convexos y no vaćıos de Rn son ho-

meomorfos entre śı.

Demostración. Sean X,Y ⊂ Rn convexos, compactos y no vaćıos. Sean x0 ∈ X, y0 ∈ Y y

ϵ > 0 tal que Bϵ(x0) ⊂ X y Bϵ(y0) ⊂ Y , donde Bϵ(z) es la bola cerrada de radio ϵ y centro

z. Definimos las siguientes funciones:

λX : Rn\0 −→ R

v → sup{λ ∈ R : x0 + λv ∈ X}

λY : Rn\0 −→ R

v → sup{λ ∈ R : y0 + λv ∈ Y }

Las funciones anteriores están bien definidas dado que X es acotado, por tanto existe r > 0

tal que X está contenido en la bola centrada en x0 y de radio r. Entonces, tenemos que

para v ∈ Rn\0 todo λ ∈ R que cumpla (x0 + λv) ∈ X verifica |λ| ≤ r

∥v∥
y, en particular,

sup(λ) ≤ r

∥v∥
.

Para demostrar que X e Y son homeomorfos definimos la siguiente función a partir de las

anteriores:

f : X −→ Y

x0 → y0

x → y0 + (x− x0)
λY (x− x0)

λX(x− x0)
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Notemos que para demostrar que f es un homeomorfismo es suficiente demostrar que µ(v) =
λY (v)

λX(v
es continua, ya que en este caso tendremos que f es continua al ser suma y producto

de funciones continuas. Además, como la inversa de f es:

f−1 : Y −→ X

y0 → x0

y → y0 + (y − y0)
λX(y − y0)

λY (y − y0)

tenemos que la demostración de la continuidad de f−1 es análoga y que f es biyectiva.

Por tanto veamos que µ(v) =
λY (v)

λX(v
es continua, para ello nos basta con probar que λX lo

es, pues con λY se procede de la misma forma y obtendremos que µ es cociente de funcio-

nes continuas. Para demostrar que λX es continua veremos que si el ángulo θ que forman

dos vectores v, u ∈ Rn\0 tiende a cero (∥v − u∥ → 0), entonces |λX(v) − λX(u)| tiende a

cero .

Sean v, u ∈ Rn\0 y θ el ángulo que forman. Sean x1, x2 ∈ X tales que x1 = x0 + λX(v) y

x2 = x0 + λX(u). Consideramos la recta r1 que pasa por x0 y x2, tomamos la recta r2 tan-

gente a Bϵ(x0) que interseca a r1 en el punto x′2 y llamamos z al punto intersección entre r2

y Bϵ(x0). Ahora estamos en situación de definir los siguientes segmentos:

1. El segmento s1 con extremos x0, x1. 3. El segmento s3 con extremos x0, z.

2. El segmento s2 con extremos x0, x
′
2. 4. El segmento s4 con extremos z, x1.

Debido a la convexidad de X podemos definir el subespacio A ⊂ X delimitado por los seg-

mentos s1, s3, s4.

Figura 3.1:
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Consideramos los ángulos que podemos observar en la Figura 3.1 y tenemos que:

long(s1) = λX(v) long(s2) = b long(s3) = ϵ long(s4) =
√
λX(v)2 − ϵ2

sinα =

√
λX(v)2 − ϵ2

λX(v)2
cosα =

ϵ

λX(v)
cosβ =

ϵ

b

Como β = α− θ, obtenemos que:

b =
ϵ

cosβ
=

ϵ

cos(α− θ)
=

ϵ

cosα cos θ + sinα sin θ
= λX(v)

ϵ

ϵ cos θ +
√
λX(v)2 − ϵ2 sin θ

Por lo que finalmente obtenemos que:

b = λX(v)
ϵ

ϵ cos θ +
√

λX(v)2 − ϵ2 sin θ
→ λX(v), si θ → 0

por tanto λX es continua y en clonclusión f lo es. □

3.2. Lema de Sperner

En esta sección definiremos una serie de conceptos que nos permitirán enunciar y demos-

trar apropiadamente el Lema de Sperner, el cual abordaremos al final de la sección.

Definición 3.2.1 (Figura lineal). Una figura lineal es un conjunto finito de variedades li-

neales (los elementos de la figura lineal) de un espacio proyectivo Pn, clasificado en varios

subconjuntos. Por lo general, los elementos de cada subconjunto reciben el mismo nombre,

como vértice, arista, cara, etc., y todos tienen la misma dimensión.

Ejemplo 3.2.2. Un triángulo puede pensarse como una figura lineal cuyos elementos son

tres puntos (vértices), tres rectas no concurentes (aristas) y el propio plano que los contie-

ne.

Definición 3.2.3 (Śımplex n-dimensional). Un śımplex n-dimensional o n-śımplex, denota-

do como ∆n, es una figura lineal formada por n+ 1 puntos y por todas las variedades linea-

les generadas por las subcolecciones de estos. Llamaremos vértices a los puntos que generan

∆n. Dados los vértices v0, v1, ..., vn, el śımplex que generan es:

∆n =

{
n∑

i=0

αi.vi : αi ≥ 0,
n∑

i=0

αi = 1

}

Ejemplo 3.2.4. Un triángulo es un 2-śımplex y un tetraedro un 3-śımplex.
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Observación 3.2.5. Notemos que si los puntos v0, v1, ..., vn son los vértices de un śımplex

n-dimensional, todo subconjunto de k ≤ n vértices forma un (k-1)-śımplex. Es decir, si

consideramos el subconjunto de puntos vm0 , ..., vm(k−1)
, estos son los vértices de un (k-1)-

śımplex.

Definición 3.2.6. Una k-cara de ∆n es un (k-1)-śımplex formado por k de los n + 1 vérti-

ces de ∆n.

Definición 3.2.7 (Subdivisión Simple). Una subdivisión simple de un n-śımplex ∆n es un

conjunto de puntos en ∆n que lo subdividen en n-śımplices más pequeños llamados celdas.

Se cumple que la unión de todas las celdas cubre ∆n y la intersección de dos celdas cuales-

quiera es vaćıa o una cara completa de dimensión menor que n.

Definición 3.2.8 (Coloración apropiada). Una coloración apropiada de una subdivisión

simple de un n-śımplex ∆n es una asignación de n+1 colores a los puntos de la subdivisión

siguiendo las siguientes reglas:

1. Los n+ 1 vértices de ∆n deben ser coloreados por colores diferentes.

2. Si un punto de la subdivisión pertenece a una m-cara de ∆n, este debe ser coloreado

por uno de los m colores asignados a los vértices de la cara.

Definición 3.2.9 (Función de coloración). Sea V = {v0, ..., vn} el conjunto de vértices de

un n-śımplex. Una función de coloración

f :V → {1, ..., n+ 1}

vi → (i+ 1)

asigna a cada color de la coloración un número natural y respeta las reglas de coloración

especificadas en 3.2.8.

Ahora nos encontramos en condiciones de enunciar y demostrar el lema de Sperner.

Lema de Sperner. Toda coloración apropiada de una subdivisión simple de un n-śımplex

∆n contiene una celda arcóıris, es decir, una celda coloreada por n + 1 colores diferentes.

De hecho la cantidad de celdas arcóıris es impar.
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Figura 3.2: Coloración apropiada de un dos-śımplex triangulado.

Demostración. Demostraremos el Lema de Sperner por inducción, primero veamos que un

n-śımplex con n = 1, 2 verifica el lema.

Caso n = 1. Consideremos un śımplex unidimensional, esto es, un segmento rectiĺıneo con

extremos a, b. Subdividimos el segmento (a, b) en segmentos más pequeños y consideramos

una coloración apropiada, es decir, asignamos colores diferentes a a y b y coloreamos los

vértices de la subdivisión con estos dos colores. Por tanto, si recorremos el segmento desde

a hasta b tenemos que cambiar de color un número impar de veces para conseguir que a

y b sean de colores distintos. En consecuencia hay un número impar de segmentos de la

subdivisión cuyos extremos reciben dos colores diferentes.

Caso n = 2. Consideremos la subdivisión simple apropiadamente coloreada del triángulo

T (T es un 2-śımplex) y la función de coloración f correspondiente. Sea Q el número de

celdas cuya coloración es (f(v0), f(v0), f(v1)) = (1, 1, 2) o (f(v0), f(v1), f(v1)) = (1, 2, 2)

y R el número de celdas arcóıris con coloración (f(v0), f(v1), f(v2)) = (1, 2, 3). También

consideramos las aristas de la subdivisión cuyos extremos tienen asignados los colores 1 y

2, estas aristas pueden ser interiores si pertenecen al interior de T o de frontera si están

contenidas en la arista coloreada (1,2) de T . Entonces denotamos X al número de aristas

de frontera e Y al número de aristas interiores. Por tanto tenemos dos situaciones:

Sobre la frontera de T : Las aristas de la subdivisión coloreadas (1,2) solo pueden es-

tar en la arista de T cuyos vértices tienes asignados los colores 1 y 2. Como vimos en

el caso n=1, en esta arista hay una cantidad impar de aristas coloreadas (1,2), por

tanto X es impar.
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Sobre las celdas de la subdivisión: Tenemos que las Q celdas tienen dos aristas co-

loreadas (1,2) mientras que las celdas R tienen solo una. Además, notemos que las

aristas internas se cuentan dos veces y las aristas de frontera solo una vez. Por tanto

obtenemos que 2Q + R = 2Y + X, en consecuencia el número de celdas arcóıris es

R = 2(Y −Q) +X y como vimos en el punto anterior que X es impar, R es impar.

Finalmente veamos el caso general realizando inducción sobre n.

Caso general. Supongamos que el lema se verifica para todo k < n (hipótesis de induc-

ción). Tenemos una coloración apropiada de una subdivisión simple de ∆n usando n + 1

colores. Denotamos R al número de celdas arcóıris y Q al número de celdas coloreadas por

todos los colores excepto por el color n + 1, es decir, por los colores {1, 2, ..., n}. Tenemos

que las Q celdas tienen exactamente dos vértices coloreados con el mismo color. También

considaramos las (n-1)-caras de la subdivisión que utilizan los colores {1, 2, ..., n}, de las

cuales una cantidad X se encuentra en la frontera de ∆n y una cantidad Y se encuentra en

el interior de ∆n. Por tanto nos volvemos a encontrar con dos situaciones:

En la frontera de ∆n: las X (n-1)-caras de la frontera solo pueden estar contenidas en

la cara C ⊂ ∆n cuyos vértices utilizan los colores {1, 2, ..., n}. Tenemos que C es un

(n-1)-śımplex con una subdivisión simple apropiadamente coloreada, por tanto, apli-

cando la hipótesis de inducción obtenemos que C contiene un número impar de celdas

arcóıris y estas son justamente las (n-1)-caras de la frontera de ∆n. En consecuencia

X es impar.

En el interior de ∆n: las R celdas arcóıris tienen exactamente una cara coloreada con

los colores {1, 2, ..., n}, por otra parte, las Q celdas solo tienen dos. Además tene-

mos que las caras del interior de ∆n se cuentan dos veces mientras que las caras de

la frontera de ∆n solo una vez. Por tanto obtenemos que 2Q + R = X + 2Y y como

vimos que X es impar, R es impar.

□

3.3. Teorema punto fijo de Brouwer

A continuación enunciaremos apropiadamente el Teorema del punto fijo de Brouwer y para

demostrarlo utilizaremos el Lema de Sperner.

Teorema del punto fijo de Brouwer. Sea Bn la bola cerrada n-dimensional. Para toda

función continua f : Bn → Bn existe un punto x ∈ X tal que f(x) = x.

Demostración. Veremos cómo este teorema se sigue del Lema de Sperner. Dado que la pro-
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piedad del punto fijo es una propiedad topológica y todo śımplex n-dimensional ∆n es ho-

meomorfo a la bola n-dimensional Bn, será suficiente demostrar que todo n-śımplex verifica

el enunciado. Lo haremos por reducción al absurdo.

Sea ∆n ⊂ Rn+1 un n-śımplex tal que tenga como vértices los puntos v1 = (1, 0, ..., 0), v2 =

(0, 1, ..., 0), ..., vn+1 = (0, 0, ..., 1). Sea f : ∆n → ∆n una función continua y supongamos que

no tiene punto fijo.

Construyamos una sucesión de subdivisiones simples de ∆n que denotaremos con {Si}i∈N
donde cada Si es una subdivisión de Si−1, de modo que el tamaño de cada celda de Si−1

tiende a cero cuando i → ∞.

Ahora definamos una coloración de Si. A cada vértice x ∈ Si le asignamos un color c(x) ∈
{1, 2, ..., n+ 1} (c es la función de coloración) tal que f(x)c(x) < xc(x). Para ver que en

efecto tal coloración existe, notemos que para todo punto x ∈ ∆n tenemos que
∑n+1

i=1 xi = 1

(f(x) ∈ ∆n) y como f(x) ̸= x, hay coordenadas tales que f(x)i < xi y f(x)i′ > xi′ . En caso

que hayan múltiples coordenadas que verifiquen f(x)i < xi, nos quedamos con el menor

sub́ındice i.

Nos falta ver que la coloración que acabamos de definir es apropiada, es decir que cumple

con las reglas especificadas en definición 3.2.8. Para los vértices de ∆n, vi = (0, ..., 1i), ..., 0),

tenemos c(vi) = i ya que es la única asignación de colores que cumple con la condición

f(vi)i < 1. De forma similar, si consideramos la cara F = conv {vi : i ∈ A ⊂ {1, ..., n+ 1}}
del n-śımplex, tenemos que los vértices de la subdivisión que pertenecen a F cuyas coorde-

nadas verifican f(x)i < xi, son unicamente aquellas cuyo sub́ındice i pertenece a A, por

tanto, c(x) ∈ A.

Tenemos pues una coloración apropiada para cada subdivisión Si. El Lema de Sperner (ver

3.2) implica que Si tiene una celda arcóıris con vértices x(i,1), ..., x(i,n+1), en otras palabras,

f(x(i,j))j < x
(i,j)
j para todo j ∈ {1, ..., n+ 1}. Como esto se cumple para cada Si, obte-

nemos para cada j ∈ {1, ..., n + 1} una sucesión {x(i,j)}i∈N que, al estar contenida en el

compacto ∆n, tiene una subsucesión convergente. Podemos suponer que {x(i,1)}i es conver-
gente sin perder generalidad. Por tanto, como el tamaño de las celdas de Si tiende a cero

cuando i → ∞, tenemos que ĺımi→∞ x(i,j) = x∗ para todo j ∈ {1, ..., n + 1}, dicho de otra

forma, cuando i → ∞ todos los vértices de la celda arcóıris convergen al mismo punto

Como asumimos que f no tiene ningún punto fijo, en particular tenemos que f(x∗) ̸=
x∗. Esto significa que existe una coordenada i tal que f(x∗)i > x∗i, pero sabemos que

f(x(i,j))i < x
(i,j)
i para todo j y que ĺımi→∞ x(i,j) = x∗, por tanto, por la continuidad de

f tenemos que para todo i se cumple f(x∗)i ≤ x∗i. Entonces hemos llegado a contradicción

con la suposición de que f no tiene ningún puto fijo. □



Caṕıtulo 4

Conclusiones

Conclúımos destacando la importancia de las demostraciones elementales, pues nos permi-

ten profundizar en resultados espećıficos desde una posición más general y accesible.

En esta memoria presentamos las demostraciones elementales de los teoremas de la curva

de Jordan y del punto fijo de Brouwer, los cuales son muy importantes tanto en topoloǵıa

como en matemáticas en general. Es por ello que, al brindar las demostraciones elementa-

les, es posible llegar a matématicos especializados en distintos campos.
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