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Abstract

Markov chains are discrete stochastic processes without memory. The main goal of this
project is to study them in order to achieve a university elective proposal focused on them.
As the general topic is so extensive, the main focus will be on the study of discrete-time
strings, more specifically on homogeneous strings with discrete time variables and their
classification.

Resum

Les cadenes de Markov sén processos estocastics discrets sense memoria. L’objectiu
principal d’aquest projecte és estudiar-les per aconseguir una proposta d’optativa univer-
sitaria centrada en aquestes. Com que el tema general és molt extens, el treball se centra
en lestudi de les cadenes a temps discret, més concretament en les cadenes homogenies
de variable temporal discreta i la seva classificacié.

Resumen

Las cadenas de Markov son procesos estocasticos discretos sin memoria. El objetivo
principal de este proyecto es estudiarlas para conseguir una propuesta de optativa univer-
sitaria centrada en estas. Como el tema general es muy extenso, el trabajo se centra en el
estudio de las cadenas a tiempo discreto, méas concretamente en las cadenas homogéneas
de variable temporal discreta y su clasificacion.
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1. Introduccion

En la teoria de la probabilidad, se denomina cadena de Markov a un tipo especial de
proceso estocastico en el que la probabilidad de que ocurra un evento depende tinicamente
del evento inmediatamente anterior.

El objetivo principal de este trabajo es crear una propuesta de optativa universitaria
centrada en las cadenas de Markov. Como estas dan para un estudio mucho més extenso,
el proyecto se centra en el estudio de las cadenas con tiempo discreto y en intentar clasifi-
carlas. La clasificacion se hara mediante un programa que, en la propuesta de asignatura,
crearian los propios alumnos. El trabajo se estructura de la siguiente forma:

1. Se hard un repaso de algunos conceptos de probabilidad que serdan ttiles para el
estudio de las cadenas.

2. Se daré la definicién de cadena de Markov y que significa que esta sea homogénea.
Posteriormente, se estudiaran las probabilidades fundamentales de estas.

3. Se explicara como se clasifican los diferentes estados de las cadenas y algunas pro-
piedades de estos.

4. Se veran las distintas clasificaciones de las cadenas y su comportamiento a largo
plazo para llegar a obtener un método programable de clasificacién.

5. Estudiaremos en profundidad conceptos previos vistos por encima e introduciremos
de nuevos como, por ejemplo, la estadistica de las cadenas.

6. Se creard un programa en lenguaje VBA que clasifique automéaticamente la cadena
cuando se le otorgue la matriz de transiciéon de la misma.

El objetivo de la asignatura propuesta es que los alumnos entiendan lo que es una cadena
de Markov, vean sus propiedades principales y aprendan a clasificarlas. El programa se
ha anadido al temario porque es una buena manera de que los alumnos relacionen las
matrices de transicion y la clasificacién de las cadenas a la vez que demuestran que han
entendido realmente como clasificarlas.

El proyecto se estructurara directamente como si fuera el temario de una optativa
universitaria. En ocasiones también se anadiran comentarios extra o explicaciones que
no se darian en un temario real. Por ejemplo, en este primer tema introductorio se dan
conceptos que un alumno del Grado de Matematicas ya ha visto en asignaturas previas,
por tanto, no es necesario explicarlo en esta optativa, aunque si seria idéneo al menos
compartirlo como documento a los alumnos por si quisieran repasar rapidamente los
conceptos.

También, en la seccién de programacion se da una breve explicacién de como se ha
realizado el programa, mientras que a los alumnos en su lugar se les daria clases en las
que se les ayudaria a realizar su propio programa.



2. Definiciones previas

Se tomara un repaso de la teoria de probabilidades que serd ttil durante el proyecto.
Empezaremos introduciendo conceptos basicos.
Definicién 2.1. Sea Q un conjunto y A C P(Q). Se dice que A es una o-dlgebra de P(2)
si satisface:

1. Qe A

2. Ac A= A°c A

3. Si{A, :n>1} es una familia numerable de elementos de A, entonces |J A, € A.
n>1

Definicién 2.2. Sea Q un conjunto y F una o-dlgebra sobre P(Q). Entonces el conjunto
(Q,F) es un espacio medible.

Definicién 2.3. Un espacio de probabilidad es una terna (2, A, P) tal que:

n () es el espacio muestral, un conjunto que contiene los resultados posibles.
s ACP(Q) es una o-dlgebra que nos permite describir todos los sucesos posibles.
» P es la probabilidad, una aplicacion P: A — [0, 1] tal que:

1. P(Q2) =1.

2. Si{A, :n>1} es una sucesion de conjuntos de A disjuntos por pares,
o o0
entonces: P(|J A,) = > P(Ay).
=1 n=1

n=

Observacion 2.4. Si ( es finito, entonces a (€2, .4, P) se le llama espacio de probabilidad
finito.

Definicién 2.5. Dos sucesos A y B son independientes si P(AN B) = P(A)P(B).
Observacion 2.6. Normalmente se usa P(A,B) en lugar de P(AN B).

Definicién 2.7. Una familia de sucesos {A; : i € I}, es independiente si para toda
combinacion finita A;,, ..., A;, de conjuntos diferentes se tiene que:

P(() 4:) =TI P(A,,).

j=1 j=1

Definicién 2.8. La probabilidad condicionada del suceso A dado el suceso B es la proba-
bilidad de que suceda A sabiendo que sucedié B. Para P(B) > 0 se define como:

P(ANB)

P(AIB) = 5

Observacién 2.9. De la definiciéon de probabilidad condicionada se decuce que:
P(ANB)=P(A|B)P(B) = P(B|A)P(A).

Siempre que P(A) >0y P(B) > 0.



A continuacién veremos diversos teoremas que seran utiles durante el proyecto, sobre
todo a la hora de las demostraciones.

Teorema 2.10. (Teorema de las Probabilidades totales) Sea {B; : i € I} una particion
de Q tal que P(B;) > 0 para todo i € I entonces para todo A € A:

P(A) = P(A|Bi)P(By).
el
Teorema 2.11. (Regla de Bayes) Sea {B; : i € I} una particion de Q tal que P(B;) >0
para todo 1 € I entonces sea A € A con P(A) > 0:

_ P(A|B;)P(Bj)
PEBIA) = S~ pia1By P8
el

Teorema 2.12. (Teorema de las Probabilidades compuestas) Sean A1, Aa, ..., Ay sucesos
con P(AiNAyN...NAy_1) > 0 entonces:

P(A1 NAsN...N An) = P(Al)P(AQ‘AD <. P(An’Al NAsN...N An_1>.

Ahora veremos lo que es una variable aleatoria y definiremos su distribucién y su
esperanza.

Definicién 2.13. Dados dos espacios medibles (2, A), (F, F), decimos que una aplicacion
X :Q — F es medible si X 1(B) € A para todo B € F.

Definicién 2.14. Una variable aleatoria es una aplicacion X : (2, A) — (R, #(R))
medible, donde B(R) significa los borelianos de R.

A continuacién se da una definicién equivalente mas sencilla de variable aleatoria.

Definicion 2.15. Una aplicacion X : Q — R es una variable aleatoria si Vr € R el
suceso {X <z} ={w € Q: X(w) <z} tiene una probabilidad asignada lo que equivale a
que {X <z} € A

Si la aplicacion va a E , un conjunto numerable, entonces X : 0 — FE es una variable
aleatoria discreta si Va € E se verifica que {X =a} € A

Definicion 2.16. Sea X una variable aleatoria. La funcion de distribucion de X es:

Fx :R —[0,1]
z— Fx(x) = P(X <uz).

Definicion 2.17. Sea X una variable aleatoria discreta con valores en E verificando que

> |z|P(X =) < 0. Se define la esperanza de X como:
el

EX|= >z -P(X =1).
el
Definicion 2.18. Sea X una variable aleatoria discreta con valores en E y sea g: E — R

verificando que Y |g(x)|P(X = z) < co. Se define la esperanza de g(X) de la siguiente
el
forma:

Elg(X)] = 2 > 29(x)P(X = x).

zeFE



3. Cadenas de Markov

Para poder definir formalmente el concepto de Cadena de Markov atin son necesarios
algunos conceptos maés:

Definicion 3.1. Un proceso estocdstico es una coleccion de variables aleatorias indexadas:
Xt : Q0 — F.

Se llaman estados a los posibles valores que toman las variables aleatorias y conjunto de

estados a F.

Observacién 3.2. El indice ¢ € T normalmente se identifica con el tiempo. Se habla de
proceso estocéstico discreto cuando 7' C N y es continuo cuando T' C [0, oo.

Este curso se centrara en procesos de tiempo discreto. Debido a esto muchas veces se
usard el subindice n en lugar de t.

Ejemplo 3.3. Para X; =,¢ € E se dice que el proceso esta en el estado i en el instante
t.

Definicién 3.4. Una matriz M = (pij)i jer, con E conjunto finito o numerable, es una
matriz estocdstica si verifica que:

1. DPij € [0, 1].

2. Zpij =1.
JEE

Observacién 3.5. Cada fila (p;;)jcr es una probabilidad. Como E puede ser infinito la
matriz M tambien puede tener dimension infinita.

Existe una correspondencia biyectiva entre las matrices estocdsticas y los diagramas
generados identificando los estados con vértices y cada probabilidad no nula con arestas.

Ejemplo 3.6. La matriz estocéstica:

0 0 1
0,3 0,2 0,5
0 0,4 0,6

se corresponde con el siguiente diagrama:

/N

02@2{“\\_____..-/3 jos

Gracias a toda la teorfa introducida previamente ya se puede obtener una definicién
formal de las cadenas de Markov.



Definicién 3.7. Un proceso estocdstico {X,, : n > 0} que toma valores en un conjunto
de estados E es una cadena de Mdrkov si para todo ig,...,in+1 € E con n > 0 se verifica
la propiedad de Mdrkov:

P(Xpi1 = ins1 | Xn =in, . Xo = i0) = P(Xns1 = ins1 | Xn = in). (3.1)

Observacion 3.8. La propiedad de Markov es equivalente a que la medicién del com-
portamiento futuro del sistema depende tinicamente del estado presente.

3.1. Cadenas de Markov Homogéneas

Definicion 3.9. Una cadena de Mdrkov es homogénea si ademds verifica que
P(Xp+1 =tint1 | Xn =1in) no depende de n.

Definicién 3.10. La matriz estocdstica asociada a la cadena, M = (pij)i jcE, €s nom-
brada matriz de transicion.

Una vez introducidas las cadenas de Markov homogéneas, el siguiente objetivo es
caracterizarlas.

Teorema 3.11. Sea {X,, : n > 0} un proceso estocdstico con valores en E. Decimos que
es una cadena de Mdrkov homogénea con distribucion de probabilidad inicial v y matriz
de transicion M si, y solo si, para todo ig,...in, € E yVYn > 0:

P(Xo =10, X1 =i1,..., Xpn = in) = YigPioir * " * Pin_1in- (3.2)

Demostracién. Se demostraran ambas implicaciones por separado:

1. Suponiendo que tenemos una cadena de Markov homogénea, {X,, : n > 0} , con
distribucién de probabilidad inicial v y matriz de transicién M. Usando el teorema

de las probabilidades compuestas (Teorema 2.12) y posteriormente aplicando la
propiedad de Markov (2.1):

P(Xo = ig, X1 = i1, 0y Xpp = i) =
= P(Xg = ig)P(X1 = i1| X0 = ig) X ...
X P(Xp = in|Xn_1 = in_1,..., Xo = i)
= P(Xo = ig)P(X1 = i1|Xo = ig) - - - P(Xn, = in| Xp_1 = in_1)

= YigPigi1 ** * Pin_1in-

2. Sea {X,, : n > 0} un proceso estocéstico verificando la igualdad (2.2).
Para todo i € E se verifica que P(Xo = i) = v; , lo que implica que la funcion de
distribucién de Xy es «y. Por tanto solo falta ver que {X,, : n > 0} es una cadena de
Markov homogénea.

Usando la definiciéon de probabilidad condicionada:

P(X(] =10, X1 = 11,.., Xp = zn)
P(Xo=10,X1=11,.... Xp—1 = Ip—1)
_ YioPigi1 * ° * Pip_1in

Viopioil Tt p’in_zin_l

P(X, =in|Xpn-1 =tin-1,...., X0 =10) =

= pin—lin °



A su vez, usando el teorema de las probabilidades totales (Teorema 2.10):

P(Xp1=1ip1)= Z P(Xn-1=1in-1X0 =10, ..., Xn—2 = in_2) X
10y-ensin—o€ BT 1
X P(Xy1 =in-1|Xo =i, ..., X2 = in_2)
= Z P(Xo =10, .., Xn-1 = in—1)

10y-ensin—o€EM—1

= E Viop’i()il et pin_zin_1'

10yeensin—o€EM—1

También de forma similar:

P(Xpi =in-1,Xp=in)= ), PXo=i0,. Xp = in)

i07~-~ain72€En71
== § 7i0pi0’i1 ce 'pinflin
i07~-4ain72€En71

= Din_1in E YioPioi1 * * * Pin—2in—1-

7:0,.‘.,7:”72€En71

Entonces:

P(Xn—l = Z'n—lv)(n = in)

P(Xn = Z‘n’Xn—l - in—l) - P(X L= i 1) = Dip_1in-
n—1 = tn—

De donde se deduce que {X,, : n > 0} es una cadena de Markov homogénea ya que:
P(Xn - Zn|X0 - iOa -"Xn—l - in—l) - P(Xn - in‘Xn—l - in—l) = Pin_1in-
O

Notacion 3.12. La cadena de Mdrkov homogénea con matriz de transicion M y distri-
bucidn de probabilidades inicial v la denotaremos CMH (v, M).

Veamos ejemplos de cadenas de Markov homogéneas.

Ejemplo 3.13. Cadena de Ehrenfest.
Supongamos que tenemos dos urnas conectadas por un tubo conteniendo un total de N
bolas. En cada instante de tiempo n una bola pasa de un volumen al otro aleatoriamente.

- ~ ~
Al (B
o (53]
e ()
. °
.. . —
) Qo
° °
_ ¢ ) L Y,




Entonces llamaremos Z,, al numero de bolas en la urna A a tiempo n. Las probabilidades
P(Zpi1 =j|Zn =1),0<i,j < N, vienen dadas por:

N —k
k
P(Zn+1:k—1|Zn:k:):N, k=1,...,N.
Por tanto, su matriz de transicién sera:

0 1 0 0
1 N-1
= 0 F 0 0
02 0
. 0
0 0 Moo 1
0 0 1 0

Ejemplo 3.14. Paseo aleatorio en E = Z%.
Sea {Y, : n > 1} una sucesién de variables aleatorias con valores en Z¢ y distribucién
comun . Sea X una variable aleatoria con valores en Z%, independiente de Y;,. Entonces
la secuencia aleatoria {X,, : n > 0} definida por
Xn+1 = Xn + Yn-‘rla ne Na
es una CMH (pu, P), con p laley de Xo y Py = Ay—z. Un ejemplo clésico es el del paseo
aleatorio simétrico empezando en el 0. Con nuestra notacién este es:
1
=60, Ade, = —,
M 0 +e; 2d

donde (e, ..., eq) es la base ortonormal de R¢.

Comprovemos que {X, : n > 0} verifica las condiciones para ser una cadena de
Markov homogénea. Usando que {Y}, : n > 1} son variables aleatorias independientes y
identicamente distribuidas, Vn y sean 1o, ..., %,_1,%,j € F, podemos ver que:

PXpi1=J | Xpn=10,Xpn_1=1ln_1,...., X0 = ig) =
. P(Xn—l—l = jan = i;Xn—l = in—ly ---,XO = Zo)
N P(Xp =1, Xpn1="1ln1,. Xo = i)
 P(Yopp1=j—i,Yy =i —ip_1,...,Y1 =iy —ig, Xo = ip)

P(Y, =4 —in_1,....Y1 =iy —ig, Xo = i)

 P(Yop1 = —0)P(Yy, =i—ip_1,...,Y1 = i1 — ig, Xo = io)
N P(Y,=14—ip 1,...,Y1 = i1 —ig, Xo = i)
=P(Ypi1 =7 —1i).

También que:

, o P(Xpe1 =, Xy =i
P(Xna1 = | Xp = i) = DEnr1 =5 Xn = 1)

P(X,, =1)
B PYpt1=7—1,X, =1)
o P(X, =1)
 PVa =i - )P(Xn =)
P(X,, =1)
:P(Yn—i-l :j_i)

7



Por tanto, se cumple la propiedad de Markov y, como P(Y;, 11 = j — %) := p;; no depende
de n, tenemos que {X,, : n > 0} es una cadena de Mérkov homogénea.

A continuacién se presentan 2 proposiciones de casos concretos en los que se pueden
obtener CMH siempre que se verifiquen las condiciones.

Proposicién 3.15. Sea {X,, : n > 0} una CMH (v, M) entonces {Xp1m : m > 0} es
una CMH(ZL(X,), M), siendo £(Xp,) la funcidn de probabilidad de X, .

Demostracién. Usando el teorema de las probabilidades totales (Teorema 2.10) y apli-
cando el Teorema 3.11 a CM H (v, M) se obtiene que para todo m > 0:

P(X0+m = jOa ---Xn+m = ]n) =
= Y, PXo=io,e X1 = i1, Xim = o, ooy Xonin = )

105eeim—1€EE™

= E YioPioi1 * " Pim—2im—1Pim—150Pj0j1 * * " Pjn—1Jn

iOv--aimfleEm
= ijjl e pjnfljn E %‘opioil e pim72’im71pim71j0
105y im—1EE™

= P(Xm = ]0)p_]0]1 T pjnfljn'

O

En la siguiente proposicion estudiaremos un caso particular que puede ser 1til para
construir cadenas de Markov homogéneas.

Proposicién 3.16. Sea {Z,, : n > 1} una sucesion de variables aleatorias independientes
idénticamente distribuidas, Z, : Q — E y f : ExE — E. Sea Xg una variable aleatoria
con valores en E independiente de {Z,, : n > 1}, entonces definiendo Xp+1 = f(Xn, Zn+1)
para n > 0 se tiene que {X,, : n > 0} es una cadena de Markov homogénea.

Demostracién. Viendo que:
P(Xn+1 = ]|Xn = Z) = P(XnJrl = ]|X0 = i07 o Xpo1 = Z'nfla)(n = 2)

y que su valor no depende de n queda demostrado que {X,, : n > 0} es una cadena de
Markov homogénea bajo las condiciones de la proposicion. Entonces vedmoslo:

1. Utilizando la independencia:

P(f(Xn, Zni1) = j, Xp = 1)
P(X, =)
_ P(fli, Znyr) = 5, Xn = i)
_ P(f(i, Zns1) = 5)P(Xn = i)
P(X, =1)
= P(f(z, Zn+1) = ]) = Dij

P(Xps1 = j|Xp =) =




2. {Xo =1io,..., X5y = in} se puede expresar en términos de Xg, Z1, ..., Z, por lo que es
independiente de Z,,+1. Usando esto:

P(Xpi1 = 51 X0 = 0y ooy X1 = in1, Xpn = i) =
B P(XO = io, ---vXn—l = Z.n—laXn = i,Xn+1 :j>
N P(Xg =10y, Xp1 = in_1, Xn = i)
P(Xo = io, f(io, Z1) = i1, o, [(in—1,Zn) = 1, f(i, Zns1) = J)
P(Xo = o, f(io, Z1) = i1, ., [(in—1, Zn) = 1)
P(f(i, Zny1) = j)P(Xo = io, f(i0, Z1) = i1, ..., flin—1, Zn) = i)
= P(f(i, Zns1) = J) = pij

Claramente son iguales e independientes de n.

3.2. Probabilidades fundamentales

El siguiente objetivo es estudiar diversas probabilidades, referentes a las cadenas de
Markov, que seran de gran utilidad para el estudio de las mismas.

3.2.1. Probabilidad de transicién

Definicién 3.17. Sea {X,;n > 0} una cadena de Mdrkov homogénea que se encuentra
en el estado i. Definimos la probabilidad de transicion como la probabilidad de que m
pasos después se encuentre en el estado j. La expresion formal es:

P = P(Xppm = §1Xn = i) (3.3)

cont,j € B yn,m enteros positivos. FEsta seccion se centrard en encontrar dicha probabi-
lidad.

Observacion 3.18. El caso m =1 es el que ya se ha estudiado: pl(-Jl-) = Pij-

Pasemos a ver algunos procesos recursivos que facilitan el cdlculo de estas probabili-
dades.

(m)

Proposicion 3.19. Se pueden obtener las probabilidades m-ésimas P conm = 2 re-

cursiwamente:
-1
p = pi . (3.4)
keE
Demostracién. Usando la definicién de probabilidad condicionada (Definicién 2.8) y el
teorema de las probabilidades totales (Teorema 2.10):



pg] " = P(Xpim = j|Xn = 1)

P(X, =1)
z P(Xn+m = jaXnerfl = ]{7an = Z)
_ keE
P(X, =1)
_ ZP(Xn+m =7, Xntm—-1= k, Xy, = Z) ) P(Xn+m—1 =k, Xn = 7/)
= P(Xpim—1=Fk, X, =1) P(X, =1)
= ZP(Xn+m = j’Xnerfl =k, Xp = Z')P(anmel = k|Xn = Z)
keE
m— 1)
- sz Pkj-
keE
O
Se define la matriz M,,, := (pg-n))meE. Entonces:
Mp=M"=Mx ... x M.
(m)
Usando la Proposicién 3.19 se obtienen las siguientes propiedades:
1. M,, es una matriz estocéstica.
2. La siquiente equiacion se llama Equacion de Chapman-Kolmogorov:
I+k D (k
pz(] )= - Zpgk)p’(ﬁ‘]) (35)
keE
Se ha utilizado la propiedad del producto de matrices: M!+F = MIME,
3. Iterando la equaciéon de Champman-Kolmogorov:
1)
p@] Zplnpzm = Z Pii1Pivigs -9 Pipy_13- (36)

ek i1yeeyim—1€EE

El siguiente paso es determinar la ley del proceso de una cadena de Markov homogénea
con distribucién de probabilidad inicial v y matriz de transicion M.

Proposicién 3.20. Sea {X,;n > 0} una CMH(y, M). Entonces Yk € E:
P(Xy = k) =",

donde ™) = yM".

10



Demostracién. Usando el teorema de las probabilidades totales (Teorema 2.10):

P(X,=k) = h%:EP(Xn =k|Xo=h)P(Xg=h) = h%jEP( )phk = E 'th(n)

Corolario 3.21. Sea {X,;n > 0} una CMH (v, M) se verifica:
1. AR = O Ak,

2. V(n) =1 (lin = ) Z YhPp s ) _ Z ( Z YhPhiy Piyis = pin,lj)'
J J
heE h€EE i1,..in_1€E

Demostracién. Volviendo a usar el teorema de las probabilidades totales:

I+k ) ]
1. ’71( +k) _ P(Xl+k = Z) Z P(Xl-‘rk: = Z|Xl = ])P(Xl = ) Z:Efyj pﬂ)'
jEE J€

Por lo tanto y(F%) = (D Ak,

2. Usando la Proposicién 3.20:

W = P(X, = hZE’yhphj)
<

Y aplicando la igualdad (2.6):

> ’thg;) = 2. ( > YhPhiy Pivia * - 'pin,lj)'
heE hEE i1,...in—1€E

O

Proposicion 3.22. La distribucion inicial v y la matriz de probabilidades de trancicion
M determinan la ley del vector aleatorio (Xy,, ..., Xy, ), 0 <ny <ng < ... < ng.

Demostracién. Se demostrara primero que se verifica para ng = 0, ...,n, = k:
P(Xo = io, ...,Xk = ik) = P(XQ = iQ)P(Xl = il‘X() = i())P(XQ = Z'Q‘Xo = io,Xl = il)X
DS P(Xk = ik|X0 = io, ...,Xk,1 = Z‘kfl)
= YioPigir * " " Pig_qig-
Utilizdndolo a continuacién:

P(Xno = ’io, 7Xnk = Zk) = P(Xno = ’Lo)P(an = i1|Xn0 = io) X
X P(Xnk = ik’Xno = io, Xnk 1= ik—l)

. TL1 no) (nk Nk — 1)
27 phlo ploll © Pig iy, :
heFE
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3.2.2. Probabilidad de pasada
Definicion 3.23. El tiempo de primer paso al estado j se define como:
Tj:=inf{n >1: X, =j},

con
T; := oo si X, # j para toda n > 1.

Inductivamente, definimos el tiempo de r-ésimo paso al estado j como:

(0)

Tj =0.
1
Tj( ) =T,
Tj(ﬂ = inf{n > T].(T_l) +1:X, =7}, conr>2.

Gracias a la definiciéon anterior podemos representar formalmente el tiempo que se tarda
en volver a j por r-ésima vez.

(r)

Definicion 3.24. FEl tiempo de r-ésimo retorno es, SiT , tal que:

Si(r) _ Ti(f) _ Ti(r—1)7 si Ti(f‘—l) < oo,
SZ-(T) =0, st Ti(rfl) = 0.

Definicion 3.25. Diremos que una variable aleatoria T : Q@ —> N es un tiempo de parada
de un proceso estocdstico {X,, : n > 0} si, Vn > 0, el suceso {T' = n} solo depende de
Xo, .. X5,

Veremos ahora que algunos conceptos vistos previamente eran tiempos de parada.

Corolario 3.26. Las variables aleatorias TA(T)

2y Si(r) son tiempos de parada.

Demostracién. {Ti(T) = n} equivale a que X,, = i y en las etapas anteriores la cadena
se ha encontrado en el estado i r — 1 veces. Por lo que claramente {Ti(r) = n} depende

)

unicamente de Xy, ..., X,,. Evidentemente, que Ti(T sea un tiempo de parada, implica que

SZ»(T) también lo es.
O

En la Definicién 3.7 vimos el concepto de propiedad de Markov. A continuacion veremos
que esta propiedad se mantiene para tiempos de parada.

Teorema 3.27. (Propiedad fuerte de Mdrkov). Sean {X, : n > 0} una CMH(y, M) y
T un tiempo de parada de la cadena. Suponiendo que T < oo y X7 = i, obtenemos que
{X74n :n >0} es una CMH(0;, M) independiente de Xo, X1,...X1 con 0; := (6i5)jeE
verificando que, para i = j, 6;;j = 1 y, para i # j, 6;5 = 0. En otras palablas, para todo
suceso A determinado por Xg, X1, ..., X1 y todo m > 0 se verifica que:

P{ X111 =7j1, X742 = jo, ooos X1 = Jm} NA|T < 00, X1 = 1)
= P(Xl = Jly e Xy = ]m’XO = Z) . P(A’T < o0, Xp = Z)

12



Demostracién. Si tenemos un suceso A determinado por Xg, X1, ..., X7, evidentemente
AN{T = m} depende tinicamente de Xy, X1, ..., X;,. Por tanto, usando la Definicién 2.8
de probabilidad condicionada:

P{ X141 = j1. X112 = J2, o0; X7 = Jn} NAO{T = m} N {X7 = i})
= P{{ X711 = j1, X112 = J2oos, Xongn = Jn} NAN{T = m} N {X,, = i})
= P(Xm+1 = jl, ...,Xm+n = ]n‘A N {T = m} N {Xm = ’L})X
X P(AN{T = m}N{X,, =i}).
Como tenemos el primer factor del producto escrito en términos de X,,, podemos aplicar

la propiedad de Markov al tiempo m. Usando esto y la probabilidad de homogeneidad
obtenemos que:

P({ X141 =j1,X742 = Jo, o, X1 = Jn } NAN{T = m} N {Xp = i})
= P(Xim+1 = J1so0s Xontn = Jn|Xm =1) - PAN{T = m} N{X,, =1i})
=P(X) =J1,.., Xpn =Jgn|Xo=1) - P(AN{T = m} N{X,, =i}).

Sumando de m = 0 hasta infinito en ambos lados de la igualdad:
P({ X141 =j1,X742 = J2, oo, X1 = Jn} N AN{T < oo} N{ X7 =1i})
= P(X1 =1y Xy = jn‘X() = Z) . P(A N {T < OO} N {XT = Z})
Finalmente, dividiendo la expresién por P({T < oo} N {X7 = i}) obtenemos:

P({XT+1 = jl,XTJrQ = j9, -~7XT+n = ]n} N A|T < oo, X = Z)
= P(X1 :jl,...,Xn = ]n|X0 = Z) . P(A|T <00, X7 = ’l)

O

Lema 3.28. Supongamos que 7Y < 0. Entonces, Vr > 2, Si(r) es independiente de

()

{Xm:m < Ti(r*l)} y se verifica que:

P8 =TV < 00) = P(T; = n| X = i).
Demostracién. Evidentemente, si T = Ti(Tfl) < oo, entonces X7 = 4. Aplicando la
propiedad fuerte de Méarkov en el tiempo de parada T' obtenemos que, si T' < 0o, { X714, :

n > 0} es una CM H(d;, M) independiente de Xy, X1, ..., X7. Como SZ-(T) solo depende de

X74n,conn > 1, tenemos que 5

; ~ es independiente de X, X1, ..., X7. Ademads obtenemos
que:

S =inf{n > 1: Xpy, =i},

Lo que equivale a que SZ-(T) es el primer tiempo en el que el proceso { X7, : n > 0} se
encuentra en el estado i. o equivalentemente:

P(5," = n|T"" < 00) = P(T; = n|Xy = i).

O

(n)

Definicion 3.29. La probabilidad de primera pasada, fij , es la probabilidad de

pasar de un estado i a otro estado j en n etapas por primera vez, es decir, para n > 1:
fz(]n) = P(Xn = j’ Xn-1 7& j7 Xn—2 7& ja e X1 7é ]|X0 = 7’)

13



Definicion 3.30. Suponiendo que nos encontramos en el estado i. La probabilidad de que
la cadena pase al estado 7 es:

Pij = P(Tj < OO‘X() = Z)

Nombraremos a py; la probabilidad de retorno y a p;; para i # j la probabilidad de
pasada

Definicion 3.31. Se define el nimero de veces que la cadena pasa por un estado © como:

Ni=#{n>1:X, =i} = Zﬂ{Xn:i}'

n=1

El siguiente lema relaciona las dos tultimas definiciones:

Lema 3.32. Sea r > 1.La probabilidad de que una cadena que parte del estado i se
encuentre por lo menos r veces en el estado j es:

P(N; > r|Xo = i) = pijpj; "

Demostracién. Para Xy =i se verifica que {IV; > r}:{Tj(T) < 00}. Con esto en cuenta
iniciamos la demostracion por induccién.

Para r = 1 se tiene que:
P(Nj > 1‘X0 = Z) = P(T] < OO|X0 = Z) = Pij-

Supongamos, ahora que ya disponemos de caso inicial, que la igualdad es cierta para r y
veremos que se cumple también para r 4+ 1. Usando la Definicién 3.23 y la probabilidad
condicionada (Definicién 2.8):

P(N; >+ 1|Xo =) = P(T\"" < 00| Xo = i) = P(T\") < 00, 8V < 00| X = 1)

P(T") < 00,87V < 00, Xo = i)
P(Xo = 1)
P(T") < 00,87 <00, Xg =) P(I)" < 00, X = 1)
N P(Tj(’") < 00, Xo = 1) ' P(Xo = 1)

= P(SV < ool T\ < 00, Xg = i) - P(T\") < 00| Xo = i)

. P(N; > 7| Xo = i)

NPT =0T < o)
n=1

Usando la hipétesis de induccién y el Lema 3.28:

[o.¢]

> P(T;=n|Xo = j)] iyt
n=1

= P(T; < oo|Xo = j) - pijpj; |

= pijpj;-
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A continuacién veremos un par de ejemplos de cadenas de Mérkov sencillas sobre las
cuales calcularemos algunas de estas propiedades.

Ejemplo 3.33. Supongamos que cuando hace un dia soleado, es igual de probable que
al dia siguiente haya tanto nieve como lluvia, que jamas hay 2 dias soleados seguidos y
que si un dia nieva o llueve, al dia siguiente hay la misma probabilidad de que el tiempo
siga igual o de que cambie. Si cambia, solo la mitad de las veces cambia a soleado.

1. Si hoy hace soleado jcudl es la probabilidad de que en dos dias vuelva a hacer
soleado?

2. Si hoy es un dia de sol jcudl es la probabilidad de que en tres dias haya un dia de
lluvia?

3. jcudl es la probabilidad de retorno del estado de nieve?
En este caso nuestro espacio de estados es:
E={S,L,N},

donde S = Soleado, L = Lluvia, N = nieve.

La matriz de transicion asociada es:

S L N

S 0 0.5 0.5
M=L |025 05 025
N \0.25 025 0.5

Pasemos a contestar las preguntas:
1. En realidad, como es imposible que haga soleado 2 dias esta es la misma probabilidad
que la probabilidad de primera pasada:

Pero para calcularlo con mayor facilidad usaremos la Proposicion 3.20:

Como sabemos que Xo = S, v = (1,0,0), solo falta ver el valor de M?:

0,25 0,375 0,375
M? = [0,1875 04375 0,375
0,1875 0,375 0,4375

Por tanto:
Y M? = (0,25;0,375; 0,375).

De donde facilmente vemos que:

P(X,=8) =+ =0,25.
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2. Usando el mismo procedimiento:
P(X3=L|Xo=8) =+,

Calculamos M3:
0,1875 0,40625  0,40625

M3 =10,203125 0,40625 0,390625
0,203125 0,390625 0,40625

Por tanto:
’y/\/lg = (0,1875; 0,40625; 0,40625).

De donde facilmente vemos que:
P(X3=L) =Y = 0,40625.
(1)

3. Tarde o temprano se volvera al estado de nieve, ya que p, > 0 para todo estado i,
de hecho se volverd varias veces, por tanto:

PNN :P(TN < OO|X() :N) =1.

Ejemplo 3.34. Supongamos que estamos haciendo un estudio sobre la fidelidad de un
usuario sobre ciertas marcas. Supongamos que tenemos tres marcas A, B y C. Ahora
supongamos que el 90 % de los usuarios que de la marca A se mantienen fieles a la misma
y que el 10 % restante se pasa a la marca B mientras que a ninguno le interesa la marca
C. El 50 % de los usuarios de la marca B se acaba pasando a la marca A mientras que
el resto se mantiene fiel a la marca. Por ltimo, los usuarios de la marca C no parecen
muy contentos con la marca, ya que solo el 10% de sus usuarios se mantiene fiel a la
marca mientras que el resto se cambian a la marca A o la B con la misma probabilidad.
Queremos saber:

1. ;Cual es la probabilidad de que un usuario de la Marca A acabe consumiendo la
marca C?

2. jCual es la probabilidad de que un usuario de la Marca C acabe consumiendo la
marca A? Es la misma probabilidad de que acabe consumiendo la marca B?

3. {Cudl es la probabilidad de retorno de la Marca C?

4. Suponiendo que la variable tiempo n esta en anos, es decir, que el cliente valora
cambiarse de forma anual. ;Cudl es la probabilidad de que un usuario de la Marca
A consuma esta marca por lo menos durante 5 afos? y la de que un usuario de la
marca C la consuma por lo menos durante 3 anos?

En este caso nuestro espacio de estados es:
E={AB,C},

La matriz de transicién asociada es:

A B C
A 00 01 0
B 0,5 0,5 0
c \0,45 0,45 0,1
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1. La probabilidad que pide el enunciado es pac = (T < 00| Xg = A) pero como C no
es accesible desde A pac = 0.

2. Ahora se nos pide
PCA = (TA < OO’X() = C)

Una vez salgamos del estado C jamas volveremos a este ya que la probabilidad de pasar
tanto de A como B a C es nula. Entonces una vez salgamos de C el usuario se movera
entre A y B siguiendo las probabilidades de la matriz y tarde o temprano cambiara de la
una a la otra ya que ningua probabilidad entre A y B es nula. Por tanto

pca = 1.
Siguiendo el mismo argumento vemos que pop = poa = 1.

3. La probabilidad de retorno a C poc = (T < oo|Xg = C) = 0,1 ya que la dnica
manera de volver a C es desde el propio C en el primer paso con probabilidad 0,1.

4. La probabilidad de que un usuario de la Marca A la consuma por lo menos 5 anos
es
P(Na > 5|Xo = A) = paapisa = 1,

ya que paa = 1 siguiendo la misma logica que en la respuesta 2.

La probabilidad de que un usuario de la Marca C la consuma por lo menos 3 anos es
P(N¢ > 5|Xo = C) = pccpge = 0,001,

ya que como hemos visto en la respuesta 3 pcc = 0, 1.

17



4. Clasificacion de los estados

Sea CM H (v, M) con conjunto de estados E, estos se pueden clasificar. El objetivo de
esta seccién es estudiar la clasificacién de estados para posteriormente poder estudiar la
de las cadenas.

Definicion 4.1. Un estado j se dice accesible desde el estado i si y sélo si para algin n

entero positivo:

pgl) > 0.

En otras palabras, es posible viajar del estado i al estado j con una probabilidad no nula
en m pasos.

Notacion 4.2. En el caso en que tanto j es accesible desde i como i es accesible desde j
se dice que i y j se comunican. En tal caso usaremos la siguiente notacion:

14— 7.
Observacién 4.3. La comunicacién, <—, es una relacion de equivalencia.

Ejemplo 4.4. Veamos un ejemplo de accesibilidad y comunicacion:

A A

A B ©

B y C se comunican. En cambio, A no es accesible desde B ni desde C, pero ambos
son accesibles desde A.

La comunicacién genera una particién disjunta del conjunto de estados en clases de
equivalencia. Los elementos de una clase son los que se comunican entre si. Si tenemos
dos clases es posible que un elemento de una sea accesible desde la otra, en cambio, es
imposible que se comuniquen ya que si se comunicaran pertenecerian a la misma clase y
las clases son disjuntas.

Definicion 4.5. Sea C una clase y i € C. Se dice que C es cerrada si todo elemento j
accesible desde i pertenece a C.

Definicion 4.6. Un estado i es absorbente cuando una vez que se entra en él no se
puede salir, es decir, si para todo estado j tal que i # j:

pii = 1.
pij = 0.

Definicion 4.7. Un estado i es esencial si verifica que todo estado accesible desde i se
comunica con i.
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Teorema 4.8. Un estado no esencial no puede ser accesible desde un estado esencial,
por lo tanto, la esencialidad es una propiedad de clase.

Demostracién. Sea i un estado esencial que se comunica con un estado cualquiera j. Es
suficiente con probar que j es esencial. Si k es accesible desde j, por la esencialidad de i, i
es accesible desde k, como i se comunica con j, j se comunica con k. Por tanto j es esencial.

O

Antes de pasar al siguiente tipo de estado veamos una notacién que nos sera de utilidad.

Notacién 4.9. n | m denota que m es divisor de n mientras que ntm denota que m no
es divisor de n.

Definicion 4.10. Un estado i es periddico si verifica que:

pé?) =0 para ntt.

pl(»?)#OpamnH.

Siendo t un numero entero mayor que 1.
En el caso de la definicion anterior usaremos la siguiente notacion:
i es peridédico de periodo t.

Si para un estado no existe t entonces diremos que el estado es aperiddico.

Proposicion 4.11. Si el estado i tiene periodo t y j se comunica con i, entonces j tiene
periodo t, es decir, la periodicidad es una propiedad de clase.

Demostracién. Supongamos que i tiene periodicidad d y j tiene periodicidad t, con
d # t.Entonces:

p‘g?) =0 para nf{t.

pg-?) # 0 para n | t.

pgl) =0 paranfd.

pgl) # 0 paran | d.

(n) _

Podemos suponer que d > ¢ sin perdida de generalidad. Entonces, es imposible que p;;

0 para n 1 d con Pg‘?) # O paran | tsiiy jsecomunican, ya que pg-?) # 0 implica que

Pl # 0.
Por tanto queda demostrado por contradicciéon que la periodicidad es una propiedad de
clase.

O
Observaciéon 4.12. Fijemonos en que no tiene sentido el periodo para estados no esen-

ciales. Si no hay probabilidad positiva de volver al estado, este no puede tener un periodo.
Por tanto, solo se estudiard la periodicidad de un estado si este es esencial.
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Ejemplo 4.13. Veamos un ejemplo de estado peridédico:

A, B y C son periédicos de periodo 3. En este ejemplo, como solo hay una clase, si un
estado era peridédico todos tenian que serlo.

4.1. Recurrencia y transitoriedad.

Ahora veremos 2 tipos de estados opuestos, los recurrentes y los transitorios, los cuales
nos indicaran diversas propiedades de la cadena.

Definicion 4.14. Un estado i es recurrente si verifica que:
P(X,, =i para infinitos n | Xg =1i) = 1.
Una explicacion mds intuitiva es que siempre se vuelve a un estado recurrente.

Ejemplo 4.15. Veamos un ejemplo de estado recurrente: B y C son recurrentes. En
/\A /\A
e~

cambio A no es recurrente.
Observacién 4.16. Evidentemente, un estado absorbente siempre es recurrente.

Proposicion 4.17. Para cualquier estado i, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. El estado i es recurrente.
2. El nimero de veces que se vuelve a i es casi sequramente infinito, es decir:

P(N; = 00| Xg =1i) =1, o equivalente P(N; < co|Xo =1) = 0.

3. La esperanza del niumero de veces que se vuelve a i es infinita, es decir:

E[NZ’XO = Z] = o0

4. Se verifica que:

ifi(in) =L
n=1
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Demostracién. Veremos las implicaciones individualmente hasta queden demostradas
las equivalencias:
12

i es recurrente. <= p;; = 1 <= P(N; = 00| Xy =1i) = 1.

l=3,comol = py=1:

x o
m=1 m=1
3=—=1
E[N;| Xo =] = 1%”4 =00 = p;; = 1 = 1 es recurrente.
4<—1
pii = P(X,, =i para algin n > 1| Xy = 1)
= P(|J{Xn =i} X0 =)
n>1
o
— ZP(X" =i, Xp1 #4,..., X1 # 1| X = 1)
n=1
o
=S A
k43 °
n=1
Por tanto,

o0
> fi(in) =1<= p;; = 1 <= i es recurrente.

n=1

Corolario 4.18. Un estado i es recurrente si y solo si:

f:pgf) = iP(Xn = i|Xo = i) = .
n=1

n=1

Demostracién. Para todo i recurrente:

00 = E[N;|Xo = i] = E[Y_1{x,—|Xo =]
n=1

= Ellix,—ylXo =] =) _P(X, = i[Xo = ).
n=1

n=1

o0
Supongamos ahora que Y P(X,, = i|X¢ = i) = co. Entonces, E[V;| X = i] = oo lo que
n=1

implica que i es recurrente.
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Corolario 4.19. Sea j un estado recurrente. Entonces todo estado i que se comunique
con j es también un estado recurrente.

Demostracion. Como ¢ «— j, existen a > 1y b > 1 tales que:
P(X, =j|Xo=1) >0y también P(X;, =i| Xy =j) > 0.

Entonces:

Y P(Xp =i|Xo =) > P(Xa = j|Xo = i) P(X, = i| Xo = j)x
n=a-+b

oo
x Y P(Xp—ab=jlXo =)
n=a+b
(o)
= P(Xq = j|Xo = i)P(Xp = i| Xo = /) >_P(Xn = j|Xo = j)
n=0
= 00
Lo que demuestra que el estado i es recurrente si suponemos que j lo es y usamos el
colorario 3.10.

O
Teorema 4.20. Sea {X,, : n > 1} una cadena de Markov homogénea:
Si pii = P(T; < oo|Xg = i) = 1, entonces i es un estado recurrente y se verifica la
tqualdad:
S -
Dii :
n>1

Demostraciéon. Supondremos que p; = 1. Aplicando el Lema 3.32 y la propiedad de
continuidad secuencial de la probabilidad:

P(N; = 0| Xy =1) = lim P(N; > r|Xo=1) = lim P(N; > r+1|Xo =1)
T—00

r—00

= lmp = lim1=1

T—00 T—00

Con esto queda probado que el nimero de veces que la cadena se encuentra en el estado i es
infinito o, equivalentemente, que i es recurente. Veamos ahora que se verifica la igualdad:

Soi =S P(X, = i Xo = i) = E(Ni|Xo = i) = 00

n>1 n>1

Definicion 4.21. Un estado i es transitorio si verifica que:
P(X,, =1 para infinitos n | Xo =1i) = 0.

Una explicacion mds intuitiva es que a partir de cierto momento jamds se vuelve a un
estado transitorio.

Observacion 4.22. Un estado i no puede ser transitorio y recurrente. De hecho, se puede
definir el estado transitorio como aquel que no es recurrente.
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Ejemplo 4.23. Veamos un ejemplo de estado transitorio:

A A

A B C

e

A es transitorio. B y C no lo son ya que como vimos en el Ejemplo 4.15 eran recurrentes.

Proposicion 4.24. Para cualquier estado i, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. El estado i es transitorio.
2. El numero de veces que se vuelve a i es casi sequramente finito, es decir:
P(N; = 00| Xo =1) =0, o equivalente P(N; < oo|Xo =1) = 1.
3. La esperanza del nidmero de veces que se vuelve a i es finita, es decir:
E[N;| Xo =i] < o0
4. Se verifica que:

i fi(i”) < 1.
n=1

Demostracién. Esta proposicién es una consecuencia directa de la Proposiciéon 4.17 y
de la Observacion 4.22.

Corolario 4.25. Un estado i es transitorio si y solo si:

o
> P(X, =i|Xo =1i) < co.

n=1

Demostracion. Para todo i transitorio:

oo > ]E[NZ’XO = Z] = ]E[Z]an:i’XO = Z] = ZEHXW:AXO = ’l] = ZP(Xn = Z"Xo = Z)
n=1 n=1

n=1

oo
Supongamos ahora que > P(X, = i|Xp = i) < oco. Entonces, E[N;| Xy = i] < oo lo
n=1

que implica que i es transitorio.

O

Corolario 4.26. Sea j un estado transitorio. Entonces todo estado i que se comunique
con j es también un estado transitorio.
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Demostracién. Si suponemos que esta afirmacion es falsa, entonces por la Observacion
4.22 el estado i seria recurrente, pero esto contradice el corolario 4.19.

O
Teorema 4.27. Sea {X,, : n > 1} una cadena de Mdrkov homogénea:
Si pii = P(T; < 00| Xo =1) < 1, entonces i es un transitorio y se verifica la igualdad:
S ol < oo,
n>1
Demostracién. Es consecuencia directa del Teorema 4.20 y la Observacion 4.22.
O

Teorema 4.28. Los elementos de una clase C son todos transitorios o todos recurrentes.

Demostracion. Es consecuencia directa de los Corolarios 4.19 y 4.26.

O

Diremos que una clase es transitoria o recurrente en funcién de la clasificacién de sus
elementos.

Teorema 4.29. Sea {X,;n > 0} una cadena de Mdarkov con un nimero de estados finito.
Entonces {Xn;n > 0} tiene al menos un estado recurrente.

Demostracién. Viendo que:
E[N;|Xo = i] = (1= pjj)pi _m(pfy ) = TR
oy’ Pl

Sean iy j dos estados. Supongamos que j es transitorio, entonces pj; < 1y por la propo-
sicién 3.15:

E[N;|Xo =i] =Y P(Xy = j|Xo = i) < 00
n=1

lo que implica que:
lim P(X,, =j|Xo=1)=0
n—oo

para cualquier j estado transitorio. En el caso en el que todos los estados sean transitorios,
como hay finitos estados, por la ley de las probabilidades totales, tenemos que:

0= lim P(X, = j|Xo=i) = lim Y P(X, = jlXo=i) = lim 1 =1

- - n—00
J J

lo que es una contradiccion. Por tanto, es imposible que todos los estados sean transitorios,
lo que implica que al menos hay uno de recurrente.

O

Teorema 4.30. Un estado transitorio no puede ser accesible desde un estado recurrente.
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Demostraciéon. ¢ — j implica que existe n verificando que ng) > 0. Como i es recu-

rrente, la cadena vuelve a i infinitas veces. Como cada vez que la cadena se encuentra en
. n ’ . .
el estado i tenemos que pgj) > 0, la cadena se encontrara un numero infinito de veces en

el estado j o, equivalentemente, j es recurrente.

Teorema 4.31. Toda clase C recurrente es cerrada.

Demostracién. Supongamos que existe C recurrente pero no cerrada. Como C es no
cerrada, existe i € C' que se comunica con un estado j ¢ C'. i es recurrente lo que, por el
teorema anterior, fuerza a que j sea recurrente lo que contradice que j ¢ C.

Teorema 4.32. Toda clase C finita y cerrada es recurrente.

Demostracién. C finita y cerrada implica que no se puede salir de la clase. Si C fuera
transitoria, tendriamos que sus elementos se visitan un nimero finito de veces, pero como
tenemos un nimero finito de elementos, entonces habria que salir forzosamente de la clase.
Por tanto C es recurrente.

O

Observacién 4.33. En el caso finito que un estado sea recurrente es equivalente a que
sea esencial. Esto no es necesariamente cierto para cadenas infinitas.

Veremos ahora un ejemplo infinito en el que hay una sola clase, la cual es cerrada y
transitoria. El objetivo de este ejemplo es mostrar que para clases infinitas no es cierto
que si es cerrada es recurrente. También observaremos que los estados de la clase son
esenciales, probando que en el infinito si existen los estados esenciales y transitorios.

Ejemplo 4.34. Supongamos que tenemos una cadena de Mdarkov infinita {X,, : n > 0},
la cual verifica que para todo i:

f«)(1=:i4*1LXb :iﬂ =
P(X1=i—1|Xo =) =

Llamaremos a pasar del estado ¢ al i+ 1 moverse a la derecha y pasar de ¢ a ¢ — 1 moverse
a la izquierda. Como la probabilidad de moverse a la izquierda es superior a la de moverse
a la derecha, la cadena tiende a ir cada vez més a la izquierda, por tanto, sus estados son
transitorios. Como todos los estados estan conectados, ya que aunque la cadena tiende a
la izquierda hay probabilidad positiva de acceder a todos los estados de la derecha, hay
una unica clase y todos los estados son esenciales.

Este ejemplo es un paseo aleatorio con valores en Z.

4.2. Tipos de recurrencia

Para todo estado recurrente i, llamaremos tiempo medio de recurrencia de i a

pili) = E(T|Xo = i) = Y nP(T; = n|Xo=1i) = Y nf".
n=1 n=1
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Observacion 4.35. El tiempo medio de recurrencia no tiene sentido para estados tran-
sitorios, ya que estos se visitan un nimero finito de veces.

Entonces podemos clasificar los estados recurrentes en funcién de su tiempo medio de
recurrencia.

Definicion 4.36. Sea i un estado recurrente. Diremos que es:
= recurrente positivo, si su tiempo medio de recurrencia es finito, es decir, si
MZ(Z) = E(E|XO = Z) < 00
= recurrente nulo, si su tiempo medio de recurrencia es infinito, es decir, si
pi(t) = E(T;]|Xo = i) = o0

Teorema 4.37. Sea {X, : n > 0} una cadena de Mdrkov con conjunto de estados E
finito. Entonces, todos los estados recurrentes pertenecientes a E son estados recurrentes
Positivos.

Demostracion. Como E es finito en realidad

pii) = B(IXo =) = Y nfi) =S nP(Xy =i, X1 # 6, Xng # iy X1 # 1] X0 = 1)
n=1

n=1
k
= nP(Xp =i, Xn 1 #1, Xn o #i...,X1 #|Xg =1) < 00
n=1
donde k=#E.

O

Observacion 4.38. Cuando trabajemos con conjuntos de estados finitos no hard falta
especificar el tipo de recurrencia, ya que esta serd siempre positiva.

Con todo esto podemos introducir la nocién de otro tipo de estado.

Definicion 4.39. Un estado recurrente se dice que es ergddico si es recurrente positivo
y aperiodico.

Por tanto, en el caso finito solo hace falta que sea recurrente y aperiddico.

26



5. Clasificacion de cadenas

En esta seccion se clasificardn las cadenas en diversos grupos en funcién de las propie-
dades de sus estados.

Definicion 5.1. Una cadena es irreducible si todos sus estados son alcanzables desde
cualquier otro en un numero finito de pasos. FEsta condicion es equivalente a que cualquier
estado j es alcanzable desde otro estado i. En caso contrario decimos que es reducible.

Ejemplo 5.2. La matriz de transicién

0,2 0,3 0,5
0,3 0,3 0,4
0,1 0,2 0,7

es irreducible ya que de hecho todos sus estados son alcanzables desde cualquier otro en
un unico paso.

Ejemplo 5.3. La matriz de transicién

0,3 0,2 0,5
0 0,6 0,4
0 0,3 0,7

es reducible ya que de hecho su primer estado no es alcanzable desde ningin otro.

Definicion 5.4. Decimos que una cadena es recurrente si todos sus estados son recu-
rrentes.

Teorema 5.5. Toda cadena finita y irreducible es recurrente.

Demostraciéon. Al ser la cadena finita, por el Teorema 4.29, tiene al menos un estado
recurrente. Como es irreducible, todos sus estados son alcanzables por cualquier otro en
un numero finito de pasos, pero como por el Teorema 4.30 un estado transitorio no puede
ser accesible desde uno recurrente, obtenemos que todos los estados son recurrentes.

O

(n)

Definicién 5.6. Sean i,j € N. Una matriz A = [a;;] se dice que es positiva si a;;0 >0

para todos los 1,j.

Definicion 5.7. Una matriz de transicion M se dice que es regqular si existe un ndmero
entero N tal que MY es positivo.

Notacion 5.8. Una cadena con matriz de transicion reqular se llama cadena regular.

Una cadena regular evidentemente es irreducible. El caso contrario no tiene por qué
ser necesariamente cierto.

Definicion 5.9. Decimos que una cadena es ergodica si todos sus estados son ergddicos.

Definicion 5.10. Decimos que una cadena es periédica si todos sus estados son periddi-
cos. De igual forma decimos que es aperiddica si todos sus estados lo son.

Observacién 5.11. Las cadenas periddicas son irreducibles.
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5.1. Metodo de clasificacion

El siguiente objetivo es encontrar un método para clasificar facilmente las cadenas.
Para cumplir esa meta, estudiaremos el comportamiento de la cadena a largo plazo. Por
norma general, las cadenas de Markov no suelen tender a un tinico estado, peré si podemos
pensar que, en general, cuando n — oo, la probabilidad de estar en un estado i es
independiente del estado inicial y se conoce como probabilidad de estado estable m;, es
decir, la distribucién de la cadena se estabiliza. Entonces, usando la Proposicién 3.20 nos
basta calcular M", con n suficientemente grande, para saber el comportamiento de los
estados y obtener una clasificacién de la matriz.

5.1.1. Distribuciones invariantes

Para estudiar el comportamiento a largo plazo de la cadena estudiaremos el concepto
de distribucién invariante y veremos que la distribuciéon que estabiliza la cadena es Unica
y invariante.

Definicion 5.12. Una distribucion de probabilidad en el conjunto de estados E es cual-
quier familia ™ con valores en [0,1] tal que:

Z?TZ' =1.

icFE
A continuacién estudiaremos la distribucién de la matriz cuando n tiende a infinito.

Definicién 5.13. Una cadena de Mdrkov {X,, : n > 0} se dice que admite una distribu-
cion de probabilidad limite si satisface que existe

lim P(X, = j|Xo = i), (5.1)

Vi, j estados de la cadena y ademds forma una probabilidad de distribucion en el conjuto
de estados E, es decir:
lim P(X,, =j|Xo=14) =1 (5.2)
n— o0
JjeEE

La ecuacion 4.2 se cumple siempre que exista el limite 4.1 y el conjunto de estados E
sea finito.

Observacién 5.14. Fijemonos en que P(X,, = j|X¢=1) = pgl).
Proposicién 5.15. Una cadena de Markov {X,, : n > 0} con conjunto de estados finito
E y matriz de transicion regular, admite una distribucion de probabilidad limite m =

(73)i=0,1,...#E definida por:

7 = lim P(X, = j|Xo = i) = lfm p{"

n—0o0 n—oo W

La demostracion nos la saltaremos ya que esto mismo lo veremos en la demostracién
del Teorema 5.25.

Proposicién 5.16. Sea {X,, : n > 0} una cadena de Mdrkov con un estado transitorio
j. Entonces Vi € E:
lim P(X,, = j|Xo=1) =0.

n—oo
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Demostraciéon. Como j es transitorio, la probabilidad de retorno de j, p;j, en tiempo
finito es menor estricta que 1 por definicién. Entonces:
Xo= z]

Zl{Xn:j}
n=1

=Y E[lix,—;31X0 =]

E[N;|Xo=i]=E

n=1
oo
=Y P(X, = j|Xo =1
n=1
L= pjj

La convergencia de la serie implica que su término general tiende a 0, es decir:
lim P(X,, = j|Xo=14) =0.
n—oo

Como esto se verifica para todo ¢ € F, ya hemos demostrado la proposicion.

O

Proposicién 5.17. Sea {X,, : n > 0} una cadena de Mdrkov con un estado recurrente j.
Entonces Vi € E:
lim P(X,, = j|Xo =1) > 0.

n—oo

Demostracién. Es una consecuencia inmediata de la proposiciéon anterior y de la Ob-
servacién 4.22.

O

Una medida sobre el conjunto E es un vector {v, : € E} tal que 0 < ~, < oo,

para todo x. Cuando esta es finita, »_ 7, < 00, esta se puede normalizar y de esta forma
zeE

Ve
,x € E|.
(Z% )

Una medida ~ se dice invariante, respecto a la matriz M cuando

obtener una probabilidad en E:

IM =1,

0 equivalentemente:

Z’YyMyac = Yz, rxe k.

yekr

Diremos que una medida ~ es estrictamente positiva si v, > 0, para toda x € E.

Definicion 5.18. Sea M una matriz de transicion y v una distribucion de probabilidad
sobre el conjunto de estados E. v es una distribucion invariante para M si se cumple que:

v=vM
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Iterando la expresién de la definicién se obtiene que v = v M" para toda n > 1.
Entonces usando la Proposicion 3.20 donde vimos que:

P(X, = k) =" = (M),

Podemos determinar que si tenemos una C M H (y, M) donde la distribucién inicial es
invariante para M, se obtiene que

P(Xo = k) =2 = (YM") =

y entonces, X,, tiene una distribucién constante. De este resultado se deduce el siguiente
teorema:

Teorema 5.19. Sea {X,, : n > 0} una CMH (v, M) con v distribucion invariante para
M. Entonces, {Xpim :n >0}, conm > 1 es una CMH (v, M).

Nos falta comprobar la existencia de las distribuciones invariantes.

Teorema 5.20. Toda cadena de Mdrkov homogénea con un conjunto de estados finitos y
matriz de transicion M, tiene al menos una distribucion invariante.

Demostracién. Sea v = (vi,...,vgg) una probabilidad sobre el conjunto de estados E

verificando que v; € [0,1] y > v; = 1. Entonces para cualquier n > 1 se define
1€l

n—1
1
0 = L3k,
v nk:ou./\/l

>0, Vi € E. Si vemos que Y Vi(n) = 1, entonces v(™ es una proba-
i€eR

Evidentemente, 1/@-(")

bilidad sobre E. Entonces como

. 1 n—1 1n—l 1n—1 1n—1
S = 2SS = s s < 1, -

IS 1€EEk=0j€E k=0jeF S k=0jelr

tenemos que (™ es una probabilidad sobre E. Como el conjunto de probabilidades so-
bre E es un conjunto cerrado y acotado de [0, 1]#E , existe, por el Teorema de Bolzano-
Weierstrass, una subsucesion que converge débilmente a un elemento del mismo conjunto.
Equivalentemente, existe una probabilidad v sobre E tal que para alguna subsucesién
{v" }1>1 se cumple que

) sy

k—o0
Por tanto,
1 nkfl nkfl 1
V(nk) — V(nk)M = ; Z vMp, — Z VMm-‘rl = ;(V - VMnk)
k k
m=0 m=0

Haciendo tender k a oo y sabiendo que {v — vM,, }i>1 es una sucesién acotada:

1
v—vM= lim —(v—-vM,,)=0.

k—oo N

Con lo que queda demostrado que v es una distribucién invariante.
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O

Teorema 5.21. Sea E un conjunto de estados finito. Supongamos que para algin i € E
se cumple que

pgl) =2 Vs Vje k.

Entonces, v = {v; : j € E} es una distribucion invariante para M.

Demostracién. Por hipétesis sabemos que

Ademsis como E es finito:
. (n) _
Dy = lm oyl = lim 3 p =
JEE JEE JEE
Por tanto v es una distribucion sobre E. Falta ver la invarianza:
7}1_)11;0 Py = lm Zp ik Pk = Z lim pm pkg kapkj.
keE kzeE keE

lo que evidentemente implica que v = v M.

5.1.2. Ergodicidad y estado estable

Acabamos de ver la existencia de distribuciones invariantes para cadenas de Markov
homogéneas con conjunto de estados finito. En este apartado buscamos demostrar que
esta es Unica y como determinarla.

Definicion 5.22. Una cadena de Markov homogénea es ergddica si Vi € E existe el limite

(n)
= Mgl

este es independiente de i y define una distribucion no degenerada sobre E.
Observacién 5.23. Esta definicién es equivalente a la que ya dimos de cadena ergddica.

Proposicion 5.24. Si el conjunto de estados E es finito, la distribucion definida por la
definicion anterior es invariante.

Demostracion. Es consecuencia directa del Teorema 5.21.

Teorema 5.25. Sea {X,, : n > 0} una CMH(y, M) con conjunto de estados finito E.
La matriz de transicion de la cadena es reqular si, y solo si, la cadena es ergddica.

Demostracién. Primero supondremos que la cadena es regular y demostraremos que

entonces es ergddica. Veamos que existe v = (v;) jcp verificando que Vi € E, lim pz(;b) = vj.
n—oo

Para n > 1, usaremos la siguiente notacién:
(n) _ s (1)
My =i
(n) _ o (1)

m;’ =min p..".
J icE ~ Y
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Usando la equacién de Champman-Kolmogorov:

(n+1) _ _ « () ( g oarn)
M; = %Zm Pij = I}lea,;(szij = M;™.
ker keFE

De forma similar:

n+1 ; n . n n
™ = min pi ol > mind pn” = m”.
keE kelE

Entonces, tenemos que {M }n>1 es una sucesion decreciente acotada inferiormente y
{m }n>1 es una sucesién creciente acotada superiormente. Como ambas son sucesio-
nes acotadas, podemos afirmar que existe su limite el cual escribiremos como M; y m;
respectivamente. Si vemos que para j € E se verifica que

‘ (n) (n)y —
lim (M7 —m; ") =0

n—oo
obtendremos que M; = m,, pero por definicién M; > pZ(;L) > m; y si hacemos que n tienda
a infinito, entonces

con v = M; =m;j, para j € E.

Veamos entonces que se verifica la igualdad. A causa de la regularidad, existe un entero

m > 1 tal que min ,E;n) > 0. Llamaremos a este valor y. Usando la equacién de Chapman-
1,]€

Kolmogorov:

m—+n m m n n n n
P = e = S0 — ety + >l nly
keE kEE keE

=N — Sl + .

keE

Como por definicién se verifica que p < pl(,zn) y p%) < 1, claramente, pgzn) — Mp%) > 0.

Por tanto:

P = N = up) + up = (1=

keE

Aplicando méaximos a la expresion que acabamos de obtener llegamos a:

De igual manera, pero aplicando minimos:

m§m+n) > m§n)(1 'u) + MpEZn)'

Entonces:

(m+n) (m+n) (n) (n)
M; —m; <SA=p;7 —m;7) — 0.

Iterando y gracias a que 0 < p < 1:

M; —m; <Q-pi M7 —my7) — 0.



Por tanto, existe una subsucesion {nj}y>; cumpliendo que:

lim (M,"™) —m{"™)) = 0.

n—oo

)

.z n n 3 . .
Pero como la sucesién {M J( — mg )}nzl es mondtona decreciente se llega a la expresion
deseada:

lim (M](n) - m(n)) =0.

n—00 J

Para concluir, falta ver que v es una distribucién no degenerada sobre E. Como hemos

(n)
Sory = > v

visto que lim p,
n—oo
jekE jeE

= Vj:

Con >’ pg?) =1, por lo que ) v; = 1. También sabemos que Vn > m, se cumple que
JEE JEE
(

mg.") > mjm) > p > 0, por tanto:

10 (n)
V]—T}Ln;omj > u>0.
Entonces, v es una distribucién no degenerada sobre E. Como E es finito, v es invariante.
Por tanto ya hemos demostrado la primera implicacién.

Suponiendo ahora que la cadena es ergédica demostraremos la regularidad.

Vi € FE, se cumple que lim p(@) = v; > 0, entonces para cualquier j € E existe n;
n—oo Y J J

(") > 0. En particular, min P
K3

entero verificando que para todo n > n;, tenemos que Dij i
€E

Entonces, sea ng = max(ni, ..., n4g):
. (no)
min p:."" >0
iep Di ’

Vj € E. Por tanto, M es regular.

O

El siguiente objetivo es ver que la distribucién limite es invariante y, para cadenas
regulares, tnica.

Proposicion 5.26. Supongamos E es un conjunto de estados finito y que la distribucion
limite:

@) . g . .
T = nlglgoP(Xn = j|Xo =1)

existe para todos los 1,7 € E. Sea

R I}
lm M™ = m) o omY e Ty
n—00 : ; . :
FE) D) W;%%E)
Entonces, para todo estado i, el vector m() := (W](i))jeE es una distribucion invariante

para M.
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Demostracién. Sean ¢, j dos estados de E:
7 = lim P(X, = j|Xo = i)
= nlgglop(X"H =j|Xo =1)
= lim Y P(Xp+1=j|Xn =0)P(X,, =1|Xo=1)

n—o0
leE

1 . .
= Sl J P =150 =
leE
_ (4), (1)
=> 7'y
leE
Donde hemos podido intercambiar la posicion del limite y el sumatorio gracias a que E
es finito. Por tanto:
7@ = 7O pq,

o equivalentemente, 7(9 es una distribucién invariante de M para cualquier i de E.

O

Proposicién 5.27. Supongamos que tenemos {X,;n > 0} una CMH (v, M) regular con
conjunto de estados E finito. Entonces, la distribucién invariante 7 es dnica.

Demostracién. Usando el Teorema 5.25, como E es finito entonces que la cadena sea re-
gular es equivalente a que esta es ergddica y, por tanto, define una distribucién invariante.
Dicho esto, supongamos que existe una distribucién invariante w = (wj);jer diferente de
7. Al ser invariante cumple que

w=wM",

w]' = szpl(;l) .

el

o equivalentemente que Vj € E

Si hacemos tender n a infinito y gracias a que E es finito:
o N NN (. () (1)
wj = Zwlnh_{%opij = Zwm =m0
icE icE
Por lo que 7 es tnica.

O

Observacién 5.28. Como hemos visto que 7 es dnica, para cualesquiera 1, 7 estados,
7 = 70). Debido a esto pasaremos a denotarla simplemente 7.

Definicion 5.29. Nombramos sucesion de transicion a la sucesion de las M™, es decir,
a {M,, : n > 1} verificando que:
M, = M™.

Definicién 5.30. Diremos que {M,, : n > 1} ha llegado a su estado estable cuando
M, = M, _1. En este caso M™ serd la matriz estable y tendrd la siguiente forma:

ﬂ'o 7'('1 .. 7Tn

7'('0 T “ee 7T’Vl
M" =

7'['0 7'('1 ... 7Tn
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Cuando llegamos a un estado estable, M™ nos da toda la informacién necesaria sobre
los estados de la cadena.

Teorema 5.31. Sea M™ la matriz estable de una cadena de Mdrkov homogénea. Para
todo i perteneciente al conjunto de estados, se verifica que:

1. Sim; >0, el estado es recurrente.

2. Sim =0, el estado transitorio.

Demostracion. Evidentemente,

1. Es consecuencia directa de la Proposicién 5.17.

2. Es consecuencia directa de la Proposicién 5.16.

O

Observemos que gracias a este teorema es muy facil ver si una cadena de Markov ho-
mogénea aperiédica es recurrente, transitoria, irreducible, reducible, regular y/o ergédica.
Veamos rapidamente como:

1. Si m; > 0, para todos los estados i de la cadena, entonces la cadena es recurrente,
irreducible, regular y ergédica.

2. Si m; = 0, para todos los estados i de la cadena, entonces la cadena es transitoria.
Este escenario no es posible ya que la suma de todos los 7; tiene que dar 1.

3. Si para algin j estado de la cadena se verifica que m; = 0, entonces la cadena es
reducible.

Falta ver que ocurre en el caso en que la cadena sea periddica.

Teorema 5.32. Sea {X,, : n > 0} una CMH(y, M) con conjunto de estados finito E y
periodo t > 2, el limite
lim M"™

n—o0

converge a un estado estable.

Demostracién. Toda cadena periddica, por la propia definicién, también es recurrente.
Entonces, M! en realidad es la matriz de transicién de una cadena recurrente y aperiédica,
o equivalentemente, ergédica. Por tanto, por el Teorema 5.25 también es regular lo que
como hemos visto implica que el limite

lim M™

n—oo

converge a un estado estable.
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Por tanto, en terminos de M, la cadena es periddica si verifica que a partir de un
cierto estado k, para cualquier n > k

M, = M,,,conm=n—t

donde t es el periodo del estado.

Entonces, ya podemos clasificar todos los estados de una cadena usando tdnicamente
su matriz de transicién. Veamos unos cuantos ejemplos en los cuales utilizaremos hasta 3
cifras decimales.

Ejemplo 5.33. Sea
0,2 0,5 0,3
M=10,6 0,2 0,2
0,3 0,4 0,3

la matriz de transicién de una cadena de Markov homogénea. Calcularemos la sucesion
de las M,,:

0,43 0,32 0,25 0,353 0,379 0,268
Mo=1{0,3 0,42 0,28 Mz = 10,396 0,346 0,258
0,39 0,35 0,26 0,366 0,369 0,265
0,378 0,359 0,262 0,370 0,366 0,264
My= 10,364 0,370 0,265 Ms=10,375 0,362 0,263
0,374 0,362 0,263 0,371 0,365 0,264
0,373 0,364 0,263 0,372 0,365 0,264
Mg = 10,371 0,365 0,264 Mz = 10,372 0,364 0,263
0,372 0,364 0,263 0,372 0,364 0,264
0,372 0,364 0,264 0,372 0,364 0,264
Ms= 10,372 0,364 0,264 Mo = 10,372 0,364 0,264
0,372 0,364 0,264 0,372 0,364 0,264

Como Mg = My hemos llegado al estado estable. Como todos los valores de la matriz
son estrictamente positivos, concluimos que la cadena es irreducible, recurrente, regular
y ergddica.

Ejemplo 5.34. Sea

0,2 0,5 0,3
M=|0 06 04
0 0,8 0,2

la matriz de transicién de una cadena de Markov homogénea. Calcularemos la sucesion
de las M,,:

0,04 0,64 0,32 0,008 0,66 0,332

My=1| 0 0,68 0,32 Ms=1| 0 0,664 0,336
0 0,64 0,36 0 0,672 0,328

0,002 0,666 0,332 0 0,666 0,333

Mys=| 0 0,68 0,332 Ms=10 0,667 0,333
0 0,666 0,334 0 0,667 0,333
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0 0,667 0,333 0 0,667 0,333
M= 10 0,667 0,333 Mz;=1{0 0,667 0,333
0 0,667 0,333 0 0,667 0,333

Como Mg = M7 hemos llegado al estado estable. Como todos los valores de la primera
columna de la matriz son 0 tenemos que el primer estado es transitorio y por tanto que
la matriz es reducible.

Ejemplo 5.35. Sea
0 01
M=11 0 0
010

la matriz de transicion de una cadena de Markov homogénea. Calcularemos la sucesion
de las M,,:

010 1 0 0
Moa=10 0 1 Ms=(0 1 0
1 00 0 01

0 01
My=11 0 0
0 10
Como M4 = M la cadena es periddica. Al ser periddica también es recurrente e irreducible.

A la hora de clasificar cadenas infinitas no es tan sencillo como mirar su matriz de
transicion ya que aunque esta se pueda expresar de forma coherente, esta serd infinita y
no converge obligatoriamente al elevarla a la n. Por tanto, para cadenas infinitas habra
que hacer un estudio directo de los estados. .Veamos un ejemplo.

Ejemplo 5.36. Supongamos que estamos en el paseo aleatorio con valores en Z, pero
esta vez la probabilidad de ir a la derecha o a la izquierda es la misma, por tanto, es 1/2.
En este caso no es cierto que la cadena se vaya expandiendo en una direccién. De hecho,
si suponemos que partimos de un origen O, los valores con mayor probabilidad son los
cercanos a O mientras que cuando mas nos alejamos del origen menor es la probabilidad
de ese estado. En este escenario todos los valores siguen siendo esenciales, pero los valores
cercanos al origen se visitaran infinitas veces, por lo que son recurrentes. Entonces, todos
los estados serdn recurrentes, ya que como vimos en el Teorema 4.30 no se puede acceder
a un estado transitorio desde uno recurrente. Al estar en el caso infinito podemos estudiar
el tipo de recurrencia. Sea i un estado de esta cadena:

n=1 n=1

ya que para todo estado recurrente Z f“ =1y Zn = oo por lo que, aplicando

el criterio de comparacion por paso al hmlte del coc1ente obtenemos que la suma es
divergente. Entonces, la recurrencia es nula y, por tanto, la cadena no es ergddica.
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6. Ampliacion de conceptos

Una vez ampliados nuestros conocimientos podemos volver a conceptos anteriores y
estudiarlos con mayor profundidad. En esta seccién no solo mejoraremos nuestro enten-
dimiento de cosas ya explicadas si no que explicaremos cosas nuevas en base a estas.

6.1. El caso irreductible y recurrente

Durante esta seccion trabajaremos sobre una cadena irreducible y recurrente con con-
junto de estados E. Empezaremos estudiando las excursiones de la cadena entre dos
retornos al estado 4:

& = (XTkvXTfV+1a e 7XT,’V+1)’ k> 0.

Estas excursiones son secuencias aleatorias con una dimensién aleatoria, finita y mayor
que 2, compuestas por elementos de E'\ {i} salvo a exepcién del elemento inicial y final
los cuales son identicamente i. Denotaremos como U el conjunto de secuencias

U= (1,01, ey in, 1),

conn > 0,4 #i, 1 <l <n.U es numerable y el conjunto de todas las posibles excur-
siones. Entonces, estas variables aleatorias toman valores numerables y su distribucién de
probabilidades esta caracterizada por

P&, =u), uecl.

Notacién 6.1. Llamaremos P; a la ley de X condicionada a que Xo = i. Es decir, P;(A)
es la probabilidad de que ocurra el suceso A si sabemos que la cadena se inicia en el estado
1.

Definicion 6.2. Para toda n > 0, F,, es la o-dlgebra de todos los eventos determinados
por Xg, X1, ..., X, es decir:

Fn = {{’U) : (XO(w)a ,Xn(’LU)) S Bn} : B, € ’P(En—i-l)}’

donde P(G) denota la coleccion de todos los subconjuntos de G.

Proposicién 6.3. Bajo la probabilidad P;, la secuencia de las excursiones es independien-
te e idénticamente distribuida, o equivalentemente, existe una probabilidad {p, : v € U}
con U verificando que, para toda k > 0, ug,...,ux € U,

k

PZ(SO - u0781 = Uy, 78k = uk) = Hpul
=0

Demostracién. Es una consecuencia de la propiedad fuerte de Markov. Evidentemente,
{& =uo} € Fr, y el evento

{&1=u,- - & = w}

es de la forma:
{XT1+1 = il? e 7XTz+p = ip}7
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conp>0yux, - ,x, €E. Entonces,

Pi(&o =up, &1 = w1, -+, E = ug) =
=Pi({& =uwo} N{ X141 =41, , X1pqp = ip}|Ty < 00)
= Pi(& =uw) (X1 =101, , Xp =1p)
= Pi(& = uo)P;(Eo = u1, -+, Ep—1 = up)
= Pi(& = w)P;(E = u1) X -+ x Pi(Ey = ug)
= PuoPuy * * " Puy>»

donde {p, : u € U} es laley de & en P;.

O

Teorema 6.4. Sea {X,, : n > 0} una cadena de Mdrkov irreducible y recurrente con
matriz de transicion M, existe una medida invariante estrictamente positiva vy, la cual es
unica salvo por la multiplicidad por una constante.

Demostracion. Para probar la existencia, llamaremos v, al numero medio de visitas al
estado y durante la excursion & iniciada en x, es decir,

T o)
Ve =EeY Lix,eyy = D Po(Xn=y,n < Ty)
n=1 n=1

= Z ZPm({Xn_l =z,n—1<T}n{X,=y})

z€E n=1

- Z (iPAXn_l =zn-1< Tz)> M.y

z€E \n=2

= (’YxM)@r

En la peniltima igualdad hemos usado que la cadena es recurrente. Como esta también
es irreducible, existen n,m tales que (M"™)g,, > 0, (M™),, > 0. Entonces, como v = 1:

0 < (M"™)ay =g (M")gy < (V¥ M"), = ’Yy7

Vg MMy <ATM™)y =77 = 1.

En consecuencia, v* es una medida estrictamente positiva cumpliendo que 7 = 1. Veamos
ahora la unicidad. Sea A una medida invariante tal que A, = 1. Entonces,

)\y = Mxy + Zley - sz + ZMacle?qy + Z )‘Z2M222’1M21y Z

217£T 217#T 21,227

> Z Z Macanznzn 1 z21y — ZP ntl =Y, Ly >+ 1) = 7;5

n=0z1,...,2n#x

Como 7 = A — 7" también es una medida invariante, con 7, = 0. Sean y € E y n tal que
(M™)ye > 0. Entonces,

zeE

Entonces 7, = 0 para todo y € F, lo que demuestra la unicidad.
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O

Teorema 6.5. Sea {X, : n > 0} una cadena de Mdrkov irreducible. Existe una distri-
bucion de probabilidad invariante 7 si, y solo si, la cadena es recurrente positiva (todos
sus estados son recurrentes positivos). También se verifica que un estado i es recurrente
positivo si y solo si todos los estados de la cadena lo son.

Demostracién. Observemos que
N i
pai) = Ak,
JjEE
recordemos que p;(4) es el tiempo medio de recurrencia al estado i.

Suponiendo que i es recurrente positivo, la probabilidad

v
= (m=ntyicr)

es invariante lo que implica que 7 es estrictamente positivo. Entonces si i es un estado
P
cualquiera, A = (\; = —L.j € E) es una medida invariante cumpliendo que A\, = 1. Por
i
la irreducibilidad y la demostracién de unicidad del teorema anterior:
) ) T 1
i)=Y =Y E = L <.
: — T Ur
jerE jeE

O

A continuacién veremos el Teorema ergddico, el cual es una generalizacién de la ley de
los grandes numeros.

Teorema 6.6. Sea {X,, : n > 0} una cadena de Mdarkov con conjunto de estados finito
E, irreducible y recurrente. Sea ™ su unica probabilidad invariante. Si f : E — R es
acotada, entonces cast sequramente,

1< :
=~ f(Xk) = me(w,
k=1 i€l
cuando n tiende a infinito.
Demostracién. Como f es acotada, existe k tal que |f(i)| < k, para todo i € E. Sea
Ni(n) = Y Lx—i
1<k<n

el nimero de retornos al estado i con tiempo anterior a n. Estudiaremos el limite cuando

n — oo de
Ni(n)

n

Por la propia definicién de las S;

SO ST < <80 g
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Entonces

SO g gty B SO 4 ... gNilm)
Pero como las S; son independientes idénticamente distribuidas, si n tiende a infinito
obtenemos que, casi seguramente,

0, ...oNi(n)
St L B(T) = m,

Ni(n)
ya que N;(n) — oo casi seguramente. Por la ley de los grandes nimeros, casi seguramente:
LN
me
Ni(n) '
si m; # 0, es equivalente
Nl(n) 1
- —.
n m;
Sea ahora F' C E. Definimos f = 3. m;f(i), ¢ = sup; | f(i)|. Entonces

el

Z(NZT(LH) —7Ti>f(fﬁ)

IR .
n;ﬂxk) - f‘ =

el
Ni(n) Ni(n)
<CZT— z‘+cz<n—m
icF i¢F
Ni(n) Ni(n)
= CZ - — ;| + CZ <7Ti — o + 2CZ7Ti
iEF 1er i¢F
< 202 Nin) — | + 202m.
ieF i¢F

Escogiendo F tal que > m; < 4£, y N(w) tal que para toda n, n > N(w),entonces
i¢F ¢

D

1eF

N;(n) €
Tl =g

lo que prueba el teorema.

6.2. Aperiodicidad

Ya hemos visto que un estado es aperiddico siempre que no sea periddico. En esta
seccion daremos una definicién formal y veremos algunas de sus propiedades.

Notacién 6.7. Sea A una matriz, A;; representa el valor de la matriz en la fila i, columna
7

Definicion 6.8. Un estado i se dice que es aperiddico si existe N tal que

(M™); >0, V¥n>N.
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Lema 6.9. Las cadenas irreducibles con un estado aperiddico son aperiodicas.

Demostracién. Sea M la matriz de transicién de la cadena. Como la cadena es irredu-
cible existen r,s € N verificando que (M");; > 0, (M?);r > 0 para ciertos 7,5 y k. De
hecho,

(M) g > (M) (M™) (M) 1 > 0,

con n > N. Por tanto la aperiodicidad queda demostrada ya que se verifica la propiedad
paran > N +7r+s

O

Supongamos que tenemos una cadena irreducible y recurrente positiva. Sea mw verifi-
cando que m; > 0 para todo estado i. Entonces el hecho de que exista N tal que, para
todan > N, (M");; > 0 es una condicién necesaria para que se verifique la convergencia
(M™)j; — m;. Veremos a continuacién que esta es también una condicién suficiente.

Teorema 6.10. Sea {X,, : n > 0} una CMH (u, M) irreducible, recurrente positiva y
aperiddica. Sea 7 la dnica distribucion de probabilidad invariante, para todo i € F,

P(Xn = Z) — Ty,
con n — 0o. O equivelentemente,
(M™); — m;,

para cualquier distribucion de probabilidades inicial p. En particular, para todos i,j esta-
dos,

(Mn)]l — ;.

Demostracién. Sea {Y;, : n > 0} una CM H (7, M), independiente de {X,, : n > 0}, y i
un estado cualquiera. Definimos

T=mf{n>0:X, =Y, =i}

Demostraremos que P(T < oo) = 1. Sea {W,, = (X,,Y,) : n > 0} una CMH(\,N)
donde A¢x)y = pimk y -/\/(i,k)(j,q) = M;jMjy. Como M es aperiddica, para cualesquiera
estados 1,j,k,q y para toda n lo suficientemente grande, se verifica que

mn _ n n
Niwy(j.q) = MiiMiq > 0.
entonces N es irreducible. Ademds, N tiene una distribucién invariante
T(ik) = TiTk-

Por el Teorema 6.5 esto implica que N es recurrente positiva. Sea T el primer tiempo de
paso de la cadena Wn por el punto (i,i), es casi seguramente finito.

{Xn, sin<T.
Zp =

Definimos

Y., sin>T.

Por la propiedad fuerte de Markov, los dos procesos { X71, : n >0} y {Yr4p : n > 0} son
cadenas de Markov homogéneas independientes de (Xy, ..., X7). Entonces, {Z,, : n > 0}
es, como {X,}, una CMH (u, M).
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Con todo lo que hemos visto tenemos las tres identidades:

P(Zn = j) = P(Xn = J),
P(Y, =j) =mj,
P(Zn=j)=P(Xn=j,n<T)+ P(Y,=jn>T).

Entonces,
|P(Xy =j) —mj| = [P(Zn = j) = P(Yn = j)| < P(n <T) — 0.

cuando n — oco.

6.2.1. Condicién de Doeblin

Diremos que una cadena de Markov verifica la condicién de Doeblin si existen n € N,
B > 0 y una probabilidad v en el conjunto de estados E verificando que

(M™0)i; > Brj, Vi,jeE.

donde M es la matriz de transicion de la cadena.

En esta seccién estudiaremos equivalencias e implicaciones de esta condicién.
Observacion 6.11. La condicién de Doeblin es equivalente a que se verifique que existen
1€ Eyng>1tales que

inf (M™);; > 0.
faf (M™);
Esto evidentemente implica que el estado i es aperiédico.

Lema 6.12. Las cadenas de Mdrkov irreducibles, aperiddicas y con conjunto de estados
E finito verifican la condicion de Doeblin.

Demostraciéon. Sea i un estado de E. Para todo j € E existe n; tal que
n>n; = (Mn)jz > 0.

Sean

i =supnj, a=mf(M");
jEE J
Entonces @ > 0, y para todo ¢ € E,

(M™)ji > e
Entonces se verifica la condicién de Doeblin parang =n, 8 =ay v =6;.

O

Definicion 6.13. El acoplamiento de dos probabilidades p y q en E es cualquier pareja
(X,Y) de variables aleatorias con valores en E tales que p es la ley de X y q es la ley de

Y.

Notacién 6.14. Aclararemos dos notaciones que usaremos en el siguiente lema.
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1. Escribiremos (X,Y) = AC(p, q) para abreviar que (X,Y") es el acoplamiento de p y
q.

2. Denotaremos el minimo de p y q como p A q, es decir, p A ¢ = min(p, q).
Sea |lp —qlli = 3 [pe — qul:
z€E
Lema 6.15. Sean p y q dos probabilidades en E. Se verifica que

—qli=2 inf  P(X#Y).
lp—dlli=2  mf FEX#Y)

Demostracién. Para cualquier (X.Y) acoplamiento de p y q se verifica que

PX=Y)=Y P(X=Y=2)< p; A,
z€E zelR

por tanto,

P(X#Y)Z1_me/\Qx:Z(pz_Qx)+'

zeE zeE
Lo que implica que

lp—alli =D _Ipe — ¢z| <2P(X #£Y).
zel

Por otro lado, definimos v = ) py Aqe. Si €, U, V' y W son variables aleatorias indepen-
zeE
dientes entre si cumpliendo que P(€ =1) =1— P(£ =0) = a, la ley de U es r definida

por 7, = a 'py A g, laley de V es p definida por p, = (1 — )™ (pz — )T, y por tltimo
laley de Wes G, = (1 — a) *(gz — pz) ", entonces

X=E8U+(1-¢8)V,
Y=EU+(1-&EW
es un acoplamiento de p y q verificando que 2P(X #Y) = ||p — q||1.

O

Gracias a lo que hemos visto sobre acoplamientos podremos demostrar el siguiente
teorema.

Teorema 6.16. Sea {X,, : n > 0} una cadena de Mdrkov irreducible, con matriz de
transicion M, que cumple la condicion de Doeblin. Entonces la cadena es aperiddica,
recurrente positiva y, si ™ es su distribucion invariante,

S IM™)i; —mil <201 - )l Vie B, neN,
jeE

donde [t] es la parte entera de .

Demostracién. Una cadena irreducible que cumple la condicién de Doeblin evidente-
mente es aperiddica. Probemos el resto.

Primero veremos que para dos probabilidades A\ y v en E,

IAM™ — uM™||; < 2(1 — )l (6.1)
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Para probarlo, por el Lema 6.15, es suficiente con construir un acoplamiento (X, Y,) de
AM™ y v M™ verificando que

P(X, # Ya) < (1),

Supongamos que n = kng + m, con m < ng. Dado (X, Yy) con ley A X v en E x E, para
l=0,1,....k —1, definimos (X(;41)ny, Y(1+1)n,) en terminos de (Xjp,, Yin,) de la siguiente
manera. Sea {&,U;,V; : | > 0} una secuencia de variables aleatorias independientes con
& siendo una distribucién de Bernoulli verificando que P(& =1) = g = P(& = 0), la ley
de U; siendo m = 8~'m y V; siendo uniforme en [0,1]. Definimos

Qij = (1= B)" ((P5°) —my)

y f: E x[0,1] — FE verificando que, para todos i,j € E, {u : f(i,u) = j} es un
subconjunto de Borel de [0,1] y, como V' es uniforme en [0,1], la ley de f(z,V) es Q, ;.
Sean

X+1yne = EUL + (1 =€) f(Xing, V),

Yis1yne = EU+ (1 = &) f(Ying, V).

Hemos construido un acoplamiento (X, Yin,) de AM™0 y v M0 para | = 0,..., k, el
cual verifica que

P(Xing # Yin) < P( 1 En=0) = (1-5)".

Entonces como {X,, # Y, } C {Xkn, # Yin, } se puede construir facilmente el acoplamiento
de (X,,Y,). Como con que exista el acoplamiento se verifica la Desigualdad 6.1 y este era
el objetivo no la buscaremos en profundidad.

Veamos ahora que para cualquier probabilidad A en E, {AM" : n > 0} es una secuencia
de Cauchy en el espacio de Banach I'(E). Si v = AM™, gracias a la Desigualdad 6.1 se
verifica que

IAMF™ — AM|1 = [[p M — AMP]; < 2670,

1
donde ¢ = (1 — ) "0. Lo que claramente implica que {\M"™ : n > 0} es una secuencia de
Cauchy en el espacio de Banach I!(E).

Entonces, como {\M" : n > 0} es una secuencia de Cauchy en el espacio de Banach
I'(E) también es convergente en este mismo espacio. Sea 7 la probabilidad a la que
convergue la secuencia:

M = lim AM™H = 7.

n—oo

Por tanto, 7 es invariante y la cadena es recurrente positiva. En consecuencia, y volviendo
a usar la Desigualdad 6.1, para toda probabilidad A de E:

IAM™ — 7| < 2(1 — B)lmo,

lo que establece la tasa de convergencia supuesta en el teorema. De hecho esto también
prueba la aperiddicidad.
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6.3. Cadenas de Markov reversibles

En esta seccion trabajaremos con una cadena irreducible y recurrente positiva. La
propiedad de Markov nos dice que cuando {X, : n > 0} es una cadena de Mérkov, se
deduce que, para toda N, {XT]LV = XN_pn: N >n >0} es también una cadena de Mérkov.
En general, la cadena revertida no es homogénea, a no ser que {X,} se inialice con su
distribucién invariante .

Proposicién 6.17. Sea {X,, : n > 0} una CMH (7, M) irreducible y m su probabilidad
invariante. Entonces, la cadena revertida {X = Xnx_, : N >n >0} esuna CM H (7, N')
con

wiNji = miM;j, Vi, j € E.
Demostracion. Evidentemente,
P(X, =1)
P(Xp41=17J)

Por lo que claramente la cadena revertida es una cadena de Markov con la misma ley.

P(Xpp1 =i|X, =j) = P(Xp = i|Xpnq1 = J) = P(Xpq1 = j| Xy =14) X

O

Diremos que la cadena {X,, : n > 0} es reversible si N' = M, lo que ocurre si y solo
si se cumple que
’/Ti./\/lij = Wiji, Vi,j c F.
donde 7 es la distribucién invariante de la cadena. De hecho cualquier 7 verificando esta
igualdad es invariante para M. Esta condicién todo y ser suficiente no es necesaria.

6.4. Estadistica de las cadenas

A continuacién introduciremos las nociones béasicas para la estimacion de los pardme-
tros de una cadena de Markov. Como vimos en la Proposicion 3.20, para toda n > 0, la ley
del vector aleatorio (Xp, ..., X;,) depende tinicamente de la ley inicial A y de la matriz de
transicion M. Entonces, lo que nos interesa es bajo que condiciones podemos estimar la
pareja (A, M), dada la observacién de (Xo, ..., X,,) de forma que el error de la observacién
tienda a zero para n — oo.

Empecemos viendo la estimaciéon de A. Para todo estado i, consideramos la media
empirica

1 n
A = 1%1{&:2}

la cual es un estimador consistente de A;. La siguiente proposicion que es consequencia
immediata del Teorema ergddico (6.6) lo justifica.

Proposicién 6.18. Para cualquier estado i, A} — \; casi sequramente, cuando n — oo.

Pasamos a ver la estimaciéon de M;; para cualesquiera i, j estados. Escogemos el esti-

mador
n—1

Z ]l{XZZi,XlH:j}
M, = =0

n—1

> Lix,=iy
i=0
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El cual es el cociente empirico del niimero de veces que se visita el estado j desde el estado
i entre el nimero de veces que se visita el estado i, por tanto, es el promedio de veces que
desde el estado i se accede al j. Entonces se verifica la siguiente proposicién.

Proposicion 6.19. Para cualesquiera i,j estados, M% — M;;, casi seguramente, cuan-

do n — oo.

Demostracion. Evidentemente,

1 n—1 -1 1 n—1
Mij = (nZﬂ{xn}> gzﬂ{xz:i,xz+1:j}- (6.2)
=0 =0

Sabemos, por la Proposicién 6.18, que

n—1

1
=~ Mximiy — A
=0

Para n > 0, definimos X,, = (X, X;,4+1). Es facilmente verificable que {X,;;n > 0} es
una cadena de Markov irreducible, por tanto recurrente positiva, con conjunto de estados
& ={(z,y) € Ex E: M;; >0} y matriz de transicion N; j)q.r) = 0jqMgk- Esta ademas
admite la distribucién invariante 7(; ;) = A;M;;. Entonces, aplicando el Teorema ergddico
(6.6) a la cadena {X,}, obtenemos que casi seguramente, cuando n — oo:

1n—1
ﬁzﬂ{xl:iaxulij} — )\ZMU
=0

Volviendo a la Igualdad 6.2 obtenemos que M:-Lj — M.

O

A continuacién veremos un ejemplo sencillo en el que con la observaciéon del compor-
tamiento de una cadena de Markov aproximaremos su distribucién inicial y su matriz de
transicion.

Ejemplo 6.20. Sea {X,, : n > 0} una cadena de Mérkov con distribucién inicial X\ y
matriz de transicién M desconocidas. Supongamos que tiene 5 posibles estados g, ..., 4.
Supongamos que hemos experimentado con la cadena y hemos obtenido que en una mues-
tra de 500 resultados hemos obtenido que el estado ig se ha obtenido 125 veces, i1 se ha
obtenido 60 veces, 73 se ha obtenido 85 veces, i3 se ha obtenido 97 veces y i4 se ha ob-
tenido 133 veces. Entonces usaremos las proposiciones introducidas en esta seccién para
aproximar \ y M.

Sabemos que
499

1
Ai, ~ A0 = %ZH{XZ:M}
1=0
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por la Proposicién 6.18. Entonces,

499 125

Aig = AJ00 = 5002 Xiin} = 5o = 0:25.

Aip = AP0 = 500429% Lix,=iy} = % =0,12.

Aiy = A0 = 500% Lix i} = % =0,17.

Nig = AP0 = 53@% Lix,—ig) = % =0, 194.
499

133
~ AB00 _ _
Aiy = A 500§ {Ximia) = 555 = 0,266.

Por tanto A ~ (0,25;0,12;0,17;0,194;0,266). Solo nos queda aproximar M. Sabemos
que

499
IZOIL{Xz:ile-H:im}
~ o000 _ =
Minim — Minim - 499

Por la Proposicién 6.19. Como ya tenemos calculados los

499

500 Z {Xi=in}

solo necesitamos calcular
499
1
Wipim — 500 g l{Xl:z‘n,XHl:im}
1=0

para cada pareja de n,m con 4 < n,m < 0. Pero no tenemos informacién suficiente
para calcular 1¢x,—; x,, ,=i,}, Y& que para esto necesitariamos saber el orden de las
observaciones. Por tanto en este ejemplo no podemos calcular una aproximacion de M.
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7. Parte de programacion

Una vez introducida toda la teoria sobre la clasificacién de cadenas de Markov, se
puede iniciar la parte de programacion. El objetivo principal es crear un programa capaz
de clasificar cualquier cadena finita a partir de su matriz de transiciéon. Para tal fin se ha
usado el lenguaje VBA debido a que es el lenguaje que mejor domino y me parecia muy
adecuado para la tarea.

El interés principal de esta seccién es que la programacién ayuda mucho a relacionar
conceptos. En este caso ayuda a relacionar las matrices de transicién con la clasificacion
de las cadenas.

El programa es capaz de clasificar cualquier cadena de Markov homogénea finita siem-
pre que se indique su matriz de transicién. Primero detecta la dimensiéon de la matriz,
después va calculando las iteraciones de los M,,. Cuando ha llegado a un estado estable,
toma las conclusiones con el criterio ya comentado en la seccién anterior. En caso de
no encontrar un estado estable, este comprueba si la cadena es peridédica comparando el
ultimo M,, con todos los anteriores.

Si la cadena no es periddica ni converge en un estado estable, saldrd un mensaje de
error indicando que no se ha podido clasificar y preguntando si no ha habido un error a
la hora de indicar la matriz.

Como anexo se encuentra el archivo Excel con el programa listo para clasificar cadenas.
El propio archivo Excel tiene las indicaciones suficientes para poder usar el programa.

Me gustaria comentar que algunas versiones de Excel no funcionan demasiado bien
con el uso de matrices. Yo he utilizado la versién ma&s reciente y no he tenido ningiin
problema pero al probarlo en la versién de 2016 tenia problemas de funcionamiento.
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8. Conclusiones

Todo y que la idea principal ha sido crear una asignatura sobre las cadenas de Markov
en realidad la mayoria del trabajo ha resultado ser un estudio de las mismas. A pesar de
esto, considero que el objetivo se ha cumplido con creces, ya que el proyecto se me hace
parecido a los documentos con la teoria relativa a una asignatura.

Sinceramente, al empezar no me imaginaba que hubiera tantisima informacién basada
en estas cadenas. De hecho, incluso centralizandolo en cadenas homogéneas y finitas en
tiempo discreto, se ha tenido que escoger muy bien que partes entraban, ya que al tener
un limite de paginas no se han podido incluir muchas cosas realmente interesantes.

El tema ya me fasciné desde el principio, cuando mi tutor me lo recomendd, pero
actualmente mi interés se ha incrementado, puesto que al investigar he visto que hay
muchas aplicaciones de estas cadenas que en este trabajo en realidad se han obviado, ya
que nos hemos centrado en la clasificacion de las cadenas y no tanto su utilidad.

En cuanto al programa clasificador de cadenas, todo y tener sus limitaciones a causa
de las propias limitaciones de las cadenas, considero que se ha logrado un buen resultado.
El programa es capaz de clasificar cualquier cadena de Markov homogénea finita, lo cual
considero que con la informacién que se ha recopilado en este proyecto es lo maximo que
se podia conseguir.

Para concluir quiero anadir que creo que el tema que he escogido ha sido perfecto
para mi, realmente me ha interesado y ojald en un futuro esta sea una optativa real de la
carrera.
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