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Abstract

In the first major block of this paper, the aim is to establish a clear definition of the Schur
complement of a non-singular main submatrix of a block matrix, as well as some immediate
basic properties that allow us to see their applications in various fields of mathematics,
following the scheme proposed in [10].

Subsequently, it is intended to give a formal definition of a determinantal identity
after having considered some relevant ones, seen in [4], which derive from the properties
already analyzed of the Schur complement, and to then study determinantal identities
extension methods with which we shall, given a starting determinant identity, get new
ones. Here we highlight Muir’s Law of Extensible Minors and the Law of Cayley of the
Complementarities. Finally, we will see how virtually all determinantal identities and
extension laws are equivalent to each other, as shown in [6], [7] and [5].

Resum

En el primer gran bloc d’aquest treball, I'objectiu és establir una definici6 clara del com-
plement de Schur d’una submatriu principal no singular d’una matriu per blocs, aixi com
algunes propietats basiques immediates que ens permetin veure les seves aplicacions en
camps diversos de les matematiques, seguint I’esquema proposat a [10].

Posteriorment, es pretén donar una definicié formal d’identitat determinantal, després
d’haver-ne considerat algunes rellevants, vistes a [4], que es deriven de les propietats ja
analitzades del complement de Schur, per, a continuacio, estudiar métodes d’extensid
d’identitats determinantals amb els quals, donada una identitat determinantal de partida,
aconseguir-ne de noves. Aqui destaquem la Llei de Muir dels menors extensibles i la Llei
de Cayley dels complementaris. Finalment, veurem com practicament totes les identitats
determinantals i lleis d’extensio son equivalents entre si com es posa de manifest a [6], [7]
il5].
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0.1. INTRODUCCIO 1

0.1 Introducci6

Actualment, entenem per complement de Schur qualsevol matriu de la forma H —GE™'F,
per a matrius E, F', G i H [8]. En podem trobar manifestacions implicites en documents
escrits per personatges rellevants del moén de les matematiques, com poden ser Pierre Simon
Laplace o James Joseph Sylvester, a principis del segle XIX. Tanmateix, no va ser fins a
I’any 1968 que Emilie Haynsworth va donar nom i una notaci6é al complement de Schur
d’una submatriv quadrada no singular d’una matriu per blocs, en honor del matematic
Issai Schur [10].

Aquest concepte va aparéixer per primera vegada en els dos articles On the Schur
complement 1 Determination of the inertia of a partitioned Hermitian matriz publicats
per la mateixa autora el 1968 a les revistes “Basel Mathematical Notes” i “Linear Algebra
and its Applications”, respectivament, i ha guanyat acceptacié per part de la comunitat
matematica en els dltims anys.

Haynsworth va escollir fer referéncia a Schur quan va introduir el concepte que trac-
tem arran del lema que apareix a Uber Potenzreihen, die im Innern des Einheitskreises
beschrankt sind, escrit pel matematic i publicat 'any 1917 al “Journal fur die reine und
angewandte Mathematik”, en qué s’introdueix la identitat de Schur, resultat que es deriva
de forma immediata de la definicié del complement de Schur i que posteriorment enunci-
arem, de forma auxiliar en la demostracié del resultat conegut com a Lema de Schur per
determinants [10].

El Lema de Schur per determinants afirma que donada una matriu

E F
t=le u)

on E, F, G i H s6tn matrius quadrades de mida n x n tals que EG = GFE, aleshores es
compleix que el determinant de A és igual al determinant de la matriu EH — GF.

Per a demostrar I'anterior, Schur enuncia una relacié entre el determinant de la matriu
H — GE7'F i els determinants de E i A.

A partir d’aquest moment, les matrius que es poden expressar en la forma esmentada
reben la denominaci6é de complement de Schur. S’ha pogut constatar que aquestes juguen
un paper important en I’analisi numeérica i de matrius 9], 'estadistica, i diverses altres
arees de les matematiques i les seves aplicacions [10].

Procedim doncs a estudiar la definicié del complement de Schur i les propietats se’'n
deriven per, seguidament, revisar les seves aplicacions en els camps esmentats, que ens
permetran obtenir importants identitats determinantals.

Finalment, en un estudi més profund d’aquestes, enunciarem les lleis més rellevants re-
ferents a ’extensié d’identitats determinantals i establirem una equivaléncia entre aquests
i d’altres resultats.
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0.2 Notacid

Abans de comengar amb els resultats relatius als temes centrals, el complement de Sc-
hur i 'extensi6é d’identitats determinantals, establim algunes notacions i terminologia que
utilitzarem al llarg del treball.

Sigui F un cos qualsevol.
o [F"*™ denota el conjunt de matrius de n files i m columnes amb coeficients a F.

e Escriurem A = [a;j]1<i<n,1<j<m Per denotar la matriu de mida n x m amb elements
ai;. Es a dir

ail a12 o Q1m
A= asy a22 e a2m c anm
An1 an?2 T Anm

e detA denota el determinant d’una matriu quadrada A € F"*™,

e Donada A € F™™ es defineix la matriu B = Aliy, ..., |j1,...,js] € F'*% amb
1< <<, <nil<j €< js <£m com la matriu formada per les files
1, .., i d’A 1 les columnes ji, ..., js d’A.

e [ € FF*k denota la matriu identitat de mida k x k.
e Donada una matriu A € F»*™ AT denota la matriu A transposada.

e Donada A € F™"*"™ AdjA denota la matriu d’adjunts d’A; és a dir la matriu de
cofactors d’A transposada:

[ agz -+ azm agi - Ggme1
(—=1)Hidet | : (—=1)Hmdet .
Qp2 Anm Gn1  **°  OGpnm-—1
AdjA =
a12 te A1m ail e a1,m—1
(—1)H"det : : co (1) det .
L Gp—1,2 An—1,m Gp—1,1 an—1,m—1] |

e Donada una matriu A € F"*™, RangA denota el rang d’A.
e Donada una matriu

air a2 v Glm

agy  aze - A2m

A _ c anm

anl an2 T Anm,
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El determinant fronterer d’A sera el determinant
ail a2 A1m a1,m+1
a9l a9 a2m, a2,m+1
an1 An2 Anm An,m+1
Gn+41,1 an+41,2 an+1,m Gn+1,m+1
és a dir, el determinant d’A afegint una fila i una columna.
e Donada una permutacié o, signo denota el signe de . Es a dir, signo = —1 si el
nombre de trasposicions en qué descompon o és senar, i signo = 1 en cas contrari.
e Donada una matriu quadrada A € F"*" Spec(A) denota 'espectre d’A, és a dir, el
conjunt dels seus valors propis.
e Per una llista d’indexs (1,...,n) i una subllista « de (1,...,n), a° denota la subllista
de (1,...,n)
a=(1,..,n)\ «
e Donades dues llistes d’indexs o = (aq,...,00.) 1 B = (B1,..., Bs), 4,5 € N per
i=1,...,r,7=1,..,s; lallista («, 8) denota la llista ordenada d’elements d’a | .
e Donada una llista d’indexs a = (a1,...,ay), a; € N per ¢ = 1,...,n; denotem el
cardinal d’a per #a, i té per valor el nombre d’elements de la llista «, és a dir,
#a =n.
e Donada una llista d’indexs a = (a1, ..., ay,), o € N per i = 1, ...,n; o/™F) denota la
llista a(™t) = (a; +m, ..., + m), amb m € N.
e Donades dues llistes d’indexs a = (oq,...,a;) i B = (B1,...,Bs), @i, B; € N per

i=1,..,r,5=1,....s; vectors columna 21, ..., zs_, € F™*! { una matriu A = [a;;] €
) ) 9 ) ) ) ) ) ]

Frxn r < s < n.

R1y ey Rs—r

A denota la matriu

a,

21751

ZS*T?/BI

Aoy, By

L aarvﬁl

217ﬂ5

Zsfrvﬁs

aO‘l:Bs

aarvﬂs .

c ]FSXT

e Alllarg de tot el treball les lletres, k, I, m, n, r, s it denoten valors enters que marquen
la mida o els indexos de fila o columna d’una matriu.






Capitol 1

El complement de Schur

1.1 Definicié i propietats basiques

Issai Schur (1875 - 1941) va ser un matematic alemany especialitzat en teoria de grups,
combinatoria i fisica teorica. Schur és considerat un pioner en la teoria de representacio.
Algunes de les seves contribucions a l’algebra lineal i la teoria de matrius sén versions
d’estimadors per operadors matricials i integrals i per formes bilineals, el producte de ma-
trius de Schur (o Hadamard), els multiplicadors de Schur, la convexitat de Schur, algunes
desigualtats entre valors propis i valors singulars d’un operador lineal i la representaci6
triangular de matrius [10].

D’entre els seus resultats més rellevants, destaca el Lema de Schur per determinants.
La demostraci6 del lema utilitza el complement de Schur que definirem en aquesta seccié.
Es poden trobar I'enunciat i la seva demostracié completa a [10].

Comencem amb dues definicions preliminars que ens ajudaran a establir el concepte de
complement de Schur.

A partir d’aquest moment, si no s’especifica el contrari, considerarem F un cos de
caracteristica 0. En general, podem suposar F =R o F = C.

Definicié 1.1.1. Donada una matriu A € F"*", una submatriu A[I]J] d’A és principal
quan el conjunt d’indexs de files, I, i el conjunt d’indexs de columnes, J, és el mateix; I =

J.

Una submatriu principal d’A és superior si [ = J = (1,...,k) per algun k < n. Una
submatriu principal d’A és inferior si I = J = (k,...,n) per algun k < n.
Exemple 1.1.2. Per A € F6x6.

A[2,3]2,3] és una submatriu principal d’A,

A[l1,2,3|1,2,3] és una submatriu principal superior d’A i

A[2,3,4,5,6/2,3,4,5,6] és una submatriu principal inferior d’A.

ailr a2 - Qln
. a1 Q2 - d2n XN 13 Qi e .
Definicié 1.1.3. Donada A = | . . ) . eF [’eliminaci6é gaussiana
an1 an?2 T QAnn

és un algoritme amb el qual, a través d’operacions elementals per files; és a dir:
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1. Permutar files
2. Afegir un maltiple d’una fila a una altra

8. Multiplicar una fila per un factor diferent de 0,

es transforma A en una matriu triangular superior

R
n n n
0 a2 o3 o Aoy
A(n+1) _ 0 0 agg+1) . ag:j‘l) c Fnxn
U 0 o0 Y]

en n passes.
En el pas k-esim de ’eliminacio gaussiana, st a,(;z) £ 0, tenim A1) — [agfﬂ)] on

a(l-c) st i< k

S )0 si i>kj<k

(k)
(k) a; (k) . .
i _a;ﬁ)akj si i>k,jg>k

per k = 2,...,n.

També podem representar el pas k-ésim de ’eliminacid gaussiana com el producte ma-
tricial AR+D — M) AK) op,
AM® {fk 0 }

M I, g
1

- o -

0 0 G) 0 0
kk
(k)

0 0 25 0 0

(k)
0O --- 0 _anzkk)’k 0O --- 0
L akk -

Observaci6 1.1.4. Per k= 2,...,n+ 1, detA = det A%,

Observacio 1.1.5. En el cas de les matrius per blocs, 'eliminaci6 gaussiana s’aplica
d’igual manera substituint els elements de la matriu pels blocs corresponents i utilitzant
el producte per la matriu inversa en el lloc de les divisions.

Un cas molt senzill on apareix el complement de Schur és el segiient:
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Considerem un sistema d’equacions lineals Az = 0, on A és la matriu per blocs

_|E F nxn
A_[G H]EF ,

amb E = A[l,...k[]1,....,k] € F¥** submatriu principal superior d’A invertible, F €
Fhx(n=k) G ¢ Fn=k)xk [ e Fln=k)x(n=k) j 5 — B] € F»*1. El sistema pot ser reescrit

com

Ex+4+Fy=0
Gr+ Hy=0
i si apliquem un pas d’eliminacié gaussiana,
Iy, 0 E F| |E F
RN | A Y (11
on H = —GE~'F + I,,_,H, aconseguim ’expressio
Hy=0
a partir de
Az=0

Exemple 1.1.6. Sigui A = 2| € R3*3. Prenent k = 2, tenim E = [1 3 } €

2 -1

R2X2 F = [ﬂ e Rl G = [3 4] eRYX2{ H = [5] € R™1 i volem resoldre el sistema
lineal
1 3 3 .561_ 0_
Az = |2 -1 2 To| = 0
3 4 5] |y 0

Aquest pot ser escrit com

{ Ex+Fy=0
<~

Gr+Hy=0

Si apliquem un pas d’eliminacié gaussiana a la matriu A

1 0 Of |1 3 3

1
A=]o0o 1 o||z2 -1 2/=]|2 -1
0

1 _ 5
I E -

b S]]l
o o [2] + =310 =0

De manera que H' [y] = [0] i trobem la soluci6 final resolent

1 3 1| 0 — $1+31‘2=0
2 =1 |z2| |0 201 —x9 =0

podem reescriure el sistema:
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Definicié 1.1.7. ([4]) Donada una matriu A € F*™" § sigui B € F*** una submatriu
principal superior d’A no singular, el complement de Schur A/E de E en A és la matriu:

AJE:=H' = H - GE™'F e Fn=k)x(n=k)
De la mateixa manera, considerem un sistema no homogeni

(1.1.2)

Erx+Fy=u
Gx+ Hy =v.

Com que hem suposat que E és invertible, podem resoldre el sistema (1.1.2) per z i v en
funcié d’u i y. Fent-ho, obtenim

r=E'u— E'Fy,
v=GE 'u+ (H—-GE™'F)y.
I la matriu coeficient de y en la segona igualtat torna a ser A/E.

Observaci6 1.1.8. ([4]) Notem que ’eliminaci6 gaussiana (1.1.1) només ha afegit com-
binacions lineals de les primeres k files d’A a la resta de files. Aixi doncs, se segueix que
el determinant de tota submatriu de mida (k + s) x (k + s) d’A que contingui E com a
submatriu principal de mida k x k no canvia després d’aplicar (1.1.1).

Observacio 1.1.9. A partir d’aquest moment, donada una matriu

_|E F nxn
A_[G H]EF

considerarem, exceptuant algun cas concret, el complement de Schur d’una submatriu
principal superior E en A, perd cal remarcar que el complement de Schur es pot calcular
per qualsevol submatriu principal d’A. De fet, seguint la notacié per blocs anterior, podem
definir els complements de Schur

AJF =G — HF'E e Fn=R)x(n=k)

A/G =F — EG™'H ¢ Fn=k)x(n=k)

A/H = E — FH'G e Fn=k)x(n=k)

I 0o1[E F
“HF' I,.||¢ H|

I, —-EGYI[E F
0 I, ||G H

a través de les eliminacions

I, —-FHY[E F
0 I_, | |G H|’

quan F, G i H sén submatrius principals de mida k x k d’A, respectivament [3].
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Observaci6 1.1.10. ([10]) Donada A € F™*™ si « és una subllista d’indexos de (1,...,n)
ordenada de forma creixent, aleshores A[a|a] és una submatriu principal d’A. L’expressio
general del complement de Schur d’Ajaja] en A és

A/Alala] = Ala|af] — Alaf|a] A ala] Alalaf).

Reprenent la matriu inicial A per blocs, amb E = A[l, ..., k|1, ..., k], passem a veure un
dels resultats més rellevants referents al complement de Schur.

Teorema 1.1.11 ([4]) (Identitat de Schur).
detA = detE - detA/E.
Demostracio. A partir de (1.1.1) i de I’Observacio 1.1.8, deduim que
detA = detE - detH' = detE - detA/E. R
Corotari 1.1.12. ([4]) El complement de Schur A/E és invertible si, i només si, A ho és.

Demostracié. Utilitzant la Identitat de Schur,

detA
detA/E = .
etd/ detE
Hem suposat E invertible, per tant, A/E sera invertible si, i només si, A és invertible.

|
Emprant els resultats anteriors podem donar una expressié general dels elements de
H' = AJE.
Proposicié 1.1.13. (|4]) Considerem el complement de Schur de E en A
h2+1,k+1 h;H—Ln
H = A/E = : : € Fn—k)x(n—k)
h;z,k+1 e h;m

llavors

,detA[l, . kyill, kg detA[L, . kil K, ]
9T detAll, .. kL, .. k] detE ’
per k+1< 1,7 < n.

Demostracié. Donats k+1< i1 < <itg<nik+1<j <+ <js <n, considerem
B = H,[ib "'7is|j17 "'7]'5}7
llavors, per I’Observacid 1.1.8, tenim que:

E

detA[L, ..., k, i1, ....is|1, sk j1, ooy Js] = det [0

;] = (detE)(detB).
Per tant,
A[L, o kit ey is|L, oo ey 1, oo s
detB = detH'[ir, oy islj1, o o] = LA 2 0 d’tZE| B ds)
e
detA[L, ..., ki1, oo is|1, ook g1, oo s]
detA[l, ..., k|1, ..., k] ’

(1.1.3)

1 aleshores

,detA[l, .. k,ill, .. k5] detA[l, ... k,ill,... k,j]
U detAll, . k|1, k] detE ’
per k+1< 4,5 <n. A

(1.1.4)
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1.2 La propietat del quocient pel complement de Schur

L’any 1969 Jonathan Crabtree i Haynsworth, ja esmentada, van enunciar i demostrar una
formula fraccionaria pel complement de Schur el 1969 a larticle An identity for the Schur
complement of a matriz de la revista cientifica “Proceedings of the American Mathematical
Society”. Posteriorment, Alexander Ostrowski en va donar una prova alternativa a A new
proof of Haynsworth’s quotient formula for Schur complements publicat a “Linear Algebra
and its Applications”, 'any 1971.

Teorema 1.2.1 (|4]) (Propietat del quocient). Sigui

K L R
A:g Z: M N FB|er™,
Gi Gy H

on E e FF*k K e Ftxt § N e FE=0Dx(k=1) " Aleshores es compleiz que
A/E = (A/K)/(E/K).

Demostracié. Suposem que E i@ K son invertibles. Reduim M a la matriu zero mitjangant
eliminacio gaussiana obtenint

K L R
0 E/K F;| e
G Gy H

Fent ara el mateiz per a la matriu Gy

K L R
0 E/K F;
0o Gy H

Per la unicitat del complement de Schur, tenim que

_[E/K  F;

Si acabem [’eliminacid gaussiana anterior, obtenim que

K L R
0 E/K Fjl,
o 0o H

i utilitzant, novament, la unicitat del complement de Schur i que H' = A/E, tenim a partir
de Uanterior, A/E = (A/K)/(E/K). 1
2 4 -1 5 4
Exemple 1.2.2. Sigui A= | 3 7 7| (k=2),amb F = A[1,2|1,2] = [3 7},
-5 -1 ] 3]

F = A[l1,2]3] = [_71] G=AB1,2]=[-5 —1]iH = A[3[3] = [3]. Llavors

AJE=3-[-5 -1] [?, ﬂ B {_1] =3—-[-16 9 [_1} =379 =-76.
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Alternativament, calculem A/K i F/K i apliquem la propietat del quocient.

o A R A 1 R T A B A TR

E/K =1.
Aixi, A/E = (A/K)/(E/K), és a dir,
1 17 1—-153 —152
AE:*— -1_1-—: = — —
/ 2 ) 2 2 2 78,

com voliem veure.






Capitol 2

Manifestacions del complement de
Schur

En aquest capitol revisem algunes de les aplicacions concretes que tenen el complement
de Schur i les seves propietats en diferents ambits de les matematiques.

2.1 La férmula d’inércia

En primer lloc, veiem la seva utilitat a I’algebra lineal i la teoria de matrius. El complement
de Schur facilita el calcul de la inércia d’una matriu i permet desenvolupar-ne un algorisme
de calcul recursiu.

Definicié 2.1.1. ([8]) Sigui A € R™*™ simétrica, la inércia d’A és la tripleta
InA =[r(A),v(A),5(A4)], (2.1.1)

on w(A) és la positivitat d’A, v(A) la negativitat d’A ¢ 6(A) la nullitat d’A, és a dir,
el nombre de valors propis positius, el nombre de valors propis negatius i és el nombre de
valors propis nuls d’A, respectivament.

Els conceptes anteriors es relacionen amb el rang d’A i la signatura d’A, o(A), a través
de les igualtats

RangA =m(A) +v(A4), o(A)=7(A)—-v(A).
Observacio 2.1.2. ([8])

e Si A € R™*™ és invertible, aleshores InA = InA~".

e Si Ae R"™™ i B e R"™™ s6n similars, A ~ B; és a dir, tal que existeix una matriu
invertible S € R™ " complint A = S~'BS, aleshores InA = InB.

e Si A e R™ i B e R"™™ s6n congruents, és a dir, tal que existeix una matriu
invertible S € R™*" complint A = S*BS, aleshores InA = InB.

Proposicio 2.1.3. ([8]) Sigui A = [;?T 5[} € R™™ qnvertible, aleshores
InA =1InE + In(A/E)

13
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Demostracio. Aplicant un pas d’eliminacio gaussiana per blocs a A, obtenim la matriu

,|E F
=[5 aje)
In A = In A" per I’Observacié 2.1.2, i, clarament, In A = In E + In (A/E), ja que el
congunt de valors propis d’A’ sera la unidé dels conjunts de valors propis d’E 1 de valors
propis d’A/E.

La féormula d’inércia anterior va ser demostrada el 1968 per Haynsworth a l’article
Determination of the inertia of a partitioned Hermitian matriz a “Linear Algebra and its
Applications”. A més, el mateix any, juntament amb Ostrowski a la publicacié On the
wnertia of some classes of partitioned matrices també de la revista “Linear Algebra and its
Applications” van demostrar una féormula especial d’inércia per matrius de la forma

[ 3 ﬂ .
on E és simétrica i F' € R¥*¥F invertible.

Atribueixen a Carlson i Schneider la deducci6 la segilient propietat, que apareix a
Iarticle Inertia theorems for matrices: the positive semidefinite case publicat I'any 1963
al “Journal of Mathematical Analysis and Applications”.

Teorema 2.1.4. ([8]) Donada una matriu de la forma

_|EF nxn
A_[FT O}GR ,

on E € R0=kx(n=k) g5 simetrica i F € RF*F invertible, aleshores InA = (k, k, 0).

Per a demostrar el teorema i altres resultats de les seccions que segueixen, cal definir
el terme reordenament principal i veure alguna de les seves propietats.

Definicié 2.1.5. Donada A € R™" ¢ P € R" "™ una matriv de permutacid, aleshores
la matriu PAPT és un reordenament principal de A; és a dir, la matriu que s’obté de la
permutacid simultania de files i columnes de A.

Proposici6 2.1.6. Sigui A € R™*" 4 A’ € R™"™ un reordenament principal de A. Ales-
hores

detA = detA’.

Demostracié. Sigui P € R™"™ una matriu de permutacio. Sigui
A" = PA.
Aleshores A" és la matriu A amb m files permutades. Si ara calculem A" PT | aconsequim
A= A"PT = pAPT,

on A’ és la matriu A” amb m columnes permutades.

Aizi doncs,

detA = (—1)™-detA” = (—1)™((—=1)™-detA) = (—1)™™-detA = (—1)2™-detA = detA. W
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Vist aquest concepte, podem passar a demostrar el teorema.

Demostracio (del Teorema 2.1.4). Utilitzarem induccio sobre k:

e Perk=1 A= [Zl a(ﬂ . Si calculem el seu polinomi caracteristic P.(x), obtenim:
2

az
—x

P.(z) = det [ala;x } = -z (a1 — ) —aj =2" —zay — a3 =

( a1+\/a%+4a%) ( al—\/a%—i—éla%)

x — (x— .
2 2

Aixi doncs, els valors propis d’A sén

\ a1 — +/ai + 4a3 \
1= ’

2

a1 ++/ai +4a3
2

Notem que

a1 < |a1] = /a2 < y/a? + 4d3,

de manera que A\; <0 i Ao > 0. Per tant, InA = (1, 1, 0) = (k, k, 0).

e Suposem certa la propietat fins a k - 1.

o Sigui i i
eln - e Juu oo fik
ext o ek Sk o frk E F] nxn
fir o I 0o --- 0 [FT 0
e - fe O - 0 |

amb F € RF*k . Sigui B € R**? la submatriu principal d’A de la forma

B:[j;;; f(ﬂ, fra # 0.

per alguns 1 < r,s,<n

Fent algun reordenament principal podem traslladar-la a la cantonada superior d’A.
Passem a calcular el complement de Schur de B en A, A/B. Pel bloc de zeros en A,
quan apliquem eliminacio gaussiana, obtenim que la matriu A/B és de la forma

o[ 1)

amb A simeétrica i B € RE=DXE=1) o singular.
Per hipotesi d’induccic, In(A/B) = (k-1, k-1, 0) i InB = (1, 1, 0), de manera que

InA=(k—1+1k—1+1,0)= (kk,0),

com voliem demostrar. N
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2.1.1 Algorisme de calcul de la inércia

A continuacié detallem un algorisme de calcul de la inércia d’una matriu real simétrica
utilitzant el complement de Schur i les seves propietats. Aquest ha estat extret de [8].

Notem que una matriu A € R™*" simétrica compleix exactament una de les segiients
propietats:

1. a4 # 0 per algun i € {1,...,n}.
En aquest cas, podem garantir aj; # 0 fent algun reordenament principal si és
necessari. Aleshores,

(1,0,0)7 siajp >0

I”(all) = { (07 170)’ g ayy < 0 (212)

El complement de Schur de a1; en A esta ben definit i és simétric [8].

2. a;; =0, per tot ¢ € {1,...,n}, A#0.
Ara, podem garantir ae; # 0 fent algun canvi reordenament principal si és necessari,
i, aleshores,

0 aiz| 0 ai2|
In [aﬂ 0 ] =1In [a12 0 ] = (1,1,0). (2.1.3)
El complement de Schur de [ao a(l)Q] en A esta ben definit i és simétric [8].
21

3. A= 0. Per aquest darrer cas,

InA = (0,0,n).

L’algorisme segiient es basa a aplicar successivament el mateix procediment als com-
plements de Schur obtinguts als casos 1. i 2..

Abans de continuar, caldra establir algunes convencions:

Sigui () la matriu buida. Aleshores,

Ind = (0,0,0).

Sigui A®) el k-8sim complement de Schur calculat i sigui Ay, el k-ésim bloc respecte al
qual calculem el k-ésim complement de Schur. Assumim:

A=A, A/A=0, AOD =4 Ay =0.
D’altra banda, per la notacié anterior, és trivial veure que
InA = InAy + InA©.

L’algorisme de calcul de la inércia consistira a aplicar els passos segilients a la matriu
A) ¢ R=k)x(n=k) " comencant amb k = 0.
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Pas 0. D’entrada, tenim

k
InA = ZInAZ' + InA(k),
=0

és a dir, la suma de les inércies dels blocs respecte als quals calculem els successius com-
plements de Schur i del k-ésim complement de Schur.

Si la matriu A®) compleix la propietat 7., cal anar al Pas i, i = 1, 2, 3.

Pas 1. Podem suposar aﬁ) # 0. Sigui
A =), AGHD — A0,

Podem obtenir InAy,; amb l'expressio (2.1.2) i aleshores,

k+1
InA = ZInAZ- + InAKk+D,
i=0

Si A®+1) = @ aturem el procediment. En cas contrari, tornem al Pas 0 substituint k per
k+1.

Pas 2. Podem suposar a%) = agi) = 0. Sigui

(k)

0 a

A = @7 A = 12 y
k+1 k+2 aé’i) 0

Ak+1) — A(k)/Ak+1 _ A(k)7 Ak+2) _ A(k+1)/Ak+2_

Podem obtenir InAj,o amb Uexpressio (2.1.3) i aleshores,

k+2
InA = Z InA; + InAk+2),
i=0
Si A®+2) = @) aturem el procediment. En cas contrari, tornem al Pas 0 substituint k per
k4 2.

Pas 3. En aquest cas, M®*) = 0. M®*) ¢ RO—k)x(n=k) am}
InA®) = (0,0,n — k)

i, per tant,
k

InA = ZInAi +(0,0,n — k).
i=0
Arribats a aquest punt, ja haurem trobat la inércia d’A.

0 1 1
Exemple 2.1.7. Sigui A= |1 0 1]|. Utilitzem ’algorisme anterior per a calcular la
1 1 0

seva inércia. Notem que diagA = 01 A # 0. Per tant, ens trobem davant el cas inicial 2..
Com que as; = aj2 # 0, no cal fer cap reordenament principal i tenim

0 1
AIZQ)) A2:|:1 0:|7
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AW = A AP = A/4,.

El complement de Schur de A5 en A sera
0o 117N
AW = A/41 =01 1][ } H:o-2:—2.

Utilitzant 'expressio (2.1.3),
InAs = (1,1,0)

i aleshores,

2
InA =Y InA+InA® = InAg+InA;+InAyInA® = (0,0,0)+(0,0,0)+(1, 1,0)+InA®.
=0

Com que AP £ (), tornem al Pas 0 substituint 0 per 2. Ara, A®) = -2 satisfa el cas
1..

Evidentment, a{2 = —2 # 0. Sigui
A3 =-2, A®) = AP /A3 = 0.

Aplicant l'expressio (2.1.2), obtenim

InAs = (0,1,0),
jaquear; =-2<0i1
3
InA = Z]nAi + InA®G) = InAg+ InAi + InAs + InAs + InAG) =
=0

(0,0,0) + (0,0,0) + (1,1,0) + (0,1,0) + (0,0,0) = (1,2,0).

Com que A®) = ), aturem el procediment. Finalment,

InA = (1,2,0).

Si, alternativament, calculem el polinomi caracteristic d’A, P.(z), obtenim:

- 1 1
P(z)=det |1 -z 1 |=-2°4324+2=—(z+1)-(z+1) (z—2).
1 1 -

De manera que, A té un valor propi positiu i dos valors propis negatius; és a dir, la seva
inercia és

InA = (1,2,0),

com voliem veure.
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2.2 Utilitat en test de positivitat

Seguint amb la teoria de matrius, el complement de Schur, juntament amb la propietat
del quocient (Teorema 1.2.1), pot ser utilitzat per a determinar si els menors principals
superiors d'una matriu A = [a;;] € R™*™ s6n tots no nuls i d’un signe concret, per exem-
ple, tots positius. L’algorisme segiient ha estat extret de [8].

Suposem aq1 > 0 1 escrivim

[ann [az - aw]
a1 a2 e a2m
_ nxn
A= | . . .| R
anl an2 T Ann

definim
AW = AJay; = [al(;)] e R-Dx(n=1)

el complement de Schur de a1; en A, on

oD = gy — a2 - a1
11 e
i detA[1,2[1,2]
(1) _ ger(ald)y = 9etAL 2112
a1 et(ay) detA[1[1]

En general, si el procés no s’interromp pel descobriment d’una matriu principal superior
de valor nul, després de k < n passes,

k) _ )y detA®D k4 1)1,k + 1]
an = det(ayy) = det AR=D[1, . k|1, ..., k]

En cadascuna de les passes anteriors, els elements de la matriu A%®)| complement de Schur

(

de allifl) en A =1 es poden obtenir a partir de la formula

S5 (=1)
(k) _ (k=1) el L4l
Qij- = Q1541 ~ k-1
a1

Definicio 2.2.1. Una matriu A € R™*™ simétrica és definida positiva si, i només si, els
seus menors principals supertors son tots positius.

El procediment exposat anteriorment és 1til per determinar si una matriu és definida
positiva; ho sera si cada a](ﬁ) >0,perk=1,..,n—1.

3 -2 1
Exemple 2.2.2. Sigui A = |2 6 4| e R3¥*3. Apliquem el procediment que aca-
1 1 2
bem de descriure:
_ =22 421 22 10
a=3>0 i a0=[075, 1R[]
=5 275 33
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10 5
(1 _ 2 2y _ 9 33 10
ay; = >0 i A® 3~ % =1
9 10

Com que aﬁ) >0, per k =1,2,3, A és definida positiva.

Si ho comprovem amb un altre métode, mirant el signe del determinant de cada submatriu
principal superior d’A, per exemple, obtenim el mateix resultat. Vegem-ho:

det(3) =3 >0,

3 =2

det [2 6

}:22>0,

3 -2 1
det |2 6 4| =20>0,
1 1 2

A és definida positiva, com voliem veure.

Aquest métode també es pot utilitzar per veure si una matriu quadrada (no necessari-
ament simétrica) compleix la propietat de Minkowski.

Definicié 2.2.3. Una matriu A € R™ "™ compleiz la propietat de Minkowski si tots els
seus elements no diagonals son no positius © A €s definida positiva.

Es facil comprovar que els elements no diagonals siguin negatius o nuls, i podem evitar
comprovar la positivitat de cada menor principal comprovant-la només pels menors princi-
pals superiors, és a dir, només cal confirmar que la matriu és definida positiva. L’anterior
va ser demostrat 'any 1962 a l'article On matrices with non-positive off-diagonal elements
and positive principal minors del “Czechoslovak Mathematical Journal” pels autors Fied-
ler (1926 - 2015) i Ptak (1925 - 1999), dos matematics txecs especialitzats en algebra i
analisi funcional, respectivament. En aquest tltim pas, apliquem la técnica anterior per a
verificar la positivitat de la matriu.

2 -1 -1
Exemple 2.2.4. Sigui A = | -1 2 —1| € R**3. Es clar que els elements no diago-
-1 -1 3
nals d’A so6n no positius. Comprovem que la matriu és definida positiva amb ’algorisme
anterior:

o _|2-= - = 5 -3
a — 2 > 0 1 A = = ,
H I p e [_g 5 ]
_3.(_3
=250 i a0=2 2 D)y,
2
aﬁ) =1>0.

Per tant, A és definida positiva i tots els elements no diagonals sén negatius: compleix la
propietat de Minkowski.
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2.3 La restriccié d’una forma quadratica
Una interpretacié alternativa del complement de Schur és com a matriu d’'una forma
quadratica restringida al nucli d’'una matriu.
Teorema 2.3.1. Donada la forma quadratica @) : R™ — R en n variables
E F
_ T _ T

Qz)=2z"Az=2 [FT H}z

on z e R E e RF¥k [ e RO-KIX(=k) j detE + 0, si Q esta restringida a
L:=Ker[E,F] = {(z,y) €e R" | Ex + Fy = 0},

aleshores la matriv de Qr = Q|L, Q restringida al subespai L, és A/E.

Demostracio. Podem escriure
Q(2) = P(x,y) = 2T Bz + 227 Fy + y" Hy, (2.3.1)

amb x € RF*1 4y € RO=KX1 - Per representar Qr,, utilitzem Uexpressid que defineix L
posem x en funcid dy:
x=—-E"'Fy. (2.3.2)

Combinant les expressions (2.3.1) i (2.3.2), tenim
Quly) =y FTET'EE™ Fy — 2y FTE~ Fy+y" Hy =y' (H — FTE"'F)y,

i la matriu simeétrica de coeficients de Qr, és AJ/E A més, utilitzant ’expressio (2.5.2),
podem escollir

|:_E1F:| E Rnxl
Itn—t)

com a base de L. 1

De manera similar al que acabem de veure, també podem associar el complement de
Schur a la restriccié d’una forma quadratica a un nucli donat de forma externa.

Teorema 2.3.2. Donada la forma quadratica Q : R™ — R en n variables
Q(z) =2TAz =21 [;CT ff} z
onz € R E e Rk e RO-K*X(=k) § detE £ 0, i una matriu N € R™*" amb
RangN =r, si Q esta restringida a
L:={zeR™" | Nz=0}
aleshores la matriv de Qr = Q|L, Q restringida al subespai L, és B/G, on

0 C D
B = CT E Fl e R(n-‘rt)x(n-i—k) i G = |:
pt T H

0 C

CT E:| ER”Xl,

per matrius C € F>*F § D e FX(=k) simeétriques i no singulars.
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Demostracié. Com que RangN = r, podem suposar que les seves files r primeres files
son linealment independents. Prenem C € F>k § D € F*(=kK) imatrius simeétriques i no
singulars tals que

Nz=Cx+Dy=0 (2.3.3)
1 considerem la matriu fronterera simétrica
0 cC D
B=|CT E F| eROHAx(mth) o gntt)x(ntt)
pT FT H

Com que C' és no singular, també ho és
10 C nxl
G= { o E} e R"*.

Per tant, G és una submatriu principal superior no singular de B i el seu complement de
Schur, B/G € RM=k)x(n=k) "¢ty ben definit. De fet, en termes de la base

ien
Inry |
per L, la forma quadratica Q, té matriu de coeficients B/G. Vegem-ho.
Podem expressar Q com Q(z) = P(x,y) = T Ex + 22" Fy + y" Hy. I ara, I’equacio
(2.8.3) ens dona x = —C~'Dy, que, substituint en l'expressié de Q, dona
Qr(z) =y"D(C ' ECT' Dy - 2y" D"(C™")'Fy + y" Hy =
yI'[H - 2D (Cc™HTF + DT (Cc~YH)TEC ' Dy.
D’altra banda,
G*l _ (CT)—lEO—l (CT)—l
ct 0 ’
i, per definicid,
(CT)—lEC—l (CT)—I DT
B/G=H - [DT FT] [ o1 0 | =
H-pr'c™H'F-Fr'c-'pT + DT (CcHTEC™'D.

Per tant, la forma quadratica associada a B/G és Q. 1

2.4 Connexié amb l’estadistica

El complement de Schur també apareix a I’estadistica en el calcul de densitats marginals
en una distribucié normal multivariable.

EFE F
FT  H
ni 4+ ne, E € RUX™m F ¢ RMX"2 { H € R™X™ i un vector z € R™ !, aleshores la
funcié de densitat de la distribucié normal n-variable amb vector de mitjanes Z i matriu

de covariancia A és )
detA_l 2 1 NT A—1 _
== —5(z=2)" A7 (2—2)
1= () < |

Donada una matriu A = [ } € R™ " simétrica definida positiva, amb n =
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Considerem ara

z = m eR™ | z= m e R™¥L,
Yy ]

onz, € RMXLiy geR™X1
Lema 2.4.1. ([8]) La distribucié de x condicionada a y,

f(z,y)
fly)

sequeir una distribucto normal multivariable de dimensio ny amb vector de mitjanes

fzly) =

T+ FH_l(y —7)
1 matriu de covariancies

A/H=H — FTE7'F ¢ R™2X"2,

En aquest punt ja ha aparegut el complement de Schur. Ara, usant les seves propietats
i el lema anterior, tenim:
Proposicio 2.4.2. (|8]) La densitat de la distribucié marginal de y és
detH 1\ 2
et - 2 1 NT r7—1 _
_ —z=9)"H  (y—7)
— 2 .

Demostracié. D’acord amb l'expressio de la distribucio de x condicionada a v,

fly) =

Es facil calcular Uexpressié de la matriu de covariancies, ja que, si apliquem la identitat

de Schur
detA~1

W = det(A/H)_l,

obtenim

(z—z—FH~'(y=9))" A/H"(z—2—FH ' (y—7))

ol

Flaly) = (W}

1
_ detH  \? _i(a-z-FH\(y-5)TA/H (z-2-FH (y-7))
detA(2m)™

De manera que

(d(eztA):Ll ) 2 e~ 3(z=5)TA(z-3)

~
S
Il
|
®
s
Il

@) derrr )2 ~@—a-FH A y—g)T A/ H N @ma—FH (y=7)
detA(2m)"1

1
<1> ? (=T A (z=2)(a—2—FH (y—5) T A/H (=5~ FH= (y—3))]
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El factor no exponencial ja és el que esperavem. Queda per veure que
(z=2)'A =2~ (@ -2 -FH '(y—9)' A/H (e -z - FH '(y—9)) =
(=" H ' (y—9),
0, equivalentment, posant H = H — FTE='F, i reordenant els termes
(z=2)" AT e =2) = (y-9)"H ' (y—9) =
(x—z—-FH Yy —9)'(H—-FTE'F)y" Yo —z - FH Y(y —7)). (2.4.1)

Notem ara que la matriu A és definida positiva i, per tant, A i totes les seves submatrius
principals son invertibles. Aleshores, podem aplicar la formula per a A~' que demostrarem
més endavant a la seccid 3.4.:

A—l B |:E—1 +E_1F(H,)_1FTE_1 E—lF(H/)—1:| B

_(H/)leTEfl (H/)—l
(E—-FH'FT)1 ~E'F(H - FTE-'F)~!
~H'F'(E - FH'FT)~! (H—FTE1F)~! ’

on la segona expressio s’obté substituint H per H - FTE™'F | novament.

Si, a més, definim v = x — T i v =y — ¥, la part esquerra de la igualtat (2.4.1) queda

A n oy -n =[] [E B[] e

u'(E-~FH'FI) - 20" E'F(H - FTE'F) w4+ 0T (H - FTE'F)y o —oT H 0.
(2.4.2)

A més, lexpressio (2.4.2) es pot reescriure com
(u— FH')(E - FH'FT)"Y(u — FH '),
ja que, per la simetria de S,
(u— FH ') (E -~ FH'FT)"Y(u — FH ') =
u(E-FH'FTYyYWw—2u"(E-FH'FI) ' FH o4’ H ' FT(E-FH ' FT) ' FH v =
w (E-FH'FY " Yw—20"H'F(E-FH'FI) "W oTH ' FT(E-FH'FT) ' FH 1o,

i els primers dos sumands d’aquesta ultima expressid i de (2.4.2), ja coincideizen.
Només queda veure que

vVIH'FT(E - FH'FO)'FH v =0T (H - FTE'F)~ v —oTH v,
o, equivalentment, que
HA'F'(E-FH'FOY'FH ' = (H - FTE7'F)~ — g1,
Novament, com que S és simétrica,

H'FY(E-FH'FO'FH ' = H'FTE'F(H - FTE'F)!
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1 resulta facil veure que
H'FTE'FH -FTE'F) ' =H-FT'E'F)' —H
st tenim en compte que
(H-FTE'FYH - FTE'F)™ =1,,.

Per tant, l’equacio 2.4.1 es compleiz [8] i obtenim

1
—1\ 5
T n

En aquest context, també podem considerar una interpretacié interessant de la propi-
etat del quocient (Teorema 1.2.1).

Donada la distribucié normal multivariant

1
71 5
Faay,2) = <d6t5 >2 3@y T —(3.527)S (@92~ @5.5)

(2m)"
x T
del vector [y| € R™!, amb vector de mitjanes 7| € R™*! i matriu de covariancies
z z
E F G
S=|FI' H 1| eR"™ onz 7€ R y gecR=2izzec R amb
Gt 17 J

n1 + ng + ng = n; aleshores la distribucio

1

71 5

fly.2) = (d:tS) >2 o H@AT-EATIS (W)~
’ 27"

de [Z e RM2tn3)x1 ¢4 yector de mitjanes [g] e RM2+n3)x1 § matriu de covariancies
H I

T = R(n2+ns)x(n2+ns)
roJgl€

Finalment, la distribuci6é de x condicionat a y i 2

f@lly 2]

té matriu de covariancies S/T € R(2Hn3)x(n24n3) [ a propietat del quocient

=) 1))

2.5 Aproximants de Padé

S/T = (S/0)/(T/J)

ens diu que (x (y|z)] segueixen la mateixa distribucio.

L’aproximant de Padé és un tipus particular d’aproximacié racional d’una funcié. La série
de poténcies de 'aproximant coincideix amb la série de poténcies de la funcié que es vol
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aproximar fins a I'ordre escollit. Quan I'aproximant de Padé existeix, és tnic. La técnica
va ser desenvolupada per Henri Padé ’any 1890.

L’avantatge d’utilitzar els aproximants de Padé és que proporcionen un métode ra-
pidament convergent (més que el desenvolupament de Taylor equivalent, per exemple)
d’avaluar el valor d’una funcié en un punt particular o de trobar una corba que esbossi el
comportament d’una funcié en una regié concreta.

Definicié 2.5.1. Sigui f(x) = co + c1x + cax? + --- una série formal de poténcies. La

fraccid racional
ap + ayx + -+ - + apx?

1+bix+ -+ byt

[p/dls(x) =

és un aproximant de Padé de f si ayb, # 0 @ la seva expansid en série de poténcies
coincideiz amb f(x) fins al grau p + q, incloent-lo.

Exemple 2.5.2. Podem expressar la funcié f(x) = e* com la série de poténcies

"= " r 2
X
pu— 7:1 —_— —_— cee
e nz_;)”! +ot St

Alguns aproximants de Padé de f(x) son

0/0)5(2) =1
0/1)5(2) = 72—
/1)) = S22

En aquest cas, el complement de Schur facilita el calcul explicit dels aproximants de
Padé d’una funcié concreta.

Observaci6 2.5.3. ([3]) D’acord amb la férmula exposada per Jacobi I’any 1846 (3], [p/q]
es pot escriure com el quocient de dos determinants:

ip/dl detA
p/aq) =
detW
on
P=aq . i
i=0 cit! Cp—q+1 o p
—aP~ 9T ), Cp—g+1 — TCp— cp — xC
A= p—q+1 p—q+1 P—q+2 P p+1 € Fla+D)x(a+1)
—pp—q+l1 — —
x ¢ Cp — TCp+1 Cptq—1 — TCptq
Cp—q+1 = LCp—q+2 " Cp — TCp+1
. . . X
W = : .. : S Fq q7
Cp — TCp+1 " Cptg—1 T Tlpigq

on els sumatoris se substitueixen per un 0 si p < q.

Observaci6 2.5.4. En la forma anterior de [p/q], W és una submatriu principal inferior
d’A.
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Observacio 2.5.5. Aplicant la identitat de Schur a I’Observaci6 2.5.3 és facil veure que

[p/q] = detAJW.
Teorema 2.5.6 (|3])(Férmula compacta de Nuttall per aproximants de Padé). Donada
una funcio f(x) = co+crz+cox+- - -, el seu aprozimant de Padé [p/q|¢(z) es pot expressar
com
p—q
[p/dlp(x) =) cia’ +aP~ W le,
=0

_ T
on ¢ = (Cp—gt1,--Cp)" -
Demostracioé. Recordem que podem calcular el complement de Schur per a qualsevol ma-
triu principal d’A, no necessariament superior.

Prenem AJ/W i aplicant la definicié del complement de Schur i utilitzant I’Observacio
2.5.5, obtenim

P—q p—q
p/qlf(x) = detA/W = det(z cirt =T W=z~ ) = det(z i paP I w ey =
i=0 1=0
=g
Z ezt + aP~ 1w e,
1=0

per ¢ = (Cp—gity s Cp) L.
Exemple 2.5.7. Recuperem 'Exemple (2.5.2) i intentem arribar a les mateixes expressi-
ons utilitzant la férmula anterior.

Per a [0/0]f(x) tenim:
Avo=[eot”] = [1] 1 Woo=1[0].
Fent servir les convencions exposades a la seccié 2.1.1.; A/} = A, per tant
[0/0]¢(z) = Ao,0/Wo,0 = Ao = 1.
Seguim amb [0/1]¢(z), on ara

. 0 Co . 0 1
Ao1 = [—xo co — :E61:| o [—1 1— :1:]

Wo1 = [co — :L'Cl] = [1 — m] .
Aixi,
1 1
-z

[0/1]¢(x) = Ao /Wo1 =0—1-

Finalment, per [1/1]¢(z) tenim
cot? e 1 1
A - =
11 —zley e — a:CQ] [—x 1-— %

W171 = [Cl — QTCQ] = [1 — %] .

Per tant, obtenim

2[1/1]f(.%') :Al,l/WI,l =1-—-1- 1—

SI]

i les tres expressions son les que esperavem.
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2.6 Fraccions continues

Quan representem nombres reals amb el sistema numéric decimal podem trobar-nos que
alguns nombres racionals no tenen representaci6 finita. Les fraccions continues resolen
aquest 1 altres probelemes de la notacié decimal i permeten representar de forma “mate-
maticament pura’ els nombres reals.

Les primeres aparicions de fraccions continues daten del segle I, tot i que la seva arribada
a Europa no va ser fins el segle XVL.

Definici6 2.6.1. Una fraccié continua és una expressio de la forma

a
C =by+ 71(12,
bl + Do+
on a;,b; ER 1a; >0 perl <i<n.
Exemple 2.6.2. L’expressi6
al 1
C=bppy+——+77—=0+ ——-5—
0 bl + ba72a3 1+ 423 ’
2+b3+--- 2+ﬁ
on a; =b; =1 per i =1,2,..., és una fraccié continua.

Definici6é 2.6.3. Sigui 1 < k < n. El k-ésim convergent d’una fraccio continua C =
bo + —Haz—, €s la fraccio continua finita
bl‘f‘w

ai

a .
L
bot-+—a
k=1

Cr =by+

Exemple 2.6.4. El cinqué convergent de la fraccié continua de 'Exemple (2.6.2) és

al 1
C5:b0+b a3 =0+ ——5—.
L — — T+ L
b3+b4+g§ 3+4+%

Si calculem les sumes fraccionaries, obtenim Cj5 = 8—:{'.

Aqui utilitzarem el complement de Schur per a obtenir una expressi6 més compacta
del n-ésim convergent d’una fraccié continua.

Proposicioé 2.6.5. (|3]) Considerem la fraccid continua

a

C=by+—b .
0 bl + b;f---

Sigui C,, el n-ésim convergent. Podem expressar-lo com el quocient de dues expressions
en funcid dels coeficients a; i b; 1 < i < n de la segiient manera:

_ detA,,

Cn= %
detB,,
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on i _
b —1
aq bl -1 0
A, = ez bl c R+ X (n+1)
0 an—1 bn—1 -1
L an bn a
U _ -
bp -1
ag b2 -1 0
as b3 —1
B, = ) , ) e R™™.
0 an—1 bn—1 -1
L an, bn .

Demostracio. Aplicant la identitat de Schur, podem veure que
detA,, = detA,_1 - det(An/An—1) = detA,_1 - det(b, — (0, ...,O,an)A;il(O, . 0,=1)) =
detAp—1 - (by + anAn—2/An_1)
i
detB, = detB,,_1 - det(B,/By_1) = detBy,,_1 - det(b, — (0, ...,0,a,)B; *,(0,...,0, —1)) =
(detBy,—1)(bp + anBn_2/Bn_1).

Aquestes expressions son precisament les formules de recurréncia que defineizen les con-
vergents successives d’una fraccié continua [3). W

Exemple 2.6.6. Provem de trobar el tercer convergent de la fracci6é continua de I’Exemple

(2.6.2)
al 1 3

a 2
b1 + b2+%

C3=1by+

utilitzant les formules de la proposicié anterior.

En aquest cas tindrem

by -1 0 0 0 -1 0 0
Ao — aj b1 -1 0 . 1 1 -1 0
5710 a by -1 |0 2 2 -1
0 0 a3 bs 0 0 3 3
i
by -1 0 1 -1 0
By=lay by —1|=12 2 -1
0 as bg 0 3 3

Aleshores,
detA3 = 9, deth =15

detAs 9 3

detBs 15 5’

com voliem veure.






Capitol 3

Algunes férmules determinantals
derivades del complement de Schur

En aquest capitol presentarem algunes identitats determinantals importants atribuides als
matematics que apareixen als titols. En el tercer capitol en donarem una definicié formal.

El desenvolupament és autocontingut a excepcio de dos resultats: I’eliminacié gaussiana
i Pafirmacié que tot determinant accepta l'expansié de Laplace. Totes les féormules i
resultats sén conseqiiéncia de les propietats del complement de Schur.

3.1 Cauchy

Augustin Louis Cauchy (1789 - 1857), d’origen francés, va ser un dels matematics més
prolifics amb prop de 800 publicacions. El seu estudi destaca sobretot en I'analisi ma-
tematica, la teoria de grups i la mecanica dels medis continus. Cauchy va enunciar el
seglient teorema considerant un cas particular de la Identitat de Schur.

Teorema 3.1.1 ([4]) (Expansi6é de Cauchy de detA). Sigui k = n - 1, de manera que E
€ F=Ux(n=1) "H — [a,,] € F*¥1 F e F*" § G € F**'. Llavors

detA = appdetE — G(AdjE)F.
Demostracidé. Aplicant el Teorema 1.1.11 i la Definicid 1.1.7 tenim que,
detA = detE - (app, — GE'F) = apndetE — G(detE)E~'F = ay,detE — G(AdjE)F. 1

Exemple 3.1.2. Sigui

4 -2 1 2
R 3
A=11 ¢ -1 7|€F
4 -5 8 1
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Aplicant I’eliminacié gaussiana de (1.1.1) amb n = 4, k = 2, obtenim

4 -2 1 2
E F] |3 0 5 —3]
[o H’]{O 0 =2 26J'

0 0 5 —10

Aleshores,

4 -2 =2 26 —619
= . = . 3 - = —
detA = detE - detA/E = det [3 0 } det [ 5 _10] 6 3 1238.

D’altra banda, és facil comprovar que

o _ detA[1,2,i[1,2,5] _ detA[l,2,i1,2, j]
9T detA[1,21,2] detE

per 3 < 4,7 < 4. Vegem-ne algun cas concret:

detA[1,2,4]1,2,4]  detA[1,2,4]1,2,4]  —60

h = = = = —10.
H detA[1,2|1,2] detE 6
Si ara, en canvi, considerem la particié d’A segiient (k = 3):
4 -2 1 2
3 0 5 -3
1 6 -1 7\
4 -5 38 1]
aleshores també podem obtenir el determinant d’A com:
-30 4 —10 2
detA = apndetE —G(AdE)F =1-(-118)—[4 -5 8] | 8 -5  —17| |-3| =
18 —26 6 7
2
-118— [-16  —167 93] |-3| = —118 — 1120 = —1238,
7

que és el mateix valor que hem obtingut anteriorment.

3.2 Sylvester

James Joseph Sylvester (1814 — 1897) va ser un matematic anglés que va fer importants
contribucions a la teoria de matrius i als determinants, entre d’altres. La Identitat de
Sylvester per a determinants, publicada I’any 1851, s’enuncia a continuaci6 i és tutil per
avaluar certs tipus de determinants.

Teorema 3.2.1 ([4]) (Identitat de Sylvester per a determinants fronterers). Sigui
C = [cij] = [detA[L, ..., ki1, ..., k, j]] € FO=RX(=R) k1 < 5 <,
aleshores

detC' = det([detA[L, ..., k,i|1, ...k, j]]) = (detA[L, ..., k|1, .., k])" " 'det A
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Demostracio. Aplicant la Proposicio 1.1.13, obtenim que

detA[l, ..., k,i|1,...k, j] = (detE)hi; = (detA[l, ..., k[1, ..., k])hi;, k+1<i,j<n,

YR
és a dir,

C = [detA[l, ..., ki1, ...k, j]] = (detA[L, ..., k|1, ..., K])[l};] = det E-A/E, k+1<i,j <n,.

1, per tant,

detA
_k‘ m = (d@tE)n_k_l detA =

detC = det(detE-A/E) = (detE)" *.detA/E = (detE)"
= (detA[l, ... k|1, . k)" * 1. detA. W
Exemple 3.2.2. Recuperant I'Exemple 3.1.2; tenim que
cij = detA[l1,2,i[1,2, j]

per 3 < ¢,7 < 4. Per tant:

4 -2 1
c33 = detA[l,2,3]1,2,3] = det |3 0 5| = —118,
1 6 -1
4 -2 2
c3q = detA[1,2,3]1,2,4] = det |3 0 —3| = 156,
1 6 7
4 -2 1
cy3 = detA[1,2,4|1,2,3] = det |3 0 5 =93,
4 -5 8
4 —2 2
cqq = detA[1,2,4|1,2,4] = det |3 0 —-3| = —-60
4 -5 1
i
—118 156
= [ 93 —60]
i aleshores
det [—118 156]
93 —60 —
detA — 2AC _ _ T8 o3
detE det 4 =2 6
“l3 o

novament.
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3.3 Kronecker

Un cas particular de la Identitat de Sylvester és la identitat desenvolupada per Leopold
Kronecker (1823 - 1891), un matematic alemany que va estudiar els camps de la teoria de
nombres, ’dlgebra i la logica.

Teorema 3.3.1 ([4]) (Identitat de Kronecker per a determinants fronterers). Sigui

ail s aik a1j

B = [bl]] — | det : : - . e F(nfk)x(nfk)’
ak1 s Ak A
ar Qg 0

E+1<1,75<n.
Aleshores tota submatriu (k+1)x (k+1) de B té determinant nul, és a dir

detBli, ..., igq1]J1s oo Jrg1] = 0, kHL <dyp <-- <ipgr <ny, EFL <G <o <y €0

E F
, _ (k+1)% (k+1)
o "l St prenem H = 0 € F ,
llavors C = [detA]l,..., k, i/1,..., k, j| = B, on C és la matriu definida al Teorema 3.2.1.
A més, com que les k + 1 dltimes files d’A tenen, com a maxim, k elements no nuls
cadascuna, es compleix Rang(A) < 2k =n — 1 < n, de manera que
detC detB

0=detA= (el By = (et By = detB = detC = 0.

Demostracioé. Suposem n = 2k + 1. A =

Com que B € FRTUX+D) " 1ninica submatriu de B de mida (k+1) x (k+1) és, en efecte,
B, per tant detB = 0.

Alternativament, usant la Proposicié 1.1.13 (i prenent encara H = 0 € IE‘(’““)X(’“H)),
tenim que

ai; - Gy a1
det _ detA[l,...,k:,z|1,...,k,j]detE:
a0 a0
det AL, ...k, i[1, ... k, j] ,
detlb = h;;
detA[L, k|1, K i

k+1<i,7<n.
De manera que

B =detE - (A/E —0) = detE - (A/E — H) =
detE - (H — GE'F — H) = detE - (-GE™'F).
Per tant,
Rang(B) < min{Rang(G), Rang(E™1), Rang(F)} < k < k + 1.
Com que Blig, ..., igs1|j1, oy jrpr] € FEHDX (AL
Rang(Bliiy ..., ik+1|71, - Jkt1]) < Rang(B) < k.

i tenim que detBlij, ..., ik+1|71, -, Je+1] = 0. W
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Exemple 3.3.2. Tornant a I’'Exemple 3.1.2, prenem ara k = 1,

4] -2 1 2]

_[E | F| _ |3 0 5 =3 A4
A= TH 1| 6 1 7|€FT
4 | -5 8 1
Llavors,
[ [4 -2 4 1] 4 2]
det 3 0 det 3 0 det M
4 —2] 4 1] 4 2 6 =3 =6
B = |det det det =12 -1 2| em3*3,
1 0 1 0 1 0 < A <
4 —2] 4 1] 4 2 N N
_det _4 0 | det _4 0_ det _4 0_ |

Efectivament, el determinant de qualsevol submatriu 2 x 2 és nul:

detB[1,2[1,2] = det [6 _3} =—6—(—6) =0,

2 -1
-3 -6
detB[1,3[2,3] =det | | | =24-24=0
(6]
-1 -2
detB[2,3|2,3] = det [_4 _8] =8-8=0

3.4 Jacobi

Carl Gustav Jakob Jacobi (1804 - 1851) va ser un matematic alemany i va fer contribucions
principalment en els camps de les funcions el-liptiques, 1’algebra, la teoria de nombres i
les equacions diferencials. La Identitat de Jacobi, tractada a continuacid, permet, donada
una matriu A, el calcul de determinants de submatrius d’A~! a partir d’A.

Teorema 3.4.1 (|4]) (Identitat de Jacobi). Sigui A € F™™ una matriu invertible. Ales-
hores:
(_1)i1+~~~+ik+j1+~~+jk
Aet AT i1y oos G it oo i) = oy detAliy,...,ig|j1, ..., Jx]  (primera versid)
e
(3.4.1)

det(Ade[j;c—‘rlv "~7j£z|i;c+1) seey Z;’L]) =
(—1)itFitist 4 (det A\ FL L det Afiy, ..., iglj1, o Jk] (Segona versic) — (3.4.2)

onl<ipg< - <ip<nil<i< - <frp<n, il1<i,, < <ip<nil<j <
s < gl <noson tals que {i, ik, T gy e iy b = {000 o ko Sl 1o - dn = {1, m )

Demostracio. Continuem aplicant de 'eliminacid gaussiana de (1.1.1):

s _E(;ﬁ)(_f{'ﬂ} [_(jg_l zno_;j [g ff]:
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R Al

I obtenim que:

e R S

E-'+ ETVF(H)'GETY —EVF(H')!
_(Hl)—lGE—l (H/)—l
Com que H' = A/E, podem deduir de (3.4.3) que (H')™' és la submatriu de A~ que és

“complementaria a E”. Es a dir la submatriu principal inferior d’A de mida (n-k)x (n-k).
Aplicant novament detA = detE - detA/E, obtenim:

(3.4.3)

1 detb]

NnN—1 _ —1 - -1 o
det(H) " =detA ' k+1,..,nlk+1,...,n] =det(A/E)"" = JetAJE ~ detA

detA[L, .. k|1, ..., k]

‘ .0 4.4
=y (primera versid) (3.4.4)
També
1
. -1 n—k n—k
det(AdjAlk +1,...,nlk +1,...,n]) = det((H')™') - (detA)" " = (detil) (detA)" " =
All, .. KL, ...
detA| ’d ;jj k] (detA)" % = detA[1, ..., k|1, ..., k] - (detA)"*~1.  (segona versio)
e
(3.4.5)
Considerem Pe F™™ ¢ Qe F™™ matrius de permutacio tals que
PAQ — PR} PERRY ‘ T ‘ ,
* A[Z;H-h '-'7Z;1‘]llc+17 s ]

llavors

det(PAQ) = (_1)i1+"'+ik+j1+"'+jkdetA
(PAQ)(1, ..., k|1, ... k] = Aliv, ..., ik|j1, -y k)

(PAQ) 'k + 1, eoinlk 4 1,econ] = (QTT AT Pk + 1,y mlk 4 1] =
= A_l[j]/€+17 "'aj;‘i;€+1, ceey Z{n]
Substituim A per PAQ en (3.4.4) i en (3.4.5) i obtenim les expressions. M

Corotlari 3.4.2 (Identitat de Jacobi II). Sigui

_|E F nxn
A_{G H]EF

una matriu invertible amb

-1 _ w X nxn
A _[Y 7 e =,

Aleshores:

detZ - detA = detFE.
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Exemple 3.4.3. Sigui

2 -5 6
A= 4 1 2| ePF>
3 0 1
Calculem A~! a partir de la formula
—1 =5 8
26 26 13
1 1 1 ) —16
A7 = ——(AdjA)=— |2 -16 20 |=|7 % T
detA —26 3 _15 99
3 15 —11
26 26 13
Aleshores,
-1 8
26 13 1
detA™[1,2|1,3] = det =
-1 -wo| 13
13 13
i, usant la primera identitat de Jacobi:
-1 2+3 -1 1
detA™'1,2|1,3] = =0 detA[2]3] = —=2 = —.
—26 —26 13

D’altra banda, utilitzant la matriu d’adjunts d’A calculada anteriorment,

det(AdjA[1,2(2,3]) :det[ o _16}

—16 20~ 0

i fent servir la segona identitat de Jacobi,

det(AdjA[1,2|2,3]) = (—1)173(=26)3" " det A[1]3] = 1(—26)'6 = —156.

3.5 Binet, Cauchy i Laplace

Jacques Philippe Marie Binet (1786 - 1856) va ser un matematic i astronom francés. Va
fer aportacions als camps de la teoria de nombres i de ’dlgebra de matrius.

La Formula de Binet i Cauchy per a determinants que es desenvolupa a continuacio
s’aplica per a calcular el determinant del producte de dues matrius rectangulars. Gene-
ralitza el resultat que el determinant d’un producte de matrius quadrades és el producte
dels determinants.

Teorema 3.5.1 ([4]) (Féormula de Binet i Cauchy per a determinants). Sigui F € FF*!
G e FXk n =k + 1. Aleshores

det(GF) = > detG[l,..,1|ix, ..., 1] - detFiy, .., i|1, .., 1].

i<i1<~-~<il§k}

Demostracio. Sigui

_ |k F (k4-0) % (k-+1)
A= [ a 0] eF .

El complement de Schur de —I;, en A és

A)(~I;) =0—G(I})"'F = -GF
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1 utilitzant com a consequéncia de la identitat de Schur, tenim que
detA = det(—1I},)[detA)(—I};)] = (—1)FFdet(GF).

Aplicant l’extensid de Laplace per determinants

detA = ZZ 1) a;idet(Asy),

=1 j=1

obtenim la formula desitjada. M

-1 0 0 2 -3
0 —1 0 2 1
Exemple 3.5.2. Prenem k£ = 3, [ = 2 i definim A = | 0 0 -1 |4 5| =
6 3 -2 10 0
{ 4 -1 1 0 0 J

[_le Zg] de mida n x n amb n = [ 4+ k. Per tant, FF = |2 1| e ia =

[6 31 _12] € F?*3. Aleshores, d’una banda tenim que

~[10 —25 959
GF = [10 —8} cF

det(GF) = 170.
Alternativament, utilitzant la férmula de Binet i Cauchy, obtenim

det(GF) = detG[1,2|1,2] - detF[1,2|1,2] + detG[1,2|1,3] - detF[1,3[1,2]

4 2

6 -2 2 -3 3 -2 2 1
det[4 1]det[4 5}+det[_1 1]det[4 5]—170.

+detG[1,2!2,3] . detF[2,3\1,2] = det {6 _31] det [2 —13} +






Capitol 4

Lleis d’extensi6é d’identitats
determinantals

Entenem per métodes d’extensié d’identitats determinantals aquells que ens permeten
ampliar algunes identitats determinantals per aconseguir-ne aixi de noves, més complexes
perd equivalents a les originals.

En aquest capitol estudiarem dos d’aquests métodes que enuncien com, donada una
identitat determinantal, obtenir-ne una altra: la Llei de Muir dels menors extensibles i
la Llei de Cayley dels complementaris, les dues lleis priméaries de formacié d’identitats
determinantals.

La primera va ser enunciada per Muir 'any 1883 i estableix que cada identitat po-
linomial en els menors d’una matriu pot ser associada a una altra identitat polinomial
obtinguda augmentant les llistes d’indexs de files i columnes amb dues llistes d’indexs
fixades (una per les files i una altra per les columnes, respectivament) [7].

La segona llei data del 1881, s’atribueix a Cayley i conclou que a partir de qualsevol
identitat polinomial en alguns menors d’una matriu es pot construir una altra identitat
polinomial, obtinguda substituint cada menor de 1’equaci6 original pel seu menor comple-
mentari [7].

També revisarem les possibles equivaléncies entre aquestes i altres lleis d’extensi6é d’i-
dentitats determinantals

4.1 La llei de Muir dels menors extensibles

Thomas Muir (1844 — 1934) va ser un matematic escocés reconegut per les seves apor-
tacions en el camp dels determinants. Abans d’enunciar la seva llei referent a I’extensio
d’identitats determinantals ens caldra donar una definici6 rigorosa d’identitat determinan-
tal.

Considerem una matriu A = [a;;] € F™*™ els elements de la qual son indeterminades
que commuten dos a dos de F. Suposem que les files i columnes d’A estan indexades pels
valors £+ 1,...,n = k + m per algun enter k£ > 0.

Definici6 4.1.1. ([4]) Donada una matriu A € F™ ™ un terme d’una identitat determi-

40
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nantal d’A és un producte T'(A) (possiblement buit) de la forma
T(A) = detA[aM|M] .. - det A[aP)|3P)]

on oD i B0 son subllistes de la llista (k+1,....,n) de la mateiza llargada, ordenades de
manera natural per cada i =1,...,p.

Exemple 4.1.2. Sigui
ailr a2 ais
A= lan ax axg| € F¥3

31 a32 a33

un terme d’una identitat determinantal podria ser

T(A) = detA[1,2|1,2] - detA[1,3|1,2] - det A[2,3[1,3] =

a a a a a a
det 11 12| det 11 12| det 21 23
a21 a2 asy as2 a31 ass

Aixi doncs, un terme és un producte de menors d’A, possiblement de diferents ordres.

Definicié 4.1.3. (|6]) Una identitat determinantal de mida m x m d’A € F™*™ és una
equacid polinomica de la forma

t Pq
S et ) = Y ey [ det A7) =0

g=1 q=1 r=1

on cada Ty(A) és un terme d’A, cq € F ip, € N per ¢ = 1,...,t.
La identitat determinantal serd homogénia si p;1 = po = -+ = p¢.

Observaci6 4.1.4. (|4]) Podem escriure una identitat determinantal de mida mxm en
termes d’a;; per k+1 < 4, j < n, substituint cada factor detA[a((;) | Bg’)] per la seva expressio
en funci6 dels elements d’A.

Exemple 4.1.5. La identitat de Sylvester, donada A € F**™, dona ’expressio
(detA[L, ..., k|1, ..., k)" *1 . detA = detC
on
C = [eij] = [detA[L, ..., k,i[1, ... k, j]] € FO=RX=b) k1 < j <o,

és una identitat determinantal de mida n x n. Substituint C per la seva expressié en funcié
dels elements d’A que conté, obtenim

(detA[L, ... k|1, ... k)" *TedetA[L, ..,n|1, ..on] = Y sign(o) ] detAQ, ... ki1, ...k o(i)],
og€eS i=k+1

la identitat determinantal en termes de x;(;) per k+1 < 4,0(i) < n, on S és el conjunt
de permutacions de {k +1,...,n}.

Observaci6 4.1.6. (|4]) Alternativament, podem obtenir ’expressié de I'Exemple 4.1.5
de la manera segiient:
Per la formula de Leibniz pel calcul de determinants

detA =Y sign(o) f[%o(i)’
=1

O’ESn
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tenim que
n

detA = Z sign(o) HA[i’U(i)],

0ESn =1
on S, és el conjunt de permutacions de {1,...,n}.

L’apliquem a Alk + 1,...,n|k + 1,...,n], obtenint:

detAlk+1,..,nlk+1,..,n] = Z sign(o) H Alilo ()]

ceS i=k+1

D’altra banda, si definim

det A[D|0] =1,
podem recuperar la igualtat anterior com
frdetAlk +1,..,nlk +1,...,n] = > _sign(o)fs [] Alilo(i)], (4.1.1)

geS i=k+1

on fy; = szlu#q i det[0|0]. Notem que S conté (n — k)! elements, de manera que el

nombre total de sumands de la igualtat és ¢t = (n — k)! + 1. A més, el terme de la dreta
conté un tunic factor determinantal, i la resta de termes en tenen n — k, de manera que
pr=1ip;=n—kperi=2,..,t Per tant,

n—k n—k n—=k
fr= T det(010) [T det(@10] - ]| det[0]0] = det[p]g]—*) =R}
v=1 v=1

v=1

1 n—=k n—=k
fo = T det010] T det[0]0] - - ] det[0]0] = det[p]g) "~ (n—k)=11+1
v=1 v=1 v=1

Aleshores, la igualtat (4.1.1) queda

(det[0|0]) PR det Alk 4+ 1, ..., n|k + 1,...,n] =

n

(det[0]0)) "R W sign(o) TT Alilo()]
oES i=k+1

Notem que (n —k)-[(n—k)!' =1]+1=(n—k)- (n—k)! — (n — k) + 1, de manera que
podem simplificar els exponents de det[()|(})] a banda i banda de la igualtat per aconseguir

(det[@|0)"* " - detAlk +1,...nk +1,...n] =Y _sign(o) [] Alilo(i)].
o€ES i=k+1

Finalment, aconseguim la identitat desitjada afegint la seqiiéncia (1, ..., k) a cada terme
de (4.1.1):

(detA[L, ..., k[1, ... k)" *"VdetA[L, ...,n[1,...n] = sign(o) [] AlL ...k i[1, ...k o(i)].
geS i=k+1
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Observaci6 4.1.7. Si com a I’'Observacio (4.1.6) utilitzem detA[}|0] = 1, per A € R™*",
podem considerar que tota identitat determinantal és homogénia, afegint a cada terme el
nombre de factors det[()|()] necessaris.

Es precisament el métode que acabem d’usar per aconseguir identitats determinantals
de mida n x n a partir d’identitats determinantals de mida m x m, m = n — k, el que
anomenem extensid i pot generalitzar-se de la segiient forma.

Proposicio 4.1.8. (|4]) Si

t
D egTy(A) =0, (4.1.2)
q=1

és una identitat determinantal de mida m x m, aleshores per tota matriu B = [b;;] de

mida m X m amb elements d’'un cos F' extensié de F es compleix

t

> ¢ Ty(B) = 0.

q=1

Demostracié. L’aplicacio a;; — bi;, k+1 < 1,7

7 < n indueiz un homeomorfisme de
UVanell Flak+1 k+1, Qkt+1,k+2, - Gnn) en el cos /. W

El 1883, Muir va enunciar la seva llei referida a I'extensié d’identitats determinantals.

Teorema 4.1.9 (|4]) (Llei de Muir dels menors extensibles). Donada una identitat deter-
minantal de mida mxm

t
Zcq ZchdetB 6“ |=
q=1

aleshores existeix una identitat determinantal de mida nxn

t Pq
Z cq " [q H detAly, OQ(;T)W, @Y)] =0,
q=1 r=1

on -y = ( )y ) qu Hu 1p#q zzjuzl detA[’y”Y]

Demostracié. Sigui A = [a;;] € F**™ una matriu els elements de la qual son indetermi-
nades que commuten dos a dos de F. Si apliquem (4.1.2) a la matriu B = H = A/E,
complement de Schur de E = A[l,...,k|1,....k] en A, obtenim la identitat determinantal

¢
ZC‘I Zcq (A/E)=0
q=1

de mida m X m. Definim g = HZ:l lej“:l deNtE per ¢ = 1,...,t i podem multiplicar cada
terme q pel factor g, obtenint un nou terme Ty, = g - Ty.

Si, a més, susbtituim cada menor de H' per la seva expressid a (1.1.3), obtenim la
identitat determinantal de mida n X n

> egTy(A) =0 (4.1.3)

q=1
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on )
Ty(A) =g Ty(A/E) =
t Pu
I ] detE - detA/E[a(V[8M] - detA/Eloy (pa) | glpa)) =
p=1lv=1
H Hd o detALL .k, a1, ok, B detA[L, ..k, o), .k, B | _
detE detE
p=1lv=1
detA[L, ...k, ol |1, b, B3] det AL ok, 0|1,k BPY)
H H detE -
det EPq
p=1v=1
t Pu
[T TIdete - detA, ...k, a{D N, .ok, BD) - detAlL, ...k, af V|1, ...k, BT,
p=lp#qr=1
Prenent v = (1,..., k) i definint f, = H —12q L1 detE obtenim, precisament,

Pq
A)=fq- H detAly, a((f)h,@gr)]

r=1
En Uexpressid anterior, cada menor de T,(A) és lextensio del menor corresponent a

T,(A/E). Aizi doncs, (4.1.3) és Uextensid de

Zcq (A/E) =0,

obtinguda substituint cada terme T,(A/E) per

T,(A) = f, - detAly, agl)mﬁél)]...detAh aq |% pq)}' n

4.2 La llei de Cayley dels complementaris

Arthur Cayley (1821 — 1895) va ser un matematic anglés el treball del qual es va centrar
sobretot en l'algebra. Abans d’enunciar la seva Llei dels complementaris és necessari
definir identitat determinantal complementaria.

Definici6 4.2.1. (|4]) Donada una identitat determinantal

t

t Py
D e Ty(A) = cq [ detAlad”|8{7] =
a=1 g=1 r=1

la seva identitat complementaria és

Y dTy(A)

q=1

Pq
;H det A[( (B8] = 0.

I
i M“

Va ser també Muir qui va enunciar la segiient Llei dels complementaris el 1881, perd
n’atribueix 'autoria a Cayley. De fet, el propi Muir afirma que la seva Llei dels menors
extensibles és derivable de la Llei de Cayley com a corol-lari [7].
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Teorema 4.2.2 (Llei de Cayley dels complementaris). ([4]) Donada una identitat deter-
minantal en A € F™*"

t

t Pq
Z cqTy(A) = Z Cq H detA[aé’") !ﬂ((f)] =0,
g=1 =1 r=1

aleshores la seva identitat complementaria

t Pq
> eq [T detAl(@{)1(857) ) =0
q=1 r=1

també és una identitat determinantal.

Demostracio. Si .
Z cqlq(A) =
q=1

és una identitat determinantal en A € F™*"  apliquem 'expressio (4.1.2) a B = AdjA i

obtenim
t t

Z Ty (AdjA) = Z Cq H det Adj Ao |ﬁgr)] =0

q=1
una nova identitat determinantal en Ad]A.

Aplicant ara la segona versid de la Identitat de Jacobi a cada terme de la identitat,
aquests queden:

Pq

T/(A) _ H[(_1)(ozl(lr))1+-~+(ozl(1r))k+(/3l(f>)1+~'+(5¢(zr>)k . (detA)n—k—l . detA[(a((]r))c’(B(r))cH

q q
r=1

per cada ¢ = 1,...,t. De manera que obtenim una nova identitat determinantal en A

t
> TiA) =
q=1

amb .
c:] = (_1)(6&))1+~~~+(a(<zr>)k+(@¢<f))1+~-~+(5§”)k . (detA)”_k_l

T;(A) = detA[(a”)|(8{)°],
1 €s la identitat complementaria a la inicial. M

Exemple 4.2.3. Sigui A € F"*™. La identitat complementaria de la identitat

detA = Z sign(o HdetA i|o(4)

g€Sy
és

(—=1)™ " (det A" det AD|0) = Y sign(o) [ [(~1) 7D det A[i|o (i)
S i=1
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4.3 Equivaléncia de lleis d’extensié d’identitats determinan-
tals

A banda d’aquestes dues lleis d’extensié d’identitats determinantals de Muir i Cayley, pot-
ser les més rellevants, n’existeixen d’altres. A continuacié n’enunciem tres més i donem la
referéncia d’una quarta, les estudiades per André Pierro de Camargo, matematic brasiler,
en els seus articles [6], [7] 1 [5].

El primer teorema que revisarem va ser enunciat per Gilinter Miihlbach, matematic
alemany, ’any 1990 i pot ser considerat una generalitzaci6 de la Llei de Muir dels menors
extensibles.

Teorema 4.3.1 ([6]) (Principi d’extensi6 de Miihlbach). Siguin
t t Pq
D e Ty(A) = cq [ detAled(8{7] =0,
q=1 g=1 r=1

una identitat determinantal d’A = [a;j] € F(n—m)x(n—m) 9(q, k) = ming—1,__ s x=1,.. p, {/qu)}
1 H1 = (1, ,m)

Si ewisteizen llistes d’indexs Ha, ..., Hy_y @ vectors zp1,2p2, ..., 2pm, € C*, on 7, =
#Hy —n, tals que
m=#H, i« H,C(l,...,m+b—-1) b=1,..,n—m
1 es compleix que
Hy C Hy | J 590",

quan b € B, aleshores existeix una identitat determinantal de mida n X n

¢ P
g | | (m+) (m+)]

¢q Jq | [ detA[(1, ... m) U o™ Hygg p) Uﬁék) =0,
q=1 r=1

on fq = HL:M#(] Pr  detA[(1,...,m) U Hg(u)l perq=1,..,t.

El segiient teorema és denominat CEP als articles referenciats, nosaltres ’anomenarem
Principi d’extensié de Camargo. Es tracta d’una generalitzacié del Principi d’extensid de
Miihlbach anterior que incorpora la possibilitat que les llistes d’indexs de files i columnes
(dels menors de la matriu al voltant de la qual formem la identitat determinantal) tinguin
llargades diferents.

Teorema 4.3.2 ([7]) (Principi d’extensié de Camargo). Siguin

t

t Pq
D eqTy(A) =D ¢g [ detAla”|857] =0,
qg=1

q=1 r=1

una identitat determinantal d’A = [a;;] € F(n=—m)x(n—m) 9(q, k) = minqzljm,t’k:lw’pq{,qu)}
1 H1 = (1, ,m)

Si existeizen llistes d’indexs Ho, ..., Hp_p @ vectors zp1,2p2, ..., 20 € C*, on 7, =
#Hy, —n, tals que

m<#H, « Hy,C(l,...m+b—1) b=1,...,n—m,
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es compleix que

s)m+
HbCHg(V,k)UB£)( )7

(Zg(u,s),h Zg(v,8),27 -+ Zg(u,s),Tg(ws)) C (Zb,lv 2b,29 <00y Zb,Tb)

quan b € B35, aleshores existeir una identitat determinantal de mida n x n

Zg(q,k),1r ++ Zg(qvk)ng(qvk)

t p
Zcq~fql_q[detA =0,
q=1 r=1

k) (m+) k) (m+)
(1,...,m)Ua((] ) aHg(q,k)Uﬁé )

. p ZQ(M?”)J’ Tt ZQ(M”)»Tg(u,u)
on fg =111,z [ 21 detA perq=1,..,t.
(1, ceeym) U Hy()

Seguidament, enunciem la Identitat de Miihlbach-Gasca-(Lopez-Carmona)-Ramirez,
un tercer resultat extret de la generalitzacid, novament, dels dos anteriors.

Teorema 4.3.3 ([6]) (Identitat de Miihlbach-Gasca-(Lopez-Carmona)-Ramirez). Sigui A
una matriv de mida n x n, m un enter tal que m < n i Hj = (j1, ..., jm) llistes d’indexs
amb j1 < jo < <jm<m-+ji

dij =detA[l,...m,m+iH;m+j], ij=1..,n—m.

Aleshores es compleix

n—m
det(d; ;) = detA [ detA[1,...,m|Hj).
j=2

Finalment, considerem un ultim resultat obtingut per Miihlbach, ja esmentat, i Bern-
hard Beckermann, un matematic francés, a partir de la generalitzacié de la Identitat de
Sylvester per a determinants fronterers; el Teorema (3.2.1) [2]. L’anomenarem Identitat
de Beckermann-Miihlbach i es pot trobar completa a I'article [5].

Si a més de la Identitat de Sylvester per a determinants fronterers recuperem també el
Teorema (3.4.1) (la Identitat de Jacobi), obtenim el segiient resultat, que es demostra a
[6], [7] 1 [5].

Teorema 4.3.4. ([6]) Els segiients enunciats son equivalents:

o Llei de Muir dels menors extensibles

o Llei de Cayley dels complementaris

e Principi d’extensio de Miihlbach

e Principi d’extensié de Camargo

e [dentitat de Mihlbach-Gasca-(Lopez-Carmona)-Ramirez
o [dentitat de Beckerman-Miihlbach

o [dentitat de Sylvester per a determinants fronterers
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o [dentitat de Jacobi

Observaci6 4.3.5. (|5]) Als articles esmentats es demostren les primeres sis equivaléncies
provant les implicacions i inclusions que es presenten al segiient esquema:

Identitat de Sylvester per a determinants fronterers <— Llei de Muir dels menors extensibles

N N
Identitat de Miihlbach-Gasca-(Lopez-Carmona)-Ramirez <— Principi d’extensié de Miihlbach
N N

Identitat de Beckerman-Miihlbach <— Principi d’extensi6 de Camargo

Per tant, les sis lleis d’extensi6 i les dues identitats determinantals esmentades (de
Sylvester per a determinants fronterers i de Jacobi) sén enunciats equivalents.

De fet, 'any 1993 a l'article On identities satisfied by minors of a matrixz publicat a
“Advanced mathematics” per Bernard Leclerc, matematic francés, es demostra que practi-
cament totes les identitats determinantals conegudes sén casos particulars d’una identitat
determinantal general enunciada per Herbert Turnbull, matematic anglés, el 1909 [6].



Capitol 5

Conclusions

Si repassem les pagines anteriors, podem concloure que la rellevancia del complement de
Schur ha quedat patent. Hem pogut veure que es tracta d’una eina present en molts
ambits molt diversos de les matematiques que simplifica, de manera considerable, algorit-
mes, proves i formules, encara que la seva utilitzacidé de forma conscient i explicita sigui
relativament moderna.

Les diferents formules i identitats determinantals proposades per Richard Brualdi i
Hans Schneider a [4] han quedat provades i exemplificades, aixi com relacionades amb els
continguts del primer capitol.

Finalment, hem pogut veure amb certa profunditat la Llei de Muir dels menors ex-
tensibles i la Llei de Cayley dels complementaris, les dues lleis d’extensié d’identitats
determinantals més rellevants, i les seves demostracions, aplicacions i implicacions en 1’e-
quivaléncia d’identitats determinantals exposada a les dltimes linies del treball, que les
relaciona amb altres lleis d’extensio.

Alguns fronts no han quedat prou resolts com seria la demostracié explicita d’aquesta
equivaléncia d’identitats determinantals, el Teorema 4.3.4, a causa de la limitaci6é d’exten-
si6 1 durada del treball. Per a aprofundir en aquesta seccio, recomano la lectura de [6], [7]
i [5], on es proven les implicacions que es mostren a l'esquema de I’Observaci6 4.3.5.

En un pla més personal, considero que la realitzaci6 d’aquest treball ha suposat el
tancament de la meva etapa universitaria, no només de forma literal sin6 també en el
sentit més metaforic, que m’ha donat la possibilitat de posar en practica i revalorar els
coneixements que he adquirit en els dltims quatre anys. M’ha permés prendre consciéncia
de la meva capacitat per llegir, entendre i, fins i tot en alguns casos, ampliar articles
académics complexos que tracten conceptes que no havia vist anteriorment.

No només m’ha possibilitat estudiar un dels meus camps preferits de les matematiques,
sindé que, a més, ha estat una forma de reconciliar-me amb aquelles parts del grau que
en algun moment no em van motivar, perd que van dotar-me de la constancia i forca de
voluntat que m’han permés enfrontar-me al repte que ha suposat el Treball de fi de grau.
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