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ABSTRACT 1

Abstract

L’analisi de dades topologica ha estat ampliament usada per resoldre problemes de
classificacié de navols de punts; no obstant, com usar-la en la classificacié de punts
a RY ha estat un problema poc estudiat. En aquets teball usarem eines recentment
desenvolupades en 'estudi de diagrames de persisténcia aleatoris per abordar el pro-
blema de classificar punts a R?.

Topological Data analysis has been extensively used to solve point cloud classifi-
cation problems; however, how to use TDA in classification of points in R? has not
been studied yet. In this work we use recently developed tools on the study of random
persistence diagrams in order to deal with the classification of points in R¢.



1.0 Introduccid

L’analisi de dades topologic compren un seguit de técniques que s’usen per estu-
diar la topologia d’un conjunt de punts donat.

Una d’aquestes eines és I’homologia persistent que estudia la topologia d’un con-
junt de punts través del comput de I’homologia del conjunt en qiiestié a diferents
escales. Donat per exemple un ntvol de punts {x, ..., x,} € R? i un parametre tem-
poral, es pot construir un complex simplicial K(X), a través d’alguna construccié
com per exemple el complexe de Vietoris-Rips. Si fem créixer el parametre r > 0,
aconseguim una successio creixent de complexos { K(X)}, que s’anomenara filtracio.
Quan en aquesta filtracié apareix un simplex en temps r pot donar-se que la topolo-
gia de K(X), canvii respecte la de parametres inferiors: es poden generar o destruir
components connexes, forats... L’homologia persistent captura aquests canvis en les
caracteristiques topologiques de la filtracid i les codifica en un diagrama de persisten-
cia D = {(b;,d;, k)} i.e. un conjunt de ternes, cada una d’elles representatn un forat
k—dimensional que ha aparegut a la filtracié en temps b, i ha desaparegut en temps
d; Els diagrames de persisteéncia doncs es poden veure com un descriptor multi-escala
de les caracteristiques topologiques d’un conjunt.

L’estudi dels diagrames de persisténcia ha estat un subjecte de recerca que ha ge-
nerat molta atenci6 recentment, i nombrosos resultats han estat donats sobre aquests
([10], [?], [?], [?])- Aix0 combinat amb P’anterior aparicié d’algoritmes eficients per
computar-los, ha permeés que aquests hagin estat usats de manera molt amplia en
problemes de classificacié. Les aproximacions que s’han seguit, han estat o bé usant
directament estadistica sobre diagrames de persisténcia ([?], [?], [?]), o bé construir
un aplicacié del conjunt de diagrames de persisteéncia a un espai hilbertia ([1], [2]).
Aquest ultim metode permet usar la informacié continguda en el diagrama de persis-
tencia en algoritmes de aprenentatge automatic tradicionals com ara PCA, RF, SVM...
Totes les aproximacions anteriors comparteixen el fet que s’usen per a classificar na-
vols de punts, i.e. predir la classe de {x,,...,x,} € R“. No obstant, quan es tracta de
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la classificacié d’un punt, i.e. predir la classe de x; € R? ’estudi és molt més reduit.
Alguns dels pocs treballs que aborden el problema sén [8] i [5].

En aquest context [5] desenvolupa un classificador que es basa en la variaci6 de
I’homologia persistent d’un conjunt al afegir’hi un punt. Més en concret classifica un
punt a la classe sobre la qual la seva addici6 fa variar menys el diagrama de persisten-
cia. Aixi assumeix que en general 'homologia d’una classe variara menys en afegir
punts de la mateixa classe que no pas en afegir punts aliens.

En el treball veurem que I'anterior hipotesi no sempre es compleix (en particular
sol fallar en considerar homologies de dimensi6 >1), i que tot i fallar, la variacié homo-
logica respecte I’addicié de punts pot seguir sent caracteristica s’una classe. L’objectiu
doncs sera construir un nou classificador que superi aquestes limitacions, i que aprofiti
la informacié que aporten les variacions homologiques d’una classe, i que no captura
la hipotesi de [?]. Proposarem un metode basat en construir una mostra de diagra-
mes de persisténcia variacionals, i donat un punt construir el diagrama variacional
corresponent i a partir d’aquest i de les mostres predir a quina classe pertany.

Per tal de provar el classificador 'usarem sobre una serie de problemes de clas-
sificacio reals i artificials, veient com funciona en general, i respecte el classificador
proposat en [?].

L’estructura del teball sera la segiient. Enla secci6 1 presentarem la noci6é d’homologia
persistent, i definirem els objectes necessaris per treballar en la resta de treball. En la
seccid 2 definirem la estimaci6 via nuclis de la funcié de densitat donada en [9], i de
la qual ens valdrem per construir el classificador en la secci6 segiient. En la secci6 4
presentarem el classificador donat en REF, estudiant les seves possibles limitacions.
Partint d’aquest esquema de classificacid i de les limitacions trobades definirem un
nou classificador. Finalment en la seccié 4 presentarem el resultats provinents de la
prova del classificador. En la secci6 5 donarem les conclusions del teball.



2.0 Homologia Persistent

En aquesta secci6 introduirem els conceptes necessaris per arribar a la definicio
d’homologia persistent i a la de diagrama de persisténcia, que seran els objectes fona-
mentals sobre els quals versara la resta del treball. Comencarem per donar una breu
definici6é de ’homologia simplicial; seguirem per definir els possibles complexos sim-
plicials que podem associar a un conjunt de punts de RY per acabar donant la definici6
d’homologia persistent i de diagrama de persisténcia. Acabarem amb la definici6 dels
paisatges i siluetes de persisténcia, presentats en [1] i [2] respectivament, i que usarem
més endavant per definir el classificador presentat en [5].

2.1.0 Homologia simplicial

| Definici6 2.1. Direm que un conjunt de punts {x,,...,x,} en un espai euclidia R?
és geométricament independent si per a qualsevol conjuntt; € R tal que Y,'_ 1, = 0 es

Zt,.x,. =0

llavorst; = 0 peratoti € {0,...,n}.

compleix que si

| Definici6 2.2.  Un k-simplex és una col-lecci6 de k + 1 punts geométricament inde-
pendents juntament amb el seu con convex:

k

k
[x()’ seey xk] = {Z aixi tal que Z ai = 1}

i=0 i=0

En aquest cas direm que els vertexs { x,, ..., x, } generen el simplex k—dimensional [x,, ..., X, ].
Definirem les cares d’un k-simplex [x,, ..., x,] com els (k — 1)—simplexs generats per

{xgs .o X}

| Definicié 2.3.  Un complex simplicial S és una col-leccié de k-simplexs tal que :
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i) Si K € S llavors totes les cares de K també pertanyen a S.

ii) La interseccio de dos simplexs en S és buida o pertany a S.

| Definici6 2.4. Donat un complex simplicial K, el grup de cadenes k-dimensional es
defineix com el grup abelia lliure generat per les cares k-dimensionals i es denota C,(K):

C.(K) = {ana tals que o € Z}

| Definici6 2.5. L’aplicacié vora k-ésima es defineix com I’homomorfisme de grups
o, - C(K) = C,_(K) que envia cada simplex a la suma alternada de les seves cares
d’una dimensié menor:

k
8 ([0gs s 1) = D (= 1) (g5 s Vs Uy o0 0
=0

Es pot comprovar que la composicié de dos morfismes vora dona lloc al morfisme
trivial, és a dir, 6,06,_, = 0iim(o,) C ker(5,_,). Aixi podem construir un complex de
cadenes

5n+1 5n 53 52 0
o™ C(K)— ...— C(K)— C|(K)— Cy(K) = {94,},

en el qualim(6,, ;) C ker(d,). Sobre un complex aixi és natural definir ’homologia.

| Definicié 2.6.  El k-ésim grup d’homologia simplicial del complex K es defineix com
H,(K) = kern(6,)/im(6,,,).

Els generadors del k-eésim grup d’homologia es corresponen amb caracteristiques
topologiques k-dimensionals del complex K. Per exemple, els generadors de H,(K)
correspondran a components connexes, els de H,(K) a forats, etc.

Un cop definida ’homologia simplicial, sera del nostre interes estendre la seva
definicié a navols de punts {x;,...,x,} C R?. La idea és construir un cert complex
simplicial sobre el nivol donat i computar ’homologia d’aquest.

2.2.0 De navols de punts a complexos

Sigui X = {x,,...,x,} € R? un nuvol de punts en un cert espai euclidia. La mane-
ra més natural de construir un complex sobre X sera considerar els seus punts com
els vertexs d'un simplex (cares 0-dimensionals) i connectar cada parell de punts x;, x;
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complint una certa condici6 de proximitat a través d’una aresta (cara 1-dimensional),
per exemple, d(x;, x;) < € per a un cert € donat. Aquesta estructura formada per ver-
texs i arestes servira per definir les cares de dimensié >1 del complex. Les diferents
regles que es poden donar per formar aquestes cares donaran lloc a diferents defini-
cions de complexos associats a nuvols de punts. Les més habituals son les de complex
de Cech i complex de Vietoris-Rips.

| Definici6 2.7. Donada un col-leccié de punts en un espai euclidia X = {x,,...,x,} C
R, el complex simplicial de Cech C, és el complex simplicial els k-simplexs del qual estan
formats per col-leccions no ordenades de punts {x;}" , amb N'_ B(x;,€/2) # 0.

| Definici6 2.8. Donada un col-leccié de punts en un espai euclidia X = {x,,...,x,} C
R, el complex simplicial de Vietoris-Rips R, és el complex simplicial els k-simplexs del
qual estan formats per col-leccions no ordenades de punts {x;}!"  tals que B(x;,€/2) N
B(x;,e/2) # 0 peratotj #i.

Figura 2.1: Construccié dels complexos de Cech (imatge inferior esquerra) i Vietoris-
Rips (imatge inferior dreta) per un cert parametre € sobre un nuvol de punts donat
(imatge superior esquerra). Figura extreta de [6].

De la definici6 se segueix que C, C R, C C,, (vegi’s [3] per a una demostracio).
Podem observar la relacié en la figura 2.2. En general el complex de Cech tindra major
dimensio, i de fet, el teorema de Cech demostra que C, té el mateix tipus d’homotopia
que la unio6 de les boles tancades centrades en x; i de radi € /2. Computacionalment, el
complex de Cech sera més eficient que el de Rips. Mentre que R, esta completament
determinat pel seu esquelet 1-dimensional (1-simplexs) i per tant pot ser guardat com
un graf, per determinar C, necessitarem la relacié sencera de la vora. Degut a aquest
motiu, en general, pels computs d’homologia persistent usem el complex de Rips.
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2.3.0 Homologia persistent

Aixi doncs, donat un navol de punts, podem construir el complex de Rips o de
Cech amb parametre € associat, i calcular ’homologia simplicial d’aquest. No obstant
una qliesti6 natural apareix en aquest context: quin és el parametre € adequat per
capturar les caracteristiques topologiques de la forma del nostre niivol? Es clar que si
€ és prou petit el complex sera un conjunt discret de punts, mente que si és prou gran
sera un sol (n—1)-simplex; en els dos casos ’homologia del complex sera trivial. Vegi’s
la figura 2.3 que il-lustra la qiiestié. Escollir un parametre € optim no és la solucio, i
aquesta és proposa en [4] via la construcié de I'homologia persistent, que capturara
la persistencia o fragilitat de les caracteristiques homologiques que apareixen en els
grups d’homologia per a successius parametres €.

(0)=% @)
()25 @)
afC

Figura 2.2: Filtracio de Rips per a diferents valors € sobre un navol de punts que re-

A
’%'4 A0

presenta una corona circular. Extret de [6].

Sigui {R;} f\i , una filtracié de complexos de Rips. Per a cada i tenim el complex
simplicial de cadenes C,(R;) de R; (per simplificar notacié 'anomenarem C’), i per
tant una seqiiencia de complexos de cadenes C = {C!}N ,- Donat que R; C R,
tindrem que C! C C*! i naturalment tindrem una inclusié de complexos x, ; : C! —
C/,. Les aplicacions induides en homologia per x; ,

fi,j . H*(C,lk) - H*(C,I{)

son les que finalment ens donaran informacié sobre la persisténcia de les caracte-

ristiques topologiques. Direm que una caracteristica p-homologica « neix en R;, si
l' . . . . . . .

a € H,(C))ia &im(f;_;;).Sia neix en R, direm que desapareix en R; si f; ; (@) &
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im(f;_, ;_y), pero f; (@) Cim(f,_; ). Aixi les imatges de les aplicacions f; ; consisti-
ran en les caracteristiques topologiques que han nascut en o abans de R, i persisteixen
en R;.

| Definici6 2.9. Perai < j, la (i, j)-homologia persistent de C es defineix com la
imatge del morfisme induit en homologia per x, ;, f; ;) : H,(C}) — H,(C/).

Un cop definida ’homologia, és convenient representar-la. Una possible manera
és codificar la persisténcia d’una caracteristica topologica @ que neix en b i mor en d
com un punt en el pla amb coordenades (b, d). Si considerem la representaci6 anterior
en el pla de totes les caracteristiques homologiques amb persisténcia major que 0,
obtindrem el que definim com a diagrama de persistencia.

Finalment definim algunes representacions alternatives de I’homologia persistent
de les quals ens servirem en seccions posteriors. En concret, volem definir la silueta
de persistencia, donada en [2].

| Definici6 2.10. Donat un diagrama de persisténcia D, considerarem el diagrama

girat 45°, és a dir, el nou diagrama on p = (b,d) € D té coordenades (%, %). Sobre
cada punt p d’aquest nou diagrama considerem la funcio tenda

t—b si te [b,%
A =qd -1 si  1e(ZF.d] (2.1)
0 altrament .

El paisatge de persisténcia es defineix com la col-leccié de funcions
A (1) = kmax (A (1))

on kmax denota el k-ésim valor maxim del conjunt.

| Definicié 2.11. Donat un diagrama de persisténcia D amb m punts, la silueta de
persisténcia es defineix com la mitjana ponderada de les funcions tenda A (t) donades
en la definici6 anterior:

m

3w A1)
j=1"J"J
po= = =W
j=1



3.0 Diagrames de persistencia com a elements alea-
toris

3.1.0 Diagrames de persisténcia aleatoris

Donada la complexitat derivada de la no linealitat implicita en el procés de creacio
d’un diagrama de persisténcia sobre un nuvol de punts, és convenient veure els dia-
grames de persisténcia com a elements aleatoris que depenen de la estructura global
del conjunt subjacent. Notem pero, que un diagrama de persisténcia té dues caracte-
ristiques que impedeixen definir-lo com un vector aleatori. Primerament, petits canvis
en l'estructura del nuvol subjacent poden conduir a canvis de cardinalitat en el dia-
grama de persistencia i per tant, el cardinal d’un diagrama de persistencia aleatori ha
de ser varibable. D’altra banda, les caracteristiques que defineixen un diagrama (pa-
relles (b, d)) no tenen un ordre implicit, i per tant un diagrama aleatori no pot tenir
en compte 'ordre. Resumint, tenim que un diagrama de persisténcia és un conjunt i
definir-ne 'element aleatori associat ho ha de tenir en compte. Aixi caldra definir un
diagrama aleatori com un conjunt aleatori (de fet, un multiconjunt aleatori, donat que
permetem la multiplicitat de caracteristiques topologiques).

| Definicié 3.1.  Per a un niivol de punts en R? definim I’espai de les seves caracteris-
tiques topologiques com
wﬂ:d =W x {0, ...,d - 1},

onW = {(b,d)€R?:d>b>0)}.
Noti’s que veiem W,., com d copies disconnexes de W, on W té la topologia
i la metrica euclidiana. Els elements de W,., seran ternes (b, d, k) on (b,d) indica-

ra la persisténcia de la caracteristica (naixement i desaparicio), i k la seva dimensio
homologica.

Aixi doncs considerarem un diagrama de persisténcia aleatori com un multicon-
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junt aleatori format per caracteristiques topologiques, D = {&;} C W,.,. Notem que
sempre que el diagrama estigui construit sobre un ntvol de punts a RY amb cardinal
acotat, el seu diagrama de persisténcia tindra un nombre acotat de caracteristiques i
de dimensions homologiques, llavors el seu cardinal també estara acotat per un cert
nombre M € N.

| Definici6 3.2. Definim Lespai de diagrames de persisténcia amb cardinal acotat per

M € N com

CpWy.,) = {D multiconjunten W,., : |D| < M}.

A aquest espai li associem de manera natural funcions hy @ C,;(W,.,) = Cxy(Wy.,)
que envien cada diagrama al subespai de diagrames del cardinal corresponent.

| Definicié 3.3. Definim Uespai de diagrames de persisténcia amb cardinal |D| = N

com
CyW,.,) = { D multiconjunten W),., : |D| = N}.

Considerem I'aplicacié hy : Wy — Cy(W;.,) definida per

hy(Ep,onén) =1, €]

Notem que les aplicacions h y defineixen classes d’equivaléncia en W,  segons Iacci6
de permutacions de I . Més concretament, pera Z = (§,,...,&y) € Wé\f 2

[Z] = (s Ex) Iy = {CEays s Eny) & 7 €Ty )

Aquestes classes defineixen un espai quocient Wé\:’ JNy =11Z],, + Z € Wé\:’ g1 al
qual podem associar la topologia quocient. Definirem la topologia en Cy(W,.,) com
aquella que fa que f sigui un homeomorfisme en el segiient diagrama commutatiu:

/
We' g/ Ty ——— CyWy.)

T iy

N
WO:d

Definirem la topologia en C_,,(W),.,) com la topologia induida per les aplicacions

hy @ CoprWy.q) = CyWp. )
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Un cop definida una topologia en l'espai de diagrames de persisténcia, podem
considerar la o-algebra definida pels seus borelians, i sobre aquesta definir una mesura
de probabilitat.

| Definicié 3.4. Un diagrama de persisténcia aleatori sera un multiconjunt aleatori
distribuit segons una probabilitat P en C_,,(W,. ).

A continuaci6 definirem els elements necessaris per arribar a la definici6 de la fun-
ci6 de densitat d'un diagrama de persisténcia aleatori donat. Com que C_y (W) =
Wp.q/Hy ens restingirem a definir la densitat en els espais euclidians W, .

| Definici6 3.5. Sigui D un diagrama de persisténcia aleatori i A un borelia de W),. ;.
Definim la funcié de versemblanca f, com

By BW,, —R
A P(D C A).

Observacio 3.1. Notem que O, = {D € C_;,(W,.,) : D € A} € B(C_,;(Wp.0))-
Efectivament O, sera el quocient de UN_ AN C UM_ W, per hy. Clarament A" ila
uni6 finita UAN seran borelians en W),.,), i donat que 4, indueix un homeomorfisme
(és a dir, f és un homeomorfisme), tindrem que O, és un borelia de C_,,(W),.,). Aixi
doncs la funci6 de versemblanga esta ben definida.

La funci6é de versemblanga en el cas de diagrames aleatoris sera similar a la fun-
ci6 de distribucié per a vectors aleatoris. Derivant aquesta a través del que defini-
rem com l’equivalent per a conjunts de les derivades de Radon-Nykodym obtindrem
I'equivalent a la funci6é de densitat.

| Definicio 3.6.  Sigui¢ : B(C_,;(W,.,)) — R una aplicacié dels borelians de U'espai
dels diagrames de persisténcia acotats per M a Is reals. Sigui ¢ € W,.,. Definim la
derivada de ¢ respecte a & (avaluada a ) com

9 gy _ im PEE /)
08 " HBE /)

Donat un multiconjunt Z tal que Z C W4, Z = {&,, ...,Ex }, definirem la derivada
de ¢ respecte al multiconjunt Z, (avaluada a §§) com:
0y PG _ 0 o

a—Z(g)=a—=[

&,..0EN 08, 0y ).

En les anteriors definicions, B(&,1/n) son boles euclidianes centrades en & i de radi
1/n, i A és la mesura de Lebesgue en W, ;_;.
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Observacio 3.2.  L’anterior definicio és el cas particular de la derivada respecte a un
conjunt d’una funcié conjuntistica, evaluada en el buit. Aquesta definici6 és suficient
per definir la funci6é de densitat en un conjunt aleatori finit, i per tant per al nostre
cas. Per veure la definicio general, vegi’s [7] (Secci6 4.2.4, Definici6 15).

Tal i com passa en les derivades habituals, tindrem un operacié complementaria
d’integracio.
| Definicio 3.7.  Sigui f : C_.,;(W,.,_1) = R una aplicacié. Considerem un borelid

de Wy.4_, A iun borelia de C_p,(W,.,_,) O. Les integral conjuntistiques de f sobre A i
sobre O es defineixen respectivament com:

M
1
/A 107 = 3 5 /A UG y) Gy

M
/ F@0Z =Y = | fEnng) dédéy
o N=0 """~

hy (0)
onZ ={&,...En} ©W,y.4_q és un diagrama de persisténcia.

Observacit 3.3.  Les derivades conjuntistiques evaluades al buit equivalen a les deri-
vades de Radon-Nikodym amb l'ordre lligat al cardinal. Aixi doncs, el corresponent
procés d’integraci6 sera ’habitual, pero sumant per a cada possible cardinal. La di-
visié per N! que apareix en cada sumand contrarresta el fet que a I’ integrar sobre
W,. 4> on els element sén vectors, i no en W),.,/I1,, obtenim N'! factors repetits.

Igual que en el cas habitual, es pot comprovar que integracio i derivaci6 sén ope-
racions inverses ([7, 4.3, Proposici6 18]), i en particular tenim

B (A) = — "D ().

| Definici6 3.8. Sigui D un diagrama de persisténcia aleatori. La seva funcié de den-
sitat global és la funcié fp : Uy W - — R definida com

0:d-1
oNpp
f (én- 5 seey 57[ ) = —(ﬂ) (3.1)
”;:N PRRAy e 0T gg,L0gy,
i descrita per les seves restriccions f = f Dlw(z)yd_l : Wé\f o~ R
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La segiient proposici6 caracteritza la funcié de veremblanca d’un diagrama alea-
tori, i sera fonamental per al comput dels diferents constituents de la seva funci6 de
densitat.

Proposicié 3.1.  Sigui D un diagrama de persisténcia aleatori amb cardinal acotat per
M i sigui f, la funcié de versemblanca de D. Llavors f, s’expressa com

M
Bo(S) = ay+ Y a,q,(S),
m=1

ona, = P(|D| = m)ig,(S)=P(D C S||D| =m).

Observacio 3.4.  Si el diagrama D esta acotat per M i n > M, de anterior formula
es despren que fy = fp|Wpy., =0.

Observacio 3.5. En (3.1) la funcio de densitat global no esta definida en un sol espai
euclidia, sino que ve definida per la col-leccié de funcions de densitat locals

INZ) = Folwy (2).

Per l'anterior proposicio, tindrem que f\(Z) = P(|Z| = N) = fp,(Z||Z| = N), i
pertant [, v fy(Z) dZ =P(|Z| = N).
0:d

3.2.0 Estimaci6 no-parametrica

Un cop difinida la funci6 de densitat per a un diagrama aleatori, sera del nostre in-
teres obtenir una estimaci6 d’aquesta a través de ’observacié d’una mostra. En aques-
ta seccié presentem I’estimacié no parametrica de la densitat d’'un diagrama aleatori
donat descrita en [9].

Sigui D un diagrama de persistencia aleatori amb densitat f,, i {D,...,D,} una
mostra d’aquest. Una estimaci6é no-parametrica via nuclis de f,, vindra donada per

f(D)=) K,(D,D)

i=0

on K és un nucli (una funcié no negativa i centrada en D,) i o és ’ample de banda de
la funci6 (un parametre que suavitza K).

Aixi doncs el primer que cal és definir un nucli centrat en un diagrama D =
{&,,....&,, )} amb ample de banda o. La construcci6 es basara en el lema segiient.
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| Definici6 3.9.  Un diagrama de persisténcia D és un diagrama de persisténcia unitari
si|D| < 1.

NOTACIO: Distingirem els diagrames de persisténcia unitaris de la resta indexant-
los amb un superindex.

Lema 3.1. Sigui {D’ }jj‘i , un multiconjunt de diagrames de persisténcia unitaris in-
dependents. Suposem que per a cada D’ tenim definits g0 = P(D’ # @) i p¥)(&) és
la funci6 de densitat associada a la probabilitat condicionada P(D’ = £||D’| = 1). La
funcié de densitat global associada a D = Uj]‘i D’ ve donada per

N
[ty = Y, S]] E) peraN €{0,... M},  (32)

y€I(N,M) k=1

on o
(1 =gy N
0*(y) = I, (1 —¢™) H k),
Hfj: (1 = g

i I(N, M) consisteix en el conjunt de les funcions creixents injectives entre {0, ..., N }
i{0,..,M}.

Demostracio.  Per hipotesi els diagrames unitaris D’ que constitueixen D sén inde-
pendents. Per tant, la funcié de versemblanca de D factoritza com

M
po(S) =P(D CS) =[P 8 =[] ().
j=1

A partir d’aquesta, usant la regla de la cadena i tenint en compte que les derivades
d’ordre major que 2 s’anul-len donat que D’ son diagrames unitaris (Proposicio 3.1),
tenim que

.

aNﬂD ﬂpl(g)---ﬂpM(g) aﬁDh aﬁDjN
—@) = @)...——
aéldéjN( ) lsjﬁéZ#jNSM ﬁD/l (ﬂ)...ﬂpm (ﬂ) 061 ( ) a‘fN

Com que f,,(#) = P(D C @) = 1 — ¢V i per la proposicié6 3.1, ag%,-, = qUpU(¢)),
podem rescriure I’equacié anterior com I

H (A =gy N

0 (] - H q(]k) Hp(Jk)(éjk)

AL T >
0%,..08x

1<j|#. #FinsM Hk
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Caracteritzem el conjunt d’indexs sobre els quals sumem de la seglient manera:

on I(N, M) és el conjunt de les injeccions creixents entre {1,...., N} i {l,., M}, i
ITy és el conjunt de les permutacions de {1, ..., N }. Amb aixo, i tenint en compte que
el productori on apareixen els termes g/ és independent de I’ordre, podem escriure

[15,0—-q9) N
Q) = ——

g ®
N
I, (1 = g 4

oV g, il
—L—=) Y In[][rPeEnw). (3.3)

03,‘1...851\, n€lly yeI(N,M) k=1

Tenint en compte la caracteritzacié de la funcié de densitat donada en I'equacio
(3.1), Penunciat del lema es dedueix d’aquesta ultima igualtat. |

Observacio 3.6. La suma sobre I (N, M) en la funcié de densitat donada en (3.2) tin-
dra en compte totes les possibles combinacions de caracteristiques ¢, ..., §,, mentre
que Q(y) determinara la probabilitat de cada elecci6é de caracteristiques (noti’s que
és el producte de les probabilitats de les caracteristiques presents ¢’ i les no presents
(1 — ¢/)), i [] P/ determinara la probabilitat de la distribucié de les caracteristiques
presents. Finalment en (3.3), la suma sobre les permutacions de IT,, dona una densi-
tat simetrica, i té en compte totes les possibles assignacions entre caracteristiques i
variables d’entrada.

Amb la caracteritzacié donada pel lema, i definint estimacions de ¢’ i p/ obtindrem
K igma(-, D).

| Definicié 3.10. Sigui D un diagrama de persisténcia aleatori i D un diagrama de
persisténcia donat de dimensi6 homologica k fixada, D C W, = W X {k}. Sigui; € D.
Considerem el diagrama unitari aleatori D’ = {&;} centraten &, = (b;,d;). Aquest esta
definit per la probabilitat q¥) de no ser buit, i la funcié de densitat p¥ segons la qual
esta distribuida la seva posicio potencial. La funcio de densitat estimada via nuclis de D
centrada en D de [, ve determinada per (3.2), on ¢V, pY) es defineixen de la segiient
manera:

D(p. d) =
prb,d) [y ®;u,v)  dudv
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gV =P(D’ +# 0) = ¢.(u,v) dudv,

{u>v}

on ¢; la funcié de densitat de N((b;,d,), o I).

En el segiient exemple veurem un cas particular de I'estimacié donada per I’anterior
definici6 de la densitat d’'un diagrama aleatori centrat en un diagrama de persisténcia.

Exemple 3.1.  Considerem el diagrama de persistencia D = {(0.67,0.68), (0.24, 1)}.
En aquest exemple volem calcular la funcié de densitat estimada pel diagrama de
persistencia aleatori D centrat en D segons la definici6é 3.10. Primer de tot cal que
calculem les probabilitats ¢’ i les distribucions p/(b,d) dels diagrames unitaris D’
centrats en {(0.67,0.68)} i {(0.24, 1)} respectivament:

1 e _
q(O) — / o~ 0.67)2+(v—0.68)2) /252 ~ 0.51
u>v 27[62

| - -
q(l) =/ e~ 024y +(v=1")/26* 0.86
wsp 2762

Sitenim en compte que /,,, _27:102 o~ (W=0.677+(w-068))/20> ~, () 47 § I —2”162e‘((“‘0'24)2+(”‘1)2)/ 20°

0.55, i prenent ¢ = 0.5, tindrem que

2 . 2
b, 0.427
2 N
D(p, d) = —2_ = 2((b-020+d-1)?),
76, 4) 0.557

Segons (3.1), la funcié de densitat de D vindra descrita per { f,, f,(b, d), f,((by, dy), (b;,d)))}:

fo=P(D|=0)=(1-¢"1 -¢") = 0.07

f1b,d) = (1 = g")g@pQb, d) + (1 — ¢©)gVp (b, d)
~0.11 e—2((b—0.67)2+(d—0.68)2) +0. 49e_2(“"0'24)2 +Hd—=1)?)

0) (1)
Fo(bg. do). (by. d))) = %[p@((bo, d))p((by. d,)) + pO((by. d,)p " (bys dy))]

~ 0.38[ e—2((b(,—0.67)2+(d0—0.68)2+(b1—0.24)2+(d1—1)2)

+ oAk —0.67)%+(d, —().68)2+(b0—0.24)2+(d0—1)2)]
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Noti’s que integrant les densitats locals (és a dir, sumant la probabilitat de cada cardi-
nal) obtenim:

P(DI=0) + P(IDI=1)+P(ID|=2)=f0+/fl(f) d§+/ F2(&p, 1) d&ydé,
w w?
=0.07 + (0.11 X 0.66 + 0.49 x 0.86) + 0.76 X (0.28 + 0.28) ~ 1

Les densitats locals per al cas |D| = 11i|D| = 2 és mostren en la figura 5.1.2. Noti’s
que en el cas que D tingui només un punt, domina la funcié gaussiana de la caracte-
ristica més persistent, tal i com és desitjable, mentre que en el cas que D tingui dues
caracteristiques, si una d’aquestes té una persisténcia mitja-alta (p.e. (0.4,0.1)), veurem
que la funci6 prioritza lleugerament la caracteristica de menor persisténcia.

Figura 3.1: Esquerra: Contorns de la grafica de f|,. Dreta: Contorns de la grafica de
f>((b,d), (0.4, 1)). Els punts vermells indiquen el diagrama sobre el qual la densitat es-
ta centrada. El punt negre indica el punt auxiliar aobre el qual s’avalua f, per obtenir-
ne una representaci6é en W.

En 'exemple anterior veiem que aquesta estimacio de la densitat és flexible, i cap-
tura el fet fonamental que el cardinal d’un diagrama de persisténcia donat és variable;
no obstant, no contempla que el cardinal pugui excedir el del diagrama central sobre
el qual construim la densitat. Per exemple, si considerem un diagrama de persisténcia
0-dimensional sobre un nuvol de punts D i un altre sobre aquest mateix nivol amb un
punt afegit D*, tindrem que |D*| = |D| + 1. Si considerem que els dos diagrames pro-
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venen de la mateixa distribuci6 f, hauria de considerar la possibilitat de diagrames
com D*.

La proposta presentada en [9] per abordar aquest problema és la segiient: separar
el diagrama de persistencia en dos subdiagrames independents, un incloent les carac-
teristiques topologiques de llarga peristencia i un altre les de curta persistencia. Els
punts de llarga persisténcia representen caracteristiques topologiques prominents i
estables respecte a variacions del nuvol de punts base, i per tant seran tractades com
a caracteristiques independents, estimant la densitat com en la definici6 3.10 (aixi la
densitat no tindra en compte o penalitzara I’aparici6 de caracteristiques topologiques
de persistencia llarga). Els punts de curta persisténcia segueixen essent importants
per capturar la topologia del conjunt i per tant cal tenir-los en compte, pero la se-
va estabilitat és menor i seran més susceptibles a aparéixer i desapareixer, i per tant
seran tractats de manera col-lectiva, com una caracteristica tinica (aquesta part de la
densitat sera la que considerara I’aparicié de nous punts). Per formalitzar I’anterior
idea ens valem de la definici6 segiient.

| Definicié 3.11. Donat un ample de banda o i un diagrama de persisténcia D, de-
finim el diagrama de persisténcia superior com D*{(b;,d,,k) € D : d,— b, > o} iel
diagrama de persisténcia inferior com D'{(b,,d,,k) € D : d,— b, < c}.

Observacio 3.7. L’ample de banda associat a la definicio dels nuclis gaussians o, i el
que s’usa en I’anterior definicié ¢, no han de ser forcosament el mateix; no obstant
i tal com s’indica en [9], és una bona practica donat que o, << o, projectar les ca-
racteristiques de persisténcia baixa a la diagonal pot conduir a un error significatiu, i
0, >> 0, elimina el benefici de partir el diagrama en dos.

Aplicarem la definici6 3.10 per estimar la densitat de D", mentre que construirem
una nova estimaci6 per a la de D'.

| Definici6 3.12. Sigui &; € D". Considerem el diagrama unitari aleatori D’ = {&;}
centrat en &§; = (b;,d;). Aquest esta definit per la probabilitat q"¥) de no ser buit i la
funcié6 de densitat p¥) segons la qual esta distribuida la seva posicié potencial. La funcié
de densitat estimada via nuclis gaussians de f;, ve determinada per I'equacio (3.2), on
qY i pY) es defineixen de la segiient manera:

¢,(b,d)

) b,d) =
b, d) Jy &, 0)  dudv
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gV =P(D’ +# 0) = ¢.(u,v) dudv,

{u>v}

on ¢; és la funcio de densitat de N((b;,d;),c1).

| Definicié 3.13. El diagrama de persisténcia inferior aleatori D' vindra definit per
Peleccié d’un cardinal N distribuit segons una funcié de probabilitat v i N punts i.i.d.
segons una densitat p'. Donat un diagrama de persisténcia D, considerem N, = |D'|, i
una funcio de densitat v(-) amb mitjana N, i tal que v(n) = 0 per an > mN, per cert a
m > 0, independent de N,. La densitat p'(b, d) es defineix com

pl(b,d) = 1 Z L -ty 00>
; o2
(b;,d;)ED

Observaci6 3.8. La densitat p'(b, d) associada a un diagrama de persisténcia inferior
esta definida de manera que és l'estimaci6 via nuclis gaussians de la densitat dels
punts de D' projectats a la diagonal.

De I'equaci6 3.1i la proposicio 3.1, i de manera similar que en el lema 3.1 es pot
provar el resultat segiient.

Proposicio 3.2.  Donat un diagrama de persisténcia aleatori D', caracteritzat per v i
p', la seva funci6 de densitat ve donada per

N
S &) =N [T 7)) (34)
Jj=1

Demostracio.  Per la Proposicio 3.1, tenm que

Bpi(S) = v(0) + Y = 0"Nv(i)P(S||D| = i).

| Teorema 3.1.  Sigui D un diagrama de persisténcia. Sigui ¢ > 0 un ample de banda
fixat. Separem D en D" i D'. Definim les funcions de densitat dels diagrames de persis-
téncia aleatoris D' i D* centrats en D' i D* i amb ample de banda o segons les definicions
3.2, 3.12 respectivament. Tractant aquests dos diagrames com a independents, tenim que
la funcio de densitat del diagrama aleatori D, centrada en D i ample de banda o, ve
donada per

N,

u

j N
K, (2. D)= Y vN-j) D o []r"@ [] ¢'&o

j=0 y€I(.N,) k=1 k=j+1
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on Z = (&,....Ey) és el diagrama que avaluem, &, = (b,;,d,) son les caracteristiques
topologiques que el constitueixen i N, és el cardinal de D".

Demostracié. Com que per hipotesi D* i D' sén independents, la funcié de versem-
blan¢a descompon com

Pp(S) = Bpi(S)Bp.(S).

Tenint en compte que les derivades de f,. d’ordre superior a N, s’anul-len i aplicant
la regla del producte, obtenim

N,

oV B, - &’ Bp. N By
— D ()= /] — @).
oz oe, V) ,Zdlgl ;;EII_SN ag,.l...aé,-j( )agl...ag,.l...agij...agN( :

Si tenim en compte que l'ordre de la derivada és independent de I’eleccid dels indexs
i; (vegi’s [7, Corol-lari 10, Secci6 4.2]), podem expressar-los en funci6 de 7 € Ily.
D’aquesta manera obtindrem j! termes redundants en el primer multiplicand i (N —j)!
en el segiient, de manera que caldra corregir cada summand amb un terme 1/(N —
J)!j!. Amb aixo obtenim la segiient igualtat:

N,

N, s B, NI p,
g = g %). 3.5
851...851\,( ) zzean 120 (N =) aén(l)"'agﬂ'(j)( )agﬂ(j+l)"'a§7z(N)( : )

Tenint en compte (3.1) i (3.4) , obtenim

opy
afﬂ(j+l)...afﬂ(N)

B = D Folugeny &)

N—j N-j
= > vN =D ][]y =N =N - H]] P&
T'Eny_; Jj=1 Jj=1

Per altra banda, de la definici6 (3.2) es dedueix que

0 Bpu
o D= WS (1) ++05 Spt(
05”(1)05”(})( ) ”;[j fD (5;;: 1) 6 (J))
J
=Y Y o [[r"PCuw).
n'€ll; yel(j,N,) k=1

Substituint aquestes dues tltimes igualtats en I’equaci6 (3.5), obtindrem el resultat del
teorema. La primer substituci6 és immediata, mentre que la segona cal tenir en compte
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que afegeix j! permutacions redundants, i ja recollides en 7, ; aixi, multiplicant per
un factor j! cada sumand, obtenim I’expressio

g - Y K,(Z.(D))
0&,...0&y el o .

De (3.2), deduim que K_(Z, D) satisfa la definici6é de funcié de densitat global per a
D. I

El teorema anterior es pot estendre per a diagrames de persisténcia amb caracte-
ristiques homologiques de diferents dimensions.

Corol-lari3.1. Sigui D un diagrama de persisténcia amb caracteristiques de multiples
dimensions. Considerem D = Uz;é D, x{k} on D, és el diagrama restringit a dimensio
k. Sigui D, el diagrama de persisténcia aleatori centrat en D,. Suposant que D, sén
independents, la funcié de densitat global del diagrama D = UD, centrat en D amb

ample de banda o ve donada per

d—1
K,(2,D)= AN) [ ] K,(Z,. D)),
k=0

onZ =U'2tZ, x (k) S Wy.y_y, Z, CW amb | Z,| = N, i A(N) = L2

0 XN
Demostracio. Al considerar els diagrames en diferents dimensions independents,
la funcié de versemblanca factoritza com f,(S) = Z;é ﬂDk(S ). Tenint en comp-

P,

(@) = 0 per a qualsevol Z ¢ W, i aplicant la regla del

0z
. bp _ d—1 9bp,
producte obtindrem = @ = 11, 7,

ZﬂEHNk K,(7(Z,), D) = N !K,(Z,Dy) i que (;LZD(Q) = Zﬂenwl K,(#(2),D) =
|IN|!K_(Z, D), obtenim

te que les derivades

(#). Ara, tenint en compte que %(ﬂ) =

[T N
K, (Z,D) = K (Z,,D,).
o L2 P

Per acabar la secci6 donarem un exemple de comput de la densitat d’un diagrama
aleatori D centrat en D, segons el teorema 3.1.
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Exemple 3.2.  Sigui D centrat en D = {(0.24,0.93), (0.82,0.83), (0.87,0.91)}. Fixem
un ample de banda de ¢ = 0.25 i tenim

D" = {(0.24,0.93)}

D" = {(0.82,0.83),(0.87,0.91)}.

Escollim una desviaci6 estandard o = 0.25, i com a funcié de probabilitat per al car-
dinal del diagrama inferior escollim

N, +1-|N—-N,|

Vv(N) = max{ N 117
1

Notem que P(|D| = N) = X, _, P(|D"| = N)P(|D'|=N-N,)=1-¢"vN)+
q“v(N —1). Tenint en compte que ¢” ~ 0.84, tindrem que la distribuci6 dels cardinals
del diagrama aleatori centrat en D és la segiient:

Figura 3.2: Probabilitats que | D| = N. Notem que la probabilitat es centra en |D| = 3,
iP(|D|=N)>0peraN <5.PeraN >6=2|D|,P(|D|=N)=0.

La densitat que descriura la distribucio6 de les caracteritiques topologiques de per-
sisténcia baixa vindra donada per I’estimaci6 via nuclis de la densitat associada a les
projeccions de &,, &, a la diagonal, (0.825,0.825) i (0.89, 0.89) respectivament, i res-
tringida a W',

8. _ope 24 04— 2 _ 2. (g 2
pl(b,d) — _[e 2((b—0.825)"+(d—0.825) + e(b 0.89)"+(d—-0.89) )].
/)

La funcié de densitat vindra donada per les funcions locals donades pels diferents
cardinals N € {0,...,5}. Pera N =0, | tindrem

K,(8,D) = v(0)(1 — ¢,

K, (& D) = v(0)gVp (b, d) + v(1)(1 = ¢)p' (b, dy),
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mentre que per a N > 1 la densitat vindra donada per

N
K, (((by, dy), -, (b, d ), D) =v(N — 1)g " p©(by, dy) H p'(b;,d;)

i=1

N
+(N)Y1 =g [T P8, d.
i=0

Tenint en compte ’anterior descripcié de p', que

8 ) 5
O, dy = —O o BB-02924(@~093)?
P d) 0.52x

g = 0.841ique v({0,1,2,3}) = {1/9,2/9,3/9,2/9}, obtindrem les segiients apro-
ximacions numeriques per a les respectives densitats locals:

Figura 3.3: Grafic de contorn de la densitat de K_(b, d).

K,(#.D) ~ 0.018

(o : > I B O. 4e 0 0.2 d 0.9 2

K (( 50 £),D)= 0228 e—2((b0—0.24)2+(d0—0‘93)2 [ e—2((b1—0.825)2+(d1—0.825)2 + e(b1—0.89)2+(d1—0.89)2)]
o 1) ’ .
+0.033( e—2((b0—0.825)2+(d0—0.825)2 + e(b0—0.89)2+(d0—0.89)2)]

[ e—2((b1—0.825)2+(d1—0.825)2 + e(b1—0.89)2+(d1—0.89)2)]
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[

Figura 3.4: Grafics de contorn de la densitat de K_(§,&) per a & =
(0.25,1.1),(0.8,0.9), (0.6, 1) respectivament.

Figura 3.5: Grafics de contorn de la densitat de K_(&,&,,&;) per a (§,,&,) =
((0.7,0.71),(0.8,0.82)), ((0.7,0.8), (0.4, 1.1)).

3.3.0 Convergencia

Suposem donat un conjunt de diagrames de persistencia {D,}"_, independents
i identicament distribuits, provinents d’'una distribucié definida per una funcié de
densitat global f. L’estimacio via nuclis de la funci6 de densitat convergira a la funcio

f al fer tendir » a infinit, tal i com mostra el resultat segiient [9, Teorema 2, Secci6 4].

| Teorema 3.2. Sigui D un diagrama de persisténcia aleatori amb funcié de densitat
global f que satisfa:

i) f(Z)=0peratot|Z| > M.
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ii) La funcio de densitat local f, W,ﬁv — R estd acotadaa N € {1,..., M }.

iii) Existeix Cyy, > 0 tal que f(&,....Ex) < Cyll(&p, s ENIITHN per a qualsevol
N e{l,.,M}.

Definim K_(Z,D) com en el teorema 3.1 i considerem f(z) = Z:’zo %KG(Z,D,-),
on D; son i.i.d. amb la distribucié definida per f ic = O(N~*) on 0 < a < a,,,. Sota

A h—>0

aquestes condicions f —— f uniformement en compactes de W'.

Observacio 3.9. El valor a,, és un valor inherent a la seleccié de I'ample de banda
per a estimacions via nuclis de densitats 2 M -dimensionals [9, Remark 4.2].

Observacio 3.10. La validesa del resultat anterior esta condicionada a la validesa de
les hipotesis i), ii), iii), que donen condicions sobre la funcié de densitat del diagrama
de persistencia aleatori que es vol estimar. Cal notar que aquestes condicions es com-
pleixen per a diagrames aleatoris associats a nivols de punts amb els quals es treballa
de manera usual. Per exemple, és trivial observar que i) es compleix per a qualsevol
diagrama associat a un nivol de punts finit en R?. Les condicions ii) i iii) per exemple
es compliran per diagrames de persisténcia construits sobre nuvols de punts obtin-
guts de distorsionar amb soroll gaussia compactes de R? (vegi’s [9, Consideracions
prévies al Teorema 4.2)).
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4.0 Classificadors

En aquesta seccié definim i motivaem la construccié d’un classificador homologic
nou. Definirem primerament el context on es situa un problema de classificaci6. Sota
aquest context definirem el classificador proposat en [5] per seguidament discutir
les limitacions que presenta. Amb aquestes com a motivaci6 i finalitzant la seccié
construirem i definirem el nou classificador.

4.1.0 El problema de classificacié

El problema de classificacio (en el context de 'aprenentatge automatic) consisteix
en predir la classe d’'una observaci6 donada (i no classificada) en base al coneixament
d’un conjunt previ d’observacions classificades, és a dir, pertanyents a un conjunt de
classes finit. Podem definir formalment un classificador de la segiient manera.

| Definicié 4.1. Donat (X,Y) un parell aleatori que pren valors en RY x {1,...,k},
un classificador és una funciéo mesurable

g R {1,.., k).

| Definici6 4.2.  El problema de classificacio consisteix en, donat (X, Y') un parell alea-
tori que pren valors en R? x {1,...,k}, trobar una funcié g : R? — {1, ...k}, a la que
anomenarem classificador, que minimitzi error en la prediccio

L(g) = P(g(X) # Y).

Idealment aspirem a trobar g* = argmin,.ps_;  »P(&(X) # Y). En el cas
que el parell (X,Y) sigui conegut, pot arribar a ser possible computar g*, pero en
el context habitual només disposarem d’una mostra finita del parell, i de cap altre co-

neixement sobre aquest. Aixi tindrem d’un conjunt d’observacions etiquetades T' =
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{(xLy)s e (X, 9,0} € R?x{1,...,k},1ien aquest context el problema de classificacié
consisteix en escollir una funcié g com l'anterior a partir de T. Anomenarem T el
conjunt d’entrenament i g sera un classificador supervisat.

| Definici6 4.3.  Un classificador supervisat és una seqiiéncia de funcions mesurables

g,06,T) : RYx {RYx {1,....,k}}" = {1,.., k).

Donat un conjunt d’entrenament 7" amb n observacions, per avaluar el rendiment
del classificador cal computar P(g,(X,T) # Y). En el cas habitual, al només poder
accedir a una mostra finita del parell (X, Y), ens valdrem d’ un subconjunt d’aquesta
mostra S = {(xil, yl-l), s (xl-k, yl-k)} per estimar Lerror de classificacio. Computarem
{g(x,.j, T)},.,  iel compararem a través de diferents metriques amb { Vi) }j=1..x- Nor-
malment, donada una mostra finita P del parell (X, Y), la dividirem en dos subcon-
junts disjunts P = T'U S i usarem 7" com a conjunt d’entrenament i .S com a conjunt
d’avaluacio.

4.2.0 Homologia persistent i classificacio

Sigui E el conjunt dels nuvols de punts finits de RY, E = {N Cc RY : |[N| € N}.
L’homologia persistent ha provat la seva eficacia en la construccié de classificadors
per a parells (X,Y) on X pren valors en E, i equivalentment, en la classificacié de
conjunts de ntivols de punts. Bon exemple d’aquest fet és 'extensa gamma d’exemples
que podem trobar en la literatura; vegi’s per exemple REFERENCIES. Efectivament
I’homologia persistent pot arribar a ser una bona caracteritzacié d'un conjunt de nu-
vols de punts que comparteixen certes caracteristiques geomeétriques o topologiques,
i per tant pot arribar a ser una bona eina per classificar-los.

No obstant, quan es tracta de classificar punts a R? (és a dir, quan X pren valors
en RY, com en la definicié 4.2) el problema no ha estat tant estudiat. En el que resta
de seccio i treball abordarem el problema de definir un classificador d’aquest tipus
basat en homologia persistent. Noti’s que construir un classificador d’aquestes carac-
teristiques és equivalent a construir un classificador per a navols de punts (com en
la literatura citada anteriorment) en el cas particular que els nuvols tinguin cardinal
L,ésadir, E = E, = {N Cc R? : |[N| = 1}. Els classificadors existents per a clas-
sificacié de nuvols de punts via homologia persistent majoritariament es basaran en
codificar les caracteristiques topologiques d’'un nivol donat amb alguna de les eines
aportades per la TDA, i posteriorment usar aquesta caracteritzaci6 per predir la classe
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del nuvol. En el cas que aquest nuvol tingui un sol element, aquesta informacié topo-
logica sera irrellevant. Amb aixo6 volem fer notar que els classificadors proposats fins
ara no es poden aplicar directament al problema que ens concerneix. En aquest sentit
les iniques propostes de classificadors han estat donades per [8] i [5].

En el nostre cas, estudiarem la proposta donada en REF, les seves limitacions i veu-
rem com a partir d’aquestes construir un nou classificador supervisat per al problema
de classificaci6 de punts a R,

4.3.0 El classificador FP

Anomenarem classificador FP al classificador proposat en [5] que en la notacio de
la secci6 anterior es defineix de la segiient manera.

| Definicié 4.4. Sigui X C RY un nivol de punts i x € R?. Anomenarem diagrama
de persisténcia de X ampliat respecte a x al diagrama de persisténcia D(X U {x}), és a
dir, al diagrama construit sobre el niivol de punts X en afegir-hi x.

| Definici6 4.5. Donat un problema de classificacié determinat per un parell (X,Y),
el classificador de FP sobre un conjunt d’entrenament T = {(x, y,), ..., (x,,¥,)} ve de-
terminat per la funcio

.....

onT' = {x; : (x;,¥;,) €T,y; =i} és el conjunt de punts d’entrenament amb etiqueta
ie{l,.,k},D: E— U%zOWN retorna el diagrama de persisténcia d’un nivol de
punts donat, I : UN_ W™N — R™ és una representacio lineal del diagrama de persistén-
cia, id : R" — R, és la distancia euclidiana.

Observacio 4.1.  El classificador en [5] es defineix com en la definici6 anterior en els
casos particulars que / sigui el paisatge persistent, la silueta, I'entropia persistent, o
bé no prenent / i considerant d com la distancia bottleneck. Vegi’s [5, Seccid 3].

Com podem observar, el classificador basa la seva regla de decisi6 en la validesa
(en major o menor mesura) de la segiient hipotesi.

Hipotesi FP: L’homologia persistent d’'una classe variara menys en afegir punts
d’aquesta mateixa classe que en afegir-ne d’altres, o equivalentment que

.....

per qualsevol r € {1,....,k} ix; € X,.
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4.4.0 Limitacions

Com es pot veure en [5, Apéndix A] i 5.3, en 0-homologia el comportament del
classificador és correcte. No obstant, el comportament canvia totalment quan s’usen
els diagrames de persisténcia 1-dimensionals per a la classificacio.

Com veurem, tot i que la hipotesi de FP pot semblar raonable en dimensi6 0, la
casuistica d’aquesta es pot tornar més complexa en casos de dimensio superior.

En el cas de la 0-homologia I’addici6 d’un punt a un navol genera una nova com-
ponent connexa que tindra una certa persistéencia i per tant el diagrama ampliat sera
diferent de l'original: d(/(D(X,)), [(D(X;)) U {x})) # O per a qualsevol X, ix & X,.
En els casos d’homologies de dimensi6 superior, I’addicié d’'un punt no sempre ga-
rantira que el diagrama ampliat sigui diferent de 1'original. En aquests casos el com-
portament del diagrama ampliat tendira a ser el contrari que el suposat per la hi-
potesi FP, i punts x aliens a un cert nivol de punts X no generaran ni modifica-
ran cap caracteristica 1-homologica, donant diagrames ampliats sense modificacions:
d(I(D(X)),(D(X)) U {x})) = 0, mentre que punts pertinents a la classe del nivol si
que en modificaran la 1-homologia i d(/(D(X)), [(D(X))U {x})) # 0. La casuistica de
la variaci6 1-homologica en afegir un punt es torna més complexa, i aqui la hipotesi
de FP falla ampliament. Veurem ara aquest fet en un exemple concret.

Exemple 4.1.  Suposem que volem classificar el conjunt de dades Cercles, consistent
en dos navols de punts distribuits sobre dos cercles concéntrics i distorsionats amb
soroll gaussia X*, X~ (vegi’s Figura 4.1, columna 1). Sobre aquest conjunt intentarem
classificar dos punts: un pertanyent al cercle interior (Figura 4.1, punt vermell, grafics
2n i 4t de la 1a columna ) i un altre al cercle superior (Figura 4.1, punt vermell, grafics
1r i 3r de la 1a columna). Considerem els diagrames de persistencia D, D~ de les
classes exterior i interior respectivament (Figura 4.1, 3a columna).

Ens centrarem en analitzar la classificacié 1-homologica. Suposem primer que vo-
lem classificar el punt del cercle exterior x*. Prenem la classe exterior i la interior,
i hi afegim el punt (Figura 4.1, columna 2, diagrames 1r i 3r), en computem els res-
pectius diagrames ampliats en dimensio 1 (Figura 4.1, columna 4, diagrames 1r i 3r)
i els comparem amb els diagrames de les classes originals (Figura 4.1, columa 3). Per
comparar-los ho fem a través de les respectives siluetes (columna 4). Podem obser-
var que mentre que afegir x* a la classe exterior varia lleugerament la seva silueta,
en afegir-lo a la classe interior la silueta es manté igual (efectivament al ser un punt
llunya la seva addici6 a X~ no varia la seva 1-homologia persistent). Suposem ara
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que volem classificar un punt del cercle interior. En aquest cas com podem veure en
la comparaci6 de siluetes (4.11, columna 4, diagrames 2n i 4t) afegir el punt a la clas-
se interior varia lleugerament la seva 1-homologia mentre que afegir-lo a la classe
exterior varia significativament la 1-homologia.

Aquests dos exemples ens mosten una tendéncia que en aquest nuvol es complira
en general:

1.1. A l’afegir un punt exterior a la classe exterior, variara poc la 1-homologia. Pot
fer variar les caracteristiques menys persistents, i en tot cas afectara poc a la principal
caracteristica 1-homologica de la classe (forat central).

1.2. A l'afegir un punt exterior a la classe interior no variara la 1-homologia.

2.1. ATlafegir un punt interior a la classe exterior no variara significativament la 1-
homologia. Els punts del cercle interior escurcen la vida de la principal caracteristica
1-homologica de la classe exterior.

2.2. A l'afegir un punt interior a la classe interior la 1-homologia no variara, o bé
ho fara poc significativament.

Aixi doncs el classificador tendira a classificar bé els punts interiors, i a estar in-
decis o classificar malament els punts exteriors. La hipotesi de FP falla per a punts de
la classe exterior.
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Figura 4.1: Exemple de classificaci6é de FP en dos punts donats.
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De I'anterior exemple es despren que tot i que la hipotesi de FP no sigui capag de
caracteritzar els punts de les dues classes, es pot observar que en general les varia-
cions homologiques respecte ’addicci6 de punts (i per tant els diagrames ampliats) si
que ho permeten fer: els punts de la classe exterior no varien ’homologia de la classe
interior, i varien poc la de la seva classe; els punts de la classe interior varien signifi-
cativament I’homologia de la classe exterior i no varien o varien poc ’homologia de
la classe interior. Amb aix0 volem fer notar que la variacié homologica pot ser una
caracteristica distintiva de la classe, pero a vegades no sota la hipotesi de FP.

4.5.0 Classificador basat en la densitat de les variacions homologi-
ques

En aquest punt ens proposem la construccioé d’un classificador basat en la variaci6
de ’homologia persistent respecte a 1’addici6é puntal al conjunt subjacent, que eviti
I'ts de HFP i que sigui capag de capturar la variacié homologica caracteristica d’'una
classe respecte a ’addici6 de punts, que tal i com hem apuntat en el final de la seccid
anterior pot ser rellevant en classificacio.

Suposem que ens trobem en el context d'un problema de classificaci6 binari. Es
a dir, suposem que tenim (X,Y) un parell on Y pren valors a {0, 1}. Considerem
el vector aleatori associat a cada classe X' = (X|Y = i) i una mostra d’aquest
T = {x},.., x;'_ }. El procés de classificacié que proposem consistira en dues parts.
En un primer pas, obtindrem un conjunt de mostres {D"}, ,_,, dels diagrames de
persisténcia de T' ampliats sobre punt de les diverses classes X’. Noti’s que podem
considerar aquestes com a mostres dels seglients diagrames de persistencia aleatoris.

| Definici6 4.6. En el context anterior, anomenarem diagrama aleatori de T' ampliat
respecte a X/ a
DY = D(T' U X)

(els elements d’aquest diagrama aleatori seran diagrames construits sobre la mostra T'
en afegir un punt x distribuit segons X/, és a dir, seran diagrames de persisténcia de T'
ampliats respecte punts distribuits segons X/ ).

Per obtenir la mostra D"V de D” considerarem
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onl; € {1,...i, —1}. Els punts T, s’usaran com a nivol de punts base per computar
’homologia persistent de la classe i, i els T/ com a punts a afegir al nivol base de la
classe i per tal de construir la mostra dels diagrames persistents de la classe i ampliats
respecte punts de la classe j. Amb aix0, aconseguim mostres DY de D" tal i com
buscavem:

.....

Ara, donat un punt a classificar x, distribuit segons X (segons X' per a cert i desco-
negut), podem calcular els seus diagrames ampliats respecte a les classes 0, 1

D’ = D(T] u {x})

D! = D(T; U {x}).

Un cop tinguem D%, D%, DO, D! § Dg, Di, per tal de classificar x inferirem de
quina de les dues mostres D', D'!, és més probable que provingui DZ. Aquesta sera
la segona part del nostre metode. Notem que inferirem I’anterior per i = 0, 1 obtenint
dos classificadors diferents, un per a cada nuvol de punts base.

Per a fer 'inferéncia en qiiestié ens basarem en I'avaluaci6é de I'estimaci6 de la
densitat dels diagrames aleatoris D" (estimada sobre la mostra D) sobre el diagrama
D'. Si el diagrama de persisténcia en questio té un alt nombre de punts de llarga
persisténcia aquest comput no sera factible (vegi’s Observaci6 4.2). Per tant, cal que
ens restringim a diagrames que continguin la mateixa informacio (respecte la variacio
homologica d’una classe al afegir un punt) amb un menor cardinal. Aquesta qiiestid
es resol amb la seglient definicio.

| Definici6 4.7. Sigui X C RY un nivol de punts i x € R?. Anomenarem diagra-
ma de persisténcia variacional de X respecte a x, al diagrama de persisténcia D(X U
{xD\D(X); és a dir, al diagrama construit sobre el niivol de punts X en afegir-hi x,
només tenint en compte les caracteristiques topologiques que han variat.

Noti’s que podem desenvolupar la primera part del metode de manera comple-
tament analoga substituint el comput de les mostres de diagrames ampliats D" pel
comput de les mosters equivalents pero de diagrames variacionals. Obtindrem mos-
tres

DV = {D" = D(T, U {x, D\D(T})},_, (4.1)

..... 1

que es poden veure com a mostres dels diagrames variacionals aleatoris D" definits
de la manera segiient.
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| Definici6 4.8. En el context en que ens trobem, anomenarem diagrama aleatori va-
riacional de T, respecte a X/, al diagrama

DY’ = D(T' U X))\ D(T")

(els elements d’aquest diagrama aleatori seran diagrames constituits pels punts que es
modifiquen al diagrama D(T") al afegir a T' un punt x distribuit segons X’; és a dir,
diagrames variacionals de T" respecte X/ ).

Per al punt a classificar x, també computem els corresponents diagrames varia-
cionals de T" respecte a x, D" . Com abans, el problema es tractara d’inferir de quina
de les dues mostres D', D'"! és més probable que provingui D" .

Donat el parell (D”,Y) (on D representa el diagrama variacional aleatori de la
classe i, i.e. el diagrama aleatori tal que DY’ = (D"|Y = j)) del qual coneixem les
mostres D'/, D'V, volem classificar D"’ .

Per fer-ho considerarem la probabilitat P, , del parell (D”,Y), i les probabilitats
condicionades i marginals corresponents. La idea sera classificar segons
Pyp(Y = 0]D" = D)
Py p(Y =1|D" =D")

BF(x) =

Si BF(x) > 1 considerarem que D", té etiqueta Y = 0, i per tant clasificarem x com

a 0 (segons el classificador donat per la classe i); si BF(x) < | farem I'invers. Com

que no tenim eines per calcular el factor de Bayes directament, caldra que n’'usem una

aproximacio:

Py p(Y =0[D" =D") Ppy(D"=D"]Y =0)Py(Y =0)

Pyp¥ = 1DV = D) Ppy(D' = D'|Y = DPy(Y = 1)
fpo(D")  KDE,(D",D")

¥ fpn(D)) "~ KDE, (D', Dy’

BF'(x) =

on la tercera equivaléncia prové de considerar les dues classes equiprobables, i de
considerar P, (-|Y = j) o fp;. Finalment I'ultima equivaléncia prove d’estimar les
corresponents densitats via nuclis sobre les respectives mostres D"’. Al prendre una
aproximacié considerarem un llindar ¢ (enlloc de 1) que sera un hiperparametre del
model. La classificacié doncs resultara 1 si BF(x) < c¢i0si BF(x) > c.

Observacio 4.2.  En aquest punt es justifica I’eleccié de diagrames variacionals. Per
evaluar la KDE sobre un diagrama de N punts caldran |DY’| N'! avaluacions de fun-
cions de RNY — R, cosa que eleva molt el cost computacional de ’operacid. Noti’s
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que generalment el cardinal d’'un diagrama variacional sera molt menor que el d'un
ampliat, cosa que reduira significativament aquest cost.

Amb tot, obtindrem dos classificadors, depenent de la classe base escollida, i depe-
nents d’un conjunt d’hiper-parametres (n, ¢, o) que es definiran de la segiient manera.

| Definici6 4.9. Sigui (X,Y) un problema de classificacié binari com en la definici6
4.2, i T una mostra d’aquest. Si separem la mostra en quatre submostres T?, T, T), T, i
amb aquestes construim les respectives mostres de diagrames variacionals D°', DV, D', D'/
com en (4.1), definirem el classificador DF (classificador basat en el factor de les densitats)

com
. KDE_(D' ,D%")
0 si ——— >
DF (x) _ KDEU(D;,D' ,)
ni,c.c - i KDE, (D' ,D'") c
KDE,(Di, D"y —

Observacio 4.3.  En l'anterior definici6 n, i, 6 i ¢ seran considerats hiperparametres
del model: » indica la dimensié homologica dels diagrames de persisténcia que pre-
nem, i indica la classe del nivol de punts base i ¢ indica ’ample de banda i el parametre
de partici6 de I’aproximacié via nuclis de les densitats.
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4.6.0 ALGORITME

Algorithm 1 Classificador DF
Input: una mostra finita donada {(x,y,),....(x,,y,)} onx, € R iy, € {1,...,k} i
x* € R?. Hiper-parametres n, i, c, ¢
Output: I'etiqueta del punt x*, c*.
Algorisme:
1.Separem la mostra segons les seves etiquetes T" = {(x;,y) 1y, =i}
2. Separem

T'=T,UT,

on le NT =0,i=1,..,n
2. Calculem DV = D(T,; U {x})\ D(T}) per x € T".
Calculem D", = D(T, U {x*})\ D(T})
3. Estimem les densitats f,; corresponents a les mostres DV’ a través de
KDE(-, D).
i i0/
4. BF « 25DeD )
KDE, (D!, D"’
5. if BF>c: return 0

else return1 =0
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5.0 Resultats

En aquesta seccio provarem el classificador basat en densitat sobre diferents pro-
blemes de classificaci6 analitzant el seu comportament davant el classificador FP, i un
classificador base poc complex que en aquest cas sera un 1-NN.

5.1.0 Datasets

Per avaluar el funcionament del classificador davant diferents problemes hem es-
collit una serie de datasets reals i artificials que descriurem tot seguit.

5.1.1. Datasets artificials

Escollim tres datasets artificials diferents.

El conjunt de dades Cercle consisteix en dos conjunts de punts distribuits sobre
dos cercles concenctrics, i distorssionats amb soroll provinent d'una distribucié gaus-

siana. Cada un dels cercles tindra una etiqueta {0, 1}. Treballarem sobre aquest conjut
amb sorolls 0.1, 0.3, 0.6.

El conjunt de dades Lluna consisteix en dos conjunts de punts distribuits sobre
dos semicercles desplacats i distorsionats amb soroll provinent d’una distribuci6 gaus-
siana. Cada un dels semicercles tindra una etiqueta {0, 1}. Treballarem sobre aquest
conjut amb sorolls 0.1, 0.3, 0.6.

El conjunt de dades Quantils Gaussians consisteix en un conjunt de punts pro-
vinents d’una distribuci6 gaussiana a R? i on definim 2 classes amb el mateix nombre
de punts separades per una esfera. Cada un dels conjunts tindra una etiqueta {0, 1}.
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Figura 5.1: Grafics dels conjunts de dades artificials Cercles (per a valors de distorsio
0.1, 0.3, 0.6), Lluna (per valors de distorsi6 0.1, 0.3, 0.6), i QG

5.1.2. Datasets reals

Per a avaluar el classificador sobre dades reals, escollim tres conjunts diferents.

El conjunt de dades Iris consisteix en un conjunt de 50 dades de 3 classes diferents
a R*. Cada classe indica un tipus de flor d’Iris, i les components de R* indiquen la
llargada i amplada del seépal i del petal respectivament. Cada una de les classes tindra
una etiqueta {0, 1,2}.

El conjunt de dades Vi prové d’un analisi quimic d’un conjunt de 178 vins d’'una
certaregid d’Italia. Consta de 178 dades 13—dimensionals i etiquetades dintre 3 classes
desbalancejades. Cada una de les dimensions descriura una caracteristica del vi en
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questio, i cada etiqueta representara un tipus de vi. Cada una de les classes tindra una
etiqueta {0, 1,2}.

El conjunt de dades Cancer consta de 569 dades 30—dimensionals i etiquetades
dintre 3 classes desbalancejades. Cada un dels 569 punts representara un pacient, i
les diferent dimensions representaran caracteristiques del nucli celul-lar provinents
d’'una imatge FNA realitzades a aquest pacient. L’etiqueta representara si la imatge
presenta evidencia de tumor maligne, o no.

Per tal de adaptar els datasets Iris i Vi un problema de classificaci6 binari, en Iris
considerarem ’etiqueta 1 com a 0, i.e. classificarem "Setosa" contra la resta, mentre
que en el cas de Vi considerarem l'etiqueta 2 com a 0, altra vegada classificant 1 contra

la resta.
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Figura 5.2: Grafics dels conjunts de dades reals Cancer, Iris i Vi. La visualitzacio es
realitza a través d'una reduccié de dimensionalitat via PCA.
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5.2.0 Evaluacié

Per tal d’evaluar i comparar el classificador amb el de FP, usarem els dos clas-
sificadors i el clasificador base (1-NN) sobre cada dataset a través d’un proces de
5 — fold cross-validation) (5-CV). El procés consistira en separar cada conjunt de dades
en 5 subconjunts disjunts i amb el mateix cardinal (cinc 5-folds). Peracadan =1,...,5
pendrem 1’ n-ésim 5-fold com a conjunt de test ila resta com a conjunt d’entrenament.
Els classificadors seran entrenats en el conjunt d’entrenament, i prediran un conjunt
d’etiquetes Y, per cada fulla. Per a cada prediccié ¥, computarem la matriu de confusié
CM()A’,., Y)) i els valors d’exactitud, precisio, F1 i recall ei(f/i, Y), pri(Yi, Y), Fli(f’i, Y),
rec[(f/,, Y,). Finalment, el valor mitja sobre i = 1,...,5 sera computat per a cada con-
junt de dades i cada classificadors obtenint valors que mesuraran el funcionament dels
diferents classificador lliures de biaix degut a I’eleccio del conjunt d’entrenament i/o
test.

Noti’s que en el cas del classificador FD, cal seleccionar una serie d’hiper-parametres.
Seleccionarem els hiper-parametres optims o, i ¢ a través d un procés de cross-validation
independent i previ a ’anterior. No farem cap seleccio previa dels hiperparametres i
(classe base sobre la que construim els diagrames ampliats) i k (dimensié homologica)
per tal d’obtenir resultats per a tots els possibles valors d’aquest parametes, que seran
del nostre interés en la posterior analisi dels resultats.

Aixi doncs, avaluarem un total de 7 classificadors sobre cada conjunt de dades (1-
NN, FP 0 i 1 dimensional, i DF 0 i 1 dimensional per a classes base 01 1) 5 vegades, i
d’aquestes avaluacions obtindrem les meétriques mostrades en les taules (5.1, 5.2, 5.3,
5.4).

5.3.0 Comparacio

5.4.0 Discussio

En la Taula 5.5, podem veure una mitjana de les metriques sobre les que hem ava-
luat els diferents clasificadors respecte als diferents conjunts de dades. A trets generals
podem observar que els quatre classificadors homologics no assoleixen les metriques
del classificador base. Mentre que en dimensi6 0 les métriques obtingudes sén com-
parables a les d’'un 1-NN, per a dimensi6 1 aquestes son significativament inferiors tal
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| | Co.1 [ C03 | Co.6 [ Mo.1| Mo3 | Mo6|GQ | Cancer | Iris | Vi | Mitjana | STD

INN | 1 073 | 0.57 | 1 0.83 | 071 | 0.9 | 0.93 0931 0.7 |0.75 0.14
FPO 0.96 | 0.71 | 0.55 | 099 | 0.74 | 0.65 | 0.77 | 0.89 0.88 | 0.7 | 0.71 0.13
FP1 0.64 | 0.59 | 054 | 038 | 048 | 043 | 0.4 | 0.28 0.29 | 0.49 | 0.41 0.11
FDOO | 0.99 | 0.61 | 0.5 099 073 | 054 |0.83|0.72 0.68 | 0.6 | 0.65 0.16
FDO1 | 0.98 | 0.76 | 0.6 097 | 0.6 0.61 | 0.54 | 0.86 091 | 0.6 | 0.68 0.16
FD10 | 0.85 | 0.78 | 0.51 | 0.56 | 0.48 | 0.52 | 0.84 | 0.7 0.67 | 0.61 | 0.59 0.13
FD11 | 0.66 | 0.68 | 0.53 | 0.56 | 0.63 | 0.54 | 0.64 | 0.67 0.67 | 0.6 | 0.56 0.05

Cuadro 5.1: Exactitud mitjana de cada classificador després del 5-cv sobre els diferents
conjunts de dades. FPi indica el classificador FP en dimensi6 i, mentre que FDij indica
el classificaci6 en dimensié i classe base j.

C0.1 | C0.3 | C0.6 | M0.1 | M0.3 | M0.6 | GQ | Cancer | Iris | Vi | Mitjana | Desviacid

INN | 1 0.70 | 0.56 |1 0.79 | 0.71 | 0.93 | 0.92 0.95 | 0.72 | 0.829 0.145
FPO | 0.96 | 0.77 | 0.55 | 1 0.75 | 0.66 | 0.74 | 0.93 0.95 | 0.79 | 0.810 0.138
FP1 0.58 | 0.55 [ 0.52 | 0.36 | 0.46 | 0.42 | 0.32 | 0.40 0.18 | 0.36 | 0.418 0.113
DFo00 | 1 054 | 048 |1 0.71 | 0.64 | 0.76 | 0.71 0.64 | 0.49 | 0.698 0.175

DFo01 | 0.97 | 0.73 | 0.58 | 0.98 | 0.66 | 0.60 | 0.57 | 0.81 0.66 | 0.51 | 0.707 0.157
DF10 | 1 0.78 | 0.69 | 0.60 | 0.72 | 0.51 | 0.82 | 0.70 0.39 | 0.34 | 0.655 0.190
DF11 | 1 0.94 | 0.39 | 0.525 | 0.78 | 0.6 0.73 | 0.70 0.60 | 0.39 | 0.665 0.196

Cuadro 5.2: Precisi6é mitjana de cada classificador després del 5-cv sobre els diferents
conjunts de dades. FPi indica el classificador FP en dimensi6 i, mentre que FDij indica
el classificaci6 en dimensié i classe base j.

| | C0.1 | C0.3 | Co.6 | M0.1 | M0.3 | M0.6 | GQ | Cancer | Iris | Vi | Mitjana | Desviacié |

INN |1 0.72 | 058 |1 0.82 | 0.70 | 0.89 | 0.94 0.94 | 0.71 | 0.83 0.14
FPO 0.96 | 0.65 [ 0.53 | 0.99 | 0.74 | 0.65 | 0.78 | 0.90 0.92 | 0.66 | 0.78 0.15
FP1 0.72 | 0.66 | 0.58 | 0.33 | 0.42 | 0.40 | 0.21 | 0.32 0.24 | 0.41 | 0.43 0.16
DFo00 | 0.99 | 0.45 | 0.59 | 0.99 | 0.75 | 0.35 | 0.85 | 0.81 0.68 | 0.50 | 0.70 0.21
DFo01 | 0.99 | 0.67 | 0.54 | 0.97 | 0.46 | 0.67 | 0.59 | 0.90 0.70 | 0.67 | 0.72 0.17
DF10 | 0.82 | 0.76 | 0.26 | 0.17 | 0.28 | 0.66 | 0.84 | 0.78 0.52 | 0.25 | 0.53 0.26
DF11 | 0.51 | 0.52 | 0.43 | 0.68 | 0.45 | 0.12 | 0.57 | 0.78 0.37 | 0.55 | 0.50 0.17

Cuadro 5.3: F1 mitjana de cada classificador després del 5-cv sobre els diferents con-
junts de dades. FPi indica el classificador FP en dimensi6 i, mentre que FDij indica el
classificaci6 en dimensié i classe base j.

i com ja apuntaven els resultats de [5]. Si comparem només els classificadors homo-
logics veurem que mente que el nostre classificador obté resultats similars o lleugera-
ment inferiors a FP en homologia 0, les métriques resulten significativament superiors
en homologia 1. Aquest fet reforca la idea plantejada en la secci6 4.4, que mentre que
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| | Co.1 | C0.3 | Co0.6 | Mo.1 | Mo.3 | Mo.6 | GQ | Cancer | Iris | Vi | Mitjana | Desviacié |
INN |1 0.76 | 0.64 | 1 0.86 | 0.73 | 0.85 | 0.96 0.94 | 0.71 | 0.845 0.123
FPO 0.96 | 0.62 | 0.55 [ 0.99 | 0.75 | 0.67 | 0.85 | 0.88 0.91 | 0.58 | 0.776 0.155
FP1 1 0.87 | 0.68 | 0.31 | 0.41 | 040 | 0.16 | 0.27 0.35 | 0.48 | 0.494 0.257
DFo00 | 0.98 | 0.42 | 0.77 | 0.99 | 0.84 | 0.28 | 0.97 | 0.94 0.85 | 0.57 | 0.760 0.240

DFo01 | 1 0.66 | 0.54 [ 097 | 043 | 0381 |0.69 |1 085 |1 0.795 0.197
DF10 | 0.74 | 0.81 | 0.18 | 0.10 | 0.25 | 0.99 | 0.86 | 0.90 0.81 | 0.29 | 0.593 0.326
DF11 | 0.38 | 0.40 | 0.50 | 1 0.38 | 0.07 | 0.49 | 0.93 0.27 | 0.93 | 0.533 0.297

Cuadro 5.4: Recall mitjana de cada classificador després del 5-cv sobre els diferents
conjunts de dades. FPi indica el classificador FP en dimensi6 i, mentre que FDij indica
el classificacié en dimensié i classe base j.

| | 1-NN | FPO | FP1 | DFO DF1 |

ACC | 0.839+0.135 | 0.798+0.139 | 0.448+0.114 | 0.774+0.137 | 0.619+0.112
PR 0.829 £ 0.145 | 0.81£0.138 | 0.418+0.113 | 0.736+0.157 | 0.648+ 0.19
F1 0.831+£0.138 | 0.778%+0.149 | 0.429+0.164 | 0.772+0.144 | 0.605%+0.199
REC | 0.845+0.123 | 0.776+0.155 | 0.494+0.257 | 0.862+0.151 | 0.674+0.273

Cuadro 5.5: Resum de les mitjanes i desviacions estandard de les diferents métriques
de cada classificador sobre tots els conjunts de dades. FPi indica el classificador FP
en dimensi6 i, mentre que FDi indica el classificaci6é en dimensi6 i (en aquest cas el
parameter j indicant la classe de ’homologia base ha estat optimitzat).

| [Co1 [Co3 [Co6 [ M1 | M0o3 |[Mo.6 [ GQ | Cancer [Iris [Vi | Mitjana | Desviacié |
INN [ 1 073 057 |1 083 [071 [090 [093 [096 [077 [0839 [o0.135
FP [097 [075 [056 |1 072 058 [071 [077 [o094 [075 [0777 [o0.144
% 0.68 | 0.58 | 0.63 | 037 |0.50 0.46 0.41 0.29 0.27 0.43 0.463 0.129
VAR | 0.008 | 0.042 [ 0.013 [ 0.010 | -0.018 | -0.067 | -0.057 | -0.121 [ -0.009 | -0.012 | -0.021 | 0.045
CD 1 086 063 |1 0.79 0.64 0.93 0.86 0.89 0.84 0.844 0.124
% |083 [076 [051 [055 [056 [031 [o078 [077 059 [036 [0.602 [0.171
VAR | 0.020 | 0.078 | 0.027 | 0.010 | 0.059 | 0.026 | 0.091 | 0.004 0.133 | 0.228 | 0.068 0.066

Cuadro 5.6: Exactitud dels classificadors per a factors de certesa 1. La fila 1-NN mostra
I'exactitud del classificador base. Les files FP i DF mostren les exactituds dels classi-
ficadors sobre punts amb factor de certesa 1. Les files en les files % es mostren els
percentatges de punts sobre els quals el respectiu classificador té certesa 1. En les files
VAR s’indica la variaci6 de I'exactitud del classificador sobre els punts amb factor de
certesa 1 respecte 'exactitud del classificador sobre tots els punts.

la hipotesi de FP pot valdre en homologia 0, sota la casuistica de ’homologia en ma-
jor dimensi6 aquesta falla. També avala que el plantejament que hi ha darrere del
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classificador DF és capag de capturar millor aquesta casuistica que FP.

Podem observar també que la taula 5.5 DF mostra valors de desviaci6 estandard
majors que la resta, aixo indica el fet que DF pot no ser tan estable com el classifi-
cador base, i dependre del conjunt sobre el qual classifica. Efectivament, si mirem les
metriques sobre els conjunts concrets (taules 5.1-5.4) veiem per exemple que DF és
el classificador amb millors métriques per a Cercles (soroll 0.3) i millora significativa-
ment el resultat de FP en Quantils Gaussians. Efectivament DF capturara especialment
bé la caracteritzacio de les diferents classes en aquells conjunts de dades on la variacié
homologica sigui una caracteristica distintiva d’aquestes (en Cercles ho és, com hem
vist en ’exemple 4.1, i similarment ho és en Quantils Gaussians).

Afirmem doncs que DF sera un classificador amb un comportament comparable
al de 1-NN i FP en homologia 0, i significativament millor que FP en homologia 1.
Obtenir un bon classificador basat en 1-homologia pot ser interessant per aplicar-lo
en conjunts de dades on aquest encaixi bé (per exemple QG), pero també ens pot servir
com a mesura de certesa en classificacio. Donat un punt a classificar, la certesa sera
una mesura de com de fiable és I'etiqueta que dona un classificador. En classificadors
homologics com DF o FP, una mesura de certesa pot ser la segiient:

0.5 si Co(x) # Ci(x)
1 Si CO(X) = C](x),

c(x) =

on x sera el punt a classificar, i C, C; el classificador en homologia 0 i 1 respecti-
vament. Aixi tenir un classificador operatiu en diferents dimensions pot ser util per
assignar un grau de certesa major a la classificacié d’un punt quan els classificadors
coincideixen en les diferents dimensions. Com podem veure en la taula 5.6 si estudiem
les meétriques de classificaci6 de DF en els punts on la certesa és 1, aquestes augmen-
ten considerablement, superant fins i tot el classificador base. Per a FP aquesta mesura
de certesa no funciona a causa del limitat poder predictiu en dimensi6 1.
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6.0 Conclusions

En aquest treball s’usen les eines de TDA per a definir un classificador basat pu-
rament en homologia. El classificador s’avalua en 9 conjunts de dades diferents per
evaluar el seu comportament respecte al classificador topologic de caracteristiques
similars presentat en [5].

La proposta basada en estimar la distribucio de les variacions dels diagrames de
persisténcia d’una classe respecte a ’addici6é de punts, i donat un punt no etiquetat
inferir de quina distribuci6 prové obté resultats similars al classificador baseia [5] en
0-homologia, i millorem substancialment el resultats dels classificadors 1-homologics
existents. El classificador resultara d’especial interés quan una classe tingui diagrames
variacionals molt diferenciats d’alters classes (per exemple Cercles o GQ).

Finalment més enlla de I'intereés d’obtenir un classificador 1-homologic amb bon
comportament, veiem que la combinacié de CD,, i CD, ens dona una mesura de certesa
en la classificacio prou rellevant.
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