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Resum

El teorema de Carleson afirma que per totes les funcions de l'espai L?(R) és possible
recuperar la funcié original a partir de la seva transformada de Fourier gairebé per tot
punt del domini. Aquest resultat és una generalitzacié d’'un de més elemental aplicat a
I’espai de funcions de Schwartz que se sol estudiar en els cursos d’analisi harmonica. En
aquest treball estudiarem i demostrarem aquest fet.

Motivacio

Va ser al llarg del 3r i 4t curs del grau de matematiques quan vaig comencar a pensar
idees pel TFG. Des del primer moment vaig descartar que el tema estigués relacionat
amb geometria, ja que és de les tematiques que m’agraden menys. Per internet vaig
aconseguir trobar un llibre que porta per titol “Los principios de la aritmética expuestos
seglin un nuevo método” [Gui79] que és una traduccié simultania del llati al castella del
llibre del matematic italia Giuseppe Peano on construeix els nombres naturals i totes les
seves operacions de manera axiomatica per primer cop a la historia. El llibre esta escrit
en una notacié creada per ell mateix i vaig pensar que seria interessant comentar el llibre
i el context historic tot passant l’escrit a una notacié més moderna per tal que pugui
arribar a un public més general. Una altra idea que vaig tenir va ser la d’escollir algunes
distribucions de probabilitat més aviat poc utilitzades, estudiar-les matematicament i
veure quines aplicacions tindrien a la vida real. Fins i tot fer algun experiment o estudi
estadistic on siguin utils. Cap d’aquestes dues em va arribar a convencer del tot.

Durant el curs academic 2021/2022 em vaig dedicar a cursar les optatives del grau
de matematiques. Aix0 em va permetre aprofundir en diversos camps com l'analisi, la
probabilitat o la topologia. L’assignatura que em va cridar més ’atencio va ser la que tenia
per nom analisi harmonica i teoria del senyal. Un dels motius va ser que tractava sobre
un objecte matematic molt famés i a la vegada molt desconegut per mi: la transformada
de Fourier. Tenia una aura misteriosa i de summa importancia. Un altre motiu era que
com a music sentia intriga per entendre millor aixo dels harmonics, ja que molta gent
en parlava pero no s’explicava ben bé el que era. Sabia que era un concepte més aviat
matematic que es podia aplicar a les ones sonores per tal d’estudiar-les.

L’assignatura em va encantar. Barrejava molts conceptes d’analisi real i de teoria
de la mesura com les séries, els limits i els espais LP(R); i n’introduia de nous com el de
convolucié o el de distribucié tot fent un sopa d’idees per arribar a teoremes tan importats
com el principi d’incertesa de Heisenberg o del que tracta aquest treball: el teorema de
Carleson.

Objectius

Aquest treball té com a objectius anunciar i demostrar el teorema de Carleson. Es un
resultat profund i amb moltes sotileses. S’intentara entrar en el maxim detall possible
sempre que ho arribi a entendre i no allargui molt el nombre de pagines.
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Metodologia

Per dur a terme aquest treball utilitzaré principalment dues fonts: els papers escrits pel
Dr. Michael Lacey referents al teorema de Carleson i la seva demostracié. Els anomenaré
d’una manera prou descriptiva: el curt [iCT] i el llarg [Lac]. El curt té com a coautor el
Dr. Christoph Thiele. Cada setmana, sempre que sigui possible, realitzaré una tutoria
amb el meu professor per resoldre dubtes, per buscar el sentit i la motivacié dels resultats
i per verificar les demostracions. Per organitzar el treball i el temps faré us del web
http://www.notion.so.
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1 Introduccio

1.1 Historia

Primerament per situar una mica el treball explicarem molt rapidament la historia de
I’analisi harmonica agafant de referéncia el proleg del llibre ” A panorama of Harmonic
analysis” [Kra99] i n’anunciarem un seguit de definicions i resultats essencials extrets dels
apunts de l’assignatura homonima del meu tutor: el Dr. Mart{ Prats i Soler [Pra22].

L’analisi harmonica és una disciplina matematica que sorgeix de ’estudi de I'equacio
d’ona durant el segle XVIII.

Definicié 1.1 (Equacié d’ona). Definim [’equacid diferencial en derivades parcials:

u  0%u

Fou de vital importancia la seva resolucié ja que molts fenomens fisics es basen ella
com per exemple la propagacié d’ones com podria ser el so, els fluids com ’aigua o la
calor. S’utilitza en la resoluci6é d’equacions diferencials en derivades parcials, en fisica, en
enginyeria, en teoria de nombres i en molts altres contextos.

El matematic suis Daniel Bernoulli va demostrar utilitzant el metode de separacié de
variables que existeixen infinites solucions de I’equacié d’ona de la forma:

oz, t) = sin(jz) cos(jt). (1.2)

La pregunta que sorgeix a continuacio és si la superposicio arbitraria d’aquestes solu-
cions també resol el problema, és a dir, sén les expressions

u=Yajsin(jz) cos(jt) (1.3)
j=1

solucions de I'’equacio d’ona? Es amb aquesta pregunta que nasqué I’analisi harmonica.

El matematic frances Joseph Fourier és el principal exponent de I’analisi harmonica
i molts resultats i objectes matematics porten el seu nom. Les series de Fourier van ser
introduides per ell a principis del segle XIX. A continuacié en parlarem un mica.

Totes les funcions seran funcions reals 2w periodiques. La idea és aproximar funcions
periodiques com a suma de sin i cos seguint la idea d’aproximar funcions per polinomis
que va estudiar el matematic britanic Brook Taylor.

Definicié 1.2. Un polinomi trigonometric d’ordre M és una funcio f del tipus:

FO)= > ane™ (1.4)

on a, € C.

Recordem la férmula d’Euler que relaciona la funcié exponencial amb les funcions
trigonometriques. Per tot nombre real x € R es compleix que:



e = cos(x) + isin(z). (1.5)

Aleshores un polinomi trigonometric no deixa de ser una combinacié lineal del conjunt

de funcions {sin(nf) | n € N} U {cos(nf) | n € N}.

Lema 1.3. Per tot polinomi trigonomeétric podem recuperar els coeficients de la segtient
manera:

1 [" .
/ f(0)e ™ dp. (1.6)
™ —T
A partir d’aquest principi Fourier ho va generalitzar per funcions periodiques qualsse-
vol.

Definicio 1.4. Definim [’enesim coeficint de Fourier per tot enter n € Z de la segient
manera:

~ 1 (7 »
fo = au) =5 [ 10, (1.7)
™ —T
D’aquesta definicié sorgeix infinitat de qiiestions com les segiients.

e Donada una funcié qualsevol f com podem trobar els seus coeficients a,,?
e Donada la successié de coeficients com podem reconstruir la funcié original?

e Si la serie de Fourier convergeix ho fa puntualment, uniformement, en norma...?
Quina és la velocitat de convergencia?

e Si la serie de Fourier convergeix a una funcié limit és aquesta la mateixa funcié
original?

e Quines funcions es poden representar mitjancant les séries de Fourier. N’hi ha prou
en que sigui continua, diferenciable o integrable?

e Quina informacié ens donen els coeficients de la funcié original?

Podem trobar férmules i raonaments similars per funcions periodiques de periode L.
Ara la pregunta és si té sentit representar funcions arbitraries no necessariament pe-
riodiques com a suma de sin i cos. Resulta que si, podem fer un pas al limit passant del

cas discret al cas continu convertint d’aquesta manera la suma en un integral i arribant a
la segtient definicio.

Definicié 1.5 (Transformada de Fourier). Per tota funcié integrable f € L'(R) definim:

/f Ye 2T g, (1.8)

Definicié 1.6 (Transformada de Fourier inversa). Per tota funcié integrable f € L*(R)
definim:

:/Rf(m)e%igmdx. (1.9)

Definicié 1.7 (Funcions de Schwartz). Sdn les funcions infinitament diferenciables i de
decaiment rapid:

S(R) == {f € C=(R) | Vk,j € N, igg{mk\f@)(xﬂ} < oo} . (1.10)



Lema 1.8. Les funcions de Schwartz sén denses a lespai L*(R).

Definicié 1.9 (Convolucid). Per tot parell de funcions de Schwartz f,g € S(R) definim
la segiient operacio:

fxg(z /fx— (1.11)

1.2 Operadors basics

Introduim els operadors associats a la translacid, la modulacio i la dilatacié de la recta
real.

Definicié 1.10 (Operador de translacid). Per tota funcid real f i per tota constant y € R
definim el segiient operador:

Tr, f(2) = f(z —y). (1.12)

Definicié 1.11 (Operador de modulacid). Per tota funcid real f i per tota constant & € R
definim el segiient operador:

Modg f(x) = f(z)e*™". (1.13)

Definicié 1.12 (Operador de dilataci6). Per tota funcié real f i per totes constants
A peR amb 1l <p< oo definim el segiient operador:

Dil% f(x) = A7 f (;) . (1.14)
Lema 1.13. Els operadors que acabem de definir preserven la norma dels espais LP(R).

Demostracio. Utilitzant els canvis de varaible usuals ho demostrem.

1T, £]12 = / fla—y)Pde T / FEPdz = fIE

(P
Node = [ [yt

ity = [ s (5)] a5 [ireras s

di = / F(@)Pdz = | ]2

O

1
Observacié 1.14. La constant A" » de 'operador de dilatacié té com a proposit que es
compleixi aquest fet.

Veiem també com es comporten amb la transformada de Fourier.

Lema 1.15. Per totesy, £, A, p € R amb 1 < p < 00 es compleix el segiient.

Tr, = Mod_, (1.15)
Mody = Tre (1.16)
Dil} = Dﬂi (1.17)
Recordem que p' denota el conjugat de p, és a dir, p' = %.



Demostracio. També es demostra usant els canvis de variable usuals.
rﬁy\f(f) _ / Tryf(x>e—27ri§x dr — / f(l’ _ y)e—2m’§z dx (X—LZZ) / f(z)e—27ri£(z+y) dz =
R R R
= 6_27”@/ f(2)e 2™ 4z = Mod,y]?(ﬁ)
R

MOdgf / MOdgf —2miCT ] — /Rf(m)eQTFifmeQﬂ*iC:E dr = /Rf(x)e%rz((@x de —
= J(¢ =€) = Tref(Q)

- —omitx 3. (T —2rica (§: ) 1—2 —2migN _
Dil% £ (£) / 2 dx_/R)\ f<A>e 2miET g /R)\ Fly)e 27N gy —
Ef () = Dﬂg’ f©)

O

Aquests operadors tenen les segiients propietats essencials que farem servir durant tota
la demostracié.

Compondre un operador de translacié amb un altre operador de translacié resulta amb
I'operador de translacié amb les constants sumades. El mateix passa pels operadors de
modulacié. En canvi pels operadors de dilatacié les constants queden multiplicades. Les
composicions creuades commuten de certa manera. Ho veiem a continuacié.

Lema 1.16. Per tots nombres reals y, z, &, (, A\, py, p, ER on A, p>041 < p < oo es
compleix la segiient taula de composicions.

Taula 1: Composicions d’operadors

o Tr, Mod¢ Dilf)
Tr, Try s e 2™ Mod¢ o Tr, | Dil’, o Tru
w
Modg €2ﬂ§yTI'Z o Modf M0d5+< Dﬂﬁ @) MOdgu
Dil‘i Try, 0 Dili Mod% o Dil]/o\ Dilgu

En demostrem alguna. Totes es demostren d’'una manera senzilla aplicant les definici-
ons i les regles de composicié de funcions.

Demostracio.

Tr,Tr. f(z) =Tryf(x —2) = fle —2—y) = fx — (y + 2)) = Try4. f(x).

Tr, DIl f (x) = Tryu"» f (i) —uh g <x ; y) — DilL f <33 _ Z) = Dill Tr f (x).



ModDilf) f(z) = Modgu_%f (x) = ,u_%f <x> ik — Dilﬁf(x)e%ig“r =
u u

= DilﬁModguf(x).
O
Aquests operadors també presenten un bon comportament amb el producte escalar.
Lema 1.17. Per totes y,{, A\, p € R amb 1 < p < 00 es compleix el segiient.
(Try f,g) = (f, Tr_yg) (1.18)
(Mode f, g) = (f, Mod_¢g) (1.19)
(DIL}f.g) = (/. Dil!g) (1.20)

Demostracio. Fent servir les definicions del producte escalar i dels operadors i els canvis
de variable usuals podem demostrar-ho.

(Tf.9) = [ Tof e = [ fo-pg@as 2 [ featr i

= /Rf(z)Tryg(Z) dz = (f, Tr_yg)

(Mode f, g) / Modg f( g(z)dz = / f(2)e*™ % g(z) dox = / flz —27rz§a; de —

- /R F(x)Mod_¢g(z) dz = {f, Mod_¢g)

(DIE.g) = / DI (g de = [ 3747 (5) gt ae 2 [0S g0 =

/f 9(\y) dy—/f Dﬂ?ig( )dy—<f,D11’ig>

1.3 Resultats basics

Definicié 1.18 (Apoximaci6 de la identitat). Una aprozimacio de la identitat en R és una
familia de funcions funcions integrables {K;}ica C L*(R), on A és un conjunt d’indexs
Juntament amb un punt d’acumulacid to € A amb les segiients propietats:

1. Les funcions K; tenen integral unitaria:

/ K(z)dx = 1. (1.21)
R

2. Les funcions K; tenen massa uniformament afitada, és a dir, existeiz una constant
C € R tal que per tot t € A compleix:

/|Kt(9c) i < C. (1.22)
R
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3. La massa de K; es concentra a prop de x = 0 a mida que el parametre s’acosta a
to, €s a dir, per tot § > 0 es compleix:

lim |K¢(z)|dx = 0. (1.23)

t—to |$‘>5

Aleshores podem anunciar el segiient teorema.

Teorema 1.19 (Teorema de 'aproximacié a la identitat). Sigui {K;}iea una aprozimacio
de la identitat quant — to. Si f, Ky € L*(R) i x és un punt de continuitat de f, aleshores
la convolucio f x K; convergeix puntualment en x a f quan t — tg. Si, a més a més, f
és uniformaments continua, alexhores la convolucio f x K; convergeix uniformament a f

quan t x tg, és a dir,
lim || f * Kt — f|lco = 0. 1.24
tea 1S * Ky lloo (1.24)

t—to

Proposicié 1.20 (Identitat de Plancherel). Tota funcio de Schwartz f € S(R) compleix
que:

1£ll2 = 1l fll2- (1.25)
Definicié 1.21 (Campanes de Gauss). Per tota z € R definim:

G(z) =e ™. (1.26)

Aquesta funcid permet obtenir l'aprorimacid a la identitat segiient pert > 0:

2

Gy(z) == DillG(z) =t e ™z, (1.27)

Lema 1.22 (Férmula de la multiplicacid). Per totes funcions de Schwartz f,g € S(R) es
compleix el seguent:

/ F(€)3(€) de = / F(©)g(¢) dc. (1.28)
R R
Demostracio. Utilitzant el teorema de Fubini tenim:
-~ _ e—27ri(§ — e—27ri(§ —
/R F©F(E) de = /R 1) /R g(C)e2mE d de /R /]R F©)g(C)e 2% d¢ de

_ T 6727”'(5 — 6727riC£

- /R /[R F(€)g()e 27 de d¢ /R 9(0) /[R F(€)e2E de dg

- / 9(O) Flw) de = / F(Q)g() de

R R

O

Teorema 1.23 (Teorema de la inversi6 de Fourier). Sigui f € S(R). Aleshores per tota
z € R es compleix que:

fo) = [ Flerenag (1.29)
R
o equivalentment: - N
f(@) = f(@) = f(@). (1.30)



Demostracio. Definim la funcié g a partir de la seva transformada de Fourier:

(z=s)2

G(s) =tle™ = =Gz —s) = Gy(s — x) = Tr,Dil} G(s). (1.31)

Aleshores aplicant el lema 1.15 a la inversa obtenim la funcié original:
9(¢) = Mod,DilFG(¢) = 2mi#Cem(0)?, (1.32)
t

Tot aixo ens permet fer el segiient raonament:

t—0

TgD / _]?(C)BQMM }11% efﬂ‘(tC)Q d¢ = / J/c\(g)e%rix( dc.
R - R

f({E) 1é9 %L{% /1% f(S)Gt(I - S) ds 1%2 lim /R f(<)627rim§e—ﬂ'(t<)2 dC _

Hem fet servir els segilients teoremes en ordre: teorema de I'aproximacié a la identitat,
férmula de la multiplicacié i teorema de la convergencia dominada.

O

Hem definit la transformada de Fourier per funcions integrables. Com que la classe de
Schwartz és densa dins I'espai L?(R) i la transformada de Fourier preserva la norma L2
de les funcions de Schwartz podem extendre la definicié de la transformada de Fourier a
I'espai L?(R) per densitat.

Lema 1.24. La transformada de Fourier és un operador unitari de l’espai L?(R). Per
tot parell de funcions de quadrat integrable f,g € L*(R) es compleir que:

(f.9)=(F.9). (1.33)

També sera cert el teorema de la inversié de Fourier a l'espai L?(R)? Aixod és el que
tracta el teorema de Carleson.

1.4 Notacid

Al llarg d’aquest treball utilitzarem la segiient notacié.

Per totes A, B € R:
ASB < JdKeR, A<KB (1.34)

La funcié indicador del conjunt A C R es denota per 14.

Per tot operador T" de LP(R) a LP(R), ||T’||, denota la seva norma.

Per tot interval J i per tota constant ¢ € R positiva c¢J denota l'interval amb el
mateix centre que J i de mida c|J|.

Per tot interval .J, ¢(.J) sera el seu centre.



2 Descomposicié

Anunciarem el teorema de Carleson, I'operador del qual depén i el descompondrem de tal
manera que sigui més manejable.

2.1 Operador de Carleson

Definicié 2.1 (Operador de Carleson). Per tota funcié de quadrat integrable f € L*(R)
i per tota x € R definim:

= sup
a€R

[ Fgem<a) 2.1)

Lema 2.2. L’operador de Carleson és absolutament homogeni i subadditiu, és a dir, per
totes funcions de quadrat integrable f, g € L>(R) i per tota A € R es compleiz:

C(Af) = [AICS, (2.2)
C(f+g) <Cf+Cg. (2.3)

Demostracio. Per la linealitat de la transformada de Fourier i de la integral i com que les
costants surten fora del suprem:

C(Af)(x) = sup

a€R

/ S(e mﬁd&‘ A sup

a€R

/ OO Fleezmiot ds' — NCf(@).

Per les propietats que acabem de mencionar i per la desigualtat triangular:

C(f+g)(x —bup/ Ftol¢ zmgdﬁ'

a€R
< sup / (e 2“”£df]+sup §(&e medg‘ Cf(z)+Cg(z).
acR acR

O

Teorema 2.3 (Teorema de Carleson). Per tota funcié de quadrat integrable f € L*(R)
es compleiz la segiient igualtat gairebé per tot punt del domini x € R:

- /R Fle)emies de. (2.4)

Proposicié 2.4 (Fita de Carleson). L’operador de Carleson és un operador 2 feble, és
a dir, per tota funcié de quadrat integrable f € L*(R) i per tota A € R amb X\ > 0 es
compleix:

er@ > a5 Mk (2.5)

Si suposem que la fita de Carleson és certa podem demostrar el teorema de Carleson
de la segiient manera.



Demostracié. Per cada f € L*(R) volem demostrar que:

Ly(x) == limsup |f

a—0o0

/ f )e2mit d§‘ =0 gpt. zeR (2.6)

N’hi ha prou en veure que per tota € > 0, [{L; > €}| < € ja que aleshores es compleix
que [{L; > e}| = 0. Fixem una funcié infinitament diferenciable i de suport compacte g
tal que ||f — gll2 < €3. Aixd ho podem fer per la densitat d’aquestes funcions en I'espai
L?(R).

Es compleix la desigualtat segiient:

Ly<C(f—g9)+I1f—gl (2.7)

Ho demostrem. El teorema de la inversioé de la transformada de Fourier val per g al
ser de Schwartz. Sumant i restant aquesta funcié i per la desigulatat triangular obtenim
que:

Lf(iﬂ)zlimsup‘f() / 7€) 2““”5(15‘

a—r0o0

qm>mHmWVfg M%\

a—00

I com que el lim sup sempre és més petit que el sup tenim la desigualtat desitajada.

Finalment per la fita (2.5), la desigualtat que acabem de veure i el fet que |f +g| > 0
tenim:

Ly >l <let-g)+1f+al >l < e -g > < Wk oo

que és exactament el que voliem demostrar. O

Aleshores tota la feina estard en demostrar la proposicié 2.4, és a dir, veure que
I'operador de Carleson és un operador 2 feble.

L’operador de Carleson presenta un bon comportament amb els operadors definits a
1.10, 1.11 i 1.12: commuta amb els operadors de translacié i dilatacié i és invariant amb
els operadors de modulacié.

Proposicié 2.5. Per tota y, &, A € R amb A > 0 es compleiz que:

Try o C = CoTry, (2.8)
Dil} o C = C o Dil3, :
C o Modg =C. (2.10)

Demostracio. Utilitzant simplement les definicions obtenim (2.8):
(Try o C)f(z) = Try <Sup

27rzx£ _ “ o 2mi(x—y)€ _
a€eR / f d§’> ilelﬁ /oo f(g)e ’ d§
=Cf(x—y)=(CoTry)f(x)

Per veure (2.9) utilitzem que 'operador C és absolutament homogeni:

(Dil} o C) f(x) = /\*%Cf(g) = C(A*%f(i)) = (C o Dil§) f ().




Finalment per veure (2.9) utilitzem el canvi de variable (( — & = x):

(C o Modg) f(x) = sup
a€R

/ " et dx‘ —Cl(a).

/ Modgf Qe 2””4 d(‘ = sup

a€eR

/_ F(¢ — e a| =

= sup
a€R

El nostre metode d’anlalisi haura d’exhibir les mateixes propietats.

Definicié 2.6 (Operador P_). Per tota funcié de quadrat integrable f € L?(R) i per tota
x € R definim el segiient operador:

0
0= [ R (2.11)
—0oQ
Proposicié 2.7. El operadors C i P_ estan relacionalts de la segiient manera:
Cf = sup|P_(Mod,f)|. (2.12)
aceR

Demostracio. Utilitzant el canvi de variable & —a = y:

sup|P_(Mod, f)(z)| = sup
a€R a€R

/ Flé - aye?mine de| =

/ Mod f(£ miag dg‘ = sup

aeR

= sup
a€R

f( Jo2ria(v+a) dy\ Cr(a).

O

Proposicié 2.8. Llevat d’una constant P_ és [inic operador fitat a L*(R) que commuta
amb els operadors de translacid © de dilatacid © el seu nucli son exactament les funcions
tals que la seva transforma de Fourier té suport sobre l'interval [0, 00).

L’objectiu és arribar a linearitzar ’operador P_.

2.2 Rajoles

Dins la recta real definirem els intervals diadics. Aquests ens permatran partir el pla i
ens ajudaran a descomposar 'operador de Carleson.

Definicié 2.9 (Intervals diadics). Definim el segiient conjunt d’intervals:
D= {[j2",(j +1)2") | j.k € Z}. (2.13)

Observacions 2.10. La mesura d’un interval diadic sempre és una potencia de 2. Sén
invariants per dilatacions de potencies de 2, és a dir, per tot I € D i per tot k € Z es
compleix que 2¥] = {2Fx | x € I'} € D on l'operaci6 és la multiplicacié de conjunts. Cada
interval diadic esta contingut en un altre interval diadic que té el doble de llargaria. Dos
intervals diadics o sén disjunts o un esta contingut dins l'altre. Cada interval diadic és
la unié de les seves meitats esquerra i dreta que tenen la meitat de llargaria i que també
sén intervals diadics.
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Definicié 2.11. Per tot interval diadic w € D definim la mitja part dreta i la mitja part
eSqUErTa:

wy = wNc(w),00), (2.14)
w_ =wnN (00, c(w)). (2.15)

Observacié 2.12. Aquests intervals seguixen sent diadics.
Definicié 2.13. Un rectangle és un element del conjunt D x D.

Definicié 2.14. Una rajola és un rectangle d’area 1. El conjunt de totes les rajoles el
denotem per T .

S2

Figura 1: Exemples de rajoles

2.3 Les funcions ¢,

Fixem una funcié de Schwartz ¢ tal que @ és real, no negativa, suportada sobre I'in-
terval [—0.1,0.1], amb imatge contiguda dins l'interval [0, 1] i igual a 1 sobre I'interval
[—0.09,0.09]. Per tant tenim que 1[_g90.09) < @ < 1{_g.1,0.1)- Aix0 és possible gracies al
lema d’Urysohn.

Definicié 2.15 (Funcions ¢g). Per cada rajola s de T definim:
s = Mod,(u, yTre(r,)Dilfy . (2.16)

Observacions 2.16. La funci6é ¢, és essencialment la mateixa funcié que . Ha sigut
adaptada a la rajola s i sempre és recuperable fent les transformacions inverses.
La funcié ¢ la podem expressar de la seglient manera:

-1 r—=c IS mic(ws— )T
ps(x) = L] 2¢ <]I(] )> e2miclws-)z, (2.17)
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Tindra com a transformada de Fourier la seglient expressio:

os = Ti“c(wr)MOd—c(zs)Dﬂz“l‘l @, (2.18)
que també la podrem expressar d’aquesta manera:
Pa() = L2 B( L ( — c(ws-)))e el mclwn)), (2.19)

Lema 2.17. La funcio @, té transformada de Fourier suportada sobre linterval diadic
Wy .

Demostracié. N’hi ha prou en fitar p; per I'indicador i entrar ’argument dins l'interval:
— 1
[@s()] = [Ls|28(|Ls|(z — c(ws—)) < Lj—g.1,01)(s] (2 — c(ws-))) =
= Le(ws)—0.1ws| c(ws—)+0.1jws ] (Z) < Lo, ().
O

Calculem la seva norma. Les modulacions i les translacions no afecten a la norma de
I'espai L!(R). Fent el canvi de variable y = IfTI tenim que:

. _1
s = Mot TrrDit o] = [117 o (17| do = ol (2:20)

Lema 2.18. Les funcions @ estan altament localitzades en la variable temporal al voltant
de linterval Is. Per tant estan essencialment suportades en el pla de temps-freqiiéncia
sobre el rectangle Is X ws—_.

c(Is)

Demostracié. Utilitzant el canvi de variable y = wi\ N veiem que:

C(Is) 1 .Z'—CIS 1 %
[t = [0 ke (S| = nit [ lewlay 2

1
2
Juntament amb la norma que acabem de calcular arribem a que:

1
fl |ps(z)| dz ffé‘@(fﬁﬂdx

= =K. (2.22)

Jrles(z)| dx lleolly
Aleshores podem dir que les funcions ¢ tenen sempre la mateixa massa sobre 'interval
1. O

Observaci6 2.19. Recordem que és impossible que tota la massa d’un funcié ¢, estigués
suportada sobre la seva rajola s ja que aix0 entraria en contradiccié amb el principi
d’incertesa de Heisenberg.

El conjunt de funcions {¢s | s € T} té un conjunt d’invariancies amb la translacié, la
modulacié i la dilatacié que imiten les de 'operador de Carleson.
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Lema 2.20. Per tot enter k € Z i per tota rajola s € T es compleix el segiient:

Tl"kllslSos = 67%%‘[8'0(%_)908;@ on sk = ((Is + k[Is]) x ws), (2.23)
Modyw,|¥s = s, on sk = (Is X (ws + klws])), (2.24)
Dilgkgos = g, on S = (QkIS X 2_kws). (2.25)

Demostracié. Ho demostrarem tot per les definicions i per la taula 1.
Com que k|Is| + c(Is) = c(Is + k|Ls]) i |Is| = |Is + k|Is|| tenim que:

Trk|13|90s = Trk\IS|MOdc(w )Trc(IS)Dﬂ|2[S\90 =

s —

_ 6_27”:6(“)57)k|13‘MOdc(wS,)TrkUs\+c(]s)Dﬂ‘2[S|Q0 _ 6—27ric(w5,)k|ls\¢8k

Com que k|ws| + c(ws—) = c((ws + k|ws|)~) tenim que:

MOdk\wsﬁos = MOdk|ws|M0dc(w )TI‘C(I )Dﬂ|2[s\30 = MOdc((wS—i-k\wS|),)Trc(Is)Dﬂ|2]S\90 = gosk.

s— El

Finalment com que C(“Q)i*) = c((27%ws) ) i 2Fc(I,) = ¢(2¥1,) tenim que:

Dil3, s = Dil5, Mod .y, ) Tr [S)Dﬂf]s| = Mod,((2-ky,) ) Trogar ,5)D11|22k 1P = Psp-

5 —

2.4 L’operador Q

L’objectiu que tenim a continuacié és trobar una descomposicié de 'operador P _ en funcid
de les rajoles que acabem d’introduir. Per aixo definim els segiients operadors.

Definicié 2.21. Per tota funcidé de quadrat integrable f € L*(R), per tota & € R i per
tota k € Z definim:

Qef = Lu,  (f, pa)eps (2.26)
seT

Qer = Y Lo, (Of,9s)ps (2.27)
o

Proposicié 2.22. Per tota § € R l'operador Q¢ és un operador fitat a L?(R) amb norma
independent de €. El seu nucli conté les funcions que tenen transformada de Fourier
suportada sobre linterval [€,00) i és semidefinit positiu. A més a més per cada enter k:

Q¢ = Dil3_;, Qgp-Dil3, (2.28)
Qe k' Tror = Troyr Qe k- (2.29)

Donat n € Z sigui w(n) I"inic interval diadic de longitud 2™ tal que £ € w(n). Observem
que conservem l'ordre: Vn,m € Z n<k = wn) Cwlm). Sigui T(n) = {s €
T |ws = w(n)} Ens interessarem pels n tal que £ € w(n)4 i en definim el seu conjunt N.

Definicié 2.23. Definim l’operador banda:

Q(n)f: Z <f7§08>908' (230)

s€T(n)
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Observaci6 2.24. Aquests operadors sén ortogonals.
Lema 2.25. Per tot parell de rajoles s,s' € T es compleix la segiient fita:

[{ps: ps)| S dist(Ls, L)~ (2.31)
Observacié 2.26. Aixo prové del fet que les funcions ¢ sén de Schwartz.

Lema 2.27. Per tota funcié f € L?(R) i per tota rajola s € T tenim la segiient fita:

[SABIERS HsosHl/Rf(iv)!Qst(x)ldw- (2.32)

Demostracid. Per la desigualtat de Cauchy-Schwarz tenim:

(1008 < ([ 110t dm)2 - ([ir@le@ite dx)2 <

((/u iesotas)” ( [loean)’ )2:
- ([ir@Pi@lac) ([ looar)

Lema 2.28. Per tota £ € R loperador Q¢ és un operador fitat a L3(R) amb norma
independent de .

O

Demostracio. Utilitzat les propietats de producte escalar i la desigualtat de Cauchy—Schwarz
juntament amb el lema 2.25 obtenim que:

HQ(n)fH§=<Q<n)f,Q(n)f>:< S (fes)es > <f,sos>%/> <

s€T (n) s'€T (n)
Z Z |f905 9057803 (Ps’ ’< Z Z f‘PS f@s)’rw
se€T(n) s'€T(n) s€T (n) s'€T(n)
< Sup Z | 8 SOS><f7 P(Is +m)><w(n)>|
SGT( )
1 1
2 2
< sup Z [(f, )] > eamyxwm) | = D Wfeal
meZ s€T(n s€T (n) s€T (n)

Podem continuar usant els lemes 2.27 1 1.24:

Qe I3 =D 1Qu 1B S D D Kfrpa)l? <

neN neN seT(n)
<Y Y wmin (|f| ol [ 1£@)Ple@)l do. o 181 [ 1F@)Plae dx>
neN seT (n)

< > min | 23 g ||f||zsup > les@)l, 272 1@lh IIngsup Y i

neN sET(n) sET( )
< Zmln 23,2 % ) S 1.
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O

Lema 2.29. El nucli de Q¢ conté les funcions que tenen transformada de Fourier supor-
tada sobre linterval [, 00).

Demostracié. Suposem que f € L?(R) i que el suport de festé contingut sobre l'interval
[€, 00), llavors utilitzat que la transformada de Fourier és un operador unitari, la definicié
de producte escalar i hem jugat amb l'indicador i el conjunt d’integracié tenim que:

Q&f = Z 1w3+ (f fa st Ps = Z 1w9+ f SOS Ps = Z 1wg+ ) (/]R f(:v)@(a:) dl‘) Ps =

seT seT seT
= 1,9 ( / f@)z(@) dx) s = 0.
scT [E,OO)PILUS,
O
Lema 2.30. Per tota £ € R i per tota k € Z es compleix que:
Qe = Dil5_ Qgo-+Dil3,..
Demostracid. Definim sy := 27FI x 2¥w,, llavors per les definicions i les propietats:
Dily_ Qe+ Dil3s f =Y 1oy, (£27F) (DIl f, ) Dily 05 =
seT
=3 1 (27N, DI DI s = 3 L (OF. 05005, = Qe.
se€T sET
O

Lema 2.31. Per tot £ € R ¢ per tot k € Z es compleix:
Q&kTer = 'I‘I.Zka,k'
Demostracié. Definim sy = ((Is + k|Is|) X ws), llavors per les definicions i les propietats:

Qﬁ,kTIQkf = Z 1ws+ (5 Tr2’€f7 905 Ps = Z 1ws+ f7 TIEQ’CSOs)QOs =

seT seT
|Is|<2F |Is|<2%
mi2k —2miok .

Z 1ws+ (€)<f7 e?m2 ews-) @sk Ps = Z 1ws+ fa @sk>€ 2mi2"elws )‘705 =
seT seT
|I,| <2k |Is|<2*

Z 1wsk+ (S, @si) Trorps, = Tror Qe i f-

seT
|Is]<2F

Lema 2.32. Loperador Q¢ és semidefinit positiu.
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Demostracio. Simplement per la definicié i les propietats del producte escalar tenim que:

fo» <leg+ (f, 0s)Ps, > leg+ (f, 0s){@s, f Z [(fs @s) ’2 > 0.

seT seT seT
§EWs+

Tots aquest lemes ens permeten demostrar el que voliem: la proposicé 2.22.
El nostre objectiu és linealitzar I'operador P_. Per aquest fi definim un nou operador.

Definicié 2.33. Per tota funcié de quadrat integrable f € L*(R) definim el segiient
operador:

Qf = Ylgnoo - Dil3_, Tr_yMod_¢Q¢Mod Try Dil2, f p(dA, dy, d€), (2.33)

on el conjunt d’integracié és B(Y') = [1,2] x [0,Y] x [0,Y] i p és la norma de Lebesgue
normalitzada.

Proposicié 2.34. L’operador Q esta ben definit, és un operador fitat a L*(R), és invari-
ant per translacions © modulacions, el seu nucli conté les funcions amb transformada de
Fourier suportada sobre l'interval [0,00) i no és l'operador idénticament zero.

Demostrarem alguna d’aquestes propietats.

Lema 2.35. L’operador Q és un operador fitat a L*(R).

Demostracid. Per la convexitat de la norma L?(R) i com que els operadors Tr, Mod, Dil?
preserven aquesta norma tenim:

1Qfll2 =

<
2

Jim / Dil3_, Tr_yMod_¢Q¢Mod Try Dil3, f p(dA, dy, d€)

<timsup [ QedlodeTr, Dl £ u(d, dy. de).
B(Y)

Y-

A més a més com que 'operador Q¢ és un operador fitat pel lema 2.22:

Y >

1Qf2 < limsup/( )HModgTryDil;ng w(d\, dy,d§) =
B(Y

limsup/ [fll2 u(dX, dy, d€) = || f]]2-
B(Y)

Y —oo

Lema 2.36. L’operador QQ és invariant per operadors de translacid i de dilatacid.

Demostracié. Aquest resultat s’obté del fet que Q¢ també compleix aquestes invariancies
pels lemes 2.30 i 2.31. O

Proposicié 2.37. L’operador Q és mailtiple de l’operador P_.
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Demostracid. Aixo és conseqiiencia directa d’aplicar el lema 2.8 amb totes les propietats
de Q que acabem de veure. O

Ara la idea és que aquesta expressiéo que hem trobat de P_ ens ajudi a demostrar el
lema 2.4. Definim un 1ltim operador del qual dependra tota la demostracio.

Definicié 2.38. Per tota funcié de quadrat integrable f € L?(R) i per tota funcié real
mesurable A definim el segiient operador:

CAf Z 1ws+ f: 905>903( ) (2'34)

seT

Observacié 2.39. Si prenem la funcié contant A = £ tenim que C4 = Q.

Lema 2.40. L’operador Ca és un operador 2 feble, és a dir, per tota funcid de quadrat
integrable f € L?(R) i per tota constant real A € R amb X\ > 0 es compleir la segiient
desigualtat:

{Caf > A} < ”f”2. (2.35)

Lema 2.41. §i suposem el lema anterior cert podem demostrar la proposicio 2.4 de la
seglient manera.

Demostracié. La funcié A especifica el valor de a pel qual I'expressié (2.1) assoleix el
suprem. Aleshores:

ICfll 200 = [[P—(Modg(a) )| 200 S ||QMod a@) )| 200 S
Ylim / Dﬂg,)\Tr,yMOd_gQgMOdgTI‘yDﬂ%)\ (MOdA(x)f) u(d)\, dy, df) S
—o0 B(Y) 2,00

Slimsup/B( )"Dil%_ATr_yMod,gQgModgTryDﬂQAModA fHLMo (d\, dy,d§) <

Y —oo

Y —oo

Slimsup/ HQgModgTryDll AMod 4() fHLQOO (dX, dy,d€) <
B(Y)
< limsup/ HModgTryDllszodA x)fH2 (d\, dy,d§) <

B(Y)

Y-

< lim sup / 1f1ly (dn, dy, ) = [|f]|-.
B(Y)

Y —oo

Aquest és justament el resultat que volem veure.
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3 Els lemes centrals

El nostre objectiu és demostrar el lema 2.40 de la seccid anterior. Per poder-ho fer haurem
de trobar una formulacié que 'impliqui. Introduirem un seguit d’eines i lemes necessaris
i finalment ho demostrarem.

Lema 3.1. El lema 2.40 és implicat per la segiient fita on f € L*(R) és una funcid de
quadrat integrable i E C R és un conjunt de mesura finita:

enf.16) SISl Bl (3.1)
Demostracio. Farem servir aquesta notacié pel conjunt que ens interessa fitar:
Ay ={Cnf > A} (3.2)
Aleshores:
A= [ s [ O Ly ant -
Ay Ay

- U1

N

1
> AE S 5 1 = A

Lema 3.2. L’operador C4 és lineal i invariant per dilatacions de poténcies de 2.

Definicié 3.3. Per tota rajola s € T i tota funcid real mesurable A definim els segient

conjunts:
E, = En A Yw,), (3.3)

Eq = ENA Y we). (3.4)

Aquests conjunts els utilitzarem al llarg de la demostracié.

Proposicié 3.4. Per tota funcié de quadrat integrable f € L*(R) de norma || f|| = 1, per
tota funcid mesurable A i per tot conjunt mesurable E C R amb % < |E| <1 es compleix
el segiient:

S e lpalr, )] S 1. (3.5)

seT

Lema 3.5. La proposicio anterior 3.4 implica el lema 3.1

Observacio 3.6. Aixo es veu usant el lema 3.2.

Només caldra demostrar la proposicié 3.4. A partir d’ara tindrem una funcié de
quadrat integrable f € L?(R) fixada i un conjunt mesurable £ C R amb % < |El <1
també fixat.

Necessitem nous conceptes per avancar en la demostracié. Existeix un ordre parcial
natural en el conjunt de rajoles:
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3.1 Relaci6é d’ordre <

Definici6 3.7 (Relacié d’ordre del conjunt de rajoles). Per tot parell de rajoles s,s' € T
definim la segiient relacio:

s<s§ = I,C Iy, wy Cws. (3.6)

Lema 3.8. La relacio 3.7 és un ordre parcial.

Demostracio. Hem de comprovar les tres propietats que defineixen un ordre parcial.

e Reflexivitat. Per tota rajola s € T es compleix que s < s.
Sempre és cert que Iy C I 1 ws C ws. Aleshores per la definicié tenim que s < s.

e Antisimetria. Per totes rajoles s, s’ € T si s < s’ i s < s llavors s = 5.
Per les hipotesis i la definicié tenim les segiients inclusions: I C Iy, wy C ws, Iy C
I, ws C wy. Aixo implica que Iy = Iy i ws = wy 1 per tant s = s'.

e Transitivitat. Per totes rajoles s, s’, s” € T si s < s i s <" llavors s < s”.
Per les hipotesis i la definicié tenim les segiients inclusions: Iy C Iy, Iy C Iy, wy C
ws, wgr C wg. Per tant, també tenim que Iy C Iy, wer C wg i per la definicié
arribem a s < s”.

O

Lema 3.9. Per tot parell de rajoles s, ' € T tenim que s, s’ sén incomparables si i només
st la seva interseccié és buida, o sigui, s s = ().

Demostracio. e < Si dues rajoles tenen interseccié buida aleshores els seus conjunts
de temps i de freqiiencies també sén disjunts respectivament. En cap cas tenim les
inclusions de la definicié de 'ordre i per tant sén incomparables.

e — Ho demostrem pel contrareciproc. Volem veure que si dues rajoles s,s’ € T
tenen interseccié no buida aleshores sén comparables. Com que intersequen tenim
que IsN Iy # 01 wsNwy # (). Suposem sense perdua de generalitat que Iy C Iy.
Si wy ¢ ws llavors ws C ws ja que son intervals diadics, pero aixd no pot ser perque

les rajoles tenen area 1.

O

3.1.1 Arbres

Definicié 3.10 (Arbre). Un subconjunt finit de rajoles T C S és un arbre si existeix una
rajola It X wp € T que anomenarem el top de l'arbre tal que per tota rajola de ’arbre
s €' T es compleix que s < It X wy, on < és lordre definit anteriorment a 3.7.

Observacions 3.11. El top de l'arbre no esta definit inicament. Per cada arbre T
existeix un || minim.

Definicié 3.12 (Arbre+). Un arbre+ és un arbre T amb top It X wr tal que per tot
s €T es compleix que w4+ C wWsy.
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Definicié 3.13 (Arbre—). Un arbre— és un arbre T amb top It X wr tal que per tot
s €T es compleix que wp_ C ws—.

Observaci6 3.14. Tot arbre és unié d’un arbre+ i un arbre—.

Demostracié. Com que estem treballant amb intervals diadics es compleix que wt = ws,
wr € wst 0 wp C= ws— 1 per tant aquesta descomposicié sempre és possible. U

Figura 2: Exemple d’arbre

3.2 Funcions

A continuacié definirem tres funcions que aniran del conjut potencia del conjunt de rajoles
als nombres reals. Aquestes seran essencials per ’argument que farem servir per demostrar
el teorema de Carleson.

3.2.1 Recompte

Definicié 3.15 (Recompte). Un subconjunt finit de rajoles S C T té recompte com a
molt A i escrivim
count(S) < A (3.7)

st existeir un conjunt d’arbres T tal que

S=J s (3.8)

TeT seT

> Ip| < A (3.9)

TeT

Observacié 3.16. El recompte és creixent.

3.2.2 Densitat

Per definir la densitat primer necessitarem definir una funcié previa.
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Definicié 3.17 (Funcié khi). La constant k sera una constant grossa que no ens impor-
tara el valor exacte.

x(x) = (14 [z])™" (3.10)
Definicié 3.18 (Funcié khi adaptada a l'interval diadic I).
x1 = Tr(pDilly x (3.11)

Observacions 3.19. Les funcions que acabem de definir tenen forma de pic i funcionen
similarment a una funcié indicador. Sén continues, positives i integrables.

Calculem la seva norma.

Demostracio.
0 o0
/ x(z)dx = /(1 +|z|) "dx = / (1—2) " dx +/ (14+2z) "dx =
R R —o0 0
2
= 1
— (k>1)
1 2
erlle = [TrenDilipxdl = lixlh = — (s>1) (3.12)
O
Definicié 3.20 (Densitat d’un rajola). Per tota rajola s € T definim:
dense(s) := sup/ X1, dzx. (3.13)
s<s' JE

Definicié 3.21 (Densitat d’'un conjunt de rajoles). Per tot subconjunt finit de rajoles
S C T definim:

dense(S) := sup dense(s). (3.14)
seS

Observaci6 3.22. La densitat és creixent al ser un suprem.

3.2.3 Mida

Definicié 3.23 (Mida). Per tot subconjunt finit de rajoles S C T definim el segiient:

2
size(S) := sup (uTyl > IS ¢S>\2> | T CS, T és un arbre+ p . (3.15)
seT
Definici6 3.24. Per cada arbre+ T definim el segiient:
A(T)? = [ )1 fr 00 (3.16)
se€T

Aleshores també podem fer servir la seglient expressio:

size(S) = sup A(T) (3.17)
T e +

Observacié 3.25. La mida és creixent.
Demostracid. Siguin §,S’ subconjunts finits de 7 amb § ¢ &’. Tot arbre+ T C S
també ho sera de S’ aleshores com que la definicé de size() és un suprem es complird que

size(S) < size(S’) O
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3.3 Lemes
3.3.1 Lema de la densitat

Lema 3.26 (Lema de la densitat). Qualsevol subconjunt finit de rajoles S C T és la unio
de dos conjunts Siight @ Sheavy tals que el conjunt Sygn satisfa:

1
dense(Siight) < §dense(5) (3.18)
i el conjunt Spheavy satisfa:

count(Sheavy) < dense(S) ™. (3.19)

3.3.2 Lema de la mida

Lema 3.27 (Lema de la mida). Qualsevol subconjunt finit de rajoles S C T és la unio
de dos conjunts Spig 1 Ssman tals que el conjunt Sgman satisfa:

1
size(Ssmal) < isize(S) (3.20)

i el conjunt Spig satisfa:
count(Spig) < size(S) 2. (3.21)

3.3.3 Lema de ’arbre

Lema 3.28 (Lema de l'arbre). Per tot arbre T es compleiz el segiient:

Z\ (f, 0s)(ps: 1E,.)| S [IT|size(T) dense(T). (3.22)
seT

3.4 Argument principal

Fixem un subconjunt finit de rajoles S C T.

Lema 3.29. Existeiz una descomposicio {Sy}nez de S complint:

size(Sy,) < 2" (3.23)
count(S,) < 272" (3.24)
dense(S,,) < min(2,22"). (3.25)

Demostracié. Sabem que dense(S) < 2 per k > 2 i size(S) és finit per tant podem trobar
un k € Z complint size(S) < 2F i dense(S) < 22*. Comencem la segiient iteracié per
n = k i anem reduint n de un en un fins que S arribi a ser buit. Aix0 sempre passara per
la finitud dels conjunts.

e Sidense(S) > 22(n=1) dividim pel lema de la densitat S en Slight 1 Sheavy, substituim
S per Siignt 1 afegim Speavy @ Sp-

e Si size(S) > 2(n=1) dividim pel lema de la mida S en Sypap i Shig, substituim S per
Semanl 1 afegim Spip a Sp,.
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Per la propia construccié és facil veure que size(S,) < 2" i dense(S,,) < min(2,22").
Falta veure que count(S,) < 272". Ho comprobarem en cada cas.
1. Si 8, =0 es compleix que 0 = count(S,) < 272(n—1) < 2-2n,

2. 81 S, = Sheavy O1 22(n=1) < dense(S,) < 22" es compleix que 272" < dense(Sn)_1 <
272(0=1) § per tant count(S,) < dense(S,) ! < 272(n=1) < 9-2n

3. Si Sy = Shig on 21 < size(S,) < 2" es compleix que 272" < size(Sn)_2 < 272(n-1)
i per tant count(S,) < size(S,) 2 < 2721 < 2721,

4. 81 S, = Sheavy U (Ssmall)big Pel que hem vist anteriorment tenim que count(S,) <
count(Sheavy) + count ((Ssmall )big) S 2—2(n=1) 4 9—2(n-1) < 9—2(n—1) <272,

Tot aix0 ens permet fer el segiient argument.

Expresem cada S, com uni6 dels elements d’un conjunt d’arbres T;,. Aixo sempre és
possible per exemple escollint com arbres cada rajola per separat:

Sn=1J Us (3.26)

TeT, seT

Aplicant la descomposicié que hem trobat i el lema de I'arbre:

e es 1m ) < DY s e 1m )l =Y D D> Hfeades 1e,)| S

seS n€Z seSy n€Z TeTy, seT
<S> [Irlsize(T)dense(T) < Y 2" min(2,2°") > |Ir| <
neZ TeT, nez TeT,
<) min(27",2") S 1.
nez

Finalment podem demostrar la proposicié 3.4.

Demostracio. Com que els conjunts finits estan uniformament fitats el total també ho
estara:

D U fea)ps1m, )| = sup > [(f@a)(pe1m, )| S 1. (3.27)
seT gﬁcnz; seES
O
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4 Lema de la densitat

Recordem primer de tot que anunciava aquest lema.

4.1 Lema de la densitat

Lema 4.1. Qualsevol subconjunt finit de rajoles S C T és la unié de dos conjunts Siight
i Sheavy tals que el conjunt Sygny satisfa:

1
dense(Siight) < idense(S) (4.1)
i el conjunt Spheavy satisfa:

count(Sheavy) S dense(S) ™. (4.2)

4.2 Construcci6

Fixem un subconjunt finit de rajoles S C 7. Sigui 6 = dense(S). Definim el conjunt

Sheavy com el conjunt de rajoles s € S que tenen densitat més gran que g. Definim el
conjunt Sjigns com el seu complementari.
Definicio 4.2. 5
Sheavy = {5 € S | dense(s) > 5} (4.3)
Slight =S8 \ Sheavy (44)

Observacié 4.3. Per la propia definicié tenim que dense(Siignt) < g com volem. Només
fa falta veure que count(Speavy) S 671

4.3 Demostracio6

El conjunt Speavy €s pot expressar com una unié d’arbres. N’hi ha prou en trobar els tops
d’aquests arbres.

El conjunt Tops és el conjunt de rajoles s de Speavy que sén maximals respecte I'ordre
parcial <.

Definicio 4.4.
Tops := {5 € Sheavy | s maximal respecte <}. (4.5)

L’arbre associat a una rajola s € Tops és el conjunt de rajoles de § més petites que s.

Definicio 4.5.
T, ={s e€S|s <s}. (4.6)

Aleshores podem expressar el conjunt Speavy de la segiient manera:

Sheavy = U U s'. (47)

s€Tops s’'€Ts

Lema 4.6. Les rajoles de Tops son disjuntes dos a dos.
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Demostracio. Les rajoles de Tops sén maximals respecte l'ordre parcial < per tant sén
incomparables que és el mateix que dir que sén disjuntes dos a dos. O

Recordem que Es = EN A~ (w;).
Lema 4.7. Per tota rajola s de Tops es compleix que:
E;NnlgCFE (4.8)
1 son disjunts dos a dos.

Demostracio. Aixo passa perque N és una funcié i pel lema anterior. O

Suposem ara que la densitat tingués un definicié més senzilla.
Definicié 4.8. Per tot rajola s € T definim:

E;N1I;
dense(s) = |\I\‘ (4.9)

Aix0 ens permetria fer el segiient argument demostrant aixi el lema:

EsNI| 2 2 _
Solnl= Y ﬁe(;)gg > BN | < 5|E| <6 L
ops scTops

El problema de les cues de Schwartz no ens permet utilitzar aquesta fita per demostrar
aquest lema.
Tornem a la definicié usual de densitat definida a 3.20. El nostre objectiu ara sera partir
el conjunt Tops.

Definicié 4.9. Per tot enter k > 0 i una constant real petita ¢ > 0 definim:

S = {s € Tops | 251, N E,| > cz%aus\} . (4.10)
Cada rajola de Tops estara en algun S; per un c suficientment petit. Llavors només
cal veure que:

Lema 4.10. Per tot enter k € Z amb k > 0 el conjunt S, compleix:

PP ARS A (4.11)

SESk
Suposem cert aquest lema. Aleshores podem fer el segiient argument:

count(Sheavy) < > || < i PP ARS iz*’fafl <6t (4.12)
k=0

s€Tops k=0 s€Sk

demostrant aixi el lema de la densitat.

Lema 4.11. Per tot enter k € Z existeix un subconjunt Sy de S, complint:
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e Els conjunts {2FI x ws|s € Sw} son disjunts dos a dos.

e Sisc Sy isc Sy tals que 281, x wy i 281y x wy intersecten lavors |I,| < |Iy|.

Demostracio. Construim el conjunt Sy de la segiient manera: escollim les rajoles de S
amb |I;| maxim. Les ordenem i les anem afegint a Sy sempre que es compleixi La primera
propietat. Iterem aquest procés amb la resta de rajoles de S; anat en ordre descendent
de |I;]. Aix0 acabara per la finitud del conjunt Sy i les propietats desitjades es segueixen
d’aquesta construccié. O

Aquest resultat ens permet demotrar el lema 4.10.

Demostracio. Usant els lemes anteriors i la definicié del conjunt S:

k
k1 k+1 2815 N E|
D OIL| <2 YT L <2 YD S <
sESy s'eS;, s'eS;,

2 2
<2k Y RPN E| < S2 ks B S 2R
& &
s'eS;,

Acabant aixi la demostracié del lema de la densitat.
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5 Lema de la mida

Recordem primer de tot que anunciava aquest lema.

5.1 Lema de la mida

Lema 5.1. Qualsevol subconjunt finit de rajoles S C T €és la unié de dos conjunts Spig i
Ssmall tals que el conjunt Sgman satisfa:

size(Ssman) < %size(S) (5.1)

i el conjunt Spig satisfa:
count(Shig) S size(S) 2. (5.2)

5.2 Construccio

Fixem un subconjunt finit de rajoles S C 7. Sigui o = size(S). Construirem inductiva-
ment una col-leccié T' d’arbres tals que la seva uni6 sera Sjarge-

Escollim un arbre+ T dins S tal que:

L. A(TJF) > %7

2. c(wr, ) és minimal respecte tots els arbres+ que satisfan la primera condicié.

La idea és que escollim un arbre que fa que size(S) sigui gran i tal que el seu top sigui
el més baix possible. Llavors sigui T I’arbre maximal dins S amb top I, x wr, , és a dir,
T={scS|s<Ip, xwr,}. Afegim T a T iafegim Ty a T que sera una col-lecci6
d’arbres+ amb la que treballarem després. Traiem tots els elements de T de S.

Iterem el procediment anterior fins que no hi hagi cap arbre4+ dins S complint la
primera propietat. Aixo sempre passara degut a la finitud dels arbres. Llavors definim
Ssmall com el conjunt S final i Sy com el seu complement o vist d'una altra manera

Shig = UTGT UseT S.

Per la construccié tenim que size(Sgman) < § com volem. Aleshores falta veure
count(Shig) S 072 que és el mateix que veure:

o® > || S 1. (5.3)

TeT,

5.3 Demostracié

Necessitarem una mica de geometria del pla temps-freqiiéncia relacionat amb la construc-
ci6 dels arbres que acabem de definir.

Lema 5.2 (Disjuncié forta). Suposem que tenim dos arbres T # T' i rajoles s € T i
s € T tals que ws C wy_, llavors es compleix que Iy NIy =0

Demostracid. Per veure que la disjuncié forta és certa observem primer que wt C ws C

=

wg—. Com que estem treballant amb arbres+ tenim que wy/4 C wg 4 1 per tant wys esta
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sobre de wr. Aix0 vol dir que en la nostra construccié recursiva T es va construir primer.
Argumentem per reduccié a I’absurd. Suposem que Iy N I1 # (). Al ser intervals diadics
un ha de ser contingut en laltre. Com que |wr| < |wy| 1 les rajoles tenen area 1 ha de ser
Iy C It. Aix0d vol dir que s’ < It X wr i per tant s’ € T. Pero aix0 no pot ser perque
durant la construccié s’ hagués sigut eliminada de S i no podria pertanyer a T". O

Fa falta veure que:

o > |Ip| S 1. (5.4)

TeT,

Definicié 5.3. Definim el segiient conjunt que depén de la construccid:

U Us (5.5)

TeTy s€T
Definicié 5.4. Per tota rajola s € T definim el segiient operador:

Osf = (f,ps)ps- (5.6)

Definicio 5.5. L’operador anterior ens permet definir el segtient:

Ff=> (frps)ps = Y Osf. (5.7)

seS4+ SES+

Lema 5.6. Per tota rajola s € T loperador Os és autoadjunt, €s a dir, per totes funcions
de quadrat integrable f,g € L*(R) es compleix que:

<Osf>g> = <f7 Osg>- (5'8)
Demostracio. Utilitzant el teorema de Fubini:

(01,9) /o fa dx—/<f,sos>gas<x>g<w>d:c=

/(/f Y)ps(y dy><ps dx_//f Vo @)s(2)g(@) dy dz =
//f Y)s(y)es(z )()dxdy:/f(y%%(y)@os,mdy:

/f (9, 05)0s(y) dy—/f Os9(y) dy = (£, Osg).-

O

Aquest lema i per la maximalitat de I’eleccié ens permet arribar al segiient usant la
desigulatat de Cauchy—Schwarz:

0® > el = (f, F) <||fll2]| Fll2- (5.9)
TeT,
Només faltara veure el seglient lema per demostrar la cota.

Lema 5.7. L’operador F compleix la segiient fita:

IF3 <0 > [l (5.10)
TeTy
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Expandim ’expressio:

HFH% =(FF)= <Z (fsps)ps, Z (f, Sos/>805’> = Z (fs s)ps, (f, s )psr) <

seSy s'eSy s,8'€S4

< Z |<f790s><903790s’><90s’7f>|

5,8'€Sy

i ho descomposem de la segiient manera:

Z ’<f7§05><905a908’><905’af>’ (5.11)

+2 ) [ 0s)(@s 00w, . (5.12)

s,8'€S4
wsCw,s

Hem utilitzat simetria a (5.12) i el fet que (ps, ps) = 0 si ws 1 wy sén disjunts, ja que
llavors els suports de les seves respectives transformades de Fourier sén també disjunts.

5.3.1 Primera fita

Per un argument molt similar a la demostraci6 del lema 2.28 i aplicant la definicié de A
podem fitar I'expressi6 (5.11) per:

(5.11) S D el = D Ir|AT)? <o? > |I| (5.13)

S€S+ T€T+ T€T+

que és exactament el que voliem veure.

5.3.2 Segona fita

Per acotar (5.12) necessiterem una definicié i un lema previs.

Definicié 5.8. Per tot arbre+ T de T definim:

2
H(T) =Y | D [espa)es, NI | - (5.14)
seT S,€S+

Aquesta funcié ens és 1util perqué compleix el segiient lema.

Lema 5.9 (Fita de la funcié H). Per tot arbre+ T de Ty tenim que:
H(T) < o?|It|. (5.15)

Observacié 5.10. Aquest lema es demostra usant la propietat de la disjuncié forta.
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Acotem el segon sumand (5.12) aplicant la definici6 de la funcié H i la desigualtat de
Cauchy—Schwarz. Per acabar usarem el lema 5.9 i el que hem vist en la demostracié de
la primer fita. Continuem ’expressié anterior amb:

(SIS

(512) S Y (fes)l D Hes eadles HI S D (Zr (f,05)] ) H(T)? <

S€$+ S €S+ T€T+ seT
wsCwyr
< N (Iplzo)(@PIx))E = 0 Y I,
TeTy TeT,

Acabem aixi la demostracié del lema de la mida.
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6 Lema de ’arbre

6.1 Lema de ’arbre

Recordem primer de tot qué enunciava aquest lema.

Lema 6.1. Per tot arbre T es compleix el segiient:

D o ps)(pss 1p, )| S | w| size(T) dense(T). (6.1)
se€T

Recordem també que Esy = EN A7 (wsy). Aquesta és la part més complexa i com-
plicada de tota la demostracié. Explicarem les eines que s’usen pero no entrarem en molt
detall.

6.2 Demostracio

Fixem un arbre T. Sigui § = dense(T) i sigui o = size(T).

Definicié 6.2 (Partici6 de la recta real). Sigui J la particié de R definida pels intervals
diadics maximals J tals que 3J no conté cap Is per tota s € T.

Lema 6.3. Aquesta particié té dues propietats essencials:

o Si|J| <|It| llavors J C 3Ip.

o Si|J| > |It| lavors dist(J, It) 2 |J|.

Podem dir que si |J| és prou petit llavors J esta al voltant de It i si |J| és prou gros
llavors la seva mida és proporcional a la distancia a I’arbre.

Demostrem la primera propietat.

Demostracid. Sigui J' 'inic interval diadic que conté J i de mida 2|.J|. Llavors es compleix
que |J'| < |It|. Per la maximalitat existeix s € T tal que Iy C 3J' i també es compleix
que Iy C It. Sino es compleix que J' C 3t llavors 3J' N It = () per ser intervals diadics
i, per tant, tampoc es compleix que Iy C 3J'. Aleshores sabem que J C J' C 3I. O

Definim €5 € {—1, 1} tal que passi el segiient:

ST edes La )l = 3 elf ) (05, 15,,). (6.2)

seT seT

Com que estem treballant amb funcions positives podem introduir la norma de la
seglient manera:

Z es(f, ps){pss 1ES+> = Z es(f, ps) H(a051E3+

seT seT

Z es(f, 905>9051Es+

seT

‘1:

1

Ara introduim la particié J per obtenir la segiient descomposicio:
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Z€s<f7@s>¢le5+ = Z Zﬁs<f790s>§051Es+ <

s€T 1 JEJ lIseT L(J)

<Y I esesle it (6.3)
JeJ seT

s|<|J]

+ Z Z 63<f) 905>80le3+ . (64)

JeJ || seT
[s[>]J]| LA(J)

Ho podem fitar per separat.

6.2.1 Primera fita

Per fitar 6.3 necessitarem uns resultats previs. Recordem que ¢ = dense(T) i o = size(T).

Lema 6.4. Per tot interval diadic de la particio J € J i per tota rajola de l'arbre s € T
es compleir que:

I(f, @s)s 1 o gy S o0l (1 + dist(L, J)| L7 ™" (6.5)
Lema 6.5. Per tot enter k € Z amb 2% < |J| tenim que:

D L1+ dist (L, J)| L7 ™ < 281 + dist(Ip, J) x| 7). (6.6)
seT
|15 |=2*

Observacié 6.6. Aix0 és conseqiiencia de la segona propietat de la demostracié i que
totes les rajoles de I’arbre s € T amb mida de temps fixat |Is| = 2* tenen els intervals I
disjunts dos a dos, disjunts de J i continguts en It.

Totes aquestes cotes sumades ens donen el resultat que volem:

Z Z 1f, es)psle gy S odlIT|. (6.7)

JeJ seT
|15 <[]

6.2.2 Segona fita

Necessitarem introduir un nou conjunt que sera el suport que ens interessara.
Definicié 6.7. Per tot interval diadic de la particio J € J definim:
Gr=Jn |J E. (6.8)
seT
s |>|J]
Lema 6.8. La mesura del conjunt G; compleix la segiient fita:

Gl < 81T (6.9)
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Ara la idea és partir 'arbre T en un arbre+ i un arbre— i fitar-los per separat.
Definicié 6.9. L’arbre+ T és el conjunt de rajoles de l’arbre s € T tals que wpy C wyy.

Definicié 6.10. L’arbre— T_ és el complementari de larbre+ Ty, és a dir, T_ =
T\T,.

Utilitzem aquests arbres per definir les segiients funcions.

Definicié 6.11. Pels arbres que acabem de definir:

Fry = Z Es<f7 905>90le5+ (610)
seT
[s[>]J]

Froi= > elf ps)psla,, - (6.11)
seT_
|5 >1]

Observacié 6.12. Fitant aquestes dues funcions per separat n’hi ha prou per fitar (6.4).
Fitem primer la funcié F;_ al ser més senzill.

Demostracio. Per la definicié de Gy, per la desigualtat de Holder i pel fet que estem
treballant amb un arbre— tenim que:

IF-lny < D0 el g = > /JHE [(f, ps)ps(z)|do <
s+

seT_ seT_
[1s>]J] [s>1]J]

- /G S [(hees@lde < [Gol|| S el <ol

J seT_ s€T—

[s|>1J] [s|>1J] 00

Fitem ara la funcié Fj.

Fixem un z € R i suposem que Fjy(z) # 0. Com que els intervals ws, amb s € T,
sén intervals encaixats tindrem un interval més gran que tots els altres wpax de la forma
ws 1 un interval més petit que tots els altres wpin de la forma wg, on s € T4, x € Eqy
i|ls| > |J|. Dit d’'una altra manera tenim que per tot s € T es compleix que =z € Ey; i
|Is| > |J| siinomés si |wmin| < |ws| < |Wmax|-

Podem escriure la funcié Fy4 de la seglient manera usant la geometria dels suports de
les funcions py:

Fri(z)= Z es(fs ps)ps(x) =

s€Ty
|Wmin‘<|ws|§ ‘wmax‘

= 3 elfops) (% " <Modc(wmaX)Di1%0.1‘wmx‘)_1<p _ Modc(wmin)Dil%Om'wmm‘)_1go)) ().
S€T+
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Aix0 ens permet arribar a la segiient fita:
|Fyy(x)] < sup / es(f, ps)ps(x)| do (6.12)
’ | seT

que utilitzarem per introduir la funcié maximal de Hardy Littlewood M.

Lema 6.13. Es compleix la segilient cota:
1
ST eal?] Slivlze. (6.13)
seT4

La funcié Fy, 1; esta suportada sobre el conjunt GG ;. Aplicant el teorema de la funcié
maximal de Hardy Littlewood, els lemes anteriors i la primera propietat de la particié
podem dir que:

> sl < X s / eulf, 0s)ps(w)| d S

JeJ JeJ
JC3It JC3It
1
SO|\M Z €s(fy ps) s 55’IT’2 Z es(f,ps)os|| S
S€T+ L1(3IT) S€T+ 2
< 8|I7o.

D’aquesta manera acabem la demostracié del lema de ’arbre.
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7 Conclusions

En la fase final d’elaboracié d’aquest treball tinc una sensacié extremadament diferent
envers els textos utilitzats per realitzar-lo. El que el principi eren jeroglifics de caracters
grecs i simbols ara tenen tot el sentit del mén. Aquest procés d’agafar un text matematic
alie als teus coneixements previs i de llegir i rellegir, comparar, analitzar, comprovar...
és la cosa més realitzadora que conec. Es per aixo que m’he sentit molt a gust escrivint
aquest treball.

Una de les principals dificultats que m’ha sorgit al llarg d’aquests mesos ha sigut
el del bloqueig. He treballat amb una demostracié que el meu tutor ja em va avisar
que no seria facil. Tot i aix0, jo vaig decidir de tirar endavant igualment. FEls escrits
del Dr. Thiele que he fet servir presenten un serie de defectes que vull deixar palesos
aqui. Recordem primer que la bibliografia consisteix principalment de dos textos seus
que ambdds sén demostracions del teorema de Carleson: una curta i l'altra llarga. En
primer lloc, presenten sovint una forta impresicié que porta a mal de caps. Per exemple
mai queda clar si els objectes utilitzats sén finits o numerables, les definicions entre els
papers s6n una mica diferents quan després d’analitzar-ho crec que haurien de ser iguals,
sovint anuncia que la construccié de diferents objectes és possible pero no explica el com,
la notacié és inusual, poc intuitiva i a vegades pesada etc.

Es per totes aquestes dificultats que moltes vegades m’he trobat encallat i sense saber
com continuar per entendre la demostracié. Han sigut un munt d’hores que a priori poden
semblar improductives pero que al cap i a la fi sén essencials per seguir avancant. Han
consistit en llegir el text mil vegades, consultar apunts, llibres i la Vikipedia per entendre
més el context i intentar trobar alguna eina o procediment per continuar, comparar les
dues demostracions i treuren el millor de cada una, pensar d’on es treuen els resultats,
quin és el seu significat, per que ho fa d’aquesta manera i no d’una altra etc. Tot i que és
una feina que fatiga i fins i tot agobia al final m’ha permes entendre amb una profunditat
la demostracié que no és possible de cap altra manera.

Després d’haver teclejat tantes comandes en IXTEXem sento molt més a gust utilitzant-
lo. En el passat ja I’havia fet servir en diverses ocasions perd sempre a un nivell molt
basic. Ara em considero un usuari mitja: ni molt avancat, ni molt sapastre. He apres a
fer servir macros, a barallar-me amb les llibreries, a construir férmules llarguissimes amb
moltes comandes una dins 'altra, a estructurar els escrits etc. M’he acostumat al ritual
de compilar, observar com ha quedat, rectificar alguna cosa i tornar a compilar. Fins i tot
li he trobat la gracia a fer-ho d’aquesta manera i ja no veig amb els mateixos ulls altres
programaris com el Word.

No he entes del tot la demostracié. Encara em queden misteris en la prova dels lemes:
cotes que no se saben ben bé d’on surten o arguments que no s’han acabat de mostrar i
fins i tot petits errors. El més important és que I'estructura i 'argument principal de la
demostracié m’han quedat bastant clar.

Aquest treball no acaba aqui. Té moltissimes ampliacions possibles. Existeix una
generalitzacié del teorema de Carleson als espais LP(R) amb 1 < p < oo anomenat
el teorema de Hunt que va ser demostrat per Richard Hunt el 1968. En aquests espais
també és possible definir la transformada de Fourier pero és bastant més complicat. S’han
de fer servir interpolacié i distribucions temperades. També podria estudiar més amb
profunditat la relacié entre la transformada de Fourier i les series de Fourier. Potser en
un futur ho aconsegueixi fer.
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Agraiments

Vull agrair primer de tot als meus pares per haver-me donat ’espai i el suport necessaris
per poder dur a terme aquest treball.

Voldria agrair al meu tutor del treball: el Dr. Marti Prats Soler per haver compartit
molts dimarts per la tarda amb mi discutint i barallant-nos amb els papers del Dr. Lacey,
pel seu interes i pels seus coneixements en la materia.

També donar les gracies a la biblioteca de la facultat de Matematiques de la UB per
ser un lloc tan tranquil per fer feina, per la infinitud de llibres ttils que tens a la teva
disposicid i per 'amabilitat dels bibliotecaris.

Finalment, donar gracies a tots els companys i companyes de carrera que sense ells no
hauria sigut el mateix.
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