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Abstract

The usual way to numerically find the spectral structure of a regular matrix polyno-
mial is to linearize it and then calculate eigenvalues and eigenvectors using numerical
techniques for pencils of matrices. The aim of this project is to study linearization
of square matrix polynomials that are regular. Given a matrix polynomial of degree
l, linearization involves finding an equivalent one of degree 1. In order to find an
equivalent matrix pencil, the case in which matrix polynomials are monic with the
First Companion Matrix as a linearization is first discussed. Moreover, in the non-
monic case, a generalised First Companion Matrix is found to be a linearization.
Taking these into account, numerous linearizations are determined. To sum up ap-
plications such as calculating the resolvent form, the inverse problem and obtaining
solutions of differential and difference equations are seen.

Resum

La forma estàndard de trobar numèricament l’estructura espectral d’una matriu
polinomial regular és linealitzar-la i llavors calcular els VAPs i els VEPs de la linea-
lització usant les tècniques numèriques per a feixos de matrius. L’objectiu principal
d’aquest treball és estudiar la linealització de matrius polinomials regulars quadra-
des. Donada una matriu polinomial de grau l, la linealització consisteix a trobar-ne
una de grau 1 equivalent. Primer s’estudia el cas mònic amb la Primera Matriu
Companya com a primera linealització per a trobar un feix de matrius equivalent.
Una linealització en el cas no mònic ve donada per una Primera Matriu Companya
generalitzada. Aquestes matrius polinomials permeten trobar altres linealitzaci-
ons. Finalment, es presenten aplicacions: la forma resolvent, el problema invers i
l’obtenció de solucions per a equacions diferencials i en diferències.
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Introducció

L’estudi exhaustiu de la teoria de matrius polinomials ha tingut força influència des
del 1980 per autors com Israel Gohberg, Peter Lancaster i Leiba Rodman ([GLR82]),
entre d’altres. Un plantejament inicial és l’estudi dels feixos de matrius ([Gan59]),
és a dir les matrius polinomials de grau 1: Bλ+ A on A,B ∈ Cn×n.

Donada una matriu polinomial L(λ), volem trobar un feix de matrius “equiva-
lent” que preservi el màxim de propietats de L(λ), i que com a mı́nim es preservi
l’estructura espectral de L(λ) ([LP06]). Aquest feix Bλ+A l’anomenarem linealit-
zació de L(λ).

En aquest treball, ens centrarem a estudiar la linealització pel cas de matrius
polinomials regulars quadrades ([Lan08]), és a dir donades A0, . . . , Al ∈ Cn×n con-
siderarem

L(λ) =
l∑

i=0

Aiλ
i ∈ Cn×n[λ]

tals que det(L(λ)) ̸≡ 0.

Començarem estudiant el cas en què det(Al) ̸= 0 (cas mònic). Un primer exemple
de linealització de L(λ) = Inλ

l +
∑l−1

i=0 Aiλ
i ∈ Cn×n[λ] és Inlλ− C1 ∈ Cnl×nl[λ] on

C1 =


0 In . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . In

−A0 −A1 . . . −Al−1

 ∈ Cnl×nl.

En aquest cas es pot demostrar que tota matriu polinomial U(λ)(Inlλ−C1)V (λ),
amb U(λ), V (λ) ∈ Cnl×nl[λ] unimodulars, també és linealització de L(λ) ([LT85]).

Si L(λ) =
∑l

i=0 Aiλ
i ∈ Cn×n[λ] amb Al qualsevol (cas no mònic), una linealitza-

ció ve donada per

C1L(λ) =


In . . . 0 0
...

. . .
...

...
0 . . . In 0
0 . . . 0 Al

λ−


0 In . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . In

−A0 −A1 . . . −Al−1

 ∈ Cnl×nl[λ].
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El cas no mònic és més delicat, ja que si bé C1L(λ) preserva l’estructura espectral
a l’∞ de L(λ), tota matriu polinomial U(λ)C1L(λ)V (λ), amb U(λ), V (λ) ∈ Cnl×nl[λ]
unimodulars, no tindrà necessàriament la mateixa estructura espectral a l’∞ que
L(λ). En aquest cas ens cal introduir una linealització ([GKL88]) més forta que en
el cas mònic que involucrarà el polinomi revers de L(λ), rev(L(λ)). En particular
tindrem que tota matriu polinomial UC1L(λ)V , amb U, V ∈ Cnl×nl no singulars,
preserva l’estructura espectral a l’∞.

Les parelles estàndards (cas mònic ([LT85])) i les parelles descomponibles (cas
no mònic ([GLR82])) ens permeten obtenir més linealitzacions.

L’estudi de les linealitzacions ha estat focus d’interès des de fa 20 anys. Per una
part s’han obtingut linealitzacions de matrius polinomials rectangulars ([DDM12])
i de matrius polinomials singulars ([DDM09]), aix́ı com linealitzacions de matrius
polinomials estructurades (hermı́tiques, simètriques...) ([AT12]).

Una aplicació de les linealitzacions és el càlcul de la resolvent de L(λ)

RL(λ) = L(λ)−1 ∈ Cn×n[λ], λ ∈ C tals que det(L(λ)) ̸= 0.

Podem representar la resolvent de L(λ) mitjançant una parella estàndard (cas
mònic) o una parella descomponible (cas no mònic).

Finalment, considerem el problema invers de la linealització: donat un feix de
matrius, Bλ + A ∈ Cnl×nl[λ], volem trobar totes les possibles matrius polinomials
que tenen Bλ+ A com a linealització ([Coh83]).

Aquesta memòria està distribüıda en cinc caṕıtols.

En el caṕıtol 1 s’introdueixen conceptes bàsics de matrius polinomials quadrades.

El segon caṕıtol està dedicat a analitzar l’espectre d’una matriu polinomial re-
gular quadrada.

El tercer caṕıtol mostra linealitzacions per a matrius polinomials regulars qua-
drades en el cas mònic, comònic i en general. Al final del caṕıtol s’introdueixen més
linealitzacions.

El caṕıtol 4 se centra a mostrar com a partir de la linealització d’una matriu
polinomial en podem calcular la seva resolvent i s’introdueix el problema invers.

Per acabar, el caṕıtol 5 estudia el paper de les linealitzacions per a la resolució
d’equacions diferencials i en diferències.
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Notació

Comencem introduint una sèrie de notacions que usarem al llarg del treball.

Treballarem sobre un cos F, en general el cos dels nombres complexos F = C, i
direm que:

• Fn×m representa el conjunt de matrius amb n files i m columnes amb coefici-
ents al cos F.

• Una matriu A ∈ Fn×m amb elements aij es denota A=(aij)1≤i≤n,1≤j≤m. On
aij es troba a la i-èsima fila i j-èsima columna. Si n = m diem que la matriu
és quadrada d’ordre n.

• Escriurem In ∈ Fn×n la matriu identitat d’ordre n.

• Dos matrius A,B ∈ Fn×n són similars, A
s∼ B , si B = S−1AS per a alguna

S ∈ Fn×n no singular. “
s∼” és relació d’equivalència.

• AT ∈ Fm×n obtinguda a partir d’A ∈ Fn×m intercanviant les files per les co-
lumnes, denotarà la matriu transposada d’A. És a dir AT = (aji)1≤j≤m,1≤i≤n.

• El conjunt de valors propis d’A ∈ Fn×n el denotem per Spec(A) i l’anomenem
espectre d’A.

• Donades Zi ∈ Fn×m, denotem fil(Zi)
p
i=k la matriu fila per blocs[

Zk Zk+1 . . . Zp

]
∈ Fn×m(p−k)

i, col(Zi)
p
i=k la matriu columna per blocs[

Zk Zk+1 . . . Zp

]T ∈ Fm(p−k)×n.

• Donada A ∈ Fn×m, Ker(A) = {x ∈ Fm×1|Ax = 0} és el nucli d’A.

• F[X] és el conjunt de polinomis en X amb coeficients en F.
I Fn×m[X], el conjunt de matrius polinomials en X de mida n×m.

• Denotarem per det(·) : Cn×n[λ] → C[λ] el determinant d’una matriu polino-
mial quadrada, i per gr(·) : Cn×m[λ] → Z≥0 el grau d’una matriu polinomial.

• Denotarem per #K el cardinal d’un conjunt K.
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Caṕıtol 1

Matrius polinomials quadrades

En aquest caṕıtol introduirem conceptes i propietats generals sobre la teoria de
matrius polinomials. Prenem com a referències bàsiques ([Gan59], [LT85], [Mac33]).

Definim una matriu polinomial quadrada com

A(λ) =
l∑

i=0

Aiλ
i ∈ Cn×n[λ],

on A0, A1, . . . , Al ∈ Cn×n.

Quan Al = In diem que A(λ) és mònica de grau l, i si det(Al) = 0 diem que
estem sota el cas no mònic.

Exemple 1.0.1.

A(λ) =

[
λ2 −λ

−2λ− 1 λ2

]
∈ C2×2[λ]

és una matriu polinomial mònica de grau 2 (A2 = I2).

La suma de matrius polinomials es defineix de forma natural com en les matrius.
El producte no és commutatiu. Per tant, tenim dos casos en la divisió:

Definició 1.0.2 (Divisió entre una matriu polinomial i un feix ).
Siguin A(λ), Inλ+B ∈ Cn×n[λ].

1. La divisió d’A(λ) entre Inλ+B per la dreta es pot expressar com

A(λ) = Qd(λ)(Inλ+B) +Rd,

on Qd(λ) ∈ Cn×n[λ] és el quocient dret i Rd ∈ Cn×n és el residu dret.

2. La divisió d’A(λ) entre Inλ+B per l’esquerra es pot expressar com

A(λ) = (Inλ+B)Qe(λ) +Re,

on Qe(λ) ∈ Cn×n[λ] és el quocient esquerre i Re ∈ Cn×n és el residu esquerre.
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Les matrius polinomials invertibles s’anomenen unimodulars. Tenen una relació
directa amb la matriu identitat i ens són útils per a reduir una matriu polinomial
a formes més senzilles.

Definició 1.0.3. Sigui A(λ) ∈ Cn×n[λ], diem que A(λ) és unimodular si

det(A(λ)) ∈ C \ {0}.

Proposició 1.0.4. ([LT85]) A(λ) ∈ Cn×n[λ] és unimodular ⇐⇒ ∃A(λ)−1 ∈ Cn×n[λ].

Demostració. Si det(A(λ)) = t ∈ C \ {0}, llavors els elements de la matriu inversa
són els menors d’ordre n − 1 d’A(λ) dividits entre t ̸= 0. De manera que A(λ)−1

està formada per polinomis a C[λ]. I per tant A(λ)−1 ∈ Cn×n[λ].

D’altra banda, si A(λ) és invertible, aleshores A(λ)A(λ)−1 = In. Tenim que

det(A(λ))·det(A(λ)−1) = 1,

per tant det(A(λ)) i det(A(λ)−1) han de ser constants diferents de zero. □

Exemple 1.0.5.

A(λ) =

[
λ3 − 5 λ4

λ2 λ3 + 5

]
∈ C2×2[λ]

és unimodular.

Emprant matrius polinomials unimodulars podem descriure una “equivalència”
entre matrius polinomials. I usant matrius polinomials no singulars, incloses dins de
les exposades anteriorment, veurem que podem definir una “equivalència estricta”.

Definició 1.0.6. Siguin M1(λ),M2(λ) ∈ Cn×n[λ], direm que M1(λ) i M2(λ) són
equivalents, M1(λ) ∼ M2(λ), si ∃E(λ), F (λ) ∈ Cn×n[λ] unimodulars tals que

M1(λ) = E(λ)M2(λ)F (λ).

I direm que són estrictament equivalents, M1(λ)
e∼ M2(λ), si ∃E,F ∈ Cn×n amb

det(E) ̸= 0 i det(F ) ̸= 0 tals que

M1(λ) = EM2(λ)F.

Una matriu polinomial unimodular la podem representar a partir d’un producte
finit de matrius elementals.

Corol·lari 1.0.7. ([LT85]) Si A(λ) ∈ Cn×n[λ] és unimodular, llavors A(λ) ∼ In.

Demostració. A(λ) unimodular =⇒ A(λ)A(λ)−1 = In.
Per tant In = E(λ)A(λ)F (λ) amb E(λ) = In i F (λ) = A(λ)−1 unimodulars. □

L’equivalència i l’equivalència estricta són relacions d’equivalència, tal com veu-
rem en la següent proposició.
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Proposició 1.0.8. ([GLR82]) “∼” i “
e∼” de la Definició 1.0.6 són relacions d’e-

quivalència.

En el següent teorema veurem que hi ha una relació entre la similitud de matrius
i l’equivalència de matrius polinomials.

Teorema 1.0.9. ([GLR82]) A
s∼ B ∈ Cn×n ⇐⇒ Inλ− A ∼ Inλ−B ∈ Cn×n[λ].

Demostració. A
s∼ B =⇒ ∃S ∈ Cn×n amb det(S) ̸= 0 tal que B = S−1AS.

Tenim que λIn−B = S−1(λIn−A)S, i per tant Inλ−A ∼ Inλ−B. En particular,
Inλ− A

e∼ Inλ−B.

Rećıprocament, Inλ − A ∼ Inλ − B =⇒ ∃E(λ), F (λ) ∈ Cn×n[λ] unimodulars
tals que

Inλ−B = E(λ)(Inλ− A)F (λ). (1.0.1)

Suposem que la divisió per l’esquerra de E(λ)−1 per Inλ− A és

E(λ)−1 = (Inλ− A)S(λ) + E0, (1.0.2)

i la divisió per la dreta de F (λ) per Inλ−B és

F (λ) = T (λ)(Inλ−B) + F0; (1.0.3)

per a alguns quocients S(λ), T (λ) ∈ Cn×n[λ] i residus E0, F0 ∈ Cn×n, esquerres i
drets respectivament.

Substitüım les expressions de (1.0.2) i (1.0.3) a (1.0.1), i obtenim que

[(Inλ− A)S(λ) + E0](Inλ−B) = (Inλ− A)[T (λ)(Inλ−B) + F0] ⇐⇒
⇐⇒ (Inλ− A)F0 − E0(Inλ−B) = (Inλ− A)[S(λ)− T (λ)](Inλ−B).

Observem que

gr((Inλ− A)F0 − E0(Inλ−B)) = 1 = gr((Inλ− A)[S(λ)− T (λ)](Inλ−B)),

és a dir, ha de ser S(λ) = T (λ).

Per tant,

(Inλ− A)F0 = E0(Inλ−B) =⇒ {F0 = E0, AF0 = E0B} =⇒ AE0 = E0B.

Falta veure que det(E0) ̸= 0. Dividim per l’esquerra E(λ) per Inλ−B, i obtenim

E(λ) = (Inλ−B)U(λ) +R0 (1.0.4)

per a alguns quocient esquerre U(λ) ∈ Cn×n[λ] i residu esquerre R0 ∈ Cn×n.

Usant (1.0.2) i (1.0.4), tenim que

In = E(λ)−1E(λ) = [(Inλ− A)S(λ) + E0][(Inλ−B)U(λ) +R0] =

= (Inλ− A)S(λ)(Inλ−B)U(λ) + (Inλ− A)S(λ)R0+

+ E0(Inλ−B)U(λ)] + E0R0 =

= (Inλ− A)[S(λ)(Inλ−B)U(λ) + S(λ)R0 + F0U(λ)] + E0R0.
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Comparant termes del mateix grau, veiem que

(Inλ− A)[S(λ)(Inλ−B)U(λ) + S(λ)R0 + F0U(λ)] = 0 i E0R0 = In.

Per tant, det(E0)det(R0) = 1 =⇒ det(E0) ̸= 0.

Notem que AE0 = E0B ⇐⇒ E−1
0 AE0 = B ⇐⇒ A

s∼ B. □

1.1 Forma canònica de Smith

Les formes canòniques són eines útils per a classificar matrius, identificar les seves
propietats bàsiques i per a reduir sistemes d’equacions al cas escalar.

A partir de la relació d’equivalència de la Definició 1.0.6 podem definir una forma
canònica ([Mac33]) per a matrius polinomials de forma similar a la forma canònica
de Jordan per a matrius.

Teorema 1.1.1 (Forma canònica de Smith). ([GLR05]) Donada A(λ) ∈ Cn×n[λ],
tenim que A(λ) ∼ D(λ), on

D(λ) = diag(i1(λ), . . . , ir(λ), 0, . . . , 0) ∈ Cn×n[λ] (1.1.1)

amb ij(λ) ∈ C[λ] mònics tals que ij(λ) és divisible per ij−1(λ) per j = 2, . . . , r.

La forma de Smith es troba aplicant un nombre finit de les següents transforma-
cions elementals a A(λ):

• Intercanvi de dos files (columnes).

• Suma d’una fila (columna) multiplicada per un polinomi escalar a una altra.

• Producte d’una fila (columna) per un nombre de C \ {0}.

Fins a trobar una matriu polinomial equivalent a A(λ) en forma diagonal
D(λ) ∈ Cn×n[λ] com en (1.1.1).

Definició 1.1.2. Els polinomis i1(λ), . . . , ir(λ) del Teorema 1.1.1 els anomenem
polinomis invariants d’A(λ).

Observació 1.1.3. Els polinomis invariants d’A(λ) estan determinats pels elements
d’A(λ). En efecte, si

pk(λ) = mcd(menors d’ordre k d’A(λ)) ∈ C[λ] mònics (1 ≤ k ≤ n)

i definim p0(λ) = 1 i D(λ) ∈ Cn×n[λ] és la forma de Smith d’A(λ). Llavors si

r = màxim(k ∈ Z>0|pr(λ) ̸≡ 0),

tenim que

ij(λ) =
pj(λ)

pj−1(λ)
, j = 1, . . . , r.

8



Definició 1.1.4. Si factoritzem cada polinomi invariant ij(λ) ̸≡ 1 sobre C, des-
compon com

ij(λ) = (λ− λ1)
αjk1 · · · (λ− λm)

αjkm = djk1(λ) · · · djkm(λ), αjks ∈ Z>0 (1.1.2)

on λ1, . . . , λm ∈ C tals que λi ̸= λj per i ̸= j.
Els factors djks(λ) de cada polinomi invariant (1.1.2) els anomenem divisors ele-
mentals finits d’A(λ) on

∑r
j=1

∑m
s=1 αjks = gr(det(A(λ))).

Exemple 1.1.5. Considerem

A(λ) =

 2 0 −8
−1 λ+ 1 −λ+ 3

λ− 3 5λ+ 5 λ3 − 2λ2 − 8λ+ 7

 ∈ C3×3[λ].

Els seus divisors elementals finits són d11(λ) = λ, d12(λ) = (λ−1)2 i d13(λ) = λ+1,
i

D(λ) =

1 0 0
0 1 0
0 0 λ(λ− 1)2(λ+ 1)

 ∈ C3×3[λ].

A partir dels polinomis invariants i dels divisors elementals finits, podem obtenir
una caracterització de l’equivalència “∼” mitjançant la forma de Smith.

Teorema 1.1.6. ([GLR86]) A(λ) ∼ B(λ) ∈ Cn×n[λ] ⇐⇒ tenen la mateixa forma
de Smith ⇐⇒ tenen els mateixos polinomis invariants ⇐⇒ tenen els mateixos
divisors elementals finits.

1.2 Forma local de Smith

Sigui A(λ) ∈ Cn×n[λ] una matriu polinomial regular (det(A(λ)) ̸≡ 0).

Un cas particular de la forma de Smith és considerar-la només en un entorn d’un
punt λ0 tal que det(A(λ0)) = 0. En particular existiran dos matrius polinomials
unimodulars que mostren els divisors elementals finits d’una matriu polinomial en
un únic λ0.

En el cas escalar tenim:

Siguin a(λ) ∈ C[λ] i λ0 ∈ C tal que a(λ0) = 0, llavors ∃b(λ) ∈ C[λ] amb b(λ0) ̸= 0
tal que

a(λ) = (λ− λ0)
sb(λ), s ∈ Z>0. (1.2.1)

Si a(λ0) ̸= 0, posem s = 0 i b(λ) = a(λ).

Volem estendre (1.2.1) a A(λ) ∈ Cn×n[λ].

Teorema 1.2.1 (Forma local de Smith). ([GLR86]) Sigui A(λ) ∈ Cn×n[λ] tal que
det(A(λ)) ̸≡ 0. Llavors donat λ0 ∈ C tal que det(A(λ0)) = 0 podem escriure

A(λ) = Eλ0(λ)diag((λ− λ0)
s1 , . . . , (λ− λ0)

sn)Fλ0(λ), (1.2.2)
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on Eλ0(λ), Fλ0(λ) ∈ Cn×n[λ] tals que det(Eλ0(λ0)) ̸= 0 i det(Fλ0(λ0)) ̸= 0, i
0 ≤ s1 ≤ . . . ≤ sn, anomenades multiplicitats parcials de λ0 en A(λ), correspo-
nen als graus dels divisors elementals d’A(λ) en λ0.

Demostració. Sigui D(λ) = diag(i1(λ), . . . , in(λ)) la forma de Smith d’A(λ) i sigui

A(λ) = E(λ)D(λ)F (λ),

amb E(λ), F (λ) ∈ Cn×n[λ] unimodulars.

Posem cada ij(λ) com en (1.2.1), llavors

ij(λ) = (λ− λ0)
sj ĩj(λ), j = 1, . . . , n,

on ĩj(λ0) ̸= 0 i sj ≥ 0. Com ij(λ) és divisible per ij−1(λ), tenim que sj ≥ sj−1. Per
tant, obtenim (1.2.2) amb

Eλ0(λ) = E(λ)diag(ĩ1(λ)), . . . , ĩn(λ)), F (λ0) = F (λ).

□
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Caṕıtol 2

Estructura espectral de matrius
polinomials regulars quadrades

Direm que una matriu polinomial A(λ) =
∑l

i=0 Aiλ
i ∈ Cn×n[λ] és regular si

det(A(λ)) ̸≡ 0.

Donada A(λ) =
∑l

i=0 Aiλ
i ∈ Cn×n[λ] regular, de forma anàloga a les matrius

quadrades, podem definir els valors i vectors propis.

2.1 Espectre d’una matriu

polinomial regular quadrada

Sigui A(λ) =
∑l

i=0Aiλ
i ∈ Cn×n[λ] regular.

Definició 2.1.1. Diem que λ0 ∈ C és un valor propi (VAP) finit d’A(λ) ∈ Cn×n[λ]
si Ker(A(λ0)) ̸= 0, és a dir si det(A(λ0)) = 0.
Els v ∈ Cn×1 \ {0} tals que v ∈ Ker(A(λ0)) són els vectors propis (VEPs) corres-
ponents a λ0.
L’espectre finit d’A(λ) es defineix com

Specfin(A(λ)) = {λ ∈ C|det(A(λ)) = 0}.

Definició 2.1.2. La multiplicitat de λ0 com a arrel de det(A(λ)) l’anomenem mul-
tiplicitat algebraica.

Exemple 2.1.3. Considerem

A1(λ) =

[
λ2 + 4 0
−1 λ2 − 5

]
∈ C2×2[λ].

Calculem els VAPs i VEPs d’A1(λ) que és mònica (A2 = I2).

det(A1(λ)) = (λ− 2i)(λ+ 2i)(λ−
√
5)(λ+

√
5) = 0 ⇐⇒ λ = ±2i,±

√
5.
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Posem λk = k per k = ±2i,±
√
5, tots quatre amb multiplicitat algebraica 1.

Per tant,
Specfin(L(λ)) = {±2i,±

√
5}.

Busquem vk ∈ C2×1 \ {0} tals que L(λk)vk = 0. En efecte, obtenim que

v±2i =

[
−9a
a

]
i v±

√
5 =

[
0
b

]
per a a, b ∈ C \ {0} són VEPs corresponents a λ±2i i λ±

√
5, respectivament.

Exemple 2.1.4. Considerem ara una petita variació d’A1(λ) de l’Exemple 2.1.3:

A2(λ) =

[
λ2 + 4 0
λ2 − 1 −5

]
∈ C2×2[λ].

Notem que A2(λ) és no mònica, és a dir det(A2) = 0, i tenim que

det(A2(λ)) = −5(λ− 2i)(λ+ 2i) = 0 ⇐⇒ λ = ±2i.

Posem λk = k per k = ±2i, tots dos amb multiplicitat algebraica 1. Per tant,

Specfin(L(λ)) = {±2i}.

Busquem vk ∈ C2×1 \ {0} tals que L(λk)vk = 0. En efecte, obtenim que

v±2i =

[
−41

5
c

c

]

per a c ∈ C \ {0} són VEPs corresponents a λ±2i.

Observació 2.1.5. En els Exemples 2.1.3 i 2.1.4 d’A1(λ) (cas mònic) hem trobat
4 VAPs finits i d’A2(λ) (cas no mònic), 2.
Hem vist que pot ser que no aconseguim tots els VAPs d’una matriu polinomial no
mònica. És a dir donada una matriu polinomial de grau l i ordre n, en el cas mònic
trobem exactament nl VAPs finits, el grau del seu determinant, mentre que en el
cas no mònic podem trobar-ne p ≤ nl.

Quan considerem matrius polinomials no mòniques, haurem de plantejar-nos
com trobar els VAPs que “falten”, per això necessitem el polinomi revers.

Definició 2.1.6. El revers d’A(λ) =
∑l

i=0Aiλ
i ∈ Cn×n[λ] és

rev(A(λ)) = λlA(λ−1) =
l∑

i=0

Al−iλ
i ∈ Cn×n[λ]. (2.1.1)

Observació 2.1.7. Si A(λ) és regular, llavors rev(A(λ)) també ho és.
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En la proposició següent veurem que les propietats espectrals de rev(A(λ)) i les
d’A(λ) estan estretament relacionades.

Proposició 2.1.8. ([Coh83]) Sigui A(λ) ∈ Cn×n[λ] regular. Llavors

λ0 ∈ C \ {0} és VAP de rev(A(λ)) =⇒ λ−1
0 ∈ C és VAP d’A(λ).

Demostració. Sigui λ0 ∈ C \ {0} un VAP de rev(A(λ)) =⇒ det(rev(A(λ0))) =
= det(λl

0A(λ
−1
0 )) = 0 =⇒ det(A(λ−1

0 )) = 0 =⇒ λ−1
0 ∈ C és VAP d’A(λ). □

Definició 2.1.9. Si 0 ∈ Specfin(rev(A(λ))), diem que λ = ∞ és VAP infinit
d’A(λ).

Definició 2.1.10. L’espectre d’A(λ) es defineix com

Spec(A(λ)) = {VAPs finits d’A(λ)} ∪ {VAPs ∞ d’A(λ)}.

Observem que Specfin(A(λ)) ⊆ Spec(A(λ)).

En el cas que λ = ∞ ∈ Spec(A(λ)), definim les seves multiplicitats algebraica i
parcials com les multiplicitats algebraica i parcials de λ = 0 en rev(A(λ)).

Notem que la forma de Smith local de rev(A(λ)) en λ = 0 és diag(λk1 , . . . , λkn)
amb 0 ≤ k1 ≤ . . . ≤ kn, on les ki són les multiplicitats parcials de λ = ∞.

Observació 2.1.11. #Spec(A(λ)) = nl.

En el cas mònic,

gr(A(λ)) = l =⇒ gr(det(A(λ))) = nl,

i tots els VAPs són finits.

En el cas no mònic,

gr(A(λ)) = l =⇒ gr(det(A(λ))) ≤ nl.

Cal considerar VAPs a l’infinit. Prenent determinants en (2.1.1), tenim que

det(rev(A(λ))) = det(λlA(λ−1)) = λnldet(A(λ−1)),

és a dir, λ = 0 té multiplicitat algebraica igual a nl−gr(det(A(λ))) en rev(A(λ)).

Per tant, A(λ) sempre té nl VAPs, comptant els finits i els infinits amb les seves
multiplicitats algebraiques.

Exemple 2.1.12. Seguint amb l’Exemple 2.1.4, el revers d’A2(λ) és

rev(A2(λ)) =

[
1 + 4λ2 0
1− λ2 −5λ2

]
∈ C2×2[λ].

Calculem els VAPs de rev(A2(λ)):

det(rev(A2(λ))) = −5λ2(1 + 4λ2) = 0 ⇐⇒ λ = ± i

2
, 0.

Com λ = 0 ∈ Specfin(rev(A(λ))) amb multiplicitat algebraica 2, tenim que
λ = ∞ ∈ Spec(A2(λ)) amb multiplicitat algebraica 2. Per tant,

Spec(A2(λ)) = {±2i,∞,∞}.
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Definició 2.1.13. Els divisors elementals infinits d’A(λ) són els divisors elementals
finits de rev(A(λ)) en λ = 0, i els escriurem com d∞jk(λ).

Definició 2.1.14. El conjunt de divisors elementals finits i infinits de L(λ), inclo-
ent-hi repeticions, formen l’estructura espectral de L(λ).

Exemple 2.1.15. Seguint amb l’Exemple 1.1.5, Specfin(A(λ)) = {0, 1, 1,−1}.
De manera anàloga a A(λ) trobem la forma de Smith de rev(A(λ)): 2λ3 0 −8λ3

−λ3 λ2 + λ3 −λ2 + 3λ3

λ2 − 3λ3 5λ2 + 5λ3 1− 2λ− 8λ2 + 7λ3

 ∼

1 0 0
0 λ2 0
0 0 λ3(λ− 1)2(λ+ 1)

 ∈ C3×3[λ].

Notem que 0 ∈ Specfin(rev(A(λ))) amb multiplicitat algebraica 5, i per tant

∞ ∈ Spec(L(λ)) amb multiplicitat algebraica 5. És a dir,

Spec(A(λ)) = {0, 1, 1,−1,∞,∞,∞,∞,∞}.

Obtenim que A(λ) té dos divisors elementals infinits: d∞11(λ) = λ2 i d∞21(λ) = λ3.

I l’estructura espectral d’A(λ) és {λ, (λ− 1)2, λ+ 1, λ2, λ3}.

Lema 2.1.16. ([GLR86]) Sigui A(λ) ∈ Cn×n[λ] anaĺıtica en un entorn de
λ0 ∈ Spec(A(λ)). Llavors les multiplicitats parcials de λ0 són invariants pel produc-
te d’A(λ) a l’esquera i a la dreta per matrius polinomials anaĺıtiques E(λ) ∈ Cn×n[λ]
tals que det(E(λ0)) ̸= 0.

2.2 Parelles estàndards, parelles descomponibles

i parelles de Jordan

En aquesta secció, el nostre objectiu és definir una forma de Jordan anàloga al cas
de matrius.

Comencem estudiant-ne el cas mònic.

Definició 2.2.1. Una parella de matrius (X,T ) es diu que és admissible per a
L(λ) = Inλ

l +
∑l−1

i=0 Aiλ
i ∈ Cn×n[λ] si X ∈ Cn×nl i T ∈ Cnl×nl.

Definició 2.2.2. Sigui (X,T ) admissible per a L(λ), diem que és parella estàndard
de L(λ) si

(1) det(col(XT i)l−1
i=0) ̸= 0.

(2)
∑l−1

i=0 AiXT i +XT l = 0.

Proposició 2.2.3. ([GLR05]) (P1, C1) és parella estàndard de L(λ), on

P1 =
[
In 0 . . . 0

]
∈ Cn×nl i C1 =


0 In . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . In

−A0 −A1 . . . −Al−1

 ∈ Cnl×nl.
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Demostració. Observem que

P1C
k
1 =

{
[0 . . . 0 In 0 . . . 0] amb In al lloc k + 1 si k = 0, 1, . . . , l − 1

[−A0 −A1 . . . −Al] si k = l.

(2.2.1)

És a dir, tenim que col(P1C
i
1)

l−1
i=0 = Inl. Per tant, es compleix la condició (1).

D’altra banda, a partir de (2.2.1) veiem que
∑l−1

i=0AiP1C
i
1 = −P1C

l
1. Per tant,

la condició (2) es compleix. □

Definició 2.2.4. Dos parelles admissibles (X1, T1), (X2, T2) per a L(λ) són similars,
(X1, T1)

s∼ (X2, T2), si
X2 = X1S, T2 = S−1T1S

per a alguna S ∈ Cnl×nl amb det(S) ̸= 0.

Proposició 2.2.5. ([GLR82]) Siguin (X1, T1) i (X2, T2) parelles estàndards de
L(λ), llavors

(X1, T1)
s∼ (X2, T2).

Demostració. Notem que X1[col(X1T
i
1)

l−1
i=0]

−1 = P1, doncs tenim que

X1[col(X1T
i
1)

l−1
i=0]

−1[col(X2T
i
2)

l−1
i=0] = X1S = X2,

per a
S = [col(X1T

i
1)

l−1
i=0]

−1[col(X2T
i
2)

l−1
i=0] ∈ Cnl×nl (2.2.2)

tal que det(S) ̸= 0.

Ara, tenim

C1col(X1T
i
1)

l−1
i=0 = col(X1T

i
1)

l−1
i=0T1, C1col(X2T

i
2)

l−1
i=0 = col(X2T

i
2)

l−1
i=0T2.

Per tant, T2 = S−1T1S amb S com en (2.2.2).

De manera que (X1, T1)
s∼ (X2, T2) □

Observació 2.2.6. Notem que a partir d’una parella estàndard (X,T ) de L(λ)
podem definir una única matriu

Y = (col(XT i)l−1
i=0)

−1
[
0 . . . 0 In

]T ∈ Cnl×n.

Per tant, direm que (X,T, Y ) formen una terna estàndard de L(λ).

Com hem vist en la Proposició 2.2.5 que tota parella de parelles estàndards són
similars entre si, volem determinar un parell en què la segona matriu estigui en la
forma de Jordan.

Recordem que la noció de parella de Jordan per a A ∈ Cn×n és (X, J), on
X ∈ Cn×n tal que det(X) ̸= 0, J ∈ Cn×n és la forma canònica de Jordan d’A i
A = XJX−1.
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Per a matrius polinomials, donat λ0 ∈ Spec(L(λ)), denotem X(λ0) ∈ Cn×r

la matriu que té per columnes les cadenes de Jordan de L(λ0) associades a λ0 i
expressem J(λ0) = diag(J1, . . . , Jk) ∈ Cr×r la matriu formada pels blocs de Jordan
d’ordres ri corresponents a λ0, on r =

∑k
i=1 ri és la multiplicitat algebraica de λ0.

Diem que (X(λ0), J(λ0)) és una parella de Jordan de L(λ) corresponent a λ0.

Definició 2.2.7. Sigui (X(λi), J(λi)) una parella de Jordan corresponent a cada
λi ∈ Spec(L(λ)). Diem que (X, J) és parella de Jordan de L(λ) si

X =
[
X(λ1) . . . X(λp)

]
∈ Cn×nl, J = diag(J(λ1), . . . , J(λp)) ∈ Cnl×nl,

on λi ̸= λj si i ̸= j per i, j ∈ {1, . . . , p}.
Proposició 2.2.8. ([LT85]) Tota parella de Jordan de L(λ) és parella estàndard de
L(λ).

Suposem ara que L(λ) =
∑l

i=0Aiλ
i ∈ Cn×n[λ] on Al no necessàriament és no

singular.

Definició 2.2.9. Una parella de matrius (X, T) es diu que és admissible per a
L(λ) =

∑l
i=0 Aiλ

i ∈ Cn×n[λ] si ∃0 ≤ m ≤ nl tal que

X =
[
X1 X2

]
∈ Cn×nl i T =

[
T1 0
0 T2

]
∈ Cnl×nl,

on X1 ∈ Cn×m i T1 ∈ Cm×m =⇒ X2 ∈ Cn×(nl−m) i T2 ∈ C(nl−m)×(nl−m).

Definició 2.2.10. A cada parella (X,T ) admissible per a L(λ) li associem una
matriu

Sk =


X1 X2T

k
2

X1T1 X2T
k−1
2

...
...

X1T
k
1 X2

 ∈ C(nk+n)×nl.

Diem que (X,T ) admissible per a L(λ) és parella descomponible de L(λ) si

(1) det(Sl−1) ̸= 0.

(2) {
∑l

i=0AiX1T
i
1 = 0 i

∑l
i=0AiX2T

l−i
2 = 0} ⇐⇒

[
A0 . . . Al

]
Sl = 0.

Observació 2.2.11. Notem que a partir de (
[
X1 X2

]
,

[
T1 0
0 T2

]
) una parella des-

componible de L(λ) podem definir una única matriu

Z =

[
Z1

Z2

]
=

[
Im 0
0 T l−1

2

] [
Sl−2

V

]−1 [
0 . . . 0 In

]T ∈ Cnl×n,

on

Z1 ∈ Cm×n =⇒ Z2 ∈ C(nl−m)×n,

V =
[
AlX1T

l−1
1 −

∑l−1
i=0AiX2T

l−1−i
2

]
∈ Cn×nl

i Sl−2 = col(X1T
i
1, X2T

l−2−i
2 )l−2

i=0 ∈ C(nl−n)×nl.

Per tant, direm que (X,T, Z) formen una terna descomponible de L(λ).
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Generalitzant el cas mònic, podem definir una parella de Jordan de L(λ). En
aquest cas diferenciem dos parts en la parella de Jordan: la finita que es defineix
de manera pareguda al cas mònic, i a més tenim una component infinita.

Definició 2.2.12. Sigui (X(λi), J(λi)) una parella de Jordan corresponent a cada
λi ∈ Spec(L(λ)). Diem que (Xfin, Jfin) és una parella de Jordan finita de L(λ) si

Xfin =
[
X(λ1) . . . X(λp)

]
∈ Cn×b, Jfin = diag(J(λ1), . . . , J(λp)) ∈ Cb×b,

on λi ̸= λj si i ̸= j per i, j ∈ {1, . . . , p} i b = gr(det(L(λ))) ≤ nl.

Juntament amb (Xfin, Jfin) ens caldrà considerar (X∞, J∞), una parella de Jor-
dan de L(λ) per a λ = ∞, per a determinar L(λ) de manera única.

Definició 2.2.13. Siguin X∞ ∈ Cn×κ formada per les cadenes de Jordan de
rev(L(λ0)) en λ0 = 0 i J∞ = diag(J∞1, . . . , J∞q) ∈ Cκ×κ on κ =

∑q
i=0 ki i

J∞i ∈ Cki×ki és el bloc de Jordan corresponent al VAP 0. Diem que (X∞, J∞)
és una parella de Jordan infinita de L(λ).

En la següent proposició veurem una caracterització de les parelles de Jordan
corresponents a un valor propi d’una matriu polinomial, que dona lloc a les parelles
de Jordan finites.

Proposició 2.2.14. ([GLR82]) Siguin X̂ ∈ Cn×α i Ĵ ∈ Cα×α una matriu de Jor-
dan amb un únic λ0 ∈ Spec(L(λ)). Llavors (X̂, Ĵ) és parella de Jordan de L(λ)
corresponent a λ0 si i només si

1. λ0 ∈ Spec(L(λ)) amb multiplicitat algebraica α.

2. rang(col(X̂Ĵ i)l−1
i=0) = α.

3.
∑l

i=0AiX̂Ĵ i = 0.

Per al cas de les parelles de Jordan infinites tenim el següent corol·lari.

Corol·lari 2.2.15. ([GLR82]) Si, a més, es compleix la Proposició 2.2.14 anterior
amb λ0 = 0, és a dir, 0 és l’únic VAP de Ĵ i 0 ∈ Spec(rev(L(λ))) amb multiplicitat
algebraica α. Aleshores (X̂, Ĵ) és parella infinita de Jordan de L(λ).

Exemple 2.2.16. Sigui

L(λ) =

[
−λ3 + 3λ2 − 3λ+ 1 λ

0 λ+ 1

]
∈ C2×2[λ].

Calculem una parella de Jordan de L(λ). Tenim que

Spec(L(λ)) = {1, 1, 1,−1,∞,∞}.
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Per tant,

X(1) =

[
1 0 0
0 0 0

]
, X(−1) =

[
1
8

]
i Jfin = diag(

1 1 0
0 1 1
0 0 1

 ,
[
−1
]
).

D’altra banda,

X∞ =

[
0 0
1 0

]
, J∞ =

[
0 1
0 0

]
Teorema 2.2.17. ([GLR82]) Siguin L(λ) ∈ Cn×n[λ] i considerem (Xfin, Jfin) i
(X∞, J∞) les parelles de Jordan finita i infinita respectivament. Llavors

(
[
Xfin X∞

]
,

[
Jfin 0
0 J∞

]
)

és una parella descomponible de L(λ).

Observació 2.2.18. En el cas mònic només tenim la part de l’espectre finit, ja que
considerant la infinita com a zero, n’obtenim una parella de Jordan.

Exemple 2.2.19. Seguint amb l’Exemple 2.2.16

L(λ) =

[
−λ3 + 3λ2 − 3λ+ 1 λ

0 λ+ 1

]
∈ C2×2[λ].

Vegem que la parella de Jordan

(X,T ) = (

[
1 0 0 1 0 0
0 0 0 8 1 0

]
,


1 1 0 0 0 0
0 1 1 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 −1 0 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0

)

és parella descomponible de L(λ).

Tenim que (X,T ) compleix les tres condicions per a L(λ):

(1) Per a m = 4, X =
[
X1 X2

]
∈ C2×4 i T =

[
T1 0
0 T2

]
∈ C4×4.

(2) det(S2) = det


1 0 0 1 0 0
0 0 0 8 0 0
1 1 0 −1 0 0
0 0 0 −8 0 1
1 2 1 1 0 0
0 0 0 8 1 0

 = 8 ̸= 0.

(3) A0X1+A1X1T1+A2X1T
2
1 +A3X1T

3
1 = 0, A0X2T

3
2 +A1X2T

2
2 +A2X2T2+A3X2 = 0.
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Caṕıtol 3

Linealització de matrius
polinomials regulars quadrades

En aquest caṕıtol, considerarem matrius polinomials regulars quadrades, és a dir

L(λ) =
l∑

i=0

Aiλ
i ∈ Cn×n[λ]

tals que det(L(λ)) ̸≡ 0.

En primer lloc, considerarem el cas en què det(Al) ̸= 0 (cas mònic).

3.1 Linealització de matrius

polinomials regulars mòniques

Volem trobar una matriu polinomial mònica de la forma

λIn − A ∈ Cn×n[λ]

que sigui “equivalent” a L(λ) = Inλ
l +
∑l−1

i=0Aiλ
i ∈ Cn×n[λ]. En aquest cas direm

que λIn − A és una linealització de L(λ).

Observem que det(Al) ̸= 0 =⇒ L(λ) ∼ A−1
l L(λ)In. Podem suposar doncs que

Al = In, i direm que L(λ) és mònica.

La linealització consisteix a trobar una matriu polinomial mònica de grau 1
λIn+p − A ∈ C(n+p)×(n+p)[λ] tal que

λIn+p − A ∼ L(λ) = Inλ
l +

l−1∑
i=0

Aiλ
i ∈ Cn×n[λ].

Si ens fixem en matrius n×n, la mida de L(λ), no existeix aquesta “linealització”.
Per a trobar l’“equivalència” entre L(λ) i λIn+p − A cal estendre’n la mida.
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Observem que

gr(det(λIn+p − A)) = n+ p = gr(det(L(λ))) = nl ⇐⇒ p = nl − n.

Llavors en lloc de L(λ) considerem[
L(λ) 0
0 Inl−n

]
∈ Cnl×nl[λ].

Definició 3.1.1. λInl − A ∈ Cnl×nl[λ] és una linealització de

L(λ) = Inλ
l +

l−1∑
i=0

Aiλ
i ∈ Cn×n[λ]

si

λIn+p − A ∼
[
L(λ) 0
0 Ip

]
.

A més, tenim que λInl−A i L(λ) tenen els mateixos divisors elementals finits, i en
conseqüència les mateixes multiplicitats parcials. És a dir, en preserva l’estructura
espectral.

La linealització ens permet reduir un problema de grau l a un de grau 1 i
preservar-ne els mateixos VAPs finits en un feix de matrius.

Un inconvenient és que augmentem les mides de les matrius.

Exemple 3.1.2. Considerem el cas d’un polinomi (n = 1) de grau l.

L(λ) =
∏k

i=1(λ−λi)
αi ∈ C[λ] amb λi ̸= λj per i ̸= j. Observem que l =

∑k
i=1 αi.

Volem trobar una linealització de L(λ).

Siguin Ji ∈ Cαi×αi , i = 1, . . . , k, els blocs de Jordan corresponents a cada
λi ∈ Spec(L(λ)) i J = diag(Jα1 , . . . , Jαk

) ∈ Cl×l.

Llavors

Ilλ− J ∼
[
L(λ) 0
0 Il−1

]
.

És a dir, una linealització d’un polinomi de grau l és la seva forma de Jordan.

Exemple 3.1.3. Considerem

L(λ) = (λ− λ1)
2(λ− λ2) ∈ C[λ] amb λ1 ̸= λ2.

Llavors

J =

λ1 1 0
0 λ1 0
0 0 λ2

 ∈ C3×3

és linealització de L(λ).
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Per al cas general (n > 1), una linealització de L(λ) ve donada per la matriu
companya associada a la matriu polinomial L(λ), tal com veurem a continuació.

Teorema 3.1.4. ([GLR82]) Siguin L(λ) = Inλ
l +
∑l−1

i=0 Aiλ
i ∈ Cn×n[λ] i

C1 =


0 In . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . In

−A0 −A1 . . . −Al−1

 ∈ Cnl×nl.

Llavors

λInl − C1 ∼
[
L(λ) 0
0 Inl−n

]
.

Demostració. Considerem les matrius polinomials

E(λ) =


El−1(λ) . . . E1(λ) In
−In . . . 0 0
...

. . .
...

...
0 . . . −In 0

 ∈ Cnl×nl[λ] i F (λ) =


In . . . 0 0

−λIn
. . . 0 0

...
. . .

. . .
...

0 . . . −λIn In

 ∈ Cnl×nl[λ],

on E0(λ) = In i Er+1(λ) = λEr(λ) + Al−r−1 ∈ Cn×n[λ] per r = 0, . . . , l − 2.

Notem que
det(E(λ)) ≡ ±1 i det(F (λ)) ≡ 1.

Tenim que

E(λ)(λInl − C1) =

[
L(λ) 0
0 Inl−n

]
F (λ).

I per tant

λInl − C1 ∼
[
L(λ) 0
0 Inl−n

]
.

□

Exemple 3.1.5. Prosseguint amb l’Exemple 1.0.1, considerem

L(λ) =

[
1 0
0 1

]
λ2 +

[
0 −1
−2 0

]
λ+

[
0 0
−1 0

]
∈ C2×2[λ].

La seva Primera Matriu Companya és

C1 =

[
0 I2

−A0 −A1

]
=


0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 1
1 0 2 0

 ∈ C4×4.

Calculem els VAPs de L(λ) i de I4 − C1.

det(L(λ)) = λ(λ+ 1)(λ2 − λ− 1) = det(I4λ− C1) = 0 ⇐⇒ λ = 0,−1,
1

2
(1±

√
5).
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Teorema 3.1.6. ([GLR82]) Donades L(λ) = Inλ
l +

∑l−1
i=0 Aiλ

i ∈ Cn×n[λ] i

S ∈ Cnl×nl una linealització de L(λ). Llavors S
s∼ T si i només si T és també

linealització de L(λ).

Demostració. Tenim que

S
s∼ T =⇒ S = V TV −1 =⇒ Inlλ− S = V (Inlλ− T )V −1 =⇒

=⇒ Inlλ− S ∼ Inlλ− T ∼
[
L(λ) 0
0 Inl−n

]
.

D’altra banda, si S i T són linealitzacions de L(λ), tenim que

Inlλ− S ∼
[
L(λ) 0
0 Inl−n

]
∈ Cnl×nl[λ] i Inlλ− T ∼

[
L(λ) 0
0 Inl−n

]
∈ Cnl×nl[λ].

Per tant, Inlλ− S ∼ Inlλ− T . I per la Proposició 1.0.9 tenim que S
s∼ T . □

Corol·lari 3.1.7. ([LT85]) La matriu

C2 =


0 . . . 0 −A0

In . . . 0 −A1

...
. . .

...
...

0 . . . In −Al−1

 ∈ Cnl×nl,

anomenada Segona Matriu Companya de L(λ), és linealització de L(λ).

Corol·lari 3.1.8. ([GLR86]) Sigui (X,T ) una parella estàndard de L(λ), llavors T
és linealització de L(λ).

3.2 Linealització de matrius

polinomials regulars comòniques

Un cas distintiu de les matrius polinomials és quan L(0) = In, és a dir A0 = In, en
aquest cas diem que L(λ) és comònica.

Teorema 3.2.1. ([GR78]) Sigui L(λ) =
∑l

i=1Aiλ
i + In ∈ Cn×n[λ] comònica tal

que gr(L(λ)) = l. Considerem la matriu

R =


0 In . . . 0
...

...
. . . 0

0 0 . . . In
−Al −Al−1 . . . −A1

 ∈ Cnl×nl,

que anomenarem Matriu Companya Comònica de L(λ). Llavors

1. Inl − λR ∈ Cnl×nl[λ] és una linealització de L(λ).
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2. λInl −R ∈ Cnl×nl[λ] és una linealització de rev(L(λ)) a l’infinit.

Demostració. Considerem les matrius polinomials

E(λ) =


0 0 . . . In

0 0 . .
.

0
... . .

.
. . .

...
In E1(λ) . . . El−1(λ)

 ∈ Cnl×nl[λ] i F (λ) =


0 0 . . . In

0 0 . .
.

−λIn
... . .

.
. .
. ...

In −λIn . . . 0

 ∈ Cnl×nl[λ],

on Er(λ) =
∑l−r−1

j=0 λl−r−jAl−j ∈ Cn×n[λ] per r = 1, . . . , l − 1.

Tenim que

Inl − λR = E(λ)

[
L(λ) 0
0 Inl−n

]
F (λ).

D’altra banda, si considerem les matrius polinomials

G(λ) =


0 0 . . . In

0 0 . .
.

0
... . .

.
. . .

...
In −G1(λ) . . . −Gl−1(λ)

 ∈ Cnl×nl[λ] i H(λ) =



In 0 . . . 0 0
0 0 . . . λIn −In
...

... . .
.

. .
. ...

0 λIn . .
.

0 0
λIn −In . . . 0 0

 ∈ Cnl×nl[λ]

on G1(λ) = λIn + A1 i Gr(λ) = λGr−1 + Ar ∈ Cn×n[λ] per r = 2, . . . , l − 1.

Tenim que

λInl −R = G(λ)

[
λlL(λ−1) 0

0 Inl−n

]
H(λ).

□

Exemple 3.2.2. Considerem la següent matriu polinomial comònica

L(λ) =

[
λ2 + 1 −2λ3

4λ 1

]
∈ C2×2[λ].

En aquest cas

R =

 0 I2 0
0 0 I2

−A3 −A2 −A1

 =


0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
0 2 −1 0 0 0
0 0 0 0 −4 0

 ∈ C6×6

i
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E(λ) =

 0 0 I2
0 I2 0
I2 λ2A3 + λA2 λA3

 =


0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
1 0 λ −2λ2 0 −2λ
0 1 0 0 0 0

 ∈ C6×6[λ],

F (λ) =

 0 0 I2
0 I2 −λI2
I2 −λI2 0

 =


0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
0 0 1 0 −λ 0
0 0 0 1 0 −λ
1 0 −λ 0 0 0
0 1 0 −λ 0 0

 ∈ C6×6[λ],

G(λ) =

 0 0 I2
0 I2 0
I2 −(λI2 +A1) −(λ(λI2 +A1) +A2)

 =

=


0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
1 0 −λ 0 −λ2 − 1 0
0 1 −4 −λ −4λ −λ2

 ∈ C6×6[λ]

i H(λ) =

 I2 0 0
0 λI2 −I2
λI2 −I2 0

 =


1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 λ 0 −1 0
0 0 0 λ 0 −1
λ 0 −1 0 0 0
0 λ 0 −1 0 0

 ∈ C6×6[λ].

De manera que obtenim les següents linealitzacions de L(λ) i de rev(L(λ)) res-
pectivament.

I6 − λR = E(λ)

[
L(λ) 0
0 I4

]
F (λ) i λI6 −R = G(λ)

[
λ3L(λ−1) 0

0 I4

]
H(λ).

3.3 Linealització de matrius

polinomials regulars

De manera anàloga al cas mònic i al cas comònic podem definir una linealització
pel cas general.

Definició 3.3.1. λB − A ∈ Cnl×nl[λ] és una linealització de L(λ) ∈ Cn×n[λ] si

λB − A ∼
[
L(λ) 0
0 Inl−n

]
.

Independentment de qui siguin Al i A0, disposem d’una matriu polinomial que
ens servirà de guia per a trobar una linealització de qualsevol matriu polinomial,
com mostra el següent teorema.
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Teorema 3.3.2. ([GLR82]) La matriu polinomial

C1L(λ) =


In . . . 0 0
...

. . .
...

...
0 . . . In 0
0 . . . 0 Al

λ−


0 In . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . In

−A0 −A1 . . . −Al−1

 ∈ Cnl×nl[λ],

anomenada Primera Matriu Companya de L(λ), és linealització de L(λ).

Demostració. Considerem les matrius polinomials

E(λ) =


El−1(λ) . . . E1(λ) In
−In . . . 0 0
...

. . .
...

...
0 . . . −In 0

 ∈ Cnl×nl[λ] i F (λ) =


In . . . 0 0

−λIn
. . . 0 0

...
. . .

. . .
...

0 . . . −λIn In

 ∈ Cnl×nl[λ],

on E0(λ) = Al i Er+1(λ) = λEr(λ) + Al−r−1 ∈ Cn×n[λ] per r = 0, . . . , l − 2.

Notem que
det(E(λ)) ≡ ±1 i det(F (λ)) ≡ 1.

Tenim que

E(λ)C1L(λ) =

[
L(λ) 0
0 Inl−n

]
F (λ). (3.3.1)

□

Observació 3.3.3. En particular, si Al = In, tenim que C1L(λ) = Inlλ − C1 és la
Primera Matriu Companya del cas mònic.

Exemple 3.3.4. Considerem

L(λ) =

[
2λ2 λ

−λ− 15 7λ+ 9

]
∈ C2×2[λ],

on det(A2) = det

[
2 0
0 0

]
= 0.

Tenim que

C1L(λ) =

[
I2 0
0 A2

]
λ−

[
0 I2

−A0 −A1

]
=


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 2 0
0 0 0 0

λ−


0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 −1
15 −9 1 −7

 ∈ C4×4[λ].

Considerem les matrius polinomials

E(λ) =

[
λA2 + A1 I2

−I2 0

]
=


2λ 1 1 0
−1 7 0 1
−1 0 0 0
0 −1 0 0

 ∈ C4×4[λ]

i F (λ) =

[
I2 0

−λI2 I2

]
=


1 0 0 0
0 1 0 0
−λ 0 1 0
0 −λ 0 1

 ∈ C4×4[λ].
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Llavors obtenim que

E(λ)C1L(λ) =


2λ2 λ 0 0

−λ− 15 7λ+ 9 0 0
−λ 0 1 0
0 −λ 0 1

 =

[
L(λ) 0
0 I2

]
F (λ).

Corol·lari 3.3.5. ([GLR86]) La Segona Matriu Companya de L(λ),

C2L(λ) =


In . . . 0 0
...

. . .
...

...
0 . . . In 0
0 . . . 0 Al

λ−


0 . . . 0 −A0

In . . . 0 −A1

...
. . .

...
...

0 . . . In −Al−1

 ∈ Cnl×nl[λ],

és una linealització de L(λ).

Si N(λ) = U(λ)C1L(λ)V (λ) amb U(λ), V (λ) ∈ Cnl×nl[λ] unimodulars, llavors si
det(Al) = 0 (cas no mònic) pot passar que N(λ) no preservi l’estructura espectral
a l’∞ de L(λ). De fet tenim el següent teorema.

Proposició 3.3.6. ([LP06]) Sigui L(λ) ∈ Cn×n[λ] tal que ∞ ∈ Spec(L(λ)) amb
multiplicitat algebraica κ > 0. Sigui κ =

∑p
i=0 ki una partició qualsevol de κ amb

ki ∈ Z>0. Llavors ∃λB − A ∈ Cnl×nl[λ] que preserva les multiplicitats de tots els
VAPs finits de L(λ) i on ∞ ∈ Spec(L(λ)) té multiplicitats parcials k1, . . . , kp.

Exemple 3.3.7. Dos formes canòniques a l’infinit són

λB1 − A1 =

1 λ 0
0 1 λ
0 0 1

 (k1 = 3) i λB2 − A2 =

1 0 0
0 1 λ
0 0 1

 (k1 = 1, k2 = 2).

Tenim que λB1 − A1 ∼ λB2 − A2 per a E(λ) =

1 λ −λ2

0 1 0
0 0 1

 i F (λ) = I3.

Ens caldrà una altra condició addicional per a definir una linealització més forta
per tal de preservar l’estructura espectral a l’∞ de L(λ), que és el que ens interessa.

Definició 3.3.8. Donada una linealització de L(λ) =
∑l

i=0Aiλ
i ∈ Cn×n[λ],

λB−A ∈ Cnl×nl[λ], diem que és linealització forta de L(λ) si rev(λB−A) = B−λA
és linealització de rev(L(λ)).

Proposició 3.3.9. ([Gan59]) Si λB − A ∈ Cnl×nl[λ] és una linealització forta de
L(λ), llavors Spec(λB −A) = Spec(L(λ)). És a dir, els VAPs finits tenen les ma-
teixes multiplicitats parcials; i si ∞ ∈ Spec(L(λ)), les seves multiplicitats parcials
en λB−A i en L(λ) són les mateixes. En definitiva, preserva l’estructura espectral
a l’∞.

Proposició 3.3.10. ([GKL88]) La Primera i la Segona Matrius Companyes, C1L(λ)
i C2L(λ), són linealitzacions fortes de L(λ).

26



Demostració. En el Teorema 3.3.2 i en el Corol·lari 3.3.5 hem provat que C1L(λ) i
C2L(λ) són linealitzacions de L(λ).

Per tant només ens cal demostrar la segona condició.

Definim les matrius polinomials

G(λ) =


−G1(λ) . . . −Gl−1(λ) In

...
... . .

. ...

0 In . .
.

0
In 0 . . . 0

 ∈ Cnl×nl[λ] i H(λ) =


λl−1In . . . λIn In
λl−2In . . . In 0

... . .
. ...

...
In . . . 0 0

 ∈ Cnl×nl[λ],

on Gr(λ) =
∑r−1

j=0 λ
r−jAj ∈ Cn×n[λ] per r = 1, . . . , l − 1.

Notem que
det(G(λ)) ≡ ±1 i det(H(λ)) ≡ ±1.

Tenim que

G(λ)rev(C1L(λ))H(λ) =

[
rev(L(λ)) 0

0 Inl−n

]
. (3.3.2)

Per tant, C1L(λ) és linealització forta de L(λ).

Transposant per blocs la igualtat (3.3.2), obtenim que C2L(λ) també és linealit-
zació forta de L(λ). □

Exemple 3.3.11. Seguint amb l’Exemple 3.3.4, considerem

L(λ) =

[
2λ2 λ

−λ− 15 7λ+ 9

]
∈ C2×2[λ].

Veurem que

rev(C1L(λ)) =


1 0 −λ 0
0 1 0 −λ
0 0 2 λ

−15λ 9λ −λ 7λ

 ∈ C4×4[λ]

és linealització forta de rev(L(λ)).

Prenem

G(λ) =

[
−λA0 I2
I2 0

]
=


0 0 1 0

15λ −9λ 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0

 ∈ C4×4[λ]

i H(λ) =

[
λI2 I2
I2 0

]
=


λ 0 1 0
0 λ 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0

 ∈ C4×4[λ].

I tenim que

G(λ)rev(C1L(λ))H(λ) =


2λ λ2 0 0

−15λ3 − λ2 9λ3 + 7λ2 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 =

[
rev(L(λ)) 0

0 I2

]
.
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Teorema 3.3.12. ([GKL88]) Donades L(λ) =
∑l

i=0 Aiλ
i ∈ Cn×n[λ] i

B1λ−A1 ∈ Cnl×nl[λ] una linealització forta de L(λ). Llavors B1λ−A1
e∼ B2λ−A2

si i només si B2λ− A2 és també linealització forta de L(λ).

Demostració. Si B1λ− A1
e∼ B2λ− A2 =⇒ ∃E1, F1 ∈ Cnl×nl invertibles tals que

B1λ− A1 = E1(B2λ− A2)F1. (3.3.3)

Per tant, apliquem el revers a les dues bandes de l’equació (3.3.3) i obtenim

rev(B1λ− A1) = E1rev(B2λ− A2)F1

i, per tant, B2λ− A2 és també linealització forta.

D’altra banda, si B1λ−A1, B2λ−A2 ∈ Cnl×nl[λ] són linealitzacions fortes de L(λ),
llavors ∃E1(λ), E2(λ), F1(λ), F2(λ), G1(λ), G2(λ), H1(λ), H2(λ) ∈ Cnl×nl[λ] unimo-
dulars tals que

E1(λ)(B1λ− A1)F1(λ) =

[
L(λ) 0
0 Inl−n

]
= E2(λ)(B2λ− A2)F2(λ),

G1(λ)rev(B1λ− A1)H1(λ) =

[
rev(L(λ)) 0

0 Inl−n

]
= G2(λ)rev(B2λ− A2)H2(λ).

És a dir, ha de ser

B1λ− A1 = E(λ)(B2λ− A2)F (λ), rev(B1λ− A1) = G(λ)rev(B2λ− A2)H(λ)

Doncs λB1 − A1 i λB2 − A2 tenen els mateixos divisors elementals finits i infinits.

Per tant, λB1 − A1
e∼ λB2 − A2. □

La forma local de Smith ens permet establir un criteri per a determinar si un
feix és linealització (forta) o no, com mostra la següent proposició.

Proposició 3.3.13. ([Lan08]) Siguin L(λ) =
∑l

i=0 Aiλ
i ∈ Cn×n[λ] i qualsevol

λB − A ∈ Cnl×nl[λ]. Si ∀λj ∈ Specfin(L(λ)), tal que λj ̸= λi si j ̸= i, existeixen
Eλj

(λ), Fλj
(λ) ∈ Cnl×nl[λ] unimodulars tals que det(Eλj

(λj)) ̸= 0 i det(Fλj
(λj)) ̸= 0

complint [
L(λ) 0
0 Inl−n

]
= Eλj

(λ)(λB − A)Fλj
(λ),

llavors λB − A és una linealització de L(λ).

Si a més L(λ) té un VAP a l’infinit i ∃E0(λ), F0(λ) ∈ Cnl×nl[λ] unimodulars tals
que det(E0(0)) ̸= 0 i det(F0(0)) ̸= 0 complint[

rev(L(λ)) 0
0 Inl−n

]
= E0(λ)(B − λA)F0(λ),

llavors λA−B és una linealització forta de L(λ).

Demostració. Pel Lema 2.1.16, tenim que λB −A i L(λ) tenen les mateixes multi-
plicitats parcials en cada VAP. Llavors el resultat és conseqüència de la Proposició
3.3.9. □
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3.4 Altres linealitzacions per a matrius

polinomials regulars

Tal com acabem de veure, a part de les Primera i Segona Matrius Companyes, hi
ha altres linealitzacions de L(λ).

3.4.1 Matrius de Fiedler

Un desavantatge de la Primera Matriu Companya és que pot no reflectir l’estructura
algebraica de la matriu a linealitzar, per això sorgeixen les matrius companyes de
Fiedler ([DPR19], [DDM10]).

Definició 3.4.1. Siguin Mi ∈ Cnl×nl definides com

M0 =

[
−A0 0
0 Inl−n

]
, Mj =


Inj−n 0 0 0
0 0 In 0
0 In −Aj 0
0 0 0 Inl−nj−n

 i Ml =

[
Inl−n 0
0 Al

]

per j = 1, . . . , l − 1. Donada una permutació σ = (σ(0), . . . , σ(l − 1)) de la l-tupla
(0, . . . , l − 1), diem que Fσ = Mσ(0) · · ·Mσ(l−1) ∈ Cnl×nl és la matriu companya de
Fiedler de L(λ) associada a σ.

En particular tenim que C1L(λ) = λMl−Fσ1 per a σ1 = (l−1, . . . , 0). Com cada
factor Mi de les matrius companyes de Fiedler és simètric, per a σ2 = (0, . . . , l− 1),
Fσ2 = M0 · · ·Ml−1 = (Ml−1 · · ·M0)

T = CT
1 = C2. Per tant, tindrem una altra

manera de construir linealitzacions fortes a partir de la Primera Matriu Companya
de L(λ), com mostra la següent proposició.

Proposició 3.4.2. ([DPR19]) Sigui C1L(λ) la Primera Matriu Companya de L(λ).
Llavors per a tota permutació σ de la l-tupla (0, . . . , l − 1), λMl − Fσ

e∼ C1L(λ).

Exemple 3.4.3. Considerem

L(λ) =

[
λ2 − 3λ 2

4 λ3

]
∈ C2×2[λ].

Definim les matrius

M0 =



0 −2 0 0 0 0
−4 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

 ∈ C6×6, M1 =



0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
1 0 3 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

 ∈ C6×6

M2 =



1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
0 0 1 0 −1 0
0 0 0 1 0 0

 ∈ C6×6, M3 =



1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1

 ∈ C6×6.
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Siguin σ1 = (210) i σ2 = (021). Les seves matrius companyes de Fiedler són

Fσ1 =



0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
0 −2 3 0 −1 0
−4 0 0 0 0 0

 i Fσ2 =



0 0 0 −2 0 0
0 0 −4 0 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
1 0 3 0 −1 0
0 1 0 0 0 0

 .

Observem que λM3 − Fσ1 és la Primera Matriu Companya de L(λ).

I tenim que λM3 − Fσ2 és linealització forta de L(λ).

3.4.2 Linealització descomponible

Donada una parella descomponible de L(λ), podem determinar una linealització de
L(λ) i, com es mostra en la segona part de la següent proposició, podem definir de
manera equivalent una parella descomponible.

Proposició 3.4.4. ([Coh83]) Sigui (
[
X1 X2

]
,

[
T1 0
0 T2

]
) una parella descomponi-

ble de L(λ). Llavors

T (λ) =

[
Imλ− T1 0

0 T2λ− Inl−m

]
∈ Cnl×nl[λ]

és linealització forta de L(λ), que anomenarem linealització descomponible de L(λ).

A més

C1L(λ)Sl−1 =

[
Sl−2

V

]
T (λ) (3.4.1)

on

• C1L(λ) ∈ Cnl×nl[λ] és la Primera Matriu Companya de L(λ);

• Sl−1 = col(X1T
i
1, X2T

l−1−i
2 )l−1

i=0 ∈ Cnl×nl;

• Sl−2 =col(X1T
i
1, X2T

l−2−i
2 )l−2

i=0 ∈ C(nl−n)×nl;

• V =
[
AlX1T

l−1
1 −

∑l−1
i=0 AiX2T

l−1−i
2

]
∈ Cn×nl.

Demostració. Les primeres nl − n files de (3.4.1) consonen per construcció, ja queλIn −In . . . 0
...

. . .
. . .

...
0 . . . λIn −In

Sl−1 = Sl−2T (λ) ∈ C(nl−n)×nl[λ]. (3.4.2)

I les últimes n files de (3.4.1) es desprenen de la Definició 2.2.10, en particular
de la condició (2). De manera que[

A0 A1 . . . Al−2 λAl + Al−1

]
Sl−1 = V T (λ) ∈ Cn×nl[λ].

30



A més,

det

[
Sl−2

V

]
̸= 0,

perquè sinó tindŕıem que det(C1L(λ)) ≡ 0, cosa que contradiria que C1L(λ) ∼ L(λ)
pel fet que det(L(λ)) ̸≡ 0.

Per tant, T (λ)
e∼ C1L(λ) que és linealització forta de L(λ). □

Exemple 3.4.5. Continuant amb l’Exemple 2.2.19, considerem

L(λ) =

[
−(λ− 1)3 λ

0 λ+ 1

]
∈ C2×2[λ] i (

[
1 0 0 1 0 0
0 0 0 8 1 0

]
,


1 1 0 0 0 0
0 1 1 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 −1 0 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0

)

una parella descomponible de L(λ).

Vegem que

T (λ) =

[
I4λ− T1 0

0 T2λ− I2

]
=



λ− 1 −1 0 0 0 0
0 λ− 1 −1 0 0 0
0 0 λ− 1 0 0 0
0 0 0 λ+ 1 0 0
0 0 0 0 −1 λ
0 0 0 0 0 −1

 ∈ C6×6[λ]

és linealització de L(λ).

Tenim que

C1L(λ) =



λ 0 −1 0 0 0
0 λ 0 −1 0 0
0 0 λ 0 −1 0
0 0 0 λ 0 −1
1 0 −3 1 −λ+ 3 0
0 1 0 1 0 0

 ∈ C6×6[λ]

i

[
S1

V

]
=

 X1 X2T2

X1T1 X2

A3X1T
2
1 −

∑2
i=0AiX2T

2−i
2

 =



1 0 0 1 0 0
0 0 0 8 0 1
1 1 0 −1 0 0
0 0 0 −8 1 0
−1 −2 −1 −1 0 −1
0 0 0 0 0 −1

 ∈ C6×6.

Per tant,

C1L(λ)S2 =



λ− 1 −1 0 λ+ 1 0 0
0 0 0 8λ+ 8 0 −1

λ− 1 λ− 2 −1 −λ− 1 0 0
0 0 0 −8λ− 8 −1 λ

−λ+ 1 −2λ+ 3 −λ+ 3 −λ− 1 0 1
0 0 0 0 0 1

 =

[
S1

V

]
T (λ).
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En particular, si tenim una parella de Jordan d’una matriu polinomial obtenim
una forma canònica de forma semblant a la forma canònica de Jordan per a matrius.

Teorema 3.4.6 (Forma de Weierstrass). ([LP06]) Si λB − A ∈ Cnl×nl[λ] és una
linealització de L(λ), llavors λB−A

e∼ W (λ), que anomenarem forma canònica de
Weierstrass, on
W (λ) = diag(Ik1+λJk1(0), . . . , Ikp+λJkp(0), λIl1+Jl1(λ1), . . . , λIlq+Jlq(λq)) ∈ Cnl×nl[λ]

i Jk(λi) ∈ Ck×k[λ] és el bloc de Jordan corresponent a λi ∈ Spec(L(λ)).

Si posem que l’infinit té multiplicitat algebraica igual a κ =
∑p

i=1 ki. Llavors
podem denotar la linealització de Weierstrass com

W (λ) =

[
Iκ + λW∞ 0

0 Wfin(λ)

]
∈ Cnl×nl[λ]

on W∞ = diag(Jk1(0), . . . , Jkp(0)) i Wfin(λ) = diag(λIl1 + Jl1(λ1), . . . , λIlq + Jlq(λq)).

Exemple 3.4.7. Considerem

L(λ) =

[
λ2 − 1 3
−1 −1

]
∈ C2×2[λ].

Tenim que det(L(λ)) = −(λ+ 2)(λ− 2).

El seu revers és

rev(L(λ)) =

[
1− λ2 3λ2

−λ2 −λ2

]
∈ C2×2[λ]

Tenim que det(rev(L(λ))) = λ2(4λ2−1). Per tant, ∞ ∈ Spec(L(λ)) té multiplicitat
algebraica 2.

Com la forma local de Smith de rev(L(λ)) en λ = 0 és

rev(L(λ)) =

[
1− 4λ2 3

0 −1

] [
1 0
0 λ2

] [
1 0
1 1

]
,

tenim que l’∞ té multiplicitats parcials k1 = 0, k2 = 2.

Per tant la forma canònica de Weierstrass de L(λ) és

W (λ) =


1 λ 0 0
0 1 0 0
0 0 λ− 2 0
0 0 0 λ+ 2

 ∈ C4×4[λ].
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Caṕıtol 4

Resolvent i problema invers

Recordem que la forma resolvent d’una matriu A ∈ Cn×n es defineix com

RA(λ) = (Inλ− A)−1 ∈ Cn×n[λ], λ ∈ C tals que λ ̸∈ Spec(A).

En el cas de matrius polinomials L(λ) ∈ Cn×n[λ] la resolvent es defineix com

RL(λ) = L(λ)−1 ∈ Cn×n[λ], λ ∈ C tals que λ ̸∈ Spec(L(λ)).

En la primera part d’aquest caṕıtol veurem la relació entre la resolvent i linea-
litzacions d’una matriu polinomial.

En la segona part, estudiarem el problema invers de la linealització. És a dir
donada una linealització estudiarem quan existeix una matriu polinomial que la té
com a linealització.

4.1 Resolvent de matrius polinomials regulars

En general, a partir d’una linealització descomponible podrem trobar la resolvent
d’una matriu polinomial. És a dir, expressarem

RL(λ) = L(λ)−1 ∈ Cn×n[λ], λ ∈ C tals que λ ̸∈ Spec(L(λ))

en termes d’una parella descomponible i la linealització descomponible corresponent.

Teorema 4.1.1. ([GLR82]) Sigui L(λ) =
∑l

i=0Aiλ
i ∈ Cn×n[λ], i considerem

(
[
X1 X2

]
,

[
T1 0
0 T2

]
,

[
Z1

Z2

]
) una terna descomponible de L(λ) i T (λ) ∈ Cnl×nl[λ] la

linealització descomponible corresponent. Llavors

L(λ)−1 =
[
X1 X2

]
T (λ)−1

[
Z1

Z2

]
, ∀λ ̸∈ Spec(L(λ)).

Demostració. Notem que, com hem vist en la Proposició 3.4.4,

det

[
Sl−2

V

]
̸= 0.
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Podem escriure (3.3.1) com[
L(λ)−1 0

0 Inl−n

]
= F (λ)C1L(λ)

−1E(λ)−1.

Aleshores multiplicant-hi a l’esquerra per
[
In 0 . . . 0

]
∈ Cn×nl i a la dreta per[

In 0 . . . 0
]T ∈ Cnl×n, obtenim que

L(λ)−1 =
[
In 0 . . . 0

]
C1L(λ)

−1
[
0 . . . 0 In

]T
. (4.1.1)

I a partir de (3.4.1) i de propietats del producte de matrius polinomials veiem que

L(λ)−1 =
[
In 0 . . . 0

]
Sl−1T (λ)

−1

[
Sl−2

V

]−1 [
0 . . . 0 In

]T
=

=
[
X1 X2T

l−1
2

]
T (λ)−1

[
Sl−2

V

]−1 [
0 . . . 0 In

]T
=

=
[
X1 X2

] [Im 0
0 T l−1

2

]
T (λ)−1

[
Sl−2

V

]−1 [
0 . . . 0 In

]T
=

=
[
X1 X2

]
T (λ)−1

[
Im 0
0 T l−1

2

] [
Sl−2

V

]−1 [
0 . . . 0 In

]T
.

□

Exemple 4.1.2. Continuant amb l’Exemple 2.2.19, considerem

L(λ) =

[
−λ3 + 3λ2 − 3λ+ 1 λ

0 λ+ 1

]
∈ C2×2[λ].

Calculem det(L(λ)) = −(λ− 1)3(λ+ 1) = 0 ⇐⇒ λ = ±1.

Doncs per a λ ̸= ±1, tenim que

L(λ)−1 =

 −1

λ3 − 3λ2 + 3λ− 1

λ

λ4 − λ3 + 2λ− 1

0
1

λ+ 1

 =

=
[
X1 X2

]
T (λ)−1

[
I4 0
0 T 2

2

] [
Sl−2

V

]−1 [
0 0 I2

]T ∈ C2×2[λ].

En particular, en el cas que L(λ) sigui mònica, amb qualsevol linealització de
L(λ) podem obtenir la seva resolvent partint d’una terna estàndard corresponent.
Tal com veurem en el següent corol·lari.

Corol·lari 4.1.3. ([LT85]) Sigui (X,T, Y ) una terna estàndard de L(λ), llavors

L(λ)−1 = X(Inlλ− T )−1Y, ∀λ /∈ Spec(L(λ)).
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Observació 4.1.4. Si L(λ) és mònica, en particular, tenim que la Primera Matriu
Companya és de la forma C1L(λ) = Inlλ−C1. I de l’expressió (4.1.1) dedüım que es
pot expressar RL(λ) = L(λ)−1 en termes de la Primera Matriu Companya de L(λ)
en el cas mònic. Llavors ∀λ /∈ Spec(L(λ)) tenim que

L(λ)−1 = P1(Inlλ− C1)
−1R1

on C1 ∈ Cnl×nl[λ] és la Primera Matriu Companya de L(λ),

P1 =
[
In 0 . . . 0

]
∈ Cn×nl i R1 =

[
0 . . . 0 In

]T ∈ Cnl×n.

Observació 4.1.5. En el cas que det(Al) ̸= 0, obtenim la resolvent amb

R1 =
[
0 . . . 0 A−1

l

]T ∈ Cnl×n.

4.2 El problema invers de la linealització

El nostre objectiu és respondre a la següent pregunta:

Quan és (X,T ), admissible per a L(λ) =
∑l

i=0Aiλ
i ∈ Cn×n[λ], una parella

descomponible d’alguna L(λ) regular de grau l?

En el següent teorema obtindrem exactament qui és L(λ) mitjançant els termes
de la parella descomponible corresponent.

Teorema 4.2.1. ([Coh83]) Sigui (X,T ) = (
[
X1 X2

]
,

[
T1 0
0 T2

]
) una parella ad-

missible per a L(λ) =
∑l

i=0Aiλ
i ∈ Cn×n[λ]. Si

L(λ) = V

[
Imλ− T1 0

0 T2λ− Inl−m

]
(U0 +U1λ+ . . .+Ul−1λ

l−1) ∈ Cn×n[λ], (4.2.1)

on V =
[
AlX1T

l−1
1 −

∑l−1
i=0AiX2T

l−1−i
2

]
∈ Cn×nl i

[
U0 . . . Ul−1

]
= S−1

l−1 ∈ Cnl×nl,

aleshores (X,T ) és parella descomponible de L(λ).

Demostració. Si L(λ) =
∑l

i=0Aiλ
i ∈ Cn×n[λ] és de la forma (4.2.1), n’obtenim els

seus coeficients separant la linealització descomponible la qual depèn de λ i la que
n’és independent. Comparant graus tenim que

[
A0 . . . Al

]
= V

([
Im 0
0 T2

]
S−1
l−1

[
0 Inl

]
−
[
T1 0
0 Inl−m

]
S−1
l−1

[
Inl 0

])
.

De la igualtat (3.4.2), en dedüım que

S−1
l−1

λIn −In . . . 0
...

. . .
. . .

...
0 . . . λIn −In

Sl = T (λ).
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Tenim que[
A0 . . . Al

]
Sl = V

([
Im 0
0 T2

]
S−1
l−1

[
0 Inl

]
Sl −

[
T1 0
0 Inl−m

]
S−1
l−1

[
Inl 0

]
Sl

)
=

= V

([
Im 0
0 T2

] [
T1 0
0 Inl−m

]
−
[
T1 0
0 Inl−m

] [
Im 0
0 T2

])
= 0.

Per tant que (X,T ) és parella descomponible de L(λ). □

Exemple 4.2.2. Considerem

(X,T ) = (

[
1 0 0 1 0 0
0 0 0 8 1 0

]
,



1 1 0 0 0 0
0 1 1 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 −1 0 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0

)

una parella admissible de

L(λ) =

[
−(λ− 1)3 λ

0 λ+ 1

]
∈ C2×2[λ].

Calculem

V =

[
−1 −2 −1 −1 0 −1
0 0 0 0 0 −1

]
∈ C2×6, S−1

2 =
1

8


8 −1 0 0 0 0
−8 2 8 0 0 0
8 −4 −16 0 8 0
0 1 0 0 0 0
0 −8 0 0 0 8
0 8 0 8 0 0

 ∈ C6×6.

i veiem que

L(λ) =

[
−(λ− 1)3 λ

0 λ+ 1

]
= V

[
I4λ− T1 0

0 T2λ− I2

]
S−1
2 col(I2λ

i)2i=0 ∈ C2×2[λ].

Per tant, (X,T ) és parella descomponible de L(λ).

En el cas mònic, ens preguntem:

Quan és (X,T ), admissible per a L(λ) = Inλ
l+
∑l−1

i=0Aiλ
i ∈ Cn×n[λ], una parella

estàndard d’alguna L(λ) mònica regular de grau l?

En el següent corol·lari obtindrem exactament qui és L(λ) mitjançant els termes
de la parella estàndard corresponent.

Corol·lari 4.2.3. ([GLR05]) Sigui (X,T ) una parella admissible per a L(λ) =
= Inλ

l +
∑l−1

i=0Aiλ
i ∈ Cn×n[λ]. Si

L(λ) = Inλ
l −XT l(V1 + V2λ+ . . .+ Vlλ

l−1),

on Vi ∈ Cnl×n tals que fil(Vi)
l
i=1 = [col(XT i)l−1

i=0]
−1 aleshores (X,T ) és parella

estàndard de L(λ).
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Caṕıtol 5

Aplicacions de la linealització

Les matrius polinomials tenen una infinitat d’aplicacions en camps com l’enginyeria,
la f́ısica, la teoria de control... En el cas de les linealitzacions algunes aplicacions es
troben en:

Anàlisi numèric La linealització s’usa per a simplificar l’anàlisi de matrius po-
linomials i dissenyar algorismes profitosos per a la seva manipulació. Això
pot ser útil per a una varietat de camps, incloent-hi l’àlgebra lineal numèrica,
la ciència computacional o els problemes dels VAPs. ([LLW12], [LRY17],
[MT01])

Sistemes d’equacions diferencials lineals Per a modelar sistemes d’equacions
diferencials lineals habitualment s’utilitzen matrius polinomials per a descriure
sistemes f́ısics. La linealització en simplifica l’anàlisi i la solució d’aquests,
cosa que permet fer ús de tècniques d’àlgebra lineal i de teoria de matrius.
([CDF38], [CLV89])

Sistemes de control Les matrius polinomials normalment són emprades per a
descriure sistemes de control lineals que es fan servir per a explicar el com-
portament de sistemes f́ısics. La linealització en simplifica l’anàlisi i el disseny
d’aquests, cosa que permet fer ús de tècniques de teoria de control i d’àlgebra
lineal. ([LW07], [JLR19])

5.1 Aplicació a equacions diferencials

i en diferències (cas mònic)

Considerem el sistema d’equacions diferencials

L
( d

dt

)
x(t) =

dlx

dtl
+

l−1∑
i=0

Ai
dix

dti
= f(t), −∞ < |t| < ∞ (5.1.1)

on f(t) és una funció vectorial n-dimensional sobre C cont́ınua a trossos.
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Una solució general x(t) ∈ Cl(C) de (5.1.1) es pot expressar com

x(t) = xh(t) + xp(t)

amb xh(t) solució general de l’equació homogènia

L
( d

dt

)
x(t) = 0 (5.1.2)

i xp(t) una solució particular de l’equació no homogènia inicial (5.1.1).

Proposició 5.1.1. ([Chr95]) Les solucions de l’equació homogènia (5.1.2) formen
un espai vectorial que denotarem per φ(L).

A més,
dim(φ(L)) = nl = gr(det(L(λ))). (5.1.3)

Teorema 5.1.2. ([GLR82]) La solució general de l’equació (5.1.1) es pot escriure
com

x(t) = P1e
tC1zr + P1

∫ t

0

e(t−s)C1R1f(s)ds

on C1 ∈ Cnl×nl és la Primera Matriu Companya de L(λ),

P1 =
[
In 0 . . . 0

]
∈ Cn×nl, R1 =

[
0 . . . 0 In

]T ∈ Cnl×n

i zr ∈ Cnl×1 arbitrari. En particular, la solució general de l’equació homogènia
(5.1.2) és

x(t) = P1e
tC1zr. (5.1.4)

Demostració. Comprovem que l’expressió (5.1.4) és solució general de l’equació ho-
mogènia (5.1.2) per a qualsevol zr ∈ Cnl×1.

Com
dix(t)

dti
= P1C

i
l e

tC1zr per i = 0, 1, . . . , l, tenim

L(
d

dt
)x(t) = P1C

l
1e

tC1zr + Al−1P1C
l−1
1 etC1zr + . . .+ A0P1C

0
1e

tC1 =

=
[
−A0 −A1 . . . −Al

]
etC1zr+

+ (Al−1

[
0 . . . 0 In

]
+ . . .+ A0

[
In 0 . . . 0

]
)etC1zr = 0.

Vegem que (5.1.4) dona totes les solucions de l’equació homogènia (5.1.2). Ha-
vent vist (5.1.3), cal veure que si P1e

tC1zr ≡ 0, llavors zr = 0. Derivant tenim
P1C

i
1e

tC1zr ≡ 0 per a i = 0, 1, . . .. En particular, [col(P1C
i
1)

l−1
i=0]e

tC1zr ≡ 0. Però per
(2.2.1) sabem que col(P1C

i
1)

l−1
i=0 = Inl. Doncs ha de ser etC1zr ≡ 0. Com etC1 és no

singular, és zr = 0.

Finalment, fent el canvi x0 = x, xi =
dxi−1

dt
per i = 1, . . . , l− 1, redüım (5.1.1) a

dx̃

dt
= C1x̃+ g(t) (5.1.5)
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on

x̃ =

 x0

...
xl−1

 ∈ Cnl×1 i g(t) =


0
...
0

f(t)

 ∈ Cnl×1.

La solució de (5.1.5) és

x̃(t) =

∫ t

0

e(t−s)C1g(s)ds.

Multiplicant per P1 a l’esquerra, tenim que x0 = xp(t) = P1

∫ t

0
e(t−s)C1g(s)ds. Com

g(t) = R1f(t) trobem que xp(t) = P1

∫ t

0
e(t−s)C1R1f(t)ds.

Per tant, x(t) = xh(t) + xp(t) = P1e
tC1zr + P1

∫ t

0
e(t−s)C1R1f(s)ds. □

Exemple 5.1.3. Considerem

L(λ) =

[
1 0
0 1

]
λ2 +

[
0 1
0 0

]
∈ C2×2[λ].

La seva equació diferencial associada és

L
( d

dt

)
x(t) =

d2x

dt2
+

[
0 1
0 0

]
x =

[
2t+ 1

t

]
. (5.1.6)

Volem trobar una solució general de la forma x(t) = xh(t) + xp(t), on xh(t) és
solució de

d2x

dt2
+

[
0 1
0 0

]
x = 0

i xp(t) és una solució particular de (5.1.6).

Usem el canvi x0 = x, x1 =
dx0

dt
, de manera que redüım (5.1.6) a

d

dt

[
x0

x1

]
= C1

[
x0

x1

]
+


0
0

2t+ 1
t

 ∈ C2×2, on C1 =


0 0 1 0
0 0 0 1
0 −1 0 0
0 0 0 0

 ∈ C4×4.

La seva solució és [
x0

x1

]
=

∫ t

0

e(t−s)C1


0
0

2s+ 1
s

 ds.

Llavors xp =
∫ t

0

[
I2 0

]
e(t−s)C1

[
0
I2

]
f(s)ds.

Com xh =
[
I2 0

]
etC1zr per a qualsevol zr ∈ C4×1. La solució general de (5.1.6)

és

x(t) =
[
I2 0

]
etC1zr +

∫ t

0

[
I2 0

]
e(t−s)C1

[
0
I2

] [
2t+ 1

t

]
ds.
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Sigui el sistema d’equacions en diferències

xj+l + Al−1xj+l−1 + . . .+ A0xj = yj, j = 0, 1, . . . (5.1.7)

on (y0, y1, . . .) és una successió de vectors n-dimensionals donada i (x0, x1, . . .) és la
successió a trobar.

Considerem el conjunt de successions (x0, x1, . . .) tal que xm ∈ Cn×1 com l’espai
vectorial complex, on la suma i el producte per un nombre complex estan definits
per coordenades.

La solució general x = (x0, x1, . . .), com en el cas d’equacions diferencials, es pot
expressar com x = xh + xp, on xp és una solució particular de (5.1.7) fixada i xh és
una solució general de l’equació homogènia

xj+l + Al−1xj+l−1 + . . .+ A0xj = 0, j = 0, 1, . . . . (5.1.8)

Teorema 5.1.4. ([GLR82]) La solució general de l’equació (5.1.7) es pot escriure
com

xj = P1C
j
1zr + P1

j−1∑
k=0

Cj−k−1
1 R1yk, j = 0, 1, . . .

on C1 ∈ Cnl×nl és la Primera Matriu Companya de L(λ),

P1 =
[
In 0 . . . 0

]
∈ Cn×nl, R1 =

[
0 . . . 0 In

]T ∈ Cnl×n

i zr ∈ Cnl×1 arbitrari. En particular, la solució general de l’equació homogènia
(5.1.8) és

xj = P1C
i
1zr, j = 0, 1, . . . . (5.1.9)

Demostració. És clar que (5.1.9) és solució general de l’equació homogènia (5.1.8)
per a qualsevol zr ∈ Cnl×1.

I anàlogament al cas de l’equació diferencial, tenim que (5.1.9) dona totes les
solucions de l’equació homogènia (5.1.8).

Vegem que

xp,0 = 0 i xp,j = P1

j−1∑
k=0

Cj−k−1
1 R1yk, j = 1, 2, . . .

és una solució particular de (5.1.7). En efecte,

xp,j+l + Al−1xp,j+l−1 + . . .+ A0xp,j =

= P1

j+l−1∑
k=0

Cj+l−k−1
1 R1yk + Al−1P1

j+l−2∑
k=0

Cj+l−k−2
1 R1yk + . . .+ A0P1

j−1∑
k=0

Cj−k−1
1 R1yk.

40



Agrupant els termes que multipliquen y0, els d’y1, i successivament, tenim que(
P1C

j+l−1
1 +

l−1∑
i=0

AiP1C
j+i−1
1

)
R1y0 +

(
P1C

j+l−2
1 +

l−1∑
i=0

AiP1C
j+i−2
1

)
R1y1+

+ . . .+
(
P1C

l
1 +

l−1∑
i=0

AiP1C
i
1

)
R1yj−1 +

(
P1C

l−1
1 +

l−1∑
i=0

AiP1C
i−1
1

)
R1yj+

+
(
P1C

l−2
1 +

l−1∑
i=0

AiP1C
i−2
1

)
R1yj+1 + . . .+

(
P1C

0
1 +

l−1∑
i=0

AiP1C
−l+i
1

)
R1yj+l−1.

Si considerem Ck
1 nul·la per k < 0. Juntament amb (2.2.1), sabem que

P1C
k
1R1 =

{
0 si k = 0, . . . , l − 2

In si k = l − 1.

Doncs tots els sumands són igual a 0, excepte In que multiplica yj. □

Exemple 5.1.5. Considerem l’equació en diferències[
1 0
0 1

]
xj+2 +

[
0 1
0 0

]
xj = yj ∈ C2×1 per j = 0, 1, . . . . (5.1.10)

On (y0, y1, . . . , yj, . . .) = (

[
0
0

]
,

[
1
1

]
, . . . ,

[
j
j

]
, . . .)

Comprovem que

xj =
[
I2 0

]
Cj

1zr +
[
I2 0

] j−1∑
k=0

Cj−k−1
1

[
0
I2

] [
k
k

]
∈ C2×1, j = 0, 1, . . .

és solució de (5.1.10), per a qualsevol zr ∈ C4×1.

Cal veure que

xp,0 = 0 i xp,j =
[
I2 0

] j−1∑
k=0

Cj−k−1
1

[
0
I2

] [
k
k

]
, j = 1, 2, . . .

és solució particular de (5.1.10). Substituint-hi les expressions anteriors obtenim[
1 0
0 1

]
xp,j+2 +

[
0 1
0 0

]
xp,j =

[
j
j

]
.

5.2 Aplicació a equacions diferencials

i en diferències (cas no mònic)

Considerem sistemes d’equacions diferencials i en diferències lineals d’ordre l amb
coeficients constants. En cada cas tindrem una matriu polinomial de grau l amb
determinant diferent de zero.
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A diferència del cas mònic, no podrem resoldre, en general, el sistema associat
a una matriu polinomial no mònica per a totes les funcions cont́ınues per la dreta.
Pel fet que pot existir estructura espectral a l’∞.

Considerem el sistema d’equacions diferencials

L(
d

dt
)u = A0u+ A1

d

dt
u+ . . .+ Al

dl

dtl
u = f, (5.2.1)

on f és una funció vectorial n-dimensional sobre C de variable t i u = u(t) ∈ Cn×1.

Volem expressar la solució de (5.2.1) en termes d’una terna descomponible de
L(λ). Tal com veurem en el següent teorema.

Teorema 5.2.1. ([GLR82]) Donades L(λ) =
∑l

i=0Aiλ
i ∈ Cn×n[λ] i una terna des-

componible de L(λ), (
[
X1 X2

]
,

[
T1 0
0 T2

]
,

[
Z1

Z2

]
). Suposem que m = gr(det(L(λ)))

i que ∃q ∈ Z>0 tal que T q
2 = 0. Llavors ∀f(t) ∈ Cq+l−1(C) la solució general de

l’equació (5.2.1) es pot escriure com

u(t) = X1e
T1tx+

∫ t

t0

X1e
T1(t−s)Z1f(s)ds−

q−1∑
i=0

X2T
i
2Z2f

(i)(t), (5.2.2)

on x ∈ Cm×1 arbitrari.

Demostració. Vegem primer que (5.2.2) és solució de (5.2.1).

Per a k = 0, 1, . . . , l tenim que

u(k)(t) = X1T
k
1 e

T1tx+
k−1∑
j=0

X1T
k−1−j
1 Z1f

(j)(t)+

+

∫ t

t0

X1T
k
1 e

T1(t−s)Z1f(s)ds−
q−1∑
i=0

X2T
i
2Z2f

(i+k)(t).

Per tant,

l∑
k=0

Aku
(k)(t) =

(
l∑

k=0

AkX1T
k
1

)
eT1tx+

l∑
k=0

k−1∑
j=0

AkX1T
k−1−j
1 Z1f

(j)(t)+

+

∫ t

t0

(
l∑

k=0

AkX1T
k
1

)
eT1(t−s)Z1f(s)ds−

q−1∑
i=0

l∑
k=0

AkX2T
i
2Z2f

(i+k)(t).

Com (X,T, Z) és terna descomponible, tenim que
∑l

k=0AkX1T
k
1 = 0. Per tant,

l∑
k=0

Aku
(k)(t) =

l+q−1∑
i=0

(
l∑

k=i+1

AkX1T
k−1−j
1 Z1 −

i∑
k=0

AkX2T
i−k
2 Z2

)
f (j)(t), (5.2.3)

considerant
∑l

k=i+1 α = 0 si i+ 1 > l.

42



A més, tenim que

L(λ)−1 =
[
X1 X2

] [Imλ− T1 0
0 T2λ− Inl−m

]−1 [
Z1

Z2

]
, ∀λ ̸∈ Spec(L(λ)).

Podem representar la resolvent, per a |λ| prou gran, com

L(λ)−1 = −X2T
q−1
2 Z2λ

q−1 − . . .−X2T2Z2λ−X2Z2 +X1Z1λ
−1 +X1T1Z1λ

−2 + . . . .
(5.2.4)

El coeficient de f (j)(t) de la dreta de la igualtat (5.2.3) és igual al coeficient de λj

en el producte L(λ)L(λ)−1 = In. És a dir, comparant graus,
∑l

k=0Aku
(k)(t) = f(t).

Falta veure que (5.2.2) dona totes les solucions de l’equació (5.2.1).

Una solució general u(t) ∈ Cl(C) de (5.2.1) es pot expressar com

u(t) = uh(t) + up(t)

amb uh(t) solució general de l’equació homogènia

l∑
i=0

Aiu
(i)(t) = 0 (5.2.5)

i up(t) una solució particular de l’equació no homogènia inicial (5.2.1), és a dir, és
suficient veure que

uh(t) = X1e
T1tx, x ∈ Cm×1

és solució general de (5.2.5).

Donat que el conjunt de solucions de (5.2.5) és un espai vectorial m-dimensional,
hem de comprovar que uh(t) ≡ 0 és possible si i només si x = 0. En efecte,

uh(t) ≡ 0 =⇒ u
(i)
h (t) = X1T

i
1e

T1tx = 0 i = 1, . . . , l − 1 =⇒
=⇒ col(X1T

i
1)

l−1
i=0e

T1tx = 0 =⇒ eT1tx = 0 =⇒ x = 0.

□

Sigui el sistema d’equacions en diferències

Aluj+l + Al−1uj+l−1 + . . .+ A0uj = vj, j = 0, 1, . . . (5.2.6)

on (v0, v1, . . .) és una successió de vectors n-dimensionals donada i (u0, u1, . . .) és la
successió a trobar.

Teorema 5.2.2. ([GLR82]) Donades L(λ) =
∑l

i=0Aiλ
i ∈ Cn×n[λ] i una terna des-

componible de L(λ), (
[
X1 X2

]
,

[
T1 0
0 T2

]
,

[
Z1

Z2

]
). Siguin {vj}∞j=0 una successió de

vectors n-dimensionals i m = gr(det(L(λ))). Llavors la solució general de (5.2.6)
es pot escriure com

u0 = X1x−
q−1∑
i=0

X2T
i
2Z2vi,

uj = X1T
j
1x−

q−1∑
i=0

X2T
i
2Z2vi+j +

j−1∑
s=0

X1T
j−s−1
1 Z1vs, j = 1, 2, . . . ,

on x ∈ Cm×1 arbitrari.
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Demostració. Una solució general de (5.2.6) és

uj = X1T
j
1x, j = 0, 1, . . . .

Doncs és suficient veure que la successió {φj}∞j=0 donada per

φ0 = −
q−1∑
i=0

X2T
i
2Z2vi,

φj = −
q−1∑
i=0

X2T
i
2Z2vi+j +

j−1∑
s=0

X1T
j−s−1
1 Z1vs, j = 1, 2, . . . ,

és solució de (5.2.6). En efecte,

A0φj + A1φj+1 + . . .+ Alφj+l =

=
l∑

k=0

j+k−1∑
s=0

AkX1T
j+k−s−1
1 Z1vs −

l∑
k=0

q−1∑
i=0

AkX2T
i
2Z2vj+k+i =

=
∞∑
i=0

(
∞∑
k=0

AkX1T
j+k−i−1
1 Z1 −

∞∑
k=0

AkX2T
i−k−j
2 Z2,

)
vi,

(5.2.7)

on Tα
1 = 0, Tα

2 = 0 si α < 0. Usant (5.2.4), tenim que el coeficient de vi de la dreta
de la igualtat (5.2.7) és igual al coeficient de λi−j en el producte L(λ)L(λ)−1 = In.
És a dir, comparant graus,

∑l
k=0Akφj+k = vj per i = j. □
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