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Abstract

The usual way to numerically find the spectral structure of a regular matrix polyno-
mial is to linearize it and then calculate eigenvalues and eigenvectors using numerical
techniques for pencils of matrices. The aim of this project is to study linearization
of square matrix polynomials that are regular. Given a matrix polynomial of degree
[, linearization involves finding an equivalent one of degree 1. In order to find an
equivalent matrix pencil, the case in which matrix polynomials are monic with the
First Companion Matrix as a linearization is first discussed. Moreover, in the non-
monic case, a generalised First Companion Matrix is found to be a linearization.
Taking these into account, numerous linearizations are determined. To sum up ap-
plications such as calculating the resolvent form, the inverse problem and obtaining
solutions of differential and difference equations are seen.

Resum

La forma estandard de trobar numericament ’estructura espectral d’una matriu
polinomial regular és linealitzar-la i llavors calcular els VAPs i els VEPs de la linea-
litzacié usant les tecniques numeriques per a feixos de matrius. L’objectiu principal
d’aquest treball és estudiar la linealitzacié de matrius polinomials regulars quadra-
des. Donada una matriu polinomial de grau [, la linealitzacié consisteix a trobar-ne
una de grau 1 equivalent. Primer s’estudia el cas monic amb la Primera Matriu
Companya com a primera linealitzacié per a trobar un feix de matrius equivalent.
Una linealitzacié en el cas no monic ve donada per una Primera Matriu Companya
generalitzada. Aquestes matrius polinomials permeten trobar altres linealitzaci-
ons. Finalment, es presenten aplicacions: la forma resolvent, el problema invers i
I’obtencié de solucions per a equacions diferencials i en diferencies.
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Introduccio

L’estudi exhaustiu de la teoria de matrius polinomials ha tingut forca influencia des
del 1980 per autors com Israel Gohberg, Peter Lancaster i Leiba Rodman ([GLR82]),
entre d’altres. Un plantejament inicial és 'estudi dels feixos de matrius ([Ganb9]),
és a dir les matrius polinomials de grau 1: BA+ A on A, B € C™*™.

Donada una matriu polinomial L(A), volem trobar un feix de matrius “equiva-
lent” que preservi el maxim de propietats de L(\), i que com a minim es preservi
I'estructura espectral de L(\) ([LP06]). Aquest feix BA+ A I'anomenarem linealit-
zacié de L()).

En aquest treball, ens centrarem a estudiar la linealitzacié pel cas de matrius
polinomials regulars quadrades ([Lan08]), és a dir donades Ay, ..., 4, € C™™ con-
siderarem

l
L(A) =) AN € C )
=0

tals que det(L(\)) # 0.

Comencarem estudiant el cas en que det(A4;) # 0 (cas monic). Un primer exemple
de linealitzacié de L(A) = I\ + 220 AN € C™ ()] és Iy\ — Cy € C*™™[)\] on

o I, ... 0
Cl — : : : c (Cnlxnl‘
0 0o ... I,
—AO —Al Ce _Al—l

En aquest cas es pot demostrar que tota matriu polinomial U (X)(IyA—Ch)V (A),
amb U(X), V()\) € C"*"[)\] unimodulars, també és linealitzacié de L(\) ([LT85]).

Si L(\) = 3, A\ € €[\ amb A; qualsevol (cas no monic), una linealitza-
ci6 ve donada per

L, ... 0 O 0 I, ... 0

Co(N = i i a—| s T ey,
0 ... I, 0 0 0 .. I,
0 ... 0 A “Ay Ay L A



El cas no monic és més delicat, ja que si bé C1,(\) preserva l'estructura espectral
al’oo de L()), tota matriu polinomial U(A)Cy1(A)V(A), amb U()), V(X)) € CM*[)]
unimodulars, no tindra necessariament la mateixa estructura espectral a ’'co que
L(\). En aquest cas ens cal introduir una linealitzacié ([GKL88]) més forta que en
el cas monic que involucrara el polinomi revers de L()), rev(L())). En particular
tindrem que tota matriu polinomial UC},(A\)V, amb U,V € C"*™ no singulars,
preserva l'estructura espectral a ’oc.

Les parelles estandards (cas monic ([LT85])) i les parelles descomponibles (cas
no monic ([GLR&2])) ens permeten obtenir més linealitzacions.

L’estudi de les linealitzacions ha estat focus d’interes des de fa 20 anys. Per una
part s’han obtingut linealitzacions de matrius polinomials rectangulars ([DDM12])
i de matrius polinomials singulars ([DDMO09]), aixi com linealitzacions de matrius
polinomials estructurades (hermitiques, simetriques...) ([AT12]).

Una aplicacié de les linealitzacions és el calcul de la resolvent de L(\)
Rp(\) = L(\)"t € C™"[)\], X € C tals que det(L()\)) # 0.
Podem representar la resolvent de L(A) mitjancant una parella estandard (cas

monic) o una parella descomponible (cas no monic).

Finalment, considerem el problema invers de la linealitzacié: donat un feix de
matrius, BA + A € C"™"[)], volem trobar totes les possibles matrius polinomials
que tenen BA 4+ A com a linealitzacié ([Coh83]).

Aquesta memoria esta distribuida en cinc capitols.
En el capitol 1 s’introdueixen conceptes basics de matrius polinomials quadrades.

El segon capitol esta dedicat a analitzar ’espectre d’una matriu polinomial re-
gular quadrada.

El tercer capitol mostra linealitzacions per a matrius polinomials regulars qua-
drades en el cas monic, comonic i en general. Al final del capitol s’introdueixen més
linealitzacions.

El capitol 4 se centra a mostrar com a partir de la linealitzacié d’una matriu
polinomial en podem calcular la seva resolvent i s’introdueix el problema invers.

Per acabar, el capitol 5 estudia el paper de les linealitzacions per a la resolucié
d’equacions diferencials i en diferencies.



Notacio

Comencem introduint una serie de notacions que usarem al llarg del treball.

Treballarem sobre un cos F, en general el cos dels nombres complexos F = C, i
direm que:

F"*™ representa el conjunt de matrius amb n files i m columnes amb coefici-

ents al cos F.

e Una matriu A € F™™ amb elements a;; es denota A=(a;;)1<i<n1<j<m. On

a;; es troba a la i-esima fila i j-esima columna. Sin = m diem que la matriu
és quadrada d’ordre n.

e Escriurem [,, € F™"*" la matriu identitat d’ordre n.

e Dos matrius A, B € F**™ s6n similars, A ~ B, si B = S~'AS per a alguna

«S

S € F™" no singular. “~” és relacié d’equivaléncia.

o AT € F™ " obtinguda a partir d’A € F™*™ intercanviant les files per les co-
lumnes, denotara la matriu transposada d’A. Es a dir AT = (@ji)1<j<m,1<i<n-

e El conjunt de valors propis d’A € F"*" el denotem per Spec(A) i 'anomenem
espectre d’A.

e Donades Z; € F™*™ denotem fil(Z;)?_, la matriu fila per blocs
(Zv Zipn ... Z,) € FmEH)
i, col(Z;)?_, la matriu columna per blocs

(Zk Zysr ... Z,)" e FrRxn,

e Donada A € F™™ Ker(A) = {z € F™*!|Az = 0} és el nucli d’A.

e [F[X] és el conjunt de polinomis en X amb coeficients en F.
[ F»*™[X], el conjunt de matrius polinomials en X de mida n x m.

e Denotarem per det(:) : C"*"[A] — C[A] el determinant d’una matriu polino-
mial quadrada, i per gr(-) : C"*™[\] — Zs¢ el grau d’'una matriu polinomial.

e Denotarem per #K el cardinal d’un conjunt K.






Capitol 1

Matrius polinomials quadrades

En aquest capitol introduirem conceptes i propietats generals sobre la teoria de
matrius polinomials. Prenem com a referencies basiques ([Ganb9], [LT85], [Mac33]).

Definim una matriu polinomial quadrada com
!
AN =D AN € CYN,
i=0

on A07A17 PN ,Al e Cmm,

Quan A; = [, diem que A(X) és monica de grau [, i si det(A;) = 0 diem que
estem sota el cas no monic.

Exemple 1.0.1.
an=| 2 M e
20 —1 A\

és una matriu polinomial monica de grau 2 (Ay = I5).

La suma de matrius polinomials es defineix de forma natural com en les matrius.
El producte no és commutatiu. Per tant, tenim dos casos en la divisio:

Definicié 1.0.2 (Divisi6 entre una matriu polinomial i un feizx).
Siguin A(N), I,A + B € C™"[A].

1. La divisio d’A(\) entre I, A + B per la dreta es pot expressar com
AN) = Qa(N)(In)+ B) + Ry,
on Qa(X) € C™[\] és el quocient dret i Ry € C™*™ és el residu dret.

2. La divisio d’A(\) entre I,\ + B per l'esquerra es pot expressar com
AN = (LA + B)Q.(\) + R.,

on Qe(N) € C""[A] és el quocient esquerre i R, € C™*™ és el residu esquerre.

bt



Les matrius polinomials invertibles s’anomenen unimodulars. Tenen una relacié
directa amb la matriu identitat i ens sén ttils per a reduir una matriu polinomial
a formes més senzilles.

Definicié 1.0.3. Sigui A(\) € C™"[\], diem que A(X\) és unimodular si

det(A(XN)) € C\ {0}.
Proposicié 1.0.4. ([LT85]) A()\) € C™*"[)\] és unimodular <= JA(N)~! € C™"[)].
Demostracio. Si det(A(N)) =t € C\ {0}, llavors els elements de la matriu inversa

s6n els menors d’ordre n — 1 d’A(\) dividits entre ¢ # 0. De manera que A(\)™*
esta formada per polinomis a C[\]. T per tant A(\)~t € C™"[\].

D’altra banda, si A(\) és invertible, aleshores A(A\)A(N)~! = I,. Tenim que
det(A(N))-det(A(N) 1) =1,
per tant det(A())) i det(A(X)~!) han de ser constants diferents de zero. O
Exemple 1.0.5.
an=[N5® ] eern

és unimodular.

Emprant matrius polinomials unimodulars podem descriure una “equivaléncia”
entre matrius polinomials. I usant matrius polinomials no singulars, incloses dins de
les exposades anteriorment, veurem que podem definir una “equivalencia estricta”.

Definici6é 1.0.6. Siguin M;(\), Ma(X) € C™™[)\], direm que My(\) i Ma(N) son
equivalents, M (A) ~ My(N), si IE(N), F(A) € C™"[\| unimodulars tals que

Mi(A) = EO)M(A)F(N).

I direm que sén estrictament equivalents, M;(\) ~ My(\), si AE, F € C™" amb
det(E) # 0 i det(F) # 0 tals que

Mi(\) = EMy(A)F.

Una matriu polinomial unimodular la podem representar a partir d'un producte
finit de matrius elementals.

Corol-lari 1.0.7. ([LT85]) Si A(\) € C™*"[\] és unimodular, llavors A(X\) ~ I,.

Demostracié. A(M\) unimodular = A(X)A(N)™!

=1,.
Per tant I, = E(A)AA\)F(A) amb E(\) =1, 1 F(\) =

A(MN) ™! unimodulars. O

L’equivalencia i I’equivalencia estricta sén relacions d’equivalencia, tal com veu-
rem en la segiient proposicio.



Proposicié 1.0.8. ([GLR82]) “~” i “X” de la Definicié 1.0.6 son relacions d’e-
quivalencia.

En el segiient teorema veurem que hi ha una relacié entre la similitud de matrius
i 'equivalencia de matrius polinomials.

Teorema 1.0.9. ([GLR82]) AR B € C™" <= [,A— A~ I,\A— B € CY"[).

Demostracié. A~ B = 35S € C™" amb det(S) # 0 tal que B = S~'AS.

Tenim que A\I,,—B = S~ (A, —A)S, iper tant [,A—A ~ [,A—B. En particular,
IA—AXI\—B.

Reciprocament, [,A — A ~ [LA— B = JE(\), F(\) € C""[\] unimodulars
tals que

ILAN— B =EMN{I\AN—AF(N). (1.0.1)
Suposem que la divisié per Pesquerra de E(\)~! per I\ — A és
E\)t = (I, — A)S(\) + Ey, (1.0.2)
i la divisi6 per la dreta de F'(\) per I,A — B és
F\) =T\ (I,\— B) + Fu; (1.0.3)

per a alguns quocients S(A), T'(A) € C**"[)\] i residus Ey, Fy € C™*", esquerres i
drets respectivament.

Substituim les expressions de (1.0.2) i (1.0.3) a (1.0.1), i obtenim que
[(I,A — A)S(N) + Eo|(InA — B) = (1IN — A)[T(N)(I,A — B) + Fy) —
= (I\— A)Fy — By(I,\ — B) = (I\ — A)[S\) — T(\)|(I,\ — B).
Observem que
gr((Inh — A)Fy — Ey(Inh — B)) = 1 = gr((InA — A)[S(A) = T(N)](InA = B)),
és a dir, ha de ser S(\) = T'(\).
Per tant,
([n)\ - A)FO = EO([n)\ - B) — {FO - EQ, AFO - EOB} — AEO - EQB

Falta veure que det(Fy) # 0. Dividim per 'esquerra E()\) per I, A— B, i obtenim
E\) = (I,A—B)U(N) + Ry (1.0.4)
per a alguns quocient esquerre U(\) € C"*"[A] i residu esquerre R, € C™*™.
Usant (1.0.2) i (1.0.4), tenim que
Iy = E\)'E(X) = [(InA — A)S(A) + Eo][(I.A — B)U(A) + Ro] =
= (I,)A— A)SN) (LA — B)UN) + (InA — A)S(A\) Ro+
+ Eo(I, A — B)U(N)] + EgRy =
= (I, — A)[SA) (A — B)U(N) + S(A)Ro + FoU(N)] + EoRy.



Comparant termes del mateix grau, veiem que
(I, A —A)SN) (LA — B)UN) + SN Ro+ FoUN)] =0 i EyRy = I,,.

Per tant, det(Ep)det(Ry) =1 = det(Ey) # 0.
Notem que AEy = EgB <= E;'AEy=B <= AX B. O

1.1 Forma canonica de Smith

Les formes canoniques son eines utils per a classificar matrius, identificar les seves
propietats basiques i per a reduir sistemes d’equacions al cas escalar.

A partir de la relacié d’equivaléencia de la Definici6 1.0.6 podem definir una forma
canonica ([Mac33]) per a matrius polinomials de forma similar a la forma canonica
de Jordan per a matrius.

Teorema 1.1.1 (Forma canonica de Smith). ([GLRO05]) Donada A(X) € C*™"[)],
tenim que A(X) ~ D(\), on

D(X) = diag(i1(N),...,i(A),0,...,0) € C""[\] (1.1.1)
amb i;(X) € C[A\] monics tals que i;(\) és divisible per i;_1(\) per j =2,...,r.

La forma de Smith es troba aplicant un nombre finit de les segiients transforma-
cions elementals a A(\):

e Intercanvi de dos files (columnes).
e Suma d’una fila (columna) multiplicada per un polinomi escalar a una altra.

e Producte d’una fila (columna) per un nombre de C \ {0}.

Fins a trobar una matriu polinomial equivalent a A(A) en forma diagonal
D(X) € C™™[A] com en (1.1.1).

Definicié 1.1.2. Els polinomis i1 (\), ..., i.(X) del Teorema 1.1.1 els anomenem
polinomis invariants d’A(\).

Observacié 1.1.3. Els polinomis invariants d’A(\) estan determinats pels elements
d’A()N). En efecte, si

pr(A) = med(menors d’ordre £ d’A(N)) € C[A] monics (1 <k < n)
i definim po(A) =11 D(N) € C"*"[)] és la forma de Smith d’A()). Llavors si
r = maxim(k € Zso|p-(A) # 0),

tenim que




Definicié 1.1.4. Si factoritzem cada polinomi invariant i;(\) # 1 sobre C, des-
compon com

ij ()\) = ()\ — >\1)ajk1 s ()\ — Am)ajkm = djk1 ()\) e djkm ()\), kg € Z>0 (112)

on A, ..., A\ € C tals que N\; # \j per i # j.
Els factors dj,(\) de cada polinomi invariant (1.1.2) els anomenem divisors ele-
mentals finits d’A(N) on > 7_) >0, agk, = gr(det(A(N))).

Exemple 1.1.5. Considerem

2 0 -8
AN = | -1 A+1 ~A+3 e C¥3)\.
A—3 BA+5 A —2\2—8\+7

Els seus divisors elementals finits sén di;(A) = A, dia(A\) = (A=1)? i di3(\) = A +1,
i

D(\) =

O O =

0 0
1 0 € C*3[\].
0 A —1)2(A + 1)

A partir dels polinomis invariants i dels divisors elementals finits, podem obtenir
una caracteritzacié de l’equivalencia “~” mitjancant la forma de Smith.

Teorema 1.1.6. ([GLR&6]) A(A\) ~ B(\) € C*™*"[\] <= tenen la mateiza forma
de Smith <= tenen els mateizos polinomis invariants <=> tenen els mateiros
divisors elementals finits.

1.2 Forma local de Smith

Sigui A(A\) € C™*"[)\] una matriu polinomial regular (det(A(X)) # 0).

Un cas particular de la forma de Smith és considerar-la només en un entorn d’un
punt A\ tal que det(A(\g)) = 0. En particular existiran dos matrius polinomials
unimodulars que mostren els divisors elementals finits d’'una matriu polinomial en
un unic Ag.

En el cas escalar tenim:

Siguin a(A) € C[A]1 A\g € C tal que a(\g) = 0, llavors 3b(A) € C[A] amb b(A\g) # 0
tal que
a(A) = (A= X)°b(N), s € Zsy. (1.2.1)

Si a(Ao) # 0, posem s = 01 b(\) = a(N).
Volem estendre (1.2.1) a A(\) € C™*"[)].

Teorema 1.2.1 (Forma local de Smith). ([GLR86]) Sigui A(X\) € C"*"[A] tal que
det(A(N)) # 0. Llavors donat Ao € C tal que det(A(No)) = 0 podem escriure

A = By, (W diag((A — 20) -, (A= X)) By (M), (1.2.2)

9



on Ex,(N), Fx,(\) € C"™"[\ tals que det(Ex,(Xo)) # 0 i det(Fx,(Xo)) # 0, i
0 < s <...< s,, anomenades multiplicitats parcials de \g en A(\), correspo-
nen als graus dels divisors elementals d’A(\) en Ag.

Demostracio. Sigui D(X) = diag(i1(N), ..., i,(A)) la forma de Smith d’A(\) i sigui

amb E(N), F(A) € C""[A] unimodulars.
Posem cada i;(\) com en (1.2.1), llavors
ij(A) = (A= X)¥i;(N\), j=1,...,n,

on ij(Ag) # 01is; >0. Com i;()\) és divisible per i;_()\), tenim que s; > s; ;. Per
tant, obtenim (1.2.2) amb

Ey(X) = E(Ndiag(i1(N)),- ., ia(N),  F(Xo) = F(N).

10



Capitol 2

Estructura espectral de matrius
polinomials regulars quadrades

Direm que una matriu polinomial A(X\) = 22:0 AN € C™™[A] és regular si
det(A(N)) #0.

Donada A(X) = Zizo A\ € C™"[)\] regular, de forma analoga a les matrius
quadrades, podem definir els valors i vectors propis.

2.1 Espectre d’una matriu
polinomial regular quadrada

Sigui A(\) = 3°'_ A\ € €[ )] regular.

Definici6 2.1.1. Diem que \g € C és un valor propi (VAP) finit d’A(X\) € C"*"[)]
si Ker(A(Xo)) # 0, és a dir si det(A(\g)) = 0.

Els v € C™1\ {0} tals que v € Ker(A(\o)) sdn els vectors propis (VEPs) corres-
ponents a \g.

L’espectre finit d’A(\) es defineiz com

Specsin(A(N) = {\ € Cldet(A(\)) = 0}.

Definicié 2.1.2. La multiplicitat de N\g com a arrel de det(A(N)) 'anomenem mul-
tiplicitat algebraica.

Exemple 2.1.3. Considerem

NM+4 0 o
A\ = { o A2_5} € C*2| ).

Calculem els VAPs i VEPs d’A;()\) que és monica (Ay = I).

det(A;(N) = (A — 20) (A 4+ 20)(A = VB)(A +V5) =0 <= \ = +2i, +V5.

11



Posem A\, = k per k = 424, £/5, tots quatre amb multiplicitat algebraica 1.
Per tant,

Speciim(LN)) = {£2i, £V5}.

Busquem v, € C**1'\ {0} tals que L(\)vr = 0. En efecte, obtenim que

—9a ) 0
e[+l

per a a,b € C\ {0} sén VEPs corresponents a A+y; i A, 5, respectivament.

Exemple 2.1.4. Considerem ara una petita variacié d’A;(\) de 'Exemple 2.1.3:
A +4 00 92
As(N) = {/\2 1 _5} e C%[A.
Notem que A2(A) és no monica, és a dir det(As) = 0, i tenim que

det(Ax(N)) = =5(A — 20)(A + 20) =0 < X = +2i.

Posem A\, = k per k = +2i, tots dos amb multiplicitat algebraica 1. Per tant,

Specrin(L(N)) = {£21}.

Busquem v, € C?*1'\ {0} tals que L(\z)vr = 0. En efecte, obtenim que

41
——c
Vo = 5

per a ¢ € C\ {0} sén VEPs corresponents a Ayo;.

Observaci6 2.1.5. En els Exemples 2.1.31 2.1.4 d’A;()) (cas monic) hem trobat
4 VAPs finits i d’A3(\) (cas no monic), 2.

Hem vist que pot ser que no aconseguim tots els VAPs d’una matriu polinomial no
monica. Es a dir donada una matriu polinomial de grau [ i ordre n, en el cas monic
trobem exactament nl VAPs finits, el grau del seu determinant, mentre que en el
cas no monic podem trobar-ne p < nl.

Quan considerem matrius polinomials no moniques, haurem de plantejar-nos
com trobar els VAPs que “falten”, per aixo necessitem el polinomi revers.
Definicié 2.1.6. El revers d’A(\) = S, AN € T [A] és

!
rev(A(N) = YA =) AN € CUAL (2.1.1)
i=0

Observacié 2.1.7. Si A()\) és regular, llavors rev(A()\)) també ho és.
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En la proposicié segiient veurem que les propietats espectrals de rev(A(N)) i les
d’A(\) estan estretament relacionades.

Proposicié 2.1.8. ([Coh83]) Sigui A(A\) € C**"[\] regular. Llavors

Ao € C\ {0} és VAP de rev(A(N)) = \;' € C és VAP d’A(N).
Demostracio. Sigui \g € C\ {0} un VAP de rev(A(N\)) = det(rev(A(Ny))) =
— det(\NAND) =0 = det(A(\g1)) =0 = A1 e C és VAP I’A(N). O

Definicié 2.1.9. Si 0 € Specyin(rev(A(N))), diem que N = oo és VAP infinit
d’A(N).

Definicié 2.1.10. L’espectre d’A(X\) es defineiz com
Spec(A(N)) = { VAPs finits d’A(X\)} U{VAPs co d’A(N)}.

Observem que Specgin(A(N)) C Spec(A(N)).

En el cas que A = 0o € Spec(A(N)), definim les seves multiplicitats algebraica i
parcials com les multiplicitats algebraica i parcials de A = 0 en rev(A(N)).

Notem que la forma de Smith local de rev(A(X)) en A = 0 és diag(AF, ... \F)
amb 0 < ky < ... < k,, on les k; son les multiplicitats parcials de A = oc.

Observacié 2.1.11. #Spec(A(N)) = nl.
En el cas monic,
gr(A(\)) =1 = gr(det(A(N))) = nl,
i tots els VAPs sén finits.
En el cas no monic,
gr(A(N)) =1 = gr(det(A(N))) < nl.
Cal considerar VAPs a l'infinit. Prenent determinants en (2.1.1), tenim que
det(rev(A(N))) = det(NAAT)) = A" det(ANT)),
és a dir, A = 0 té multiplicitat algebraica igual a nl—gr(det(A(X))) en rev(A(N)).

Per tant, A(\) sempre té nl VAPs, comptant els finits i els infinits amb les seves
multiplicitats algebraiques.

Exemple 2.1.12. Seguint amb I’'Exemple 2.1.4, el revers d’As(\) és

14+4X2 0 y
rev(Asy(N)) = [1 Y _5)\2} € C**2[\).

Calculem els VAPs de rev(Aa(N)):
det(rev(As(N))) = —BAZ(1 +4X2) =0 <= A = i%,o.

Com A = 0 € Specyin(rev(A(N))) amb multiplicitat algebraica 2, tenim que
A = 00 € Spec(Ay(N)) amb multiplicitat algebraica 2. Per tant,

Spec(Aa(N)) = {£2i, 00, 00}.
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Definicié 2.1.13. Els divisors elementals infinits d’A()\) son els divisors elementals
finits de rev(A(X)) en A =0, i els escriurem com d3(N).

Definicié 2.1.14. El conjunt de divisors elementals finits i infinits de L(X), inclo-
ent-hi repeticions, formen [’estructura espectral de L(\).

Exemple 2.1.15. Seguint amb 'Exemple 1.1.5, Specyi,(A(N)) = {0,1,1,—1}.
De manera analoga a A(\) trobem la forma de Smith de rev(A(N)):

[V

203 0 —8\3 1 0 0
-3 A% 423 =22 43X3 ~ 10 X 0 € C¥3[Al.
A2 =33 BAZ 45X 1 —2X -8 2+ 7A3 0 0 MA-120\+1)
Notem que 0 € Specyin(rev(A(N))) amb multiplicitat algebraica 5, i per tant
oo € Spec(L()N)) amb multiplicitat algebraica 5. Es a dir,

Spec(A(N)) ={0,1,1,—1, 00, 00, 00, 00, 00}

Obtenim que A()) té dos divisors elementals infinits: d§5(A) = A% i d55(\) = A3,
[ Pestructura espectral d’A(X) és {\, (A — 1)2, X + 1, A2, A3}
Lema 2.1.16. ([GLRS86]) Sigui A(A\) € C™"[\ analitica en un entorn de
Ao € Spec(A(N)). Llavors les multiplicitats parcials de Ao sén invariants pel produc-

te d’A(N) a lesquera i a la dreta per matrius polinomials analitiques E(X) € C"*"[A]
tals que det(E(\o)) # 0.

2.2 Parelles estandards, parelles descomponibles
i parelles de Jordan

En aquesta seccio, el nostre objectiu és definir una forma de Jordan analoga al cas
de matrius.

Comencem estudiant-ne el cas monic.

Definicié 2.2.1. Una parella de matrius (X,T) es diu que és admissible per a
L(A) = LA + S g AN € C ()] si X € Cl § T e Crixn,

Definicié 2.2.2. Sigui (X, T) admissible per a L(\), diem que és parella estandard
de L(\) si

(1) det(col( XT?)'ZL) # 0.

(2) SV AXT + XT = 0.

Proposicié 2.2.3. ([GLRO5]) (P, CY) és parella estandard de L(X), on

o I, ... 0
P1:[In 0 ... O]E(Cnxnl 7 Clz Gcnlxnl.
0 0o ... I,
—Ay —A ... A
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Demostracio. Observem que

POk — 0o ... 0L, 0 ... 0 amb I, allloc k+1sik=0,1,...,1—1
U =4, -4 .. —A] si k=1
(2.2.1)

Es a dir, tenim que col(P,C%)'Z} = I;. Per tant, es compleix la condici6 (1).
D’altra banda, a partir de (2.2.1) veiem que Zé;é A;P,Ct = —P,CL. Per tant,
la condicié (2) es compleix. O

Definicié 2.2.4. Dos parelles admissibles (X1, T1), (Xz, To) per a L(\) son similars,
(X1, Th) ~ (Xo, T), si
Xo=X18, Thy=5"T1S

per a alguna S € C"™" amb det(S) # 0.

Proposicié 2.2.5. (|[GLR82]) Siguin (X1,T1) i (Xa,T2) parelles estandards de
L(\), llavors
(Xth) ff” (XQaTQ)-

Demostracié. Notem que X;[col(X,T7):Z4]~" = Py, doncs tenim que
Xi[eol (X, T7);Zg) H[col(XoT3)iZg) = X195 = X,

per a .
S = [col (X, T7) 28] eol (XoTh)Zd] € Crixmt (2.2.2)
tal que det(S) # 0.

Ara, tenim
Creol (X, THIZh = col (X TH!Z3Th,  Creol(XoTi)Zh = col(XoTi) i Th.
Per tant, Tp = S7!T1.S amb S com en (2.2.2).
De manera que (X, 7}) ~ (X3, Tb) O

Observaci6 2.2.6. Notem que a partir d’una parella estandard (X,7T) de L(\)
podem definir una tnica matriu

Y = (col(XTHZH [0 ... 0 L] ecC
Per tant, direm que (X, 7T,Y) formen una terna estandard de L(\).

Com hem vist en la Proposicié 2.2.5 que tota parella de parelles estandards sén
similars entre si, volem determinar un parell en que la segona matriu estigui en la
forma de Jordan.

Recordem que la nocié de parella de Jordan per a A € C™™ és (X,J), on
X € C™" tal que det(X) # 0, J € C™" és la forma canonica de Jordan d’A i
A=XJX 1
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Per a matrius polinomials, donat A\g € Spec(L(A)), denotem X (Ag) € C**"
la matriu que té per columnes les cadenes de Jordan de L(\g) associades a Ag i
expressem J(\g) = diag(Jy, ..., i) € C™*" la matriu formada pels blocs de Jordan
d’ordres r; corresponents a Ag, on r = Zle r; és la multiplicitat algebraica de .

Diem que (X (\g), J(N\g)) és una parella de Jordan de L(\) corresponent a Xg.

Definicié 2.2.7. Sigui (X(\;), J(N;)) una parella de Jordan corresponent a cada
Ai € Spec(L(N)). Diem que (X, J) és parella de Jordan de L(\) si

X=[X\) ... X(\)]eC™™, J=diag(J(\),...,J(),)) € C"™,
on N # N sii#joperi,je{l,... ,p}.
Proposicié 2.2.8. ([LT85]) Tota parella de Jordan de L(\) és parella estandard de
L(\).
Suposem ara que L(\) = S, A\ € C™"[)\] on A; no necessariament és no
singular.

Definicié 2.2.9. Una parella de matrius (X, T) es diu que és admissible per a
L) =L AN € C )] 530 < m < nl tal que

7y O

X=[X; Xo]eC”™ i T:{O 7

Ixnl
:|€(jn><n7

on Xl c Cnxm ZTl c Cmxm — X2 c Cnx(nlfm) ZTQ c (C(nlfm)x(nlfm)'

Definicié 2.2.10. A cada parella (X,T) admissible per a L(\) li associem una

matriu
X, X T. 2’“

X\ X,T5 !

Sk _ c (C(nk—&-n)xnl‘

X\TF X,
Diem que (X,T) admissible per a L(\) és parella descomponible de L(\) si
(1) det(S;-1) # 0.
2) {_ AXTi=0 i Y JAXTy ' =0} <= [A ... A]S=0.

ho 0 } ) una parella des-

Observacié 2.2.11. Notem que a partir de ([Xl Xg] , [0 T
2

componible de L(A) podem definir una tinica matriu

-1
][5 2] o e
on
Zy € C™" — Z, € Ci=m)xn
V= [AX T - A x, ] e et
i Sy = col(X T7, XoTi 2722 ¢ ¢lr=mxnl

Per tant, direm que (X, 7T, Z) formen una terna descomponible de L(\).
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Generalitzant el cas monic, podem definir una parella de Jordan de L(A). En
aquest cas diferenciem dos parts en la parella de Jordan: la finita que es defineix
de manera pareguda al cas monic, i a més tenim una component infinita.

Definicié 2.2.12. Sigui (X(\;), J(\;)) una parella de Jordan corresponent a cada
i € Spec(L(N)). Diem que (Xfin, Jpin) €s una parella de Jordan finita de L(\) si

Xfin = [X()\l) X()\p)} c CnXb7 Jtin = diag(J(\y), ..., J(\)) € (Cbxb7
on \i # Aj sii# jperi,j€{l,....p} ib= gr(det(L(\))) < nl.

Juntament amb (X i, Jfin) ens caldra considerar (X, J ), una parella de Jor-
dan de L(\) per a A = oo, per a determinar L(\) de manera tnica.

Definicié 2.2.13. Siguin X, € C™* formada per les cadenes de Jordan de
rev(L(Ng)) en No = 0 @ Joo = diag(Joc1, ..., ooq) € C" on v = Y7 k; ¢
Jooi € CFixFi és el bloc de Jordan corresponent al VAP 0. Diem que (Xoo, Joo)
és una parella de Jordan infinita de L(\).

En la segiient proposicié veurem una caracteritzacié de les parelles de Jordan
corresponents a un valor propi d’'una matriu polinomial, que dona lloc a les parelles
de Jordan finites.

Proposicié 2.2.14. ([GLR82]) Siguin X € Crxe g J € C* una matriu de Jor-
dan amb un inic Ay € Spec(L(X)). Llavors (X,J) és parella de Jordan de L(\)
corresponent a Ao st © nOMEs st

1. g € Spec(L(N)) amb multiplicitat algebraica .

2. mng(col(f(ji)é;é) = a.

3. Y AXJT =0.

Per al cas de les parelles de Jordan infinites tenim el segiient corol-lari.

Corol-lari 2.2.15. ([GLR82]) Si, a més, es compleiz la Proposicid 2.2.14 anterior
amb Ao =0, és a dir, 0 és linic VAP de J i 0 € Spec(rev(L()))) amb multiplicitat
algebraica av. Aleshores (X, J) és parella infinita de Jordan de L(\).

Exemple 2.2.16. Sigui

SN 3N =30 +1 A o
L) = 0 A1 €CTEIN

Calculem una parella de Jordan de L()A). Tenim que

Spec(L(N)) ={1,1,1, -1, 00, 00}.
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Per tant,

D’altra banda,
0 0 0 1
A ORI EE (
Teorema 2.2.17. (|[GLRS82|) Siguin L(\) € C™ ") i considerem (X fin, Jpin) 1

(Xoos Joo) les parelles de Jordan finita i infinita respectivament. Llavors

(ETa SR

és una parella descomponible de L(\).

Observacié 2.2.18. En el cas monic només tenim la part de 'espectre finit, ja que
considerant la infinita com a zero, n’obtenim una parella de Jordan.

Exemple 2.2.19. Seguint amb I"'Exemple 2.2.16

AN H3X2 =32 +1 A "
L)) = { 0 A+1} e C2|).

Vegem que la parella de Jordan

110 0 00
011 0 00

100100 (001 0 00
(X’T):([000810}’000—100)
000 0 01

000 0 0 0

és parella descomponible de L(\).

Tenim que (X, T") compleix les tres condicions per a L(\):

(1) Peram=4, X =[X; X, eC™iT= L0 e CH4,
0 T
(1 00 1 0 0]
000 8 00
110 —-100
(2) det(Sy) = det 000 -8 0 1 =8 £ 0.
121 1 00
000 8 1 0]

(3) ApXi+A1 X1 —|—A2X1T12—|-A3X1T13 =0, A0X2T2:3+A1X2T22+A2X2T2 +A3X5 = 0.
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Capitol 3

Linealitzacié de matrius
polinomials regulars quadrades

En aquest capitol, considerarem matrius polinomials regulars quadrades, és a dir

L(\) = XZ:AZN' € C™"[\

=0

tals que det(L(\)) # 0.

En primer lloc, considerarem el cas en que det(A4;) # 0 (cas monic).

3.1 Linealitzaciéo de matrius
polinomials regulars moniques

Volem trobar una matriu polinomial monica de la forma

A, — A e CV"\
que sigui “equivalent” a L(\) = I\ + Zi;é A\ € C™"[)]. En aquest cas direm
que Al, — A és una linealitzacié de L(\).

Observem que det(4;) #0 = L(\) ~ A;'L(\)1,. Podem suposar doncs que
Ay = I, i direm que L(\) és monica.

La linealitzaci6é consisteix a trobar una matriu polinomial monica de grau 1
Moy — A € CHPX(FP) )] tal que

-1
Moy — A~ L) =LA + ) AN € CV AL

1=0

Si ens fixem en matrius nxn, la mida de L()\), no existeix aquesta “linealitzaci6”.
Per a trobar I’“equivalencia” entre L(\) i Al,,4, — A cal estendre’n la mida.
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Observem que

gr(det(Al,4, — A)) =n+p=gr(det(L(N))) =nl <= p=nl—n.

Llavors en lloc de L(\) considerem

)2 Jeen

Definicié 3.1.1. A, — A € C"™™[)\] és una linealitzacié de

-1
L) =LA 4+ AN € C [y
=0
51 LY
0
)\In+p—AN |: 0 ]p:|

A més, tenim que Al,;— A i L()\) tenen els mateixos divisors elementals finits, i en
conseqiiencia les mateixes multiplicitats parcials. Es a dir, en preserva l’estructura
espectral.

La linealitzacié ens permet reduir un problema de grau [ a un de grau 1 i
preservar-ne els mateixos VAPs finits en un feix de matrius.

Un inconvenient és que augmentem les mides de les matrius.

Exemple 3.1.2. Considerem el cas d’un polinomi (n = 1) de grau .
L(A) = [Ti (A= X)% € C[A] amb A; # A per i # j. Observem que I = 35 | a;.
Volem trobar una linealitzacié de L(\).

Siguin J; € C**% 4 = 1,...,k, els blocs de Jordan corresponents a cada
A\i € Spec(L(N)) i J = diag(Ju,, ..., Ja,) € CHL

Llavors 0
L 0
L\—J~ { 0 IZ_J .

Es a dir, una linealitzacié d’un polinomi de grau [ és la seva forma de Jordan.

Exemple 3.1.3. Considerem

L) =AM =M A= X) €C[A] amb A # Ao

Llavors
N o100
J=10 XN 0] eC>?
0 0 X\

és linealitzacié de L(\).
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Per al cas general (n > 1), una linealitzacié de L(\) ve donada per la matriu
companya associada a la matriu polinomial L(\), tal com veurem a continuacio.

Teorema 3.1.4. ([GLR82]) Siguin L(\) = I\ + 328 AN € Cn[)]

o I, ... 0
Cl — . . : c (Cnlxnl‘
0 0o ... I,
—Ay —Ar ... —A_

Llavors

L(\ 0
oo [0 0

Demostracio. Considerem les matrius polinomials

Eii(\) ... B\ I In ... 0 0
—I 0 0 B
=] T eeteiy o poy = [T 0 e Crixmi[y],
0 o w0 0 . AL, I,

on Eg(A\) =1, 1 E,yy(N) = AE,(A) + A1 € CV[A] per r =0,...,1 — 2.

Notem que
det(E(N\)) =41 1 det(F(N) = 1.

Tenim que

By — Cy) = [L(OA) In?n] FOA).

I per tant

LA 0
N

Exemple 3.1.5. Prosseguint amb 1’Exemple 1.0.1, considerem

L) = B ﬂ Ny {_02 _011 At {_01 8} € C>].

La seva Primera Matriu Companya és

. 0 ]2 . 4x4
Cl_|:—A0 _A1:|— GC .

_ o O O
OO OO
N O O =
O = = O

Calculem els VAPs de L(\) i de I, — Ch.
1
det(L(A) = AA+ 1A =X = 1) =det(I,A—Cy) =0 <= A =0,—1, S+ V5).
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Teorema 3.1.6. ([GLR82]) Donades L(\) = LN + S0 AN € C™"[) i
S € C"" yna linealitzacié de L(N\). Llavors S <~ T si i només si T és també
linealitzacio de L(N).

Demostracio. Tenim que
SAT = S=VIV?! = I[LA\-S=VI\-T)V! =

e LA S~ IA—T~ |[FAN O
0 Inl—n

D’altra banda, si S i T sén linealitzacions de L(\), tenim que

L(A) 0
0 [nlfn

L(A) 0

} eC™MA i LuA =T ~ { ] e CPM.

Per tant, [y\ — S ~ Iy\ — T. I per la Proposicié 1.0.9 tenim que S <~ 7. Ul
Corol-lari 3.1.7. ([LT85]) La matriu

0 ... 0 —A
I, ... 0 —A;

CZ — . ' ' . c Cnlxnl}
0o ... I, —A_

anomenada Segona Matriu Companya de L(X), és linealitzacio de L()\).

Corol-lari 3.1.8. ([GLRS&6|) Sigui (X, T) una parella estandard de L(X), llavors T
és linealitzacio de L(N).

3.2 Linealitzacié de matrius

polinomials regulars comoniques
Un cas distintiu de les matrius polinomials és quan L(0) = I, és a dir Ag = I,,, en
aquest cas diem que L(\) és comonica.

Teorema 3.2.1. ([GR78]) Sigui L(\) = S\, AN + I, € C™™*[\] comonica tal
que gr(L(N\)) = 1. Considerem la matriu

0 I, ... 0
R — - 0 c (Cnlxnl7
0 0 I,
A A —-Ay

que anomenarem Matriu Companya Comonica de L(X). Llavors

1. Iy — AR € C"™"[)] és una linealitzacid de L(N).
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2. My — R € C"™™[)\] és una linealitzacié de rev(L(N\)) a Uinfinit.

Demostracio. Considerem les matrius polinomials

o 0 ... I o 0 ... I
py=[0 0 0 ey i py= |0 0 T M gy,
L BN . BV Ln A ... 0
on E,(A\) =3P NTTIA e C N perr =1, 01— 1.
Tenim que
i~ AR =B [N 0 g,
0 Inl—n
D’altra banda, si considerem les matrius polinomials
I, 0 .. 0 0
0 0 o In 0 0 ... M, —I
an=|2 ° 7 O leetmiyy i omy=| 1 [ eomoipy
I —Gi(0) . —Giay) A?n ﬁ" 00

on GI(A) =M, + A1 G,(AN)=AG,_1 + A, € C""[AN|perr=2,...,0— 1.

Tenim que
17 (\—1
Moy — R =G\ P Ha) 9 } HOV).
nl—n

Exemple 3.2.2. Considerem la segiient matriu polinomial comonica

A24+1 —2)8 y
L(\) = [ n ) } € C*2[\).

En aquest cas

00 1 0 0 0
00 0 1 0 0
0 I 0
n-l o 0 L |- 00 0 0 1 0] _ oxs
A A a4 00 0 0 0 1
3 2 ! 02 —-10 0 0
00 0 0 —4 0]
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000 0 1 0]
A TS R
EN =10 I O1l=1000 1 0 o € C%0),
2
I, MNAs+ M Ay Mz 10 A 22 0 _on
010 0 0 0|
00 0 0 1 0]
o 0o m1 be e
FN=1|0 L M| = € CO*0))),
L 0 00 0 1 0 =)\
2 2 10 =X 0 0 0
01 0 =x 0 0]
0 0 I, T
G\ =10 I, 0 =
L —(M+ A1) —(AAL+ A;) + As) |
00 0 0 1 0 ]
00 0 0 0 1
oo 1 o0 0 0 6x6
oo o 1 0 o | €CTIN
1 0 =X 0 =X-1 0
0 1 —4 =X —4x =)\
10 0 0 0 0]
N I T S S
i HN)=|0 My —IL|= 00 0 XA 0 -1 € CO*5[].
Ay —I 0 A0 -1 0 0 0
0Ax 0 -1 0 0]

De manera que obtenim les segiients linealitzacions de L(\) i de rev(L())) res-
pectivament.

Is— AR = E()\) [LE)M g] FO) i Mg—R=G0) {A?’Lgﬂ) 104] HN).

3.3 Linealitzacié de matrius

polinomials regulars
De manera analoga al cas monic i al cas comonic podem definir una linealitzacié
pel cas general.

Definicié 3.3.1. AB — A € C"*™[)\] és una linealitzacié de L(\) € C"™"[)\] si

L(A) 0
wpoan [V 0]

Independentment de qui siguin A; i Ay, disposem d’una matriu polinomial que
ens servira de guia per a trobar una linealitzacié de qualsevol matriu polinomial,

com mostra el seglient teorema.
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Teorema 3.3.2. ([GLRS&2]) La matriu polinomial

L, ... 0 O 0 L, ... 0

O e B I R )
0O ... I, O 0 0o ... I,
0 ... 0 A —Ay —A ... A

anomenada Primera Matriu Companya de L(X), és linealitzacio de L(\).

Demostracio. Considerem les matrius polinomials

Eia(\) ... Ei(\) In In ... 0 0
I, ... 0 0 - .
E=| . C ey i oy = [T 0 O enixy,
‘ e T 0 0 A In

on Eg(A) = A1 i E,i(A) = AE.(N) + Aj—pmq € T[N per 7 =0,...,1 —2.
Notem que
det(E(N\)) =41 1 det(F(N)) = 1.
Tenim que
L(A) 0

E(N)CiL(N) = [ 0 Iy_n

1 FN). (3.3.1)
0

Observacié 3.3.3. En particular, si A; = [,,, tenim que Cyp(\) = I\ — C és la
Primera Matriu Companya del cas monic.

Exemple 3.3.4. Considerem
2)\2 A
Ly = [—A —15 TA+9

on det(As) = det [2 O] = 0.

0 0
Tenim que
1 000 0O 0 1 O
[k 0], [0 L] fo1oo0/, [0 0 0 1 i
ClL(A)_[o AJ)‘ [—AO —Al]_ 0020 o o o —1]SC W
0 00O 15 -9 1 -7
Considerem les matrius polinomials
22 1 1 0]
_ )\A2+A1 IQ _ _1 7 0 1 4x4
E(A)—[ L 0|7 |-1 0 0o €€
0 —1 0 0]
1 0 0 0]
. | L O} |0 1 00 Axd
i F()\)—{_/\I2 IQ]_ N 0 10 e C*4A.
0 —Xx 0 1]
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Llavors obtenim que

22 A 00
~A—15 TA+9 0 0 L(\) 0
ENCw) =17y 0 10 :[ (0) [2} F)
0 -\ 01

I, ... 0 0 0 ... 0 —A
o I, ... 0 —A
CZL(A) — : . : : )\ o . ' . . c Cnlxnl[)\]’
0O ... I, O : R :
0 ... 0 A 0o ... I, —A,

és una linealitzacid de L(\).

Si N(A) = UN)Ci(A\)V(A) amb U(N), V(X)) € C"™™[)\] unimodulars, llavors si
det(A;) = 0 (cas no monic) pot passar que N(\) no preservi l'estructura espectral
a l'oo de L(A). De fet tenim el segiient teorema.

Proposicié 3.3.6. ([LP06]) Sigui L(\) € C™"[\| tal que oo € Spec(L(X)) amb
multiplicitat algebraica k > 0. Sigui k = Y 0, k; una particié qualsevol de k amb
ki € Zwo. Llavors INB — A € C"™"[)] que preserva les multiplicitats de tots els
VAPs finits de L(\) i on oo € Spec(L(N)) té multiplicitats parcials ky, . .., k,.

Exemple 3.3.7. Dos formes canoniques a l'infinit sén

1 X0 1 00
)\Bl—Alz 0 1 )\ (klzg) 1 )\BQ—AQI 0 1 )\ (kzlzl,k:2:2)
00 1 001
I A =)
Tenim que AB; — A; ~ ABy — Ay pera EQA\)= |0 1 0 | i1F(\)=1I.
00 1

Ens caldra una altra condicié addicional per a definir una linealitzacié més forta
per tal de preservar l'estructura espectral a 1'co de L()), que és el que ens interessa.

Definicié 3.3.8. Donada una linealitzacid de L(\) = S1i_ AN € C™7[)],
AB—A € C"™[)], diem que és linealitzacié forta de L(\) sirev(AB—A) = B—\A
és linealitzacio de rev(L(N)).

Proposicié 3.3.9. ([Ganb9]) Si A\B — A € C"™"[)\] és una linealitzacid forta de
L(\), llavors Spec(AB — A) = Spec(L()\)). Es a dir, els VAPs finits tenen les ma-
teizes multiplicitats parcials; i si oo € Spec(L(X)), les seves multiplicitats parcials
en AB— A i en L(\) son les mateizes. En definitiva, preserva ['estructura espectral
a l’co.

Proposicié 3.3.10. ([GKLS88]) La Primera i la Segona Matrius Companyes, Cy1(\)
i Caor(N), son linealitzacions fortes de L(\).
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Demostracio. En el Teorema 3.3.2 i en el Corol-lari 3.3.5 hem provat que Cz(A) i
Cor () sén linealitzacions de L(\).

Per tant només ens cal demostrar la segona condicié.

Definim les matrius polinomials

—Gl()\) —G171(>\) In )\l_IIn A, I,
: : . : N2, ... In 0
G()\): . . : . G(C"ZX"Z[)\] i H()\): ) ] ) ) G(Cnlxnl[)\]’
0 In 0 : a : :
In 0 0 In ... 0 0
on G,(\) =Y NTIA; e C A per r=1,..., 1 — L.
Notem que

det(G(N) ==+1 1 det(H(\)) = £1.

Tenim que

(3.3.2)

GONrev(Cr(\)H(N) = {W”(SW) [n?_n} .

Per tant, C11(A) és linealitzacié forta de L(\).

Transposant per blocs la igualtat (3.3.2), obtenim que Car () també és linealit-
zaci6 forta de L(\). d

Exemple 3.3.11. Seguint amb ['Exemple 3.3.4, considerem

2)\2 A

Ly = {—)\— 15 7)\+9] € T

Veurem que

1 0 =X O
0 1 0 =X
rev(C'lL()\)) = 0 0 9 N c (C4><4[/\]
—15A 9 =X 7A
és linealitzacié forta de rev(L(\)).
Prenem
0 0 1 0]
(Mo L] 15X —9A 0 1| 4
G(A)_[ Iy o]_ 0 ool €¢I
0 1 0 0
A0 1 0]
: _[M2 Ll [0 XA 01 Axd
1 H(A)_[Iz 0}_ 100 o €CTW
010 0
I tenim que
22 A2 0 0
—15A% =A% A3 +7A% 0 0 rev(L(X)) 0
G(N)rev(Ci(A)H(A) = 0 0 Lo :[ (0( ) ]J
0 0 01
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Teorema 3.3.12. ([GKLSS8]) Donades L(\) = Y. AN € C™*[\ i

Bi\— Ay € C™M )] una linealitzacio forta de L(N). Llavors Bi\ — A; &~ Bo\ — Ay

i i només si Bo\ — Ag és també linealitzacid forta de L(\).

Demostracid. Si Bi\ — Ay ~ Bod — Ay = 3E;, F; € C"™ invertibles tals que
B\ — Ay = E\(Bo) — A5)F,. (3.3.3)

Per tant, apliquem el revers a les dues bandes de 'equacié (3.3.3) i obtenim
T‘G’U(Bl)\ - Al) = E1T6U(Bg>\ - AQ)Fl
i, per tant, BoA — Ay és també linealitzacio forta.

D’altra banda, si BiA—A;, Bod— Ay € C'"[)\] sén linealitzacions fortes de L()\),
llavors JE;(N), Ex(N), Fi(\), Fo(\), G1(N), Ga(N), Hi(N), Hy(A) € C™*"[)\] unimo-
dulars tals que

El()\)(Bl)\ — Al)Fl()\) 0 Inl_n

rev(L(N)) 0
0 ]nl—n

[L(A) 0 } = E5(\)(BaA — Ag) Fa (M),

Gl()\)TGU(Bl/\ — Al)H1()\) = |: :| = GQ(A)TGU(BQ)\ — AQ)HQ()\)

Es a dir, ha de ser
Bix — Ay = E(A)(BoA — Ag)F (M), rev(BiA — Ay) = G(A\)rev(Ba A — Ao)H(N)
Doncs AB; — A; 1 ABy — As tenen els mateixos divisors elementals finits 1 infinits.

Per tant, /\Bl — Al ~ /\B2 — AQ. |

La forma local de Smith ens permet establir un criteri per a determinar si un
feix és linealitzacié (forta) o no, com mostra la segiient proposicio.

Proposicié 3.3.13. ([Lan08]) Siguin L(\) = >\ AN € C™"[\] i qualsevol
AB — A € C"P ). SiVA; € Specpin(L(N)), tal que N\;j # N; si j # 4, existeiven
B\, (A), Fy;(A) € C M\ wnimodulars tals que det(Ey, (\;)) # 0 @ det(Fy,(A;)) # 0

complint

[LE)A) In?_n} = By, (N(AB — AR, (),

llavors AB — A és una linealitzacid de L(\).

Si a més L(\) té un VAP a Uinfinit i 3Ey(N), Fo(\) € C*™™[\] unimodulars tals
que det(FEo(0)) # 0 i det(Fy(0)) # 0 complint

{rev(g(x)) In?_n} = Ey(A)(B — AA)Fy(\),

llavors NA — B és una linealitzacid forta de L()).
Demostracié. Pel Lema 2.1.16, tenim que AB — A 1 L(\) tenen les mateixes multi-

plicitats parcials en cada VAP. Llavors el resultat és conseqiiencia de la Proposicié
3.3.9. 0
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3.4 Altres linealitzacions per a matrius
polinomials regulars

Tal com acabem de veure, a part de les Primera i Segona Matrius Companyes, hi
ha altres linealitzacions de L(\).

3.4.1 Matrius de Fiedler

Un desavantatge de la Primera Matriu Companya és que pot no reflectir 'estructura
algebraica de la matriu a linealitzar, per aixo sorgeixen les matrius companyes de

Fiedler ([DPR19], [DDM10]).
Definicié 3.4.1. Siguin M; € C"*™ definides com

Lyw 0 0 0
4 0 o 0 5, o0 N
MO_{ 0 IRZ_J’ Mi=| o 1, -4, o : Ml_[ 0 AJ

0 0 0 Inl—nj—n
per j =1,...,1—1. Donada una permutacié o = (¢(0),...,0(l — 1)) de la l-tupla

0,...,1=1), diem que F, = My --- Myg_1) € CMxnl ¢s lg matriu companya de
Fiedler de L(\) associada a o.

En particular tenim que Ci1(\) = AM; — F,, perao; = (I—1,...,0). Com cada
factor M; de les matrius companyes de Fiedler és simetric, per a o5 = (0,...,1—1),
F,, = My---M;y = (M_y---My)" = CI' = Cy. Per tant, tindrem una altra
manera de construir linealitzacions fortes a partir de la Primera Matriu Companya
de L()), com mostra la seglient proposici.

Proposicié 3.4.2. ([DPR19]) Sigui Ci1(\) la Primera Matriu Companya de L(X).
Llavors per a tota permutacid o de la I-tupla (0,...,1 —1), AM; — F, ~ Cy(N).

Exemple 3.4.3. Considerem

L(\) = [AQZ‘” 53] € C¥2[)].

Definim les matrius

0 -2 00 0 0 001000
4 0 000 0 000100
|0 0 1000 66 _ (103000 6x6
Mo=149 o 0100/ €C " M=|y1000 0 €€
0O 0 0010 000010
0 0 00 0 1 00000 1
1000 0 0 100 0 0 O
0100 0 0 010000
0000 1 0 ot loo1o000 o6
Ma=1g 000 0 1|€C Ms=19 0010 0l €C
0010 —1 0 000000
0001 0 0 00000 1
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Siguin o1 = (210) i o2 = (021). Les seves matrius companyes de Fiedler sén

0 0 10 0 0 00 0 -2 0 0
0 0 01 0 0 00 -4 0 0 0
0 0 00 1 0 00 0 0 1 0
=10 0 00 0 1] "f==loo0 0 0o o 1
0 -2 30 —1 0 10 3 0 -1 0
4 0 00 0 0 01 0 0 0 0

Observem que AM3 — F,;, és la Primera Matriu Companya de L(\).
I tenim que AM3 — Fy, és linealitzacié forta de L(\).

3.4.2 Linealitzacié descomponible

Donada una parella descomponible de L()), podem determinar una linealitzacié de
L(\) i, com es mostra en la segona part de la segiient proposicid, podem definir de
manera equivalent una parella descomponible.

T

Proposicié 3.4.4. ([Coh83]) Sigui ([ X, Xa], { 0 T
2

ble de L(\). Llavors

}) una parella descomponi-

I\ =T, 0

o nlxnl
T(A)—{ 0 T Inl_m}e@ N

és linealitzacio forta de L(N), que anomenarem linealitzacié descomponible de L(\).
A més

Cuu(VS 1 = {Sﬂ T\ (3.4.1)

on

Cir(N\) € C™X[)] és la Primera Matriu Companya de L(\);
Sl—l = COl(X1Tf,X2T21_1_i)§_1 c (Cnlxnl;

SI,Q :COZ(XlTli, X2T2li2ii)é;(2) c (C(nl—n)xnl;.

V= [AX\T =Y AXTy ] e Crnt,
Demostracio. Les primeres nl — n files de (3.4.1) consonen per construccid, ja que

N, -1, ... 0
Do et St = 8T (M) € Clmy] (3.4.2)
0 ..M, 1,

I les tultimes n files de (3.4.1) es desprenen de la Definicié 2.2.10, en particular
de la condici6 (2). De manera que

[A() A .0 Al MNA+ Alfl} Si_1 = VT()\) S Cnxnl[)\].
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A més,
det {Séf] # 0,

perque siné tindriem que det(Ci(\)) = 0, cosa que contradiria que Cyp(A) ~ L(\)
pel fet que det(L(A)) # 0.

Per tant, T'(\) ~ C11(\) que és linealitzacié forta de L(\). O

Exemple 3.4.5. Continuant amb I"'Exemple 2.2.19, considerem

110 0 0O
01 1 0 00
(=13 A o 100100 /001 0 00
Lv=1 "4 A1 ST (g 9 08 1 070 00 —1 0 o]
00 0 0 01
00 0 0 0O
una parella descomponible de L(\).
Vegem que
(A—1 -1 0 0 0 0]
0 A—1 -1 0 0 0
[mA-Tv 0 1 |0 0 A-1 0 0 0 66
TN=1"0 mr-n =l 0o 0o 0o r+1 0 ofCN
0 0 0 0 -1 A
0 0 0 0o 0 -1
és linealitzacié de L(\).
Tenim que
A 0 -1 0 0 0
0O x 0 -1 0 0
oo x 0 -1 o0 66
Cit(\) = 00 0 A 0 1 € C°*°[\
10 -3 1 —-X+3 0
o1 0 1 0 0]
[ 1 0 0 1 0 07
X, X, Ty 0O 0 o0 8 0 1
S 1 1 0 -10 0 66
v|= | b X2 “lo 0o o 81 0C
2 N2 4 yo2—i -
AsXTT = Do AiXaTh 1 2 -1 -1 0 -1
0 0 0 0 0 -1
Per tant,
A -1 -1 0 A+1 0 0]
0 0 0 8A+ 8 0o -1
A1 oa-—2 -1 a—1 0 0 Sy
CuNS=1 7 0 0 —8\-8 -1 A [V] o)
“A+1 -2X4+3 -A+3 —-A-1 0 1
0 0 0 0 0 1]
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En particular, si tenim una parella de Jordan d’una matriu polinomial obtenim
una forma canonica de forma semblant a la forma canonica de Jordan per a matrius.

Teorema 3.4.6 (Forma de Weierstrass). ([LP06]) Si AB — A € C"*"[\] és una
linealitzacio de L(\), llavors A\B — A ~ W (), que anomenarem forma canonica de
Weierstrass, on

W()\) = diag([kl —i—)\Jkl (O), RN Ikp—i-)\JkP (0), >\Ill +Jll ()\1), ce ;)\Ilq +qu(/\q)) € Crixnt [/\]
i J.(\i) € CPE[N] és el bloc de Jordan corresponent a \; € Spec(L(N)).

Si posem que l'infinit té multiplicitat algebraica igual a k = Y »_ | k;. Llavors
podem denotar la linealitzacié de Weierstrass com

. ]H, + )\Woo 0 nlxnl
on Wy, = diag(Jkl (0), RN Jk:p (0)) i me()\) = diag()\Ill + Jll ()\1), ... ,)\Ilq + qu ()\q))
Exemple 3.4.7. Considerem

L)) = P: L _31} € C**2|).
Tenim que det(L(N)) = —(A+2)(A —2).

El seu revers és

ez = ' | e e

Tenim que det(rev(L(\))) = A?(4\* —1). Per tant, oo € Spec(L()\)) té multiplicitat
algebraica 2.

Com la forma local de Smith de rev(L(A)) en A =0 és

= [ 3]0 YR Y

tenim que 1'oo té multiplicitats parcials k1 = 0, ko = 2.

Per tant la forma canonica de Weierstrass de L(\) és

1 A 0 0
{01 0 0 Axd
W =1y o yoy o | €C™N:
0 0 0 A4 2
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Capitol 4

Resolvent i problema invers

Recordem que la forma resolvent d’'una matriu A € C"*" es defineix com
Ra(N\) = (I,A— At e C™"[)], )€ C tals que A € Spec(A).
En el cas de matrius polinomials L(\) € C**™[)] la resolvent es defineix com
Ry(\) = L(\)"t e C™™[)\], X € C tals que A € Spec(L(\)).

En la primera part d’aquest capitol veurem la relacié entre la resolvent i linea-
litzacions d'una matriu polinomial.

En la segona part, estudiarem el problema invers de la linealitzacié. Es a dir
donada una linealitzacié estudiarem quan existeix una matriu polinomial que la té
com a linealitzaci6.

4.1 Resolvent de matrius polinomials regulars

En general, a partir d’una linealitzacié descomponible podrem trobar la resolvent
d’una matriu polinomial. Es a dir, expressarem

Rr(\) = L(\)"' € C™"[)\], XeC tals que A & Spec(L()\))
en termes d’una parella descomponible i la linealitzacié descomponible corresponent.
Teorema 4.1.1. ([GLR82]) Sigui L(\) = S.._, A\ € C™"[\], i considerem
(X1 X3, ho o : 21 ) una terna descomponible de L(\) i T(\) € C"™>™[)\] la
0 Ty|’ |Zs

linealitzacio descomponible corresponent. Llavors

LN =[X1 X]T(N) Ej . VA & Spec(L(N)).

Demostracio. Notem que, com hem vist en la Proposici6 3.4.4,
Si—2
det { v #0.
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Podem escriure (3.3.1) com

{Lm_l 0 ]:F(A)OM(A)*E(A)—P

0 Inl—n
Aleshores multiplicant-hi a 1’esquerra per [In 0 ... O] € C™nl i a la dreta per
[In 0 ... O}T € C™*" obtenim que
L =L, 0 ... 0)CuN) [0 ... 0 L]". (4.1.1)

I a partir de (3.4.1) i de propietats del producte de matrius polinomials veiem que

L) =L 0 ... 0]SaT(N)! {SZV—Z}_ 0 ... 0 1] =

=[Xi XTI T [Sﬂl o ...0 5] =

= [X1 X3 [Ig‘ Tf_l} (N ﬁ;?}_l 0 ... 0 1) =

= [Xi X, T\ {[6” TH ﬁ;zr 0 ... 0 5]".

Exemple 4.1.2. Continuant amb I’Exemple 2.2.19, considerem

N H3AZ2-3\+1 A
L(\) = [ 0 At € C**2|\).

Calculem det(L(A)) = —(A—1)3(A+1) =0 < X = =+1.
Doncs per a A # +1, tenim que

~1 A
L) = [ A3V ABA-T M =N -1
0 A+1
(L 0 [S22 ! T X
=[Xi Xo]T(N) 1{0 Tf}{v] [0 0 L] eC*?\.

En particular, en el cas que L()\) sigui monica, amb qualsevol linealitzacié de
L(X) podem obtenir la seva resolvent partint d’una terna estandard corresponent.
Tal com veurem en el segiient corol-lari.

Corol-lari 4.1.3. ([LT85]) Sigui (X,T,Y) una terna estandard de L()\), llavors

L) = XTI\ —T)7'Y, VYA ¢ Spec(L(N)).
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Observacié 4.1.4. Si L()) és monica, en particular, tenim que la Primera Matriu
Companya és de la forma Cy(\) = I,;A—C}. I de l'expressié (4.1.1) deduim que es
pot expressar Rz (A\) = L(A\)™! en termes de la Primera Matriu Companya de L(\)
en el cas monic. Llavors VA ¢ Spec(L(A)) tenim que

L) =P(Iu)—C) 'Ry
on O] € C"*"[)] és la Primera Matriu Companya de L()\),
P=[L, 0 ..0eC™ i R=1[0 ..0 1] ect

Observacié 4.1.5. En el cas que det(4;) # 0, obtenim la resolvent amb
Ri=1[0 ... 0 47" ecrm

4.2 El problema invers de la linealitzacio

El nostre objectiu és respondre a la segiient pregunta:

Quan és (X,T), admissible per a L(\) = Zé:o AN € C™m[)], una parella
descomponible d’alguna L()\) regular de grau (7

En el segilient teorema obtindrem exactament qui és L(\) mitjangant els termes
de la parella descomponible corresponent.

Teorema 4.2.1. ([Coh83]) Sigui (X,T) = ([X1 X3, [0 T
2

I 01) una parella ad-
missible per a L(\) = Y\, A\ € C"[)]. S

I\ =T 0

LW:V{ 0 AL

} (Uo+ U+ ...+ U A TH e €™ [N, (4.2.1)

on V= [4xXiT - S AKTI e ol Uy L U] = ST e e,
aleshores (X, T) és parella descomponible de L(\).

Demostracid. Si L(\) = Y2'_y A;\* € C"[)] és de la forma (4.2.1), n’obtenim cls
seus coeficients separant la linealitzacié descomponible la qual depen de A i la que
n’és independent. Comparant graus tenim que

[Ay ... Al}:v([fgb 792} S0 Lyl — ﬁl Inzom] SiY L 0}).

De la igualtat (3.4.2), en deduim que

A, —-I, ... 0
S| e S =T,
0o ... X, —I,
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Tenim que
I, 0| o Ty 0 _
Ay ... Al sl:vqo TQ] S0 1] S — [ i Inl_m} S 1w 0] Sl):
[ 07 [m 0 ][ 0 ([ 07) _,
0 T2 0 Inl—m 0 Inl—m 0 T2 .
Per tant que (X, T) és parella descomponible de L(\). O

Exemple 4.2.2. Considerem

1 1.0 0 00
011 0 0O
1 001 0O 001 0 0O
(X’T)_([ooos 1 0]’000 10 of
000 0 01
000 0 00
una parella admissible de
_ _(/\_1)3 A 2x2
L(\) [ 0 A1 € C2[A]
Calculem
8§ -1 0 0 0 O
-8 2 8 0 0 0
-1 =2 -1 -1 0 -1 w6 o1 1|8 —4 —16 0 8 0 6
V‘[000001}€C’S2_801ooooec'
0O -8 0 0 0 8
0 8 0 8§ 0 0

i veiem que

—(A=1® A IA—T 0 _ ; y
L(A):[ ( 0 ) HJ:V{‘* 0 ! T — 1, Sy leol(I,A)2, € C**2[\].

Per tant, (X, T) és parella descomponible de L(\).

En el cas monic, ens preguntem:

Quan és (X, T), admissible per a L(\) = LA 4+ 3125 A;\F € €[], una parella
estandard d’alguna L(\) monica regular de grau [?

En el segiient corol-lari obtindrem exactament qui és L(\) mitjangant els termes
de la parella estandard corresponent.

Corol-lari 4.2.3. ([GLRO05]) Sigui (X,T) una parella admissible per a L(\) =
— LA+ Y2 AN € CN]. S

L) = LA — XTH VL + Vol + ...+ VATY),
on Vi € C tals que fil(V;)!_, = [co(XT")!Z}]™" aleshores (X,T) és parella
estandard de L(\).
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Capitol 5

Aplicacions de la linealitzacio

Les matrius polinomials tenen una infinitat d’aplicacions en camps com l’enginyeria,
la fisica, la teoria de control... En el cas de les linealitzacions algunes aplicacions es
troben en:

Analisi numeric La linealitzacié s’usa per a simplificar ’analisi de matrius po-
linomials i dissenyar algorismes profitosos per a la seva manipulacié. Aixo
pot ser 1til per a una varietat de camps, incloent-hi I’algebra lineal numerica,
la ciencia computacional o els problemes dels VAPs. ([LLW12], [LRY17],
IMTO01])

Sistemes d’equacions diferencials lineals Per a modelar sistemes d’equacions
diferencials lineals habitualment s’utilitzen matrius polinomials per a descriure
sistemes fisics. La linealitzacié en simplifica ’analisi i la solucié d’aquests,
cosa que permet fer Us de tecniques d’algebra lineal i de teoria de matrius.
([CDF38], [CLV89))

Sistemes de control Les matrius polinomials normalment sén emprades per a
descriure sistemes de control lineals que es fan servir per a explicar el com-
portament de sistemes fisics. La linealitzacio en simplifica I’analisi i el disseny
d’aquests, cosa que permet fer s de tecniques de teoria de control i d’algebra

lineal. ([LWO07], [JLR19])

5.1 Aplicacié a equacions diferencials
i en diferéncies (cas monic)

Considerem el sistema d’equacions diferencials

-1

d dlﬂf dlx
L(E)‘”(t) =t Ao =f(t), —co<|t] <o (5.1.1)

1=

on f(t) és una funcié vectorial n-dimensional sobre C continua a trossos.
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Una solucié general z(t) € C'(C) de (5.1.1) es pot expressar com
2(t) = a(t) + (1)

amb z;,(t) soluci6 general de ’equacié homogenia

d
L5 )a(t) =0 5.1.2
@Yt (512
i z,(t) una solucié particular de 'equacié no homogenia inicial (5.1.1).

Proposicié 5.1.1. ([Chr95]) Les solucions de ’equacié homogénia (5.1.2) formen
un espai vectorial que denotarem per o(L).
A més,
dim(p(L)) = nl = gr(det(L(N))). (5.1.3)
Teorema 5.1.2. (|[GLR82|) La solucid general de l’equacid (5.1.1) es pot escriure

com ,
z(t) = Pz, + Pl/ =R, f(s)ds
0
on Cy € C"™" és la Primera Matriu Companya de L(\),
Pi=[, 0 ... 0eC™, R=[0..0 1] ec

i zp € C"™ grbitrari. En particular, la solucié general de l'equacié homogénia
(5.1.2) és

z(t) = Pe'@z,. (5.1.4)

Demostracio. Comprovem que Iexpressio (5.1.4) és soluci6 general de 1’equacié ho-
mogenia (5.1.2) per a qualsevol z, € C*>*1,

dz(t ,
Com jt(l ) = P,Clet% 2, peri=0,1,...,1, tenim
d
L(%)l’(t) = PCle'@ 2, + A PICT et 2 4 4 AgPLICY e =
=[-Ay —A1 ... —A]e2+
+ (A1 [0 . 0 L]+ + AL 0 ... 0])e 2 =0.

Vegem que (5.1.4) dona totes les solucions de I'equacié homogenia (5.1.2). Ha-
vent vist (5.1.3), cal veure que si Pe'“1z. = 0, llavors z, = 0. Derivant tenim
PiCie!“ 2z, =0 perai=0,1,.... En particular, [col(P,C})!Z}]e* 2, = 0. Perd per
(2.2.1) sabem que col(P,C}):Zy = I;. Doncs ha de ser €/“1z, = 0. Com €'“* és no
singular, és z, = 0.

dx;_
Finalment, fent el canvi zg = z, x; = xdt Lperi=1,...,0—1, reduim (5.1.1) a
5
d—f = Chi + g(t) (5.1.5)



on

0
Zo
F = ; c (Cnl><1 i g(t) — ; c Cnlxl'
Ti—
- f(#)

La soluci6 de (5.1.5) és
t
z(t) = / et g (s)ds.
0
Multiplicant per P; a l'esquerra, tenim que zp = x,(t) = P, fg et~ g(s)ds. Com
g(t) = Ry f(t) trobem que z,(t) = P, fot e(t=3C R, f(t)ds.

Per tant, z(t) = x4 (t) + z,(t) = Pie'@z, + P, fot et~ R, f(s)ds. O

Exemple 5.1.3. Considerem

MM:BﬂV+Bﬂ€@ﬂ”

La seva equacié diferencial associada és

L<%>x(t) - % + [8 (1)} = [Qtjl] . (5.1.6)

Volem trobar una solucié general de la forma x(t) = () + x,(t), on z,(t) és
solucié de
d*z N 01
T VN

i z,(t) és una soluci6 particular de (5.1.6).

d
Usem el canvi g = z, 1 = %, de manera que reduim (5.1.6) a
0 0 0 10
d fzo| _ Lo 0 2x2 _ (00 01 4x4
E|:$1:|_Cl|il'1:|+ 2t+1 G(C y on Cl— 0 -1 0 0 G(C .
t 0 0 00
La seva soluci6 és
0
t
To| _ [ - | 0
{xl} /0 ¢ 25 +1 ds.
s

t s 0
Llavors z, = [ [[> 0] et=9% L.J f(s)ds.

Com zj, = [I5 0] €'® 2, per a qualsevol z, € C**!. La solucié general de (5.1.6)

) ! _oc, [0] [2t+1
xwzmq&%+AMOwﬂcu{t}w
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Sigui el sistema d’equacions en diferencies
Tjtl + Al—lxj—&-l—l + ...+ A[)l'j =Y, j = 07 1, . (517)

on (Yo, Y1, - - .) és una successié de vectors n-dimensionals donada i (zg, x1,...) és la
successio a trobar.

Considerem el conjunt de successions (g, 1, ...) tal que z,, € C"*! com 'espai
vectorial complex, on la suma i el producte per un nombre complex estan definits
per coordenades.

La solucié general = (z, x1,...), com en el cas d’equacions diferencials, es pot
expressar com & = I, + I, on &, és una solucié particular de (5.1.7) fixada i zy, és
una solucié general de I'equacié homogenia

Tjyl + Al_lxj+l_1 + ...+ AOZEj == O, j = 0, 1, e (518)

Teorema 5.1.4. (|[GLR82|) La solucid general de l’equacid (5.1.7) es pot escriure

com
7j—1

L :Plcfzr_kplchikilRlyk? j :Oala"'

k=0

on C; € C"™" ¢s la Primera Matriu Companya de L()\),
P=[, 0 ... 0eC™ R =[0..0 L] ect

i zp € C™ arbitrari. En particular, la solucié general de l’equacié homogénia
(5.1.8) és '
rj=PClz, j=0,1,.... (5.1.9)

Demostracid. Bs clar que (5.1.9) és solucié general de equacié homogenia (5.1.8)
per a qualsevol z, € CM*1,

I analogament al cas de l'equacié diferencial, tenim que (5.1.9) dona totes les
solucions de ’equacié homogenia (5.1.8).

Vegem que

J—1

Tpo=0 i zp;=P Y C{ " 'Ry, j=12 ..
k=0

és una soluci6 particular de (5.1.7). En efecte,

Tp gt T AiZp g1 + .o+ Aoy =

jH—1 JH—2 j—1
=P Y " 'R+ AP Y G PR+ L+ AP Y CU Ry
k=0 k=0 k=0
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Agrupant els termes que multipliquen g, els d’y;, i successivament, tenim que

-1 -1
<P10f+l_1 n ZAiPIC{H—l) Ruyo + (PIO{'+I—2 i ZAZ-HC’{H_?)RlyHr
i=0 =0

-1 -1
ot (PO + Y APC) Ry + (RO + Y ARG ) Ryt
=0 =0

-1 -1
+ (P10{—2 +3 AiPlO{‘2)R1yj+1 T <P109 +3 AiPIC'l_lH)RlyjH_l.
=0 =0

Si considerem C* nul-la per & < 0. Juntament amb (2.2.1), sabem que

0 ik=0,...,1—2
PCiRy =4 00
I, sik=101—-1.
Doncs tots els sumands sén igual a 0, excepte I,, que multiplica y;. U

Exemple 5.1.5. Considerem 'equacié en diferencies

1 1 .
[0 (1)] :cj+2+[8 0] zj=y; € C*' perj=0,1,.... (5.1.10)

On(yo,yl,...,yj,...):({g},B},...,[ﬂ,...)

Comprovem que

-1

e, = [ 0]Clz+ (L 0] o{kﬂg]ﬁ]ecwa j=0.1,...
0

.

i

és solucié de (5.1.10), per a qualsevol z, € C**1.

Cal veure que

j—1
. ik k .
Tpo = 0 i Tp,j = [IQ 0} E C{ ot |:102:| |:k‘:| , J=L2...

k=0

és soluci6 particular de (5.1.10). Substituint-hi les expressions anteriors obtenim

1 0 01 7
0 1 Tpj+2 T 00 Tpj = il

5.2 Aplicacié a equacions diferencials
i en diferéncies (cas no monic)

Considerem sistemes d’equacions diferencials i en diferencies lineals d’ordre [ amb
coeficients constants. En cada cas tindrem una matriu polinomial de grau [ amb
determinant diferent de zero.
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A diferencia del cas monic, no podrem resoldre, en general, el sistema associat
a una matriu polinomial no monica per a totes les funcions continues per la dreta.
Pel fet que pot existir estructura espectral a 1'co.

Considerem el sistema d’equacions diferencials

d d d
u—A0u+A1—u+ +Al—u

L(dt) dt dt! /

(5.2.1)

on f és una funcié vectorial n-dimensional sobre C de variable ¢ i u = u(t) € C™*!.

Volem expressar la solucié de (5.2.1) en termes d’una terna descomponible de
L(\). Tal com veurem en el segiient teorema.

Teorema 5.2.1. ([GLRS82]) Donades L(\) = Y\_y A\ € C™™[\] i una terna des-

. T, 0O A
componible de L(\), ([Xl Xg} , [O TJ 2z,
i que 3q € Zso tal que Ty = 0. Llavors Vf(t) € CT=Y(C) la solucié general de
Uequacid (5.2.1) es pot escriure com

]) Suposem que m = gr(det(L())))

q—1

u(t) = X, Tltx+/ X9 7, f(s ds—ZXQTZng( (t), (5.2.2)

on x € C™ arbitrari.

Demostracié. Vegem primer que (5.2.2) és soluci6 de (5.2.1).
Per a k=0,1,...,] tenim que

k—1
u® () = Xy The™ae + 3 XoTF I 20D )+
=0

t q—1
+ / X\ TEe™ U2, f(s)ds — Y~ XoT3 Zo fH0(1).
to i=0

Per tant,
! 1 I k-1
Z Aku (Z Ale ) €T1t$ + Z Z Aleleflijlf(j) <t>+
k=0 k=0 k=0 j=0
t g—1 1
/ (Z AleTk> Tit=9) 7, (s > AT Zy fOHR(2).
to \ k=0 i=0 k=0

Com (X, T, Z) és terna descomponible, tenim que ka:o Ap X TF = 0. Per tant,

l l+q-1 l
> APy = > (Z A X TP 7y — ZAkXQT Zz> f9O®), (5.2.3)
k=0

=0 k=i+1 =

considerant Z;:Hl a=0sii+1>1
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A més, tenim que

I\ =T 0 [z

-1 _ m 1 1

LN =[X1 X 0 T\ — [nlm} { 22] . YA & Spec(L(N)).

Podem representar la resolvent, per a || prou gran, com

L) = = XoTd ' 2N — = XgTh Zo) — XoZo + XaZON P+ X\ TV 2N 2 4.
(5.2.4)

El coeficient de f9)(t) de la dreta de la igualtat (5.2.3) és igual al coeficient de A/
en el producte L(A)L(\)~! = I,,. Es a dir, comparant graus, Zﬁc:[} AP (t) = f(t).

Falta veure que (5.2.2) dona totes les solucions de l'equacié (5.2.1).
Una solucié general u(t) € C'(C) de (5.2.1) es pot expressar com
u(t) = un(t) + up(t)

amb wuy,(t) soluci6 general de ’equacié homogenia

> Auf(t) =0 (5.2.5)

i u,(t) una soluci6 particular de ’equacié no homogenia inicial (5.2.1), és a dir, és
suficient veure que

up(t) = Xpe'tte, e C™!
és solucié general de (5.2.5).

Donat que el conjunt de solucions de (5.2.5) és un espai vectorial m-dimensional,
hem de comprovar que uy(t) = 0 és possible si i només si z = 0. En efecte,

up(t) =0 = uﬁf)(t) =X Tie"r =0 i=1,....,1—-1 =
— col(XiT)) Ttz =0 = el =0 = 2 =0.

Sigui el sistema d’equacions en diferencies
AlujJrl + Alfluj+l71 + ...+ Ao’u,j = Vj, j = 0, 1, ce (526)

on (vg, vy, ...) és una successio de vectors n-dimensionals donada i (ug, uq, . ..) és la
successio a trobar.

Teorema 5.2.2. ([GLR82|) Donades L(\) = Zi:o AN € C™™[N] 4 una terna des-

componible de L(X), ([X1 X, , ho o : Z ). Siguin {v;}32, una successio de
0 T Zy J

vectors n-dimensionals i m = gr(det(L()\))). Llavors la solucid general de (5.2.6)

es pot escriure com

q—1
ug = X9z — Y XoTy Zovs,
=0
q—1 j—1
uj=XTe =Y XoTjZpviey + Y X TY "' Zyw,, j=1,2,...,
1=0 s=0

on x € C™*1 grbitrari.

43



Demostracio. Una solucié general de (5.2.6) és
uj =X\ Tlz, j=01,....

Doncs és suficient veure que la successié {(;}32, donada per

q—1
- ZXzTgiZzUi,
=0
q—1 j—1
= XT3 Zyviy; + > X T 2w, j=1,2,..,
=0 s=0

és solucid de (5.2.6). En efecte,

Appj +A10j + .+ A =

I j+k-1 4 Il g1
= Z Z Alele+k_8_1Z1U5 - Z Z AkX2T2iZ2Uj+k+i =
k=0 s=0 k=0 =0 (527)
= (Z AX T ) - ZAsz o ZQ,> i
i=0 \k=0 k=0

on TP = 0,75 = 0 si a < 0. Usant (5.2.4), tenim que el coeficient de v; de la dreta
de la igualtat (5.2.7) és igual al coeficient de X'/ en el producte L(A)L(A)~' = I,.
Es a dir, comparant graus, Zk 0 Arjr = v; peri = j. U
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