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Resumen

El objetivo de este trabajo es estudiar la distribucién de los ingresos televisivos entre
los diferentes equipos de una liga de futbol. Este trabajo surge de un problema aplicado
sobre cémo se debe entregar este dinero a los diferentes equipos, teniendo en cuenta las
audiencias que atraen.

Este estudio es analitico, reuniendo herramientas de la teoria de juegos cooperativos,
problemas de bancarrota y estadistica. El método es principalmente axiomatico, es decir,
normativo: caracterizar las reglas.

Después de un capitulo preliminar sobre juegos cooperativos, establecemos el modelo
tedrico, sus variables, reglas de distribucion y axiomas. Exploramos las relaciones con los
juegos cooperativos, los problemas de bancarrota y también tratamos de identificar el
fenémeno fan en las audiencias. Seguimos el trabajo de Bergantifios y Moreno-Ternero
(Management science, 2020). Finalmente, estudiamos una extensién para acomodar la
posibilidad de ingresos extra, y cémo esta extensién permite una axiomatizacién de las
reglas.

Abstract

The objective of this work is to study the distribution of the television revenues among
the different teams of a soccer league. This work comes from an applied problem on how
should this money given to the different teams, taking into account the audiences they
attract.

This study is analytical, bringing together tools from cooperative game theory, con-
flicting claims problems and statistics. The method is mainly axiomatic, i.e. normative:
how are the rules characterized.

After a preliminary chapter on cooperative games, we set the theoretical model, its
variables, distribution rules and axioms. We explore the relationships with cooperative
games, conflicting claims problems and also we try to identificate the fan phenomenon on
audiences. We follow the paper of Bergantinios and Moreno-Ternero (Management science,
2020). Finally, we study an extension to accomodate the possibility of extra revenues, and
how this extension allows an axiomatization of the rules.
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Introduccion

Es un hecho irrefutable que la industria televisiva, y mas en concreto la retransmision
de eventos deportivos constituye un sector muy relevante dentro de la economia global a
dia de hoy. Muchas veces la pasién que despierta el deporte entre los aficionados eclipsa
el verdadero motor econémico de este sector: los derechos televisivos.

Consideremos un caso empirico que nos resulta cercano, la Liga Espanola de Futbol
(LaLiga). El modelo de negocio es el siguiente: las companias televisivas adquieren los
derechos para emitir los partidos de la Liga Espanola confiando en que puedan vender
la emisiéon de los partidos generando una plusvalia para ellos. La Liga Espanola, por
su parte, otorga a cada equipo de la liga una cantidad determinada, reparto que hasta
este momento estd legislado por un Real Decreto-ley 5/2015 por titulo: Real Decreto-
ley 5/2015, de 30 de abril, de medidas urgentes en relacion con la comercializacion de
los derechos de explotacion de contenidos audiovisuales de las competiciones de fiitbol
profesional”. Alli se especifican con detalle como se reparten los derechos televisivos. La
reciente Ley del Deporte, aprobada definitivamente por el Congreso de los Diputados el
22 de diciembre de 2022 y se ha publicado el dia 30 de diciembre para entrar en vigor
desde el 1 de enero de 2023, cambia ligeramente estas reglas. Sin embargo, todavia es
pronto para predecir cudl va a ser el desenlace de esta cuestion.

Este modelo de negocio resulta puede resultar altamente lucrativo tanto para las com-
panias de televisiéon como para los equipos de la liga. De acuerdo con los datos, la liga
deportiva con los derechos televisivos mejor valorados es la NFL con unos derechos de
televisién valorados en 13 billones (miles de millones) de ddlares americanos, seguida de
la MLS americana y la Premier League inglesa.

Una vez considerado el modelo de negocio, es natural preguntarse lo siguiente: ;cémo
reparte la liga los beneficios obtenidos por la venta de derechos televisivos a sus equipos?
La respuesta no es sencilla. Solo debemos v ver por ejemplo la gran diferencia de repartos
de derechos televisivos que hay entre la primera divisiéon inglesa de fttbol y la espafiola.
La liga inglesa (EPL) es mucho més igualitaria que la espanola (Laliga).

El primer trabajo formal en desarrollar un modelo axiomatico para estudiar la pregunta
anterior fue escrito por Bergantinos y Moreno-Ternero (2020), eso si, bajo la hipdtesis
de que la competicion sobre la cual estudiamos el reparto de derechos televisivos sea
una liga de ida y vuelta. Esta linea de investigacién empezé estudiando el problema
de reparto de un pase de los museos entre las entidades participantes, dando lugar a
una caracterizacion axiomatica y permitiendo un anélisis econémico mucho maés rico.
Del problema del reparto de los derechos televisivos hasta el dia de hoy, los mismos
autores, Bergantinios y Moreno-Ternero han seguido escribiendo articulos relacionados
con el reparto de derechos televisivos en diversos aspectos. Citaremos [1], [2], [3], [4], [5].

Aunque la legislacién puede modificar el reparto, estos estudios permiten dar fun-



2 INTRODUCCION

damento por sus propiedades a las reglas que se deseen utilizar, y son de aplicacién a
fenémenos distintos.

En los trabajos mencionados se utilizan propiedades y modelos de los juegos coopera-
tivos, cuyos fundamentos se encuentran en los Preliminares. También la literatura sobre
los problemas de bancarrota (véase Thomson, 2019, [13]), asi como un ajuste por Minimos
cuadrados ordinarios (MCO) que acaba siendo evaluado de forma alternativa mediante
un ajuste.

Estructura del trabajo

El trabajo consta de 4 capitulos.

En el primer capitulo, que corresponde a los Preliminares, usando el texto de Rafels et
al. (1999) [10], introducimos los resultados y herramientas necesarios para la comprension
y estudio de los juegos cooperativos. Ciertos resultados de este capitulo como el core o
el valor de Shapley resultaran importantes en el devenir del trabajo, especialmente en el
tercer capitulo.

En el segundo capitulo, siguiendo el articulo de Bergantifios y Moreno-Ternero (2020a)
[1], introducimos formalmente la definicién de problema de retransmisién. Este problema
de retransmisién es un conjunto de equipos junto con una matriz que indica las audiencias
de los partidos entre los diferentes equipos. Posteriormente se define qué es una regla. A
modo de resumen, una regla nos dice cémo repartir la audiencia total entre los equipos
de una liga cualquiera. A raiz de este concepto se introducen tres reglas que jugaréan un
papel fundamental en lo restante de trabajo: la regla uniforme, la regla equal-split y la
regla concede-and-divide. Para finalizar el capitulo se caracterizan las reglas equal-split y
concede-and-divide mediante una serie de axiomas.

El tercer capitulo se basa en el estudio de las reglas equal-split y concede-and-divide.
El capitulo comienza contrastando las diferencias que presentan las dos reglas a la hora
de explicar el efecto de los fans en la audiencia de los partidos. El contenido restante
del capitulo se divide en tres secciones, cada una de las cuales estudia los problemas de
retransmision desde un punto de vista diferente y arroja una de las dos reglas como el
resultado del estudio.

En el cuarto y ultimo capitulo, estudiamos ( siguiendo el trabajo de Bergantinos y
Moreno-Ternero, 2020b [2]) cémo actian la regla uniforme, la regla equal-split y la regla
concede-and-divide ante un aumento en la audiencia. Para ello se definen nuevos axiomas y
se presentan caracterizaciones de las tres reglas anteriores mediante estos nuevos axiomas.

Por 1ltimo se presentan las conclusiones de este trabajo.



Capitulo 1

Preliminares: Juegos cooperativos

Este capitulo estd dedicado a introducir los conceptos sobre juegos cooperativos nece-
sarios para explicar el modelo presentado por Bergantinos y Moreno-Ternero (2020) [1].
Para ello utilizaremos la teoria de juegos.

La Teoria de Juegos es una rama de las matemaéticas que estudia la toma de decisiones
cuando los decisores pueden elegir entre diferentes estrategias y el resultado depende de
las estrategias escogidas por parte de todos los agentes. Surge a partir del libro de Von
Neumann y Morgenstern (1944) [14]. En este libro titulado Game Theory and Economic
Behavior, se pretende hallar un fundamento a las decisiones econémicas que toman los
consumidores, las empresas, los gobiernos, etc. Aunque el objetivo inicial, demasiado
ambicioso, no se ha cumplido, los modelos que utilizan las herramientas de esta teoria
se han convertido en imprescindibles en muchos campos, como se prueba en los Premios
Nobel de Economia dedicados tanto a estudiosos de la teoria como los que la usan en
aplicaciones como las subastas o la asignacién de estudiantes a las universidades.

Hay multiples tipos de juegos, pero en este trabajo nos centraremos en estudiar los
juegos cooperativos y sus aplicaciones. En los juegos cooperativos la unidad esencial son
las coaliciones y nos centramos en conceptos de solucion, es decir en repartos de lo que
los jugadores pueden conseguir juntos.

En la exposicién de los juegos cooperativos, usamos el texto de Rafels et al. (1999)
[10], aunque también hay otros textos disponibles, como Curiel (1997) [6] o Gonzalez-Diaz
et al. (2010) [7].

1.1. Juegos cooperativos en forma caracteristica

Un juego cooperativo es un tipo de juego que estudia de qué manera se pueden juntar
las jugadores un juego para obtener una situacién ventajosa. Una unién de jugadores (un
subconjunto del total de jugadores) se denomina coalicién. Para modelizar esta situacion,
nos basta con tener una funcién que asigne a cada coalicién un valor numérico (esta
funcién se llama funcién caracteristica).

Definicion 1.1. Un juego cooperativo en forma caracteristica con utilidad transferible
de orden n es un par ordenado (N,v) ddnde:

» N={1,...,n} es un conjunto de jugadores

3



4 CAPITULO 1. PRELIMINARES: JUEGOS COOPERATIVOS

= v es una aplicacion
v: P(N) — R
SCN — v(S)

tal que v(0) = 0.

Usaremos las letras maytsculas S, T, R, ... para referirnos a las coaliciones y las letras
minusculas s,t,7,... para referirnos a su cardinalidad. Imponemos, como es natural, que
v(0) = 0, es decir que la coalicién sin jugadores reciba una utilidad de 0. Cabe remarcar
que a pesar de que en este trabajo el valor que obtienen las coaliciones es “dinero”, en
general no tiene porque ser asi. En general las coaliciones reciben un bien que les genera
una utilidad. A partir de ahora no explicitaremos el orden de un juego cooperativo a no
ser que sea estrictamente necesario. También nos referimos a los juegos cooperativos de
utilidad transferible simplemente como juegos TU o juegos cooperativos TU, una notacion
ampliamente usada. Denotamos por I' el conjunto de juegos juegos cooperativos TU.

Antes de seguir con mas nociones, vamos a exponer a continuacién un pequeino ejemplo
en el que modelizamos una situacion que bien podria suceder en la vida real mediante un
juego TU.

Ejemplo 1.2. Tres municipios cercanos entre ellos planean la posibilidad de desarrollar
un sistema de tratamiento de aguas residuales propio.A dia de hoy, los 3 municipios
mandan sus aguas a una planta de tratamiento situada en una gran ciudad cercana a
dichos municipios, por lo cual pagan una tarifa mensual.

Mediante un estudio se ha calculado que seguir enviando las aguas residuales a la
planta de tratamiento situada en la gran ciudad implica un coste a cada municipio de 100
unidades por familia. Por otro lado construir y mantener una planta propia tiene un coste
que depende del nimero de familias involucradas en la construccién (llamémosle NFI a
este nimero). Este coste viene dado por:

500000 si 0 < NFI <5000,
Cnrr = { 600000 si 5000 < NFI < 10000,
700000 si 10000 < NFI < 15000.

El municipio 1 tiene una poblacién de 5000 familias, el municipio 2 de 3000 familias y
el municipio 3 de 4000 familias.

Modelizamos el problema anterior mediante un juego cooperativo (N, v). Los jugadores
del juego serdn los municipios involucrados en el problema, por lo que N = {1,2,3}.
Calculemos ahora la funcién caracteristica asociada: Sea S C NN y s su cardinalidad.
Consideremos los siguientes casos:

= Si s =0, entonces S = {) y tenemos que v(S) = 0.

» Si s =1, entonces S = {i} para algin i € N. Para el caso del municipio 1, como
tiene 5000 familias, el coste para construir un sistema de aguas propio serd de
500000. Mientras que con el sistema de aguas que usa actualente le supone un
gasto de 500000 (ya que cada familia paga 100 unidades por el servicio y hay 5000
familias). Por lo tanto el municipio 1 no estard interesado en la construccién de una
nueva planta, es decir, v({1}) = 0. Usando un argumento analogo obtenemos que

v({2}) = v({3}) = 0.
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» Si s =2, entonces S € {{1,2},{1,3},{2,3}}. Calculemos, por ejemplo, v({1,2}).
Si la coalicion formada por los municipios decidiera abrir una planta conjunta, le
costaria una utilidad de 600000, ya que entre ambos municipios juntan 8000 familias.
En cambio mantenerse con su sistema de aguas actual le reporta un coste de 800000.
Por lo tanto, construir una planta nueva serd la opcién més beneficiosa para la
coalicién ya que le reportara una utilidad de v({1,2}) = 800000 — 600000 = 200000.
Analégamente obtenemos que v({1,3}) = 300000, v({2,3}) = 100000.

= Sis =3, entonces S = N y usando los mismos argumentos que en los casos anteriores
obtenemos que v(N) = 500000.

Por ello la funcién caracteristica (en miles) serd:

v({1}) =0, wv({1,2}) =200,
v({2}) =0, v({1,3}) =300, v({1,2,3}) = 500.
v({3}) =0 wv({2,3}) = 100,

Introducimos ahora la definicién de juego cooperativo TU convexo (Shapley, 1971
[12]). Esta propiedad serd importante en el desarrollo del trabajo ya que los juegos TU
que estudiaremos en el Capitulo 3 serdn todos convexos y este tipo de juegos como veremos
adelante presentan una caracteristica muy importante: tienen el core no vacio.

Definicién 1.3. Sea (N,v) un juego TU. Decimos que (N, v) es convexo si para cualquier
par S,T € P(N) y cualquieri € N tal que S CT yi ¢ T, se cumple

V(T U {i}) — o(T) > v(S U {i}) — o(S).

Esta condicién nos dice que si tenemos dos coaliciones S, T tal que S C T' (es decir que
todos los jugadores de la coalicién S pertenecen a T' pero hay como minimo un jugador
de T que no esta en la coalicién S) y un jugador ¢ que no pertenece a ninguna de las
dos coaliciones, el efecto marginal de ¢ sobre la coalicion T es mayor o igual que el efecto
marginal de ¢ sobre S.

Soluciones, conjunto de preimputaciones, conjunto de imputaciones y
core de un juego

Una vez hemos introducido las definiciones y notaciones necesarias para entender qué
es un juego cooperativo TU, queremos resolver la siguiente cuestién: dado un juego (N, v),
;de qué maneras podemos repartir v(/N) entre los n participantes del juego?

Para ello definimos el concepto de solucién de un juego TU:

Definicién 1.4. Sea (N,v) un juego cooperativo TU. Una solucion del juego es un vector

x=(x1,...,2,) €ER".

Una solucién sugiere repartir a cada jugador ¢ € N la cantidad z;. Del concepto de
solucién, podemos obtener la cantidad que recibe una coalicién cualquiera S € P(N) de
una z, la cual notamos por x(N). Es decir:

z(S) = Zazz

i€S
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Dicho esto, una solucién incluye cualquier vector que pertenezca a R™ lo que implica
que puede haber soluciones que no sean aceptables por el conjunto de los jugadores. Para
mejorar ese problema podemos acotar el conjunto de soluciones bajo ciertas condiciones
0 principios.

La primera condicién que podemos imponer es que v(N) sea repartido integramente a
los participantes, es decir que v(N) = z(N). Esta condicién es conocida como principio
de eficiencia y da lugar al conjunto de preimputaciones de un juego TU.

Definicién 1.5. Sea (N, v) un juego TU. El conjunto de preimputaciones del juego (N, v)
es el conjunto denotado por I*(N,v) y definido por:

I"(N,v) ={(z1,...,2,) € R" : 2(N) = v(N)}.

Es decir el conjunto de preimputaciones es el conjunto formado por las soluciones
que cumplen el principio de eficiencia. De manera similar es 16gico para los jugadores
de un juego exigir que una solucién les aporte como minimo la misma utilidad que les
otorga la funcion caracteristica. Esta condicién es conocida como principio de racionalidad
individual y da lugar al conjunto de imputaciones de un juego TU.

Definicién 1.6. Sea (N,v) un juego TU. El conjunto de imputaciones del juego (N, v)
es el conjunto denotado por I(N,v) y definido por:

I(N,v) ={(z1,...,2n) € R" : 2(N) =v(N),z; > v({i}) Vie N}.

Por 1ltimo, podemos considerar el principio de racionalidad coalicional. Una solucién
de un juego TU cumple el principio de racionalidad coalicional si cualquier la utilidad
de cualquier coalicién del juego por la solucién es superior al valor de la coalicién en la
funcién caracteristica. De esta manera definimos el Core de un juego TU de la siguiente
manera:

Definicién 1.7. Sea (N,v) un juego TU. El Core del juego (N,v) es el conjunto denotado
por Core(N,v) y definido por:

Core(N,v) = {(z1,...,2p) € R" : 2(N) =v(N),z(S) > v(S) VS e€P(N)}.

Cabe remarcar que el principio de racionalidad coalicional implica el principio de ra-
cionalidad individual. Claramente viendo los conjuntos que hemos definido tenemos que
para cualquier juego TU (NN, v) se cumple que:

Core(N,v) C I(N,v) C I*(N,v).

Esto es logico ya que cada conjunto que hemos introducido presentaba condiciones
maés restrictivas que el conjunto anterior. A pesar de que el Core es el conjunto que parece
presentar vectores de pago méas favorables para los jugadores, tiene el problema de que
puede ser el conjunto vacio.

A pesar de ello, los juegos cooperativos TU que se estudian en este trabajo serdn
convexos, y éstos cumplen que tienen el core no vacio:

Teorema 1.8. Sea (N, v) un juego cooperativo TU. Si el juego (N, v) es convexo entonces

Core(N,v) # .

Dado que nuestro objetivo no es profundizar en los juegos cooperativos, la demostracion
del teorema anterior se puede hallar en en el libro de Rafels et al. (1999) [10]. Los resultados
originales se hallan en el trabajo de Shapley (1971) [12].
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El valor de Shapley

El Core, como concepto de solucién, tiene el problema de que puede ser vacio, y en
caso de que no lo sea, presenta en general infinitos repartos posibles. Por ello vamos a
presentar ahora una solucién puntual muy relevante: el valor de Shapley (Shapley, 1953

[11]).
La idea de Shapley fue buscar una solucién tnica Sh(N,v) € R™ para juegos TU que
satisficiera unas propiedades muy naturales.

Antes de explicitarlas, necesitamos algunas definiciones.

Definicién 1.9. Sea (N,v) € T' un juego TU. Decimos que i € N es un jugador nulo
en el juego cooperativo (N,v) si su contribucion a cualquier coalicion es igual a cero, es
decir, si v(SU{i}) = v(S) para toda coalicion S C N.

Definicién 1.10. Sea (N,v) € T' un juego TU. Decimos que i,j5 € N son jugadores
simétricos si sustituyendo uno por el otro no se altera la utilidad de ninguna coalicion, es
decir, si v(SU{i}) = v(SU{j}) para cualquier coalicion S C N \ {i,j}.

Las propiedades que Shapley utiliza son las siguientes:

1. Aditividad. Dados (N, v), (N,w) € T, se cumple
Sh(N,v) + Sh(N,w) = Sh(N,v + w),

donde el juego (N, v+w) es el juego cuya funcién caracteristica es la funcién definida
por (v 4+ w)(S) :=v(S) + w(S),¥S C N.

2. Simetria. Dado (N,v) € I', y para cualquier par de jugadores simétricos 7,j en
(N, v) se cumple
ShZ(N, U) = Shj(N, U).

3. Eficiencia. Dado cualquier (NV,v) € I', se cumple

> Shi(N,v) = v(N).

1EN

4. Jugador nulo. Dado (N,v) € T, si para cualquier jugador nulo i en (N,v) se
cumple
ShZ(N, U) =0.

Shapley no solo demostré que el valor de Shapley existe para todo juego TU, sino que
ademas ese valor es tnico y encontré una expresion explicita para calcularlo. Todo esto
viene recogido en el siguiente teorema.

Teorema 1.11. Dado (N,v) € T un juego cooperativo TU, existe una tinica solucion A
del juego (N,v) que cumple los aziomas de Aditividad, Simetria, Eficiencia y Nulidad y
viene dada por la siguiente expresion:
1
Shi(N,v) == Y sln—s—1)!(v(SU{i}) —v(S)),

n!
SCN\{i}

donde s es la cardinalidad de la coalicion S.
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Si comentamos brevemente los axiomas que Shapley usa para caracterizar el valor, lo
primero que debemos senalar es la Eficiencia. Efectivamente, nos interesard una distribu-
cién que reparta todos los recursos disponibles entre los jugadores. Se trata de repartir el
valor total pensando en que los jugadores entran segiin un orden determinado, y cada ju-
gador recibe justamente su contribucién marginal a los precedentes. Y el valor de Shapley
no es mas que el promedio sabiendo que los 6rdenes se toman de forma aleatoria.

En segundo lugar, la Aditividad solamente implica que el valor de aquellos juegos que
se pueden descomponer es simplemente la suma de los valores de los elementos de la
descomposicién.

Los axiomas de simetria y del jugador nulo se basan en principios de igualdad, tratar
de forma igual a jugadores intercambiables, y por udltimo, quien no aporta nada, no debe
recibir nada.

El valor de Shapley se basa en la idea de calcular las contribuciones de cada jugador a
las coaliciones a las que no pertenece. Dado un juego cooperativo (N,v), la contribucion
del jugador i a la coalicién S C N tal que i ¢ S es v(S U {i}) — v(S). Por lo tanto, se
trata de la diferencia entre lo que gana la coalicién S con y sin el jugador .

Por tdltimo, hay una manera alternativa de expresar el valor de Shapley que usaremos
en apartados posteriores.

Sea (N, v) un juego TU. Denotamos por Il el conjunto de todas las permutaciones
del conjunto N, es decir:

Iy ={®: N — N:® es biyectiva}.

Ahora, dados 7 € Iy y i € N, denotamos por Pre(i, 7) el conjunto de predecesores del
jugador ¢ por la permutacién 7:

Pre(i,m) ={j € N :7w(j) < w(i)}.

Introducimos entonces la definicion alternativa del valor de Shapley, usando las contri-
buciones marginales del jugador ¢ a sus predecesores para cada permutacion, y haciendo el
promedio de ellas. Se define el vector de contribuciones marginales para una permutacion
7 € Iy el vector m™(v) € RY definido por:

m (v) = v(Pre(i,n) U{i}) — v(Pre(i,n)), Vi€ N.

(2

Teorema 1.12. Dado (N,v) € I' un juego cooperativo TU, existe una unica solucion Sh
del juego (N,v) que cumple los axiomas de Aditividad, Simetria, Eficiencia y Nulidad y
viene dada por la siguiente expresion:

Shi(N,v) = = 3 [o(Pre(i, 7) U {i}) — v(Pre(i, m)).

n!
SN

Introducimos ahora un pequeno ejemplo donde calculamos el valor de Shapley de un
juego TU.

Ejemplo 1.13. Sea (N,v) € I el juego de tres jugadores, N = {1,2,3}, con la funcién
caracteristica definida de la siguiente manera:
v({1}) =0, v({1,2})= 2400,

v({2}) =0, v({1,3}) = 2060, v({1,2,3}) = 4920.
v({3}) =0 v({2,3}) = 460,
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Calculamos el valor de Shapley del jugador 1,
1 .
Shi(N,v) = — > [w(Pre(1,m) U {i}) — v(Pre(1,m))].
’ welln

Ahora el conjunto Iy = {1, 7o, w3, 4, 75, T6 } estéd formado por las siguientes permuta-
ciones (en forma matricial):

771:(%32),
m=(133),
m=(513),
T =(53%),
m=(313),
me=(357)-

Aplicando la definicién del valor de Shapley de arriba obtenemos que:

Shi(N,v) = [( ({1}) —o({0})+

(v({l})—v({m)] (v({1,2}) —v({ZH)+
(v({1,2,3}) —v({2,3}) + (v ({1 3}) —v({3P+
)

(v({1,2,3}) —v({2,3})] = = - 13380 = 2230.
Calculando de manera analoga el valor de Shapley para los equipos 2 y 3 obtenemos que:

Sh(N,v) = (2230, 1430, 1260).
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Capitulo 2

Reparto de derechos televisivos

En este capitulo establecemos la notacién y los supuestos en los que se basa el modelo
de reparto de los derechos televisivos de una competiciéon deportivas, y en concreto de
la liga de futbol. Debemos establecer en primer lugar cuél serd la informacién disponible
y los objetivos que pretendemos obtener a partir del modelo. Seguimos el trabajo de
Bergantinos y Moreno-Ternero (2020, 2021) [1] [3] porque son los que fijan este problema
de manera formal y axiomadtica. Se trata de un problema que presenta un interés practico
y que suele verse oscurecido por las pasiones que desata el fitbol.

Una vez tenemos los datos del modelo, establecemos qué reglas se plantean para des-
pués caracterizar las reglas mediante una serie de axiomas o propiedades.

2.1. El modelo

El modelo de competiciéon que analizamos en este trabajo es el de una liga de ida
y vuelta. En la competiciéon cada equipo juega contra cada uno de los demads equipos
exactamente dos veces: una vez como local y la otra como visitante. Por esa razén los
fundamentos del modelo serdan los siguientes:

» Un conjunto finito N = {1,...,n}, formado por los equipos de la liga, de cardinali-
dad |N| = n.

= Una matriz cuadrada de orden n, A = (a;j)ij=1,...n € Anxn que recoge las audiencias
de la siguiente forma:

si i # j, la audiencia del partido entre i y j en el campo de 1,
aij =
si i=y7, 0.
Claramente se cumple que a;; > 0, Vi,j € N ya que no es posible que un partido
tenga audiencia negativa. De esta manera introducimos la siguiente definicion:

Definiciéon 2.1. Una matriz de audiencias de orden n es una matriz A € A,xn tal que

aijZO Vi,jGNy a; =0 VieN.

Denotamos por ,x, el conjunto de todas las matrices de audiencias de orden n. Es
decir:
ann:{AeAan’azjzo W,jGN,yaiiZOViEN}.

11
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Definimos entonces que es un problema de retransmision:

Definicién 2.2. Un problema de retransmision de orden n es un par ordenado (N, A)
donde N es un conjunto tal que [N|=n y A € Quxn.

Denotamos por O, el conjunto de todos los problemas de retransmisién de orden n.

Dado un problema de retransmisién de orden n podemos obtener la audiencia conse-
guida por cualquier equipo ¢ € N. La denotamos como «; y se obtiene de la siguiente

manera:
n

o = Z(aij + aj,-) Vi € N.
j=1

También podemos obtener la audiencia total del problema, denotada como ||A||, sim-
plemente sumando todas las entradas de las matriz de audiencias asociada. Es decir:

1 n
1A= a=5 ) o
i,jEN =1
Introducimos un ejemplo para facilitar la comprension de los conceptos presentados.
Ejemplo 2.3. Sea (N, A) el problema de retransmisién de orden 3 con la siguiente matriz
de audiencias asociada:
0 1200 1030

A=11200 O 230
1030 230 0

La audiencia asociada al equipo 1 sera la siguiente:

a1 =Y (ai; + azi) = 1200 + 1030 + 1200 + 1030 = 4460.
JEN

Calculando la audiencia asociada de los equipos 2 y 3 de la misma manera obtenemos
que
a = (4460, 2860, 2520).

Calculamos también la audiencia total del problema de retransmisién:

= 4920.

1 4460 + 2860 + 2520
1Al =5 > ai=

, 2
i€EN

Antes de proseguir, cabe remarcar una serie de convenios que se dardn por sentados
a partir de ahora. En primer solo estudiaremos los casos en que n > 3. En segundo
lugar, asignando a cada equipo participante un niimero, podemos concluir sin pérdida de
generalidad que el conjunto N serd de la forma {1,...,n}. Por ultimo, no volveremos a
indicar el orden n de una matriz o problema de retransmisién ya que, o bien quedara
implicito en el contexto, o bien serd irrelevante para las demostraciones.
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2.2. Reglas de reparto

Una vez definido qué es un problema de retransmisién procedemos a introducir el con-
cepto de regla de reparto. Dado un problema de retransmisién, una regla de reparto nos
dice como distribuir los ingresos generados a cada uno de los equipos de la competicion.
Antes de definir las reglas de reparto de forma rigurosa, suponemos sin pérdida de gene-
ralidad que cada espectador genera unos beneficios de 1 unidad por ver el partido. Por
esta razon, definimos la regla de reparto.

Definicion 2.4. Una regla de reparto es una aplicacion R

R: © — R
(N,A) —— R(N,A)=(Ri(N,A),Ry(N,A),...,R,(N,A)) "

tal que ZRz’(N,A) = ||A]].
i—1

La condicién de que
n

ST RN, A) = 4]

i=1
implica que cualquier regla de reparto distribuye totalmente el dinero recaudado.

De ahora en adelante nos referiremos a las reglas de reparto simplemente como reglas,
y especificaremos que son de reparto en caso de que haya ambigiiedad.

Un primer ejemplo de regla es la regla uniforme:

Definicion 2.5. La regla uniforme es la regla U definida por:

A
U;(N, A) = U, Vi€ N.

n

A partir de ahora nos referiremos a ella como regla U. Esta regla reparte los mismos
beneficios a todos los equipos. La descartamos por no tener en cuenta las audiencias
generadas.

Reglas Equal-split (ES) y Concede-and-divide (CD)

A continuacién introducimos las dos reglas fundamentales que se utilizan en el estudio
del modelo: la regla equal-split y la regla concede-and-divide, denotadas por ES y CD
respectivamente a partir de ahora.

Ambas reglas se basan en sustraer de la audiencia generada por cada equipo, «;, una
cantidad determinada a repartir entre los demés n — 1 equipos.

= En el caso de la regla ES, cada equipo i reparte a partes iguales entre los demas
equipos la mitad de sus ingresos generados. Es decir, reparte

O[Z/Q

n—1

Bi =

a cada uno de los equipos restantes.
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= La regla CD, en cambio, hace que el equipo ¢ reparta a cada uno de los demas
equipos el promedio de la audiencia de éstos, es decir

1
Y D=2 > (o +ary).

ke N\{i}

Teniendo en cuenta esto, definimos a continuacién las reglas ES y CD.

Definicion 2.6. La regla equal-split es la regla ES definida por:

ESi(N,A) = a; — (n— 1)B; :ai—% = % Vie N.

Veremos ahora la definicion de la regla CD.

Definicion 2.7. La regla concede-and-divide es la regla CD definida por:
1
CDZ‘(N,A):OJZ'—(N—D%:OAZ'—? Z (ajk—i—akj), Vi e N.
JREN\{i}

Ahora, es posible escribir la regla equal-split como una combinacién convexa de U y

CD. Considerando n

e(n) = ma

tenemos que para todo ¢ € N se cumple

ES;(N,A) =e(n)U;(N,A)+ (1 —e(n))CD;(N,A) = 5(n)M +(1-— 5(n))%

n 27
y aislando podemos expresar la regla concede-and-divide de la siguiente manera:

(n = Dai — [|A]|

CD;(N,A) = —

, VieN.

Esta nueva manera de expresar la regla concede-and-divide nos resultara de gran uti-
lidad en el desarrollo del trabajo.

Introducimos a continuacién un ejemplo para ayudar a entender los conceptos intro-
ducidos previamente.

Ejemplo 2.8. Sea (N,A) € © el mismo problema de retransmisién que tratamos en
el Ejemplo 2.3. Calculamos los repartos de las reglas equal-split y concede-and-divide al
jugador 1 en el problema (N, A).

a1 4460
ES = —=—"=22
S1 > 5 30,
-1 —||A 24460 — 4920
cp, = ™ 7)1%12 Al _ : = 4000.

Aplicando la misma regla a los jugadores 2 y 3 obtenemos que

ES(N, A) = (2230,1430,1260) y CD(N, A) = (4000,800, 120).
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2.3. Axiomatica del modelo

En esta seccion introducimos los axiomas que caracterizan las dos principales reglas
que estudiamos a lo largo del trabajo: la regla equal-split y la regla concede-and-divide.

Nuestro primer axioma nos dice que dos equipos con las mismas audiencias deben
obtener la misma cantidad en el reparto.

Axioma 2.9 (Tratamiento igualitario( Equal treatment of equals)). Una regla R cum-
ple la propiedad de Equal treatment of equals si para cualquier (N, A) € © y cualquier
pari,j tal que si a;, = aji Yy ari = ag; Yk € N\ {i,j}, entonces

Ri(N, A) = R;(N, A).

El segundo axioma que introducimos sugiere que los repartos deben ser aditivos en
la matriz A, es decir, que si tenemos varias temporadas, el reparto se puede hacer en
conjunto o para cada una, sin afectar al resultado final.

Axioma 2.10 (Aditividad). Una regla R cumple la propiedad de Aditividad si ara
cualesquiera (N, A), (N, A") € © se cumple:

R(N,A+A") = R(N,A) + R(N,A).

Introducimos a continuacién un par de axiomas que nos dicen qué propiedades deben
cumplir las reglas en situaciones inusuales. Estos axiomas reflejan propiedades muy na-
turales en los casos extremos: que quien no aporta nada no reciba nada, o que si todas
las audiencias estdn concentradas en los partidos de un equipo, este equipo debe recibir
todo. Son axiomas débiles, pero necesarios en la caracterizacién de ES y CD.

En primer lugar, un axioma que dice que si un equipo no tiene audiencia en ningtin
partido, no debe recibir nada.

Axioma 2.11 (Equipo nulo). Una regla R cumple la propiedad Equipo Nulo si para
cualquier (N, A) € © yi € N tal que a;; = aj; = 0Vj € N, se cumple:

Ri(N, A) = 0.

El otro axioma de este par sugiere que si existe un equipo ¢ de manera que los demés
no reciben ninguna audiencia en sus partidos entre ellos, entonces el equipo ¢ debe recibir
toda su audiencia generada.

Axioma 2.12 (Equipo esencial). Una regla R cumple la propiedad de Equipo esencial
si para cualquier (N, A) € © y para cualquier i € N tal que ay; = a;r, =0 Vj, k€ N\{i}
se cumple:

RZ(N, A) = 4.

Con todos estos axiomas presentados ya somos capaces de demostrar el teorema que
caracteriza las reglas ES y CD.

Teorema 2.13. Se cumplen las siguientes afirmaciones:

a) Una regla cumple los axiomas tratamiento igualitario, aditividad y equipo nulo si y
solo st, es la regla ES.
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b) Una regla cumple los axiomas tratamiento igualitario, aditividad y equipo esencial si
y solo si, es la regla CD.

Demostracion. a) Empezamos demostrando que la regla ES cumple los tres axiomas men-
cionados por orden. Sean (N, A), (N, A") € © dos problemas:

= (Tratamiento igualitario) Si tenemos 7,5 € N tal que aj;, = aji vy ari = apj Vk €
N\ {i,7} se cample que o; = oj ya que oy = > - n(@ym + apy) VI € N. Por lo
cual tenemos

L% _ ES(N, A).

ESi(N.A) =5 =5

» (Aditividad) Sea ¢ € N. Consideramos la matriz A + A = (a; + a;j)mzl’m,n.
Entonces tenemos que
iy (@i + ag;) + (aji + ;)
2
B ZjeN\{i}(aij + aji) n ZjeN\{z‘}(aij + aji)
B 2

ESi(NJA+A) =

[\)

’

= % + % = ESi(N, A) + ESi(N, A).

= (Equipo nulo) Sea i € N. Si un equipo cumple a;; = aj; = 0Yj € N, implica que
a; = 0 por lo que ES;(N, A) = 0.

Demostramos ahora la implicacién contraria. Sean (N, A) € © y R una regla que
cumple los 3 axiomas mencionados. Queremos ver que esta regla R es la regla equal-split.

Consideremos las matrices A% definidas para cualquier 4,; tal que i # j con las
siguientes entradas:
g = Lo st (kD)= (i),
M 0 st (k1) # (i)
Sea k € N. Podemos expresar la matriz A como
-y ow
i,JEN:i#£]
y aplicando la aditividad obtenemos que

i, jEN:i#£]

Ahora, por equipo nulo, para cada i,j € N tal que i # j y para cualquier [ € N\ {i,j}

se cumple que R;(N, AY) = 0, por lo que

Rk(N7 A) = Z (RI(N7Alk)+Rl(N7Akl))
leN\{k}

Ahora, las matrices A* y A con | € N\ {k} cumplen que [|A¥|| = ap v ||A%]| = an,
por lo que aplicando Tratamiento Igualitario obtenemos que

a a
Ry (N, AM = % y Ri(N,A%) = % Vie N\ {k}.
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Aplicando esto ultimo al sumatorio anterior obtenemos que:

. [ LA agl + Qg Qg
RN, A) = Y (2 +8) = Y M~ Sk~ BSW(N,4), VkeN.
IEN\{k} leN\{k}

b) Solo demostramos que CD cumple equipo esencial ya que tratamiento igualitario y
aditividad son muy similares al apartado anterior. De igual manera, sea R una regla que
satisface los 3 axiomas mencionados. Como tanto la regla R como la regla CD cumplen
la propiedad de Aditividad sera suficiente demostrar que

Ry(N, AY) = CDy(N, AY),i,j € N,i # j,

donde las matrices A¥ son las matrices definidas en el apartado a) anterior. Sean i,j € N
tal que 7 # j. Separamos la demostracién en dos casos:

» Sik € {i,j}, por Equipo Esencial tenemos que:

Ry (N, A7) = a;; = CDy(N, AY).

» Sean k,l € N\ {i,j}. Por Tratamiento igualitario se cumple que Ry(N,AY) =
R;(N, A%) = x. Entonces,

aij = ||A7)| =Y Rp(N, A7) = 2a;; + (n — 2)a,
keN

de lo que se deduce que

v — 112 — CDy(N, A%, Vke N\{i,j}.

n —

(|

Este teorema nos indica que ES y CD estdan caracterizados por dos axiomas comunes
(equal treatment of equals y aditividad) y un tercer axioma diferente en cada caso (equipo
nulo en el caso de ES y equipo esencial en el caso de CD). Como indica la siguiente
proposicién, ambos axiomas son incompatibles.

Proposicion 2.14. No eziste ninguna regla R que cumpla equipo nulo y equipo esencial.

Demostracion. Sea (N, A) € O3x3 el problema de retransmisién de orden 3 tal que a2 > 0
y ai; = 0 para cualquier par (7,7) # (1,2).

Si R satisface equipo nulo, se debe cumplir que R3(N, A) = 0.

Supongamos que R también satisface equipo esencial. Entonces R; (N, A) = Ra(N, A) =
a2. Como se debe cumplir que E?:l = ||A|| = a12. tenemos que R3(N,A) = —aq2, lo
que es una contradiccién. O

Un estudio adicional sobre axiomas que se pueden usar se encuentra en Bergantinos y
Moreno-Ternero (2021) [3].
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Capitulo 3

Analisis de las reglas equal-split y
concede-and-divide

En este capitulo veremos mas propiedades de la reglas mencionadas, para buscar sus
relaciones con la teoria de juegos cooperativos. Posteriormente veremos qué relacién tienen
con el reparto si se detectan recursos adicionales. Seguimos el andlisis de Bergantinos y
Moreno-Ternero (2020a, 2020b, 2021) [1] 2] [3].

3.1. El efecto fan

Antes de empezar a estudiar los problemas de retransmisién y su relacién con las reglas
equal-split y concede-and-divide, nos detenemos un momento a entender como estas dos
reglas interpretan el efecto de los fans en la audiencia de los partidos. Sea (N, A) un
problema de retransmisién y sea a;; > 0, para ciertos i,j € N tal que ¢ # j. Podemos
agrupar a cada espectador del partido entre ¢ y j en uno de los siguientes grupos en
funcién de porque ve el partido:

1. Ve el partido porqué es un fan del deporte en si, independientemente de los equipos.

2. Ve el partido porqué es fan del equipo 3.

w

. Ve el partido porqué es fan del equipo j.

o

. Ve el partido porqué considera interesante el partido entre i y j.

Dado este reparto de los espectadores (cuyo nimero exacto desconocemos), lo natural
por como estan definidos los grupos, seria dividir los ingresos generados por la audien-
cia de los grupos 1 y 4 a medias. En cambio repartimos los ingresos generados por los
espectadores del grupo 2 integramente para el equipo ¢, y andlogamente para el grupo
3 y el equipo j. El problema que se nos presenta a la practica es que solo conocemos la
audiencia del partido y no el motivo por el que ven el partido los espectadores.

Consideremos ahora el problema de retransmisién definido en el Ejemplo 2.3 y los 3
escenarios siguientes:

» Escenario a): No hay ningin espectador que pertenezca al grupo 4. En este escenario
no hay fans de equipos. De esta manera es natural dividir la audiencia de cada

19
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partido a medias obteniendo asi el reparto (2230, 1430, 1260). Este reparto coincide
con la regla equal-split.

» Escenario b): El equipo 1 tiene 1000 fans el equipo 2 tiene 200 fans y el equipo 3
tiene 30. De esta manera es natural repartir a cada equipo la audiencia generada por
sus fans, lo que nos lleva al siguiente reparto (4000, 800, 120). Este reparto coincide
con la regla concede-and-divide.

» Escenario c): El equipo 1 tiene 800 fans, el equipo 2 tiene 100 fans y el equipo 3
tiene 30 fans. Aplicando el mismo procedimiento que en los escenarios anteriores
obtenemos el reparto (3700, 800, 420).

Vemos que el reparto sugerido en el escenario ¢) queda entre acotado por los repartos
de los escenarios a) y b). Esto se debe a que las reglas equal-split y concede-and-divide
tienen maneras completamente opuestas de entender el efecto fan.

La regla ES supone que no hay fans, por lo cual, es justo repartir la audiencia de cada
partido a medias. La regla CD en cambio estima justo lo contrario, es decir, supone que
el nimero de fans es maximo (maximiza el nimero de fans suponiendo que el nimero de
espectadores del grupo 4 es minimo). Como veremos méas adelante esto es precisamente
lo que sugiere la regla concede-and-divide.

3.2. Analisis desde la teoria de juegos

La primera forma en la que podemos estudiar un problema de retransmisiéon es desde
el punto de vista de los juegos cooperativos. Para hacerlo asociaremos a cada problema
de retransmisién un juego cooperativo de utilidad transferible y del cual estudiaremos las
propiedades.

Sea (N, A) un problema de retransmisién. Queremos encontrar una manera de asociar
un juego (N, v4) al problema de retransmisién (N, A).

En primer lugar es 1égico definir N4 := N, es decir que el conjunto de jugadores del
juego TU asociado a (N, A) sea el conjunto de equipos del problema de retransmisién.

Por dltimo falta definir la funcién caracteristica v4 a partir de la informacién de la
matriz A. Para ello consideremos una coalicion S € N = N4 de cardinalidad s. En
principio, los equipos de la liga pertenecen a ésta porque maximizan sus ingresos, por lo
cudl si la coalicion S C N decidiera empezar una competicién propia, obtendria en el
mejor escenario la audiencia que obtiene en el problema de retransmisién original (N, A).
Teniendo esto en cuenta, es natural definir v4(S), como la audiencia total obtenida por
los equipos de la coalicién S en el problema de retransmisién (N, A), es decir:

VA (S) = Z CLZ'J' .
4,J€ES i#]
Una vez justificado cudl debe ser el valor de una coalicién, podemos definir formalmente

el juego cooperativo TU asociado a un problema de retransmision:

Definicién 3.1. Sea (N, A) € © un problema de retransmision. Definimos el juego coope-
rativo TU asociado a (N, A) como el juego TU (Na,va) donde:

= Ngy=N.
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m U4 es la funcion caracteristica

va: P(N) — R
SCN +— va(S)= > ay= Y (ay+azu),
i,JE€S;i#] 1,J€S551<]

con va(0) = 0.

Por la manera en la que hemos definido el juego asociado (Na,v4) se cumple que
va{i} =0, Vi € N.

Antes de seguir presentamos un pequeno ejemplo:

Ejemplo 3.2. Sea (N, A) € O el problema de retransmisién de orden 3 presentado en
el Ejemplo 2.3. Vamos a calcular la funcion caracteristica del juego TU correspondiente
(N,v4) €T asociado a (N, A).

Las coaliciones de un solo jugador tendran valor 0, por lo cual v4({i}) = 0 para
cualquier ¢ € N. Las coaliciones de dos jugadores tendran los siguientes valores:

v({L2}) = > ay = 2400,
i.j€{1,.2}5i]

v({1,3}) = 2060,

v({2,3}) = 460.

Para la coalicién total, se tiene que va(N) = ||A|| = 4920. Si nos fijamos bien, este
juego TU es exactamente el mismo juego TU que el juego del Ejemplo 1.13, el cual tiene
el siguiente valor de Shapley:

Sh(N,v4) = (2230, 1430, 1260).

Fijandonos en el Ejemplo 2.8 vemos que ES(N, A) = Sh(N,va).

El siguiente teorema demuestra que lo sucedido en el ejemplo no es una casualidad, y
que de hecho la regla equal-split de un problema de retransmisién siempre coincide con
el valor de Shapley de su juego TU asociado.

Teorema 3.3. Sea (N, A) € O. Entonces ES(N,A) = Sh(N,va).

Demostracion. Sea (N, A) € © y sea (N,v4) su juego TU asociado. Definimos para cada
pari,j € N con i # j la funcién caracteristica v de la manera presentada a continuacion.
Para cualquier S C N,

Vi
0 en otro caso.

ij(S):{aij+aji si {i,j} €5,

Consideramos el juego (N, Ui{). Es trivial ver que en este juego los jugadores ¢ y j son
simétricos por lo que segin las propiedades del valor de Shapley deben recibir el mismo
pago. Por otro lado los demds jugadores que pertenecen a N \ {4, 7} son nulos por lo que
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su pago por el valor de Shapley es 0. Teniendo esto en cuenta podemos calcular el valor
de Shapley para el juego (N, Ui{) de la siguiente manera:

ajj + g

5 , st kedij},

Shy(N,v) =

0, en otro caso.

Ahora, para cualquier S C N, tenemos
va(S) = Z (aij + aji) = Z v (9).
1,§€8,i<] 0,j€8,i<]
Como el valor de Shapley es aditivo, se cumple que:

Sh(N,ua)= Y Sh(N,vY).
1,j€S5,i<j

En definitiva, para cualquier k € N,

Shi(N,va) = > Shi(N,vY)

1,JEN,I<j
=" Shy(N, V) =
JEN
Okj + ajk ag
JEN

O

Este tltimo resultado es natural por los axiomas que caracterizan el valor de Shapley
y la regla ES. Ambas axiométicas son muy similares.

Para finalizar esta seccion presentamos un resultado que caracteriza el core de un
juego TU asociado a un problema de retransmisién. Es facil ver que este juego es un
juego convexo, y para los juegos convexos, el core viene dado por la envoltura convexa de
los vectores de contribuciones marginales (Shapley, 1971) [12].

Proposicién 3.4. Sean (N,A) € © un problema de retransmision y (N,v4) su juego
TU asociado. Entonces © = (x;)ien € Core(N,va) si y solo si, para todo i € N, existe
(mg)jeN\{i} satisfaciendo las siguientes 8 condiciones:

1. xf >0, VjeN\{i},
JEN\{i}
3. xi+x§ = aij +aji, VjeN\{i}.

Demostracion. Veamos primero que si z = (x;);eny cumple las tres condiciones del enun-
ciado, entonces © € Core(N,v4). Usando la condicién 2 de la proposicion,

SNoai =3 N al= Y (@l +ad).

iEN 1€N jeN\{i} 1,jEN;I<j
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Por la condicién 3. se cumple
Yo @l+a) = D (aiy+aj)=va(N).
1,JEN;I<] 1,JEN;I<]
Ahora combinando los dos resultados anteriores se tiene que:
Z x; =va(N),
iEN
por lo que se cumple el principio de eficiencia.

Veamos ahora que se cumple el principio de racionalidad coalicional, es decir, que
YicgTi > va(S),VS € N. Sea S C N,

TR S WS

i€S €S jeN\{i} 1€S jeS\{i}
Z (a:f —l—l’;) = Z (aij+aji) =v4(95).
1,j€Si<] INIS R

Por lo tanto z = (z;)ien € Core(N,va).

Veamos ahora la implicacién contraria, es decir, que si @ = (z;);eny € Core(N,v4)
entonces debe cumplir las tres condiciones mencionadas en el enunciado. Dado que el
juego es convexo, todo punto del core se puede expresar como combinacion convexa de
los vectores de contribuciones marginales para los diferentes permutaciones de los juga-
dores. Existen, por tanto, coeficientes (yr)rcm, tales que yr > 0 para todo m € IIx y
> retly Y= = 1, ¥ que cumplen que

ri= Y yrlva(Pre(i,m) U{i}) — va(Pre(i,m))].

melly

Si ahora usamos la definicién del juego (N, v4) podemos escribir:

zi= ) yn | D, agtap|= Y (ai+ag) > Y- (3.1)

melly jEPre(i,m) JEN\{i} w€lly,j€Pre(i,m)

Podemos ahora definir, para cada par i, € N con i # j
] = (ai + aji) > Yn-
w€lly,j€Pre(i,m)

Es inmediato que se cumplen las condiciones 1. y 2. del enunciado, puesto que se trata de
sumas positivas, y la ecuacién (3.1).

Por tdltimo, si ¢,j € N con i # j tenemos

:cz + 33; = (aij +aj;) Z Ym

welly,jePre(i,m)

+ (aij + aji) Z Yn

w€lly,i€Pre(j,m)

= (aij + aji) Z Yr = Q45 + Q.
melly

Con lo que la prueba esta completa. O
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Esta proposicion nos dice que la tinica condicién necesaria para que una solucién per-
tenezca al core es que divida la audiencia de cada partido entre los equipos que lo juegan.
Se trata de un juego convexo que es equivalente formalmente a los juegos cooperativos
TFTS (Terrestrial Flight Telephone System) introducidos por van den Nouweland et al.
(1996) [8].

3.3. Analisis desde los problemas de bancarrota

En esta seccién vamos a estudiar los problemas de retransmisién desde el punto de
vista de los problemas de bancarrota, concretamente desde el modelo introducido por
Barry O’Neill en 1982 (O’Neill, 1982 [9]). Un estudio completo sobre los problemas de
bancarrota, sus reglas, y la axiomatica se puede hallar en el libro de Thomson (2019) [13].

Este modelo estudia como repartir un bien E entre un grupo de n reclamantes con el
problema que la cantidad que exigen los reclamantes es superior a la cantidad disponible
del bien E. El conjunto de reclamantes viene dado por el conjunto N y las demandas
(claims) vienen dados por un vector ¢ € Rf . Los problemas de este tipo se denominan
problemas de bancarrota o de conflicting claims. Formalmente:

Definicién 3.5. Un problema de bancarrota de orden n es un conjunto ordenado (N, ¢, E)
donde N ={1,...,n}, ce R} y E € Ry tal que Y.} ,¢; > E.

Imponemos que » . ;¢; > E ya que en caso contrario podriamos asignar a cada
reclamante la cantidad que pide. Definimos C' como la suma de las peticiones de todos

los reclamantes:
n
C = g G.
i=1

Denotamos por @,, el conjunto de todos los problemas de conflicting claims de orden
n, es decir:

@, ={(N,¢,E): N={1,...,n},ceR?,E€R;,C > E}.

Una vez la definicién de problema de conflicting claims, nuestro siguiente objetivo es
estudiar la manera de repartir el bien E entre los reclamantes. Para ello introducimos el
concepto de asignacién.

Definicién 3.6. Dado (N,c, E) € @, una asignacion de orden n es un vector x € R}
tal que

Z.OSxigci, ViENy

2. Z?:l Ty = E.

Por un lado, al imponer que 0 < z; < ¢; para cualquier ¢ € N conseguimos que al
realizar una asignacién ningin reclamante obtenga una cantidad negativa ni una cantidad

superior de la que demanda. Por otro lado, imponer que )" ; z; = E es una cuestién de
eficiencia ya que queremos que E sea repartido integramente.

Notamos por ¥, el conjunto de todas las asignaciones de orden n:

n
WnZ{xER’}F:OSxiSCi Vi € N, Zx,:E}
=1
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A partir de ahora con el objetivo de aligerar la notacién, nos referiremos a un proble-
ma de conflicting claims de orden n simplemtente como problema de conflicting claims.
También usaremos ® en lugar de ®,, y ¥ en lugar de ¥,, a no ser que no explicitar el
orden genere confusién.

Reglas de asignacion

Nuestro siguiente cometido es estudiar las reglas de asignacién. Estas nos asocian a
cada problema de conflicting claims una asignacion.

Definicion 3.7. Una regla de asignacion es una aplicacion S

S (o) — U
(N,c, E) — S(N,c,E)=(S1(N,c,E),S2(N,c,E),...,Sy(N,c, E)).

Hemos usado S en lugar de R para evitar una posible confusién con las reglas de
reparto. Llamaremos a partir de ahora a las reglas de asignacién simplemente como reglas
excepto cuando haya posibilidad de confundirlas con las reglas de reparto.

Introducimos las dos principales reglas de asignacién de que vamos a estudiar en este
apartado (la regla proporcional y la regla de Talmud) planteando el siguiente problema:

Problema de la tela disputada. Supongamos que queremos repartir un bien £ con
un valor de E = 1. entre dos reclamantes. El reclamante 1 pide una cantidad de ¢y = 1
mientras que el reclamante 2 pide ¢y = % Hay muchas maneras de repartir £ pero a
continuacién presentamos dos, que son las que suelen explicitarse en la literatura:

= En primer lugar, una manera de repartir £/ es proporcionalmente a las demandas
de los reclamantes. Como el reclamante 1 exige una cantidad el doble de grande
que el reclamante 2, seria justo que el reclamante 1 recibiera una cantidad el doble
de grande que la cantidad repartidad al reclamante 2. Aplicando ademés que el
reparto debe ser eficiente, obtenemos segun esta légica que el reclamante 1 recibe

2 1

una cantidad de § mientras que el reclamante 2 recibe una cantidad de 5. Este es

el reparto sugerido por la regla proporcional para el caso de 2 reclamantes.

= Otra manera de enfocar este problema es pensar que el reclamante 2 renuncia por
su propia voluntad a una cantidad de 3 por lo que se entrega esa misma cantidad

de % al reclamante 1 ya que no se encuentra en disputa. Los otros % a entregar se
reparte a partes iguales entre los dos reclamantes. Por lo que esta légica sugiere un
reparto de % para el reclamante 1 y un reparto de % para el reclamante 2. Este es

el reparto sugerido por la regla de Talmud.

Una vez introducido el funcionamiento de las regla proporcional y la regla de Talmud
para el caso de 2 reclamantes, procedemos a definir formalmente éstas para un problema
de bancarrota de orden cualquiera.

Empezamos con la regla proporcional.

Definicién 3.8. Sea (N,c, E) un problema de bancarrota. La regla proporcional es la
regla de asignacion denotada por P y definida por

E
Pi(N,c,E) = oo Vi € N.
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Claramente se cumple que P;(N, ¢, E) € R para cualquier ¢ € N. Se cumple que

ngz(chaE) < Ci,

E
ya que por un lado todos los elementos de la fraccién —c¢; son positivos y por otro lado

C
E
Pi(N,c,E) = c ¢; < ¢; porque C > E. También se cumple que

n
ZPi(chvE) :E7
i=1

ya que g P,(N,c, FE) = g 5-61-:65 cizaC:E.
i=1 =1 =1

Definimos ahora la regla de Talmud para un problema de bancarrota cualquiera. Esta
regla funciona de forma igualitaria en ganancias para valores pequenos de F y de forma
igualitaria en pérdidas para los valores grandes de E.

Definicién 3.9. Sea (N, ¢, E) un problema de bancarrota. La regla de Talmud es la regla
de asignacion denotada por T y definida por

min{%, A} si FE

IN

¢
2 )

Ti(N,c,E) =

%
SRS

méx{%,ci —py st E
donde A, jp € Ry son escogidos de manera que se cumple Y, Ti(N,c, E) = E.

Para interpretar la regla de Talmud para n reclamantes debemos separar en dos casos:
. C . ) .
= SiE< o5 se reparte ¥ de manera que nadie gane mas de la mitad de su demanda.

C
= SiE> o5 se reparte ¥ de manera que nadie pierda mas de la mitad de su demanda.

Problema de bancarrota asociado a un problema de retransmision

Una vez ya hemos estudiado el concepto de problema de bancarrota asi como las
herramientas para poder llevar a cabo su estudio, nuestro objetivo es asignar a cada
problema de retransmisién un problema de bancarrota.

Para ello empleamos la siguiente definicién:

Definicién 3.10. Sea (N, A) € © un problema de retransmision. Definimos el problema
de bancarrota asociado al problema (N, A) como el problema (N, c?*, EA4) € ® tal que:

= cZA:ai, Vi € N,

- BA— Al
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Esta manera de definir un problema de bancarrota asociado a un problema de retrans-
misién resulta natural, ya que un problema de retransmision puede ser considerado un
problema en el que n equipos se reparten el bien ||A|| y cada equipo reclama su audiencia
generada.

Ejemplo 3.11. Sea (N, A) € O el problema de retransmisién del Ejemplo 2.3. Su pro-
blema de bancarrota asociado es el problema (N, ¢4, E4), donde ¢ = (4460, 2860, 2520)
y EA = 4920.

Calculamos a continuacién la regla proporcional:

P(N. A, B4) B a_ 4920
4460 + 2860 + 2520

=Ga - (4460, 2860, 2520) = (2230, 1430, 1260).

Para la regla de Talmud también se cumple que:

T(N, ¢, E4) = (2230, 1430, 1260).

Es mas, no solo coinciden la regla de Talmud y la regla proporcional entre ellas sino
que ambas también coinciden con la regla equal-split del problema (N, A).

Como demuestra el siguiente teorema, los resultados obtenidos en el ejemplo anterior
no son casualidad, porque siempre se produce la anterior coincidencia.

Teorema 3.12. Sea (N, A) € © un problema de retransmision y (N, c?, E4) su problema
de bancarrota asociado. Entonces se cumple,

Pi(N,c*, EY) = Ty(N, ", E?) = ES;(N,A), VieN.

La demostracion del teorema anterior se puede hallar en el articulo de Bergantinos y
Moreno-Ternero (2020a) [1].

3.4. Analisis estadistico

Estudiamos ahora los problemas de retransmisién desde un enfoque basado en la esti-
macion estadistica. Sea (N, A) € © un problema de retransmisién. Para cada par i,j7 € N
tal que ¢ # j, podemos escribir:

a;j = bo + b; + bj + €ij,
doénde:

= by es el nimero de fans del deporte en si (y que ven todos los partidos sea quien sea
quien juegue).

= b; es el nimero de fans del equipo i.
» b; es el nimero de fans del equipo j.

= ¢;; es el nimero de espectadores que ven el partido (7,j) porque consideran que es
interesante.
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Nuestro objetivo es minimizar {€;;}; jen, dado que conocemos el valor de a;; para cual-
quier i,j € N. Definimos el vector b = (b, by, . ..b,) € R™"! Por ello nuestro objetivo es

resolver
min Y &= min > (aj —bo—bi —by)>. (3.2)

beRn+1l = — beRn+1 = —
1,JEN;iI#] 1,JEN;iI#]

Este problema de minimizacién definido por (3.2) coincide con el problema de mini-
mizacién por estimacion MCO (Minimos cuadrados ordinarios) del siguiente modelo de
regresion:

Y = bQ—I—ZbiXi—i-E,
1EN
doénde:

= Y es la audiencia de un partido.

= X; es la variable que toma el valor 1 si el equipo ¢ juega el partido y valor 0 si no
lo juega.

= ¢ es el término de error.

Sin embargo, manipulando la férmula anterior obtenemos que:

X =24— Z Xi,
ieN\{k}

donde 24 es un vector formado por todas sus componentes igual a 2, por lo que la regresion
lineal presenta un problema de multicolinealidad y no podemos calcular el estimador
MCO.

Para solucionar este problema eliminamos un equipo k € N y consideramos el siguiente
problema de minimizacién:

2
OB
donde
a;j —by—b;—b; si k¢ {ij},
6;1-: ai; — bo — b si k=yj,
ai; —bo — b si k=1

Denotamos por l% y {l/);}le N\{k}» las soluciones de este problema de minimizacion.

Finalmente para cada par i,j € N tal que ¢ # j denotamos por

Qi5 — 6;) [;\ 6; si k ¢ {Zaj}a
5;] = aij 6\ l;\ si k :j,
—l;)—bA si k=1.

Ahora repartimos a;; entre los equipos siguiendo los siguientes pardmetros:

1. l;) se reparte equitativamente entre todos los equipos.

2. l?l se reparte integramente al equipo [ para l € N \ {k}.
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3. ez;j se divide equitativamente entre los equipos i, j para i,j € N tal que ¢ # j.

Aplicando esto a todos los coeficientes de la matriz A del problema de retransmision,
obtenemos una regla, la cual denotamos por R%*, definida de la siguiente manera:

o~~~

N N g +e.
(n—1)bp +2(n — 1)b; + | Z %, si 1 #k,
Rb’k(N A) _ - J/G\N\{'L}
! ~ 5;' +€/'i .
(n—1)by + Z %, si 1=k
JEN\{i}

Aunque se podria pensar que la regla anterior depende de la eleccion del equipo k € N,
el siguiente teorema demuestra que la regla R®* no solo no depende de la eleccién de k
sino que ademas coincide con la regla concede-and-divide.

Teorema 3.13. Sea (N, A) € © un problema de retransmision y sean i,k € N.La regla
concede-and-divide coincide con la regla R¥*, es decir

CD;(N,A) = R" (N, 4), VieN.

El lector puede encontrar una demostraciéon del mismo en la pagina 13 de [1].

Este teorema nos muestra que la regla concede-and-divide es el resultado de aplicar el
procedimiento visto en este apartado. Esta idea ya fue introducida en el apartado efecto
fan, donde estudiamos como interpreta la regla CD la inferencia de los aficionados sobre
las audiencias de los partidos.

En general, la regla concede-and-divide otorga valores positivos, aunque existen casos
dénde la regla puede sugerir repartos negativos para ciertos equipos. Aunque a primera
vista el que la regla pueda asignar valores negativos suene como un aspecto en contra de
la regla concede-and-divide, lo cierto es que este hecho no va en contra de la intuicién.

Consideremos, por ejemplo, un problema de retransmisién (N, A) € © con n = 3. De
los 3 equipos del problema supongamos que los equipos 1 y 2 atraen a 1000 espectadores
cada uno por partido. El equipo 3, no solo no tiene ningin espectador en sus partidos,
sino que ademas provoca que cualquier partido en el que esté involucrado el equipo 3 no
tenga audiencia. La matriz asociada a este problema tiene las siguientes entradas:

{ 2000 si (i,5) € {(1,2),(2,1)},
a,ij = 0
en otro caso.

En este problema la regla concede-and-divide sugiere el siguiente reparto:

CD;(N, A) = (4000, 4000, —4000).

Es natural que el equipo 3 acarree las pérdidas ya que no solo no aporta espectadores,
sino que provoca pérdidas de audiencia en cualquier partido en el que juega.
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Capitulo 4

Reparto axiomatico de beneficios
extraordinarios

En esta ultimo capitulo del trabajo vemos céomo las reglas que hemos estudiado resuel-
ven el problema de repartir beneficios extraordinarios. Para ello necesitamos una parte
axiomatica, en la estela de los capitulos anteriores.

4.1. Axiomas sobre reparto de beneficios extraordinarios

En primer lugar vamos a exponer algunos axiomas para tratar el hecho de que haya
mas espectadores de los que se han considerado inicialmente. Estos axiomas sirven para
ordenar las reglas que se utilizan.

Axioma 4.1 (Beneficio igualitario de espectadores adicionales, EBAV. Fqual
benefit from additional viewers ). Para cualesquiera (N, A), (N, A’) € O tales que a;j; =
(I,/L] VZ,] ¢ {i07j0} y aiOij § a’;o,jo se Cumple que
R;, (A,) — Ry, (A) = Rjo (A/) - Rjo (A)v Y
Ri(A) = Ri(A) = Rj(A) — R;(A) Vi, j ¢ {io, jo}-

Designamos por EBAV a este axioma. EBAV nos indica que todos los equipos que
reciben beneficios extra deben recibir el mismo aumento de beneficios y los equipos que
no reciben beneficios extra también deben recibir un aumento igual en los beneficios.

Ahora, supongamos el caso en que cierto equipo 7 € N es el nico equipo que hace que
que la audiencia aumente, es decir que solo los partidos en los que participa aumentan
en audiencia. {Cémo deberfamos repartir en este caso los beneficios extra? A continua-
cién presentamos 3 axiomas que nos ayudan a resolver esta cuestiéon desde diferentes
perspectivas:

Axioma 4.2 (Reparto igualitario de espectadores adicionales, ESAV. Fqual
sharing of additional team viewers). Para cualesquiera (N, A),(N,A") € © tales que
aij < ajj, a5 < aly Vi€ N\{i} yaj,=aj, Vi ke N\{i}, se cumple

Ri(A) = Ri(A)=c VleN,

donde c € R.

31
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El axioma previo reparte el beneficio extra entre todos los equipos. En cambio el
siguiente solamente lo hace hasta la mitad.

Axioma 4.3 (Reparto a medias de espectadores adicionales, HSAV Half sharing
of additional team viewers). Para cualesquiera (N, A), (N, A’) € © tal que a;j < a;;, aj; <
ai¥j € N\{i} y ajo = a};Vj, k € N\ {i}, se cumple

Ri(A) = Ri(A) = ) (Ri(A) - Ri(4))
leN\{i}

Por tltimo, este axioma implica el maximo individualismo.

Axioma 4.4 (No reparto de espectadores adicionales, NSAV No sharing of ad-
ditional team viewers). Para cualesquiera (N, A),(N,A") € © tal que a;; < a;j,aﬁ <
a;iVj e N\ {i} yaj, = a;ij, k e N\ {i}, se cumple

/7

Ri(A) = Ry(A) = |4 - ||All

Designamos por ESAV, HSAV y NSAV a los anteriores axiomas respectivamente. ESAV
propone todos los equipos deben recibir la misma cantidad de ingresos extra independien-
temente de que equipo sea el causante del incremento de visitas. HSAV en cambio sugiere
que la cantidad de beneficios extras que recibe el equipo 7 es igual a la suma de beneficios
extra que reciben los demds equipos. Por ultimo NSAV propone que los beneficios extras
se repartan integramente al equipo 1.

En dltimo lugar presentamos una pareja de axiomas que serd necesaria mas adelante:

Axioma 4.5 (Monotonia). Una regla R cumple la propiedad de Monotonia si dados
(N, A),(N,A") € © cualesquiera tales que ||A|| < ||A|| entonces

Ri(N,A) < R;y(N,A), VieN.

Una consecuencia que una regla cumpla la propiedad de Monotonia es que esta regla
sera igual para matrices de retransmision con la misma audiencia total:

Proposicién 4.6. Sea R una regla y A, A" € Q dos matrices de audiencias. Si R cumple

Monotonia y ||A|| = ||A’|| entonces R(A) = R(A’).

Demostracién. Sean R una regla y A, A’ matrices de audiencia que cumplen las condi-
ciones del enunciado. Como ||A|| = [|A’||, se cumple que ||A]| > [|A'|| ¥ [|A]] > ||Al|.
Aplicando Monotonia a ambos casos se cumple simulténeamente que R(A) > R(A') y
que R(') > R(A), por lo tanto R(A) = R(A). O

El siguiente axioma implica que no se puede recibir cantidades negativas.

Axioma 4.7 (No negatividad). Una regla R cumple la propiedad de No negatividad si
para cualquier (N, A) € © se cumple que

Ri(N,A) >0, YieN.
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4.2. Caracterizacion con tratamiento igualitario

Teorema 4.8. Sea R una regla. R cumple ETE y ESAV si, y solo si, es la regla U.

Demostracion. Es evidente que la regla uniforme cumple ETE y ESAV.

Demostramos la otra implicacién. Sea R una regla que cumple ETE y ESAV. Definimos
para i =1,...,n — 1 la matriz A° con las siguientes entradas:

i Jape st man{j k} <,
ik = .
J 0 en caso contrario.

Esta matriz, obtenida a partir de la matriz A, solo considera las audiencias de los
equipos {1,...,i}. Por definicién, A" ! = A ya que a, = 0. Definimos A° como la
matriz nula de orden n. Por ETE, R;(A%) =0 Vj e N.

Sea i € N\ {n}. Tenemos que A°~! y A® cumplen las hipétesis para aplicar ESAV, por
lo que para cualquier j € N se cumple que:

1A — 1A

Ry(A) = Ry(471) = e = L

. Por lo tanto, para cualquier j € N se cumple que:

n—1 i i—1 n—1
=0
U

Demostramos ahora que los axiomas son independientes, es decir que existen reglas
que cumplen ETE y no ESAV y viceversa.

Proposicion 4.9. Los axiomas ETE y ESAV son independientes.

Demostracion. Comenzamos con un ejemplo de una regla que cumple ESAV y no cumple
ETE. Sea x := (k;)ien € R™ un vector de n componentes tal que ),y #; = 0 y tal que
existe ¢« € N de manera que k; > 0. Introducimos a continuacién la regla que denotamos
por RES% v tiene la siguiente expresién:

RESH(A) := ES;j(A) + ki, Vi€ N.

Vemos que RF%* no cumple ETE mediante un contraejemplo. Sea ({1,2, 3,4}, A) el pro-
blema de retransmisién de orden 4 con la siguiente matriz de audiencias:

0 50 100 200

50 0 100 200

100 100 0 300
200 200 300 O

A=

Consideramos ahora la regla R¥S* con x = (1,2,0,—3). Los equipos 1 y 2 cumplen las
hipétesis necesarias para aplicar Tratamiento igualitario, sin embargo:

4yl 1900
n

RESH(A) = BS1(A) + k1 = +1= = +1=476,
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A 1900
RY5™(A) = ESy(A) + ko = ”n” +2=— 1 =4TT.

Por lo que la regla RFS* no cumple Tratamiento igualitario. Sin embargo, si que cumple
ESAV ( es directo aplicando la definicién del axioma).
Por el otro lado es sencillo comprobar que la regla equal-split satisface Tratamiento

igualitario pero no ESAV. O

Teorema 4.10. Sea R una regla. R cumple Tratamiento igualitario y HSAV si, y solo si,
es la regla ES.

Omitimos la prueba, pero se basa en construir reglas como las anteriores.

Lema 4.11. Los axiomas Tratamiento igualitario y HSAV son independientes.

Demostracion. De manera similar a la Proposicién 4.9 definimos la regla RFS% := ES(A)+
r donde K es un vector igual al de la demostracion de la Proposicion 4.9. Esta regla cumple
HSAV pero no cumple Tratamiento igualitario (para demostrarlo se usa un argumento
muy similar al empleado en la Proposicién 4.9).

En cambio la regla uniforme cumple Tratamiento igualitario pero no HSAV. U

4.3. Caracterizacion con Beneficio equitativo de espectado-
res adicionales

En esta seccion vamos a estudiar otras caracteriaciones.

Teorema 4.12. Sea R una regla. R satisface Monotonia, Beneficio igualitario de espec-
tadores adicionales y No negatividad si, y solo si R es la regla uniforme.

Demostracion. Sea (N, A) un problema. En primer lugar, definimos s como el nimero de
pares de equipos con audiencia positiva de una matriz de retransmision M cualquiera.
Formalmente:

s = |{(i,j) € N x N tal que m;; > 0}|.

Ahora Hacemos induccién sobre s4 = s:

= Si s = 0 entonces A = 0 y por No negatividad se cumple que R;(0) = U;(0) =
0, VieN.

= Sea s > 1. Vamos a ver que si el resultado es cierto para s4 = s — 1 entonces
también lo es para s4 = s. Sea (i!,i%) de manera que a;i,2 > 0y sea i ¢ {il %}
Consideramos los problemas de retransmisién A*, A' y A% definidos de la siguiente

manera:
. / . .-
Al e s E) = G2,
kk 0 en otro caso.
Q142 Si (]C, k,) = (il,iQ),
. ’ . .
allgk/ = Al —apz2 si (k k) = (i4,3),

0 en otro caso.
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a e si (kK = (i2,),
ayy = Al —apz si (k&)= (i),
0 en otro caso.

Vemos que las parejas de matrices A*, At y A*, A% estan bajo las hipStesis de EBAV,
ya que la matriz A' y A* tienen las mismas entradas quitando que az.llzg = a;1;2
y @i, = 0 (lo mismo sucede con las matrices A* y A? aunque en este caso el
coeficiente de la matriz que es diferente es a;2;3). Aplicando EBAV a ambas parejas
de matrices,

ol osi ke {it)i?),

Ry(A") — Ry, (A*) = { !
Yy~ en otro caso.

2 2 3
= si ke{i®,i°},
Rk(Az)—Rk(A*): ) { }
y“ en otro caso.
Ahora, aplicando la hipétesis de induccién sobre la matriz A* (sg« = s4 — 1 obte-
nemos,

Rt (A1) = R (A%) + Ry (AY) — Ry (A*) = Un (A7) + 2,
R (AQ) =R (A") + Ry (A2) —Ru(A") =Upn(A") + yg.

Ahora por la Proposicién 4.6 se cumple que R(A') = R(A?), por tanto z' = y2.
Repitiendo el mismo proceso con i3 en lugar de i' obtenemos que 22 = y! (andloga-
mente empleando i? en lugar de i! obtenemos que z! = 22). En resumen, tenemos

que ! = 22 = y! = 42, Ahora tenemos que:

ani = S (Ri(AY) = Rp(A") = 221 + (n — 2)y" = na’,
keEN
lo que implica que:
1 ;142

Tr =
n

Por la Proposicién 4.6 tenemos que R;(A) = R;(A'), Vi € N. Entonces,

;142

Ri(A) = Ri(A") = Ri(A") + Ri(A") — Ri(A") = Ui(A*) + =Ui(4), VieN.

n

O

Proposicion 4.13. Los aziomas EBAV, Monotonia y No negatividad son independientes.

Demostracion. En primer lugar la regla RY* definida en la demostracién de la Proposicién
4.9 cumple EBAV y Monotonia pero no cumple No negatividad.

La regla equal-split satisface Monotonia pero no EBAV. U

Teorema 4.14. Sea R una regla. R satisface Beneficio igualitario de espectadores adi-
ctonales y FEquipo nulo si, y solo si R es la regla equal-split.

Demostracion. Demostremos ahora la implicacién contraria. Sea R una regla que cumple
EBAV y Equipo nulo. Queremos ver que R es la regla equal-split. Igual que en el caso
anterior hacemos induccién el nimero de pares de equipos con audiencia positiva en la
matriz A (denotado por s4 igual que en el Teorema 4.10).



36 CAPITULO 4. REPARTO DE BENEFICIOS EXTRAORDINARIOS

» Si sy =0 entonces A =0y, por equipo nulo, R;(0) = ES;(0) =0,Vi € N.

= Sisy =1, existe (il,jl) tal que a;1;1 > 0y a;; = 0 en para cualesquiera otros 7, j €

N. Aplicando EBAV alas matrices Ay 0, Rj1(A)—Ra(0) = Rj1(A)—R;1(0). Como

tenemos que R;1(0) = R;1(0) se cumple que R;1(0) = R;1(0). Entonces R;1(A) =
a;1

Rj(A) = ;1 = ES;i(A). Por lo tanto R(A) = ES(A).

J

= Sea s > 2. Supongamos que el teorema se cumple para s — 1 y vemos que se cumple
para s. Sean (i, j1), (i, j!) dos parejas de equipos tales que a;j1,a;252 (podemos
garantizar la existencia de estas dos parejas ya que s > 2). Ahora, dos casos son
posibles.

1. Caso 1: (i',j') = (52,4%). Sea A’ la matriz con los mismos coeficientes que la
matriz A a excepcion de que a;ng = 0. Por la hipétesis de induccién, R(A/) =
ES (A/). Usando un argumento similar al caso en que s = 1 (usando la matriz

A" en lugar de la matriz 0) podemos deducir que R(A) = ES(A).

2. Caso 2:(i',j1) # (j2,i%). Entonces, existen 4,7 € N tal que i € {il,j1}\
{i%,52},i € {i%,72} \ {i', '} con i # j. Consideramos los problemas A~!, A2
y A712 definidos de la manera siguiente:

. {0 si (k, k) = (i, 5Y),

e’ =
G €N otro caso.

e’ =

_2{0 sio (k) = (i, 5),

G €N otro caso.

Gep =

o {o si (kK € (1,51, (2, 72),

G €N otro caso.

De manera similar al Teorema 4.10 tenemos podemos aplicar EBAV a las
parejas de problemas A, A~ y A, A~2 obteniendo lo siguiente:

R) - ma = { 0 % RS

Yy~ si otrocaso.

? st ke {i%i"},

_ —2 =
Ri(A) — R(A™7) {y2 si  otrocaso.

Ahora, aplicando la hipdtesis de induccién y ESAV obtenemos que:

Ri(A) — Ri(A™?) = Ri(A) — Ri(A™") + Riy(A™") — Ry(A™"?) = 2.

Ri(A) = Ri(A™1%) = Ri(A) = Ri(A™%) + Ri(A™%) = Ri(A™12) = y? 4 2200,
Rj(4) — Ri(A™%) = Rj(A) ~ By(A™) 4 By(A™) — Ry(A™) = ' + "2

Rj(A) = Rj(A™") = Rj(A) — Rj(A™%) + Rj(A™?) — Rj(A™") = 2”.
Combinando las ecuaciones anteriores obtenemos las dos siguientes ecuaciones:

aA .
gty = 25717 (4.1)
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22—yl =

Por otro lado, tenemos que se cumple:

Z(Rk(A) — Ri(A™) = agj,
kEN

Z (Ri(A) — Ri(A7%) = azje.
kEN

Las dos igualdades anteriores nos conducen a las dos siguientes ecuaciones:

22" + (n — 2)y' = an (4.3)

it
222 + (n —2)y* = a;2;2. (4.4)

Combinando las ecuaciones (4.1), (4.2), (4.3) y (4.4) obtenemos un sistema de
ecuaciones con las incégnitas z!, 22, y' y 2. No es complicado ver que se trata
de un sistema compatible determinado cuya nica solucién es

a

1 iljl ai2j2
,0,0).

2 72

(«h a? gyt y?) = (

Teniendo en cuenta la hipétesis de induccién, obtenemos que R(A71) = ES(A™1).
Dado k € {il, j1},

Ri(A) = Ri(A™) + Ry(4) = Ry(A™") = ESg(A™") + 205 = ESy ().

De manera similar se demuestra que Ry(A) = ES,(A) para k € N\ {i!,j}.

O
Lema 4.15. Los axiomas EBAV y Equipo nulo son independientes.

Teorema 4.16. Sea R una regla. R satisface Beneficio igualitario de espectadores adi-
ctonales y equipo esencial si, y solo si R es la regla concede-and-divide.

Omitimos la demostracién de este teorema ya que es muy similar a la del 4.14. El
lector puede encontrar una demostraciéon del teorema en la pagina 71 de Bergantinos y
Moreno-Ternero (2020b) [2].

Lema 4.17. Los axiomas EBAV y Equipo esencial son independientes.

Demostracion. Por un lado, la regla uniforme satisface EBAV pero no Equipo esencial.

Por el otro lado, sea (N, A) € © consideramos la regla definida por CD(A) cuando
el problema contiene como minimo un equipo esencial y definida por ES(A) cuando el
problema no tiene ningun equipo esencial. Esta regla cumple Equipo esencial pero no
EBAV. O
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Capitulo 5

Conclusiones

Considero que los objetivos principales del trabajo han sido asumidos, ya que he con-
seguido profundizar en el modelo de reparto de los ingresos televisivos entre los clubes de
fatbol. Me habria gustado estudiar el aspecto practico del modelo viendo los datos reales
de ingresos y audiencias. Sé que no es nada facil acceder a los datos reales (o realistas)
por un problema de malentendido derecho a la privacidad de los datos.

De esta manera podriamos observar algunas inconsistencias en el modelo, o tal vez
que el reparto debe considerar otros datos diferentes de los planteados. No olvidemos que
aunque los modelos son incompletos o inexactos, sirven para guiar nuestro pensamiento
y aportar claridad a los debates.
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