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Resum

Les persones conviuen diariament amb situacions on l'exposicié al perill és present, i sén
les primeres que no volen que els hi passi res negatiu... Pero pren tothom les mateixes
precaucions? Esta tothom exposat al mateix nivell risc?

La resposta a aquestes dues preguntes és obviament no, i amb eines i models estadistics,
I’objectiu és quantificar i preveure tant acuradament com sigui possible el risc que pateix
una persona davant de diferents esdeveniments.

Aquest projecte es centra en un d’aquests riscs: el financer, i més concretament, en el
risc de credit. Els bancs necessiten saber quin risc prenen quan concedeixen préstecs, quants
diners han de reservar per a que el possible incompliment d’un client no els passi massa
factura, quin interes hi han de posar...

Aquesta precaucié és molt més present sobretot des de la crisi financera global del
2007-2008, i els bancs hi estan dedicant cada cop més recursos, cosa que beneficia i impulsa
I’estudi de noves metodologies, sense deixar de fer servir els models tradicionals.

Abstract

People are constantly living exposed to danger, and they are the first ones that don’t
want any negative event happening to them... But does everyone have the same backstops?
Is everyone exposed to the same amount of risk?

The answer to both these questions is obviously no, and with statistical tools and models,
the goal is to quantify and predict as accurately as possible the risk that an individual is
exposed to when facing different events.

This project focuses on one of these risks: the financial one, and more specifically, credit
risk. Banks want to know what is the risk they are facing when granting loans, how much
money they have to set aside so that the possible default of a customer does not cost them
too much, the type of interest they have to put on the loan...

This caution is especially present since the global financial crisis of 2007-2008, and banks
are devoting more and more resources to it, which benefits and drives the study of new
methodologies, without ceasing to use tradicional models.
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Introduccio

L’onze de setembre del 2001, tot just tocats tres quarts de nou del mati, ’avié del vol
nimero 11 d’American Airlines s’estavellava contra la Torre Nord del World Trade Center.
Era el primer de quatre avions segrestats per terroristes suicides d’Al-Qaeda, que havien
rebut fins i tot formacié en pilotatge d’avions.

Les segiients hores van ser caotiques, els seglients dies esfereidors i els segiients mesos
molt dolorosos. Pero tot i que sembli injust per les victimes directes, quan realment aquesta
tragedia ha afectat més a nivell global ha estat en tots els anys des de llavors i fins a dia
d’avui.

Comencgant per un malestar general dels americans, que es veien molt pessimistes i
inestables, i que va provocar que des del 2001 fins al 2004 els bancs baixessin els interessos
en els crédits fins a rondar 1’1%, amb 'objectiu de reactivar I’economia i alhora incentivar a
les families i empreses a consumir i comprar més. Aixo la poblacié americana ho va aprofitar
sobretot per a la compra massiva d’habitatges, ja fos per necessitat o bé per especulacio.

Mentre els prestataris poguessin tornar els credits i els habitatges anessin pujant de
preu com fins llavors havia passat, no hi hauria cap problema i tot seguiria igual. Pero
obviament, I’economia és un mén on és molt dificil que hi guanyi tothom, i es va crear un
excés de despeses i la inflacié va pujar desmesuradament.

Un dels problemes principals va ser que els bancs atorgaven credits hipotecaris a clients
sense el recolzament suficient, és a dir, amb nivells baixos d’ingressos i alt risc de morositat,
anomenats persones amb baixa qualificacié crediticia.

Davant d’aquest problema, els bancs van comencar a pujar els interessos, des de finals de
2004 fins al 2006 van passar de menys de I'1% a més del 5%, i com que una gran part dels
credits hipotecaris eren amb interes variable, els clients cada cop havien de pagar més, i com
que eren persones amb baixa qualificacié crediticia, molts d’ells van deixar de retornar els
préstecs: les empreses es declaraven en fallida i els avaladors estaven en la mateixa situacié
de baixada economica.

Llavors els propietaris posaven els pisos a la venda, perd amb els interessos dels bancs
tan elevats, poca gent comprava i hi havia molta més oferta que demanda, aixi que els pisos
van comencar a baixar de valor.

A més, com que vivim en un mén cada cop més globalitzat, la situacié va estendre’s
rapidament per tot el moén, ja que molts bancs havien venut aquestes hipoteques a fons
d’inversié internacionals en paquets, perd com que tot es basava en que els prestataris
tornessin els diners i els habitatges seguissin pujant de preu, i cap de les dues coses estava
passant, la bombolla va explotar i la crisi del 2007-2008 va comencar.

Conseqiientment, durant els segiients anys hi va haver una gran quantitat d’empreses i
particulars arreu del mén que no van aguantar I'impacte economic de la crisi i van haver de
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declarar-se en fallida, deixant al descobert a les entitats financeres prestadores. Es per aixo
que cada cop s’inverteix més temps i diners en trobar nous algoritmes i noves tecnologies que
optimitzin la presa de decisions a I’hora de concedir un préstec, quantificant el risc creditici
per a cada individu o empresa i ajustant-ne tant 'interes per cada cas com les reserves de
capital que han de procurar tenir, per a evitar una perdua de beneficis significativa.

Amb tota aquesta informacid, el proposit d’aquest treball és endinsar-se com a principiant
en aquest mon, solidificar conceptes economics al voltant dels credits i tot el que els envolta,
i en especial en el risc que prenen les institucions prestadores quan els concedeixen. També
es vol estudiar teoria de processos estocastics, en particular conceptes de calcul estocastic,
amb l'objectiu de caracteritzar els models de risc de credit tradicionalment més utilitzats,
i comparar-los amb els potencialment millors: els models de Machine Learning.

Aquest projecte s’inicia amb una introduccié al risc creditici, primer uns conceptes
financers necessaris per a entendre el projecte, i després unes definicions i proposicions
de modelitzacié financera. Seguint amb la modelitzacié, el segon és un capitol en el que
s’introdueixen conceptes de calcul estocastic que seran ben 1utils per al segiient capitol:
models de risc de credit. En aquest es presenten diferents tipus de models financers
tradicionals per a avaluar el risc de credit de qualsevol tipus de client, on hi apareixen
conceptes matematics ja descrits en els capitols anteriors. Aquest capitol dona pas a un
altre de més modern: el Machine Learning en models d’aquest tipus. Aqui s’expliquen noves
tecniques sobre aquest camp i quines sén les principals maneres d’avaluar-ne els resultats.
Finalment, s’expliquen les conclusions del treball i tot el que s’ha apres amb ’experieéncia
d’aprofundir en un tema que cada cop sera més important, i del que no en sabia res fa uns
mesos.



Capitol 1

Introduccié al Risc de Credit

En aquest capitol s’introdueixen alguns dels conceptes més essencials en els que es basa
aquest treball i es responen les preguntes inicials per a entendre la materia. Com per
exemple: que és el risc?

Segons I'’Enciclopedia Catalana és “la contingéncia desfavorable a la qual esta exposat
algi o alguna cosa; perill incert”. FEn altres paraules, és I'exposicié a una situacié que
té una certa probabilitat de perill, o en la que existeix la possibilitat de que ocorri un
esdeveniment indesitjat per a l'individu exposat. Per tant, podria definir-se també com
un valor quantitatiu per a mesurar aquesta possibilitat com a probabilitat i tractar-ne els
temes relacionats com a esdeveniments aleatoris, i estudiar-los estadisticament.

Al tractar-se d’una mesura quantitativa i degut a l’existéncia de factors externs,
anomenats factors de risc, aquest valor es pot reduir gairebé a zero afegint prevencions,
per exemple per a evitar danys majors en accidents de transit existeix 1’Airbag dels cotxes
o bé per a evitar robatoris o per a detectar els lladres existeixen cameres de vigilancia en els
habitatges. Existeixen moltes empreses dedicades a idear i fabricar aquestes prevencions,
ja que les persones conviuen diariament amb situacions on ’exposicié al perill és present, i
soén les primeres que no volen que els hi passi res dolent... Pero pren tothom les mateixes
precaucions?

Activitats tan rutinaries com creuar un semafor en vermell, no portar casc anant
amb bicicleta o viure a prop d’'una central nuclear ja sén exposicions a esdeveniments
desfavorables que en alguns casos es podrien evitar pero en d’altres sén inevitables, depenent
de cada individu. Aix0 ens fa veure que I'exposicié al risc no és sempre la mateixa, i que
potser un noi en plena joventut tendeix més a realitzar activitats perilloses que una senyora
jubilada; o que una persona que viu al Japd en un arxipelag propens a patir terratremols i
tsunamis esta més exposat que una persona que viu a un poble de Catalunya central; o que
una persona amb algun tipus d’addiccié tendeix a tenir més problemes amb els diners que
una persona sana.

Amb tots aquests exemples no s’estd donant una opinié personal, simplement s’estan
posant sobre la taula fets que semblen evidents pero que alhora porten molts mals de cap a
les asseguradores, entre d’altres, i que sovint porten a debats etics i morals. I és que aquests
fets no deixen de ser, al cap i a la fi, propis de ’aleatorietat de la vida, que marca el desti
de cadasc, el problema és que aquesta aleatorietat a vegades esta esbiaixada.

Es també evident que existeix un gran ventall de tipus de riscos, entre els quals es
podrien trobar els biologics, fisics i financers. En el moén laboral tots sén molt presents, i els
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sindicats de treballadors intenten assegurar que tots estiguem ben coberts davant dels dos
primers tipus anomenats. Pero en aquest projecte el que ens interessa més és precisament
I'altim d’ells, el risc financer, amb el qual entendrem el risc de credit i les motivacions per
a prevenir-lo tant com es pugui.

1.1 Risc financer

L’analisi del risc financer és un dels aspectes més importants per a totes les empreses,
inversors, o qualsevol altra persona o grup que pugui patir algun esdeveniment amb
conseqiiéncies economiques, especialment si sén negatives.

El risc financer fa referéncia a la incertesa en el rendiment d’una inversié deguda a canvis
en els sectors on s’opera, a la impossibilitat de la devolucié del capital per alguna de les
parts involucrades o bé a causa de la inestabilitat del mercat. Es la possibilitat de perdua
monetaria o de capital al que es podria arribar si les circumstancies fossin desfavorables. Es
per aix0 que és molt important per a tots els involucrats reduir aquesta exposicié al risc, o
bé tenir-la en compte i reservar recursos per a prevenir impactes greus.

Es distingeixen quatre tipus de riscos financers basics:

e Risc de mercat: Es el risc que es pren si es compren actius financers en el mercat,
donat que no es pot assegurar el retorn de la inversio. Es el més comi i un dels més
importants que existeixen ja que els seus efectes sén molt amplis, degut a que es veu
afectat directament per la relacié entre l'oferta i la demanda del mercat, que varien
constantment. Aquesta dinamica respon, en gran part, a les incerteses econdomiques
globals del moment, que afecten considerablement al rendiment de totes les empreses.
Existeixen tres factors claus que son causes d’aquest tipus de risc:

(i) El tipus d’interes: Es tracta del risc associat als moviments en contra del tipus
d’interes. En funcié de la situacié de I’empresa o de 'individu, pot interessar
més o menys la pujada o baixada d’aquesta variable.

(ii) El tipus de canvi: Fa referéncia a les possibles variacions en la taxa de valor de
les divises en el mercat.

(iii) Oferta i demanda: Afecta en gran part als accionistes i inversos, als que els hi
disminueix el valor de la seva cartera si hi ha una davallada del valor de les
accions que posseeixen.

e Risc de liquiditat: Aquest tipus de risc es refereix a la possibilitat de que una empresa
sigui incapa¢ de complir les obligacions contractuals que té, perque no té un bon flux
de caixa. Aix0 comporta que la seva situacié financera i la seva existéncia es vegin
amenacades. Per exemple, una empresa que produeix abundantment, pero que no ven
prou i no és capag¢ de pagar als seus prestadors.

e Risc operatiu: Es I'exposicio al risc per errors interns en qualsevol dels passos que es
realitzen en l'operativa normal del negoci. Augmenta especialment quan hi ha manca
de controls dins 'empresa, fallides tecnologiques, mala administracid, errors humans,
falta de personal...

e Risc de credit: Es la probabilitat de que una de les dues parts d’un contracte creditici
no assumeixi les seves obligacions de pagament per insolvencia o qualsevol altre
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motiu. FEl segiient apartat i tota la resta del projecte esta dedicat a explicar-lo més
profundament.

També existeixen altres tipus de riscos financers com ara el risc requlatori, que seria el
risc de que alguna variacié en la regulacié afecti negativament al negoci; el risc de model,
que és el risc de que hi hagi defectes en algun model relacionat amb el pricing, avaluacio del
risc o negoci, i que porti a una presa de decisions incorrecta; o bé el risc reputacional, que
és el perill de que una opinié publica negativa impedeixi o disminueixi la capacitat d’una
entitat financera per a realitzar els seus negocis.

Es important saber identificar en quina situacié i risc es troba una empresa o individu
en cada moment, i avaluar-ne constantment els possibles impactes en cas desfavorable. Si
no, no es podra reaccionar a temps ni prevenir qualsevol esdeveniment que podria malmetre
la imatge de I’empresa, donar avantatge a la competéncia o fins i tot haver de declarar la
fallida.

1.2 Risc de credit

Aquest tipus de risc sorgeix de la possibilitat de que una de les parts del contracte de
I'instrument financer, normalment els prestataris (ja siguin clients, empreses o fins i tot
governs de paisos), incompleixin les seves obligacions de pagament per motius d’insolvéncia
o per la simple incapacitat de pagament. Aix0 produiria perdues financeres per la part dels
prestadors, i problemes exponencialment complexos que en derivin.

Per a evitar-ho, els governs dels paisos d’arreu del mén posen unes normes als bancs
en relacié a loferta de préstecs. L’entitat financera prestadora esta obligada a cobrir
les seves perdues (esperades i inesperades) derivades del risc de credit, subjectes a una
certa normativa, ja que sinod les consequéncies de que caiguessin en fallida no només serien
negatives per a els propis bancs siné que ho serien per a una gran part de la poblacié del
pais. Per exemple, en el curs d’un any, es calcula la perdua esperada, que és aquella que
I’entitat espera perdre segons el curs normal de tots els seus negocis, i ha de reservar unes
provisions per a cobrir-la. En canvi, la perdua inesperada és la quantitat que l’entitat
podria perdre per raons fora del curs normal del negoci, i generalment és molt més dificil
de predir que la perdua esperada. Per a cobrir aquesta perdua, ’entitat ha de reservar un
capital.

La gestié del risc de credit es pot dividir en etapes de la segiient manera:

1. Admissio: Existeix un sistema de qualificacié crediticia que s’encarrega de donar un
Rating i un Scoring (s’expliquen més endavant) per a cada client.

2. Sequiment:
(a) Calcul de la perdua esperada (provisions).

(b) Estimaci6 de la pérdua inesperada (capital).

La imatge segiient mostra la distribucié de les perdues d’'una entitat financera prestadora:
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Probability
Expected loss 99.9% quartile
To be covered To be covered
by provisions by capital
Expected loss Unexpected loss

La peérdua esperada (PE) es calcula amb la férmula segiient:

PE=PD«EAD x LGD

I la perdua inesperada (PI) es calcula amb la férmula:

PI = LGD « EAD * f(PD)

On la probabilitat d’incompliment (PD) o probability of default recull la probabilitat de
que el client no compleixi amb les seves obligacions contractuals. L’EAD, que és I’exposure
at default fa referencia a l'exposicié a l'impagament que esta definida com l'import del
deute restant en el moment exacte que el prestatari deixa de pagar. La LGD és la loss
given default i és el rati de perdua en cas d’incompliment, un percentatge d’un credit que,
una vegada impagat i efectuades totes les gestions per a poder tornar-lo a temps, resulta
finalment incobrable.

Aquestes variables (la PE i la PI) sén molt importants per a totes aquelles entitats que
ofereixen préstecs, béns o qualsevol altre producte a canvi d’una retribucié major, tot i que
sigui amb un percentatge d’interes molt baix, a la que s’havia donat inicialment. Per a
aquestes és important saber gestionar de forma adequada les incerteses que es generen i,
per tant, quantificar quant risc creditici té cada client per tal d’evitar al maxim possible
tenir perdues. També és important per a les entitats tenir una mesura d’aquestes possibles
perdues i tenir un fons de reserva de capital per si de cas no es retornessin aquests credits.
Aquestes provisions no poden ser ni massa elevades, ja que aquests diners quiets podrien
estar generant-ne més si estiguessin invertits, ni massa escasses, ja que llavors ’entitat es
veuria molt compromesa economicament en cas d’impagament. Han de ser d’'una quantitat
justa, han de fer front als impagaments esperats durant un periode, normalment d’un any,
de forma que no causin danys en els seus comptes, ajustant-la tant com es pugui.

Ara bé, no existeix una tunica forma de risc, siné que n’hi ha més, per exemple, el
risc col-lateral, que depen de les garanties existents del deute. També existeix el risc
de concentracid, que és present quan s’entreguen quantitats copioses o excessives a pocs
prestataris que provoca un pic de perdues anuals, en el suposit que aquests acabin essent
morosos. A més, ja s’ha explicat a la introduccié que a cada persona i empresa se li assigna
un risc depenent del seu perfil. Per tant, la dificultat de modelitzar el risc sempre ha estat
molt present ja que hi ha moltes variables en joc.
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Va ser a partir de la greu crisi financera global de 2007-2008 que multituds de bancs i
empreses van declarar-se en fallida degut a la gran quantitat de préstecs (en concret credits
hipotecaris) que havien concedit a clients amb elevat risc creditici. Obviament, aixd va
comportar que un gran nombre d’empreses es declaressin en fallida i que hi hagués una
urgent conscienciacié en aquest sentit dels governs i, en concret, de les entitats financeres.
A partir de llavors, han volgut entendre i gestionar molt millor el risc creditici, i la gran
majoria de bancs tenen un departament de Credit Risk Management, o bé subcontracten
consultories especialitzades, ja que aquestes no només tenen departaments concrets, sind
que al ser contractades per altres bancs, la competitivitat entre aquests esta assegurada.

Sense una avaluacié integra del risc de credit, els bancs no tenen altra forma de saber
si les reserves de capital reflecteixen amb tota seguretat els riscos presents. Per exemple, si
un banc presenta una reserva de capital i provisions insuficient llavors no sera capag de fer
front a les despeses causades pels impagaments, mentre que si és massa elevada aleshores
perdra competitivitat per no haver invertit tant com la resta d’entitats bancaries, a més de
Iesforg que suposa augmentar aquesta reserva. Es busca llavors un punt mig entre les dues,
amb cert marge conservador, tant ajustat com sigui possible, fent servir models per a cada
variable del risc de credit.

Un model no deixa de ser un metode, un sistema o un enfocament quantitatiu que
aplica teories, teécniques o suposicions ja siguin estadistiques, economiques, financeres o
matematiques, per a processar dades i extreure’n estimacions quantitatives. Les entitats
financeres utilitzen aquests models per a la estimacio i posterior gestié del risc de credit.

Per a que no succeeixin esdeveniments negatius com ara el no retorn d’un préstec, i
per a garantir que les reserves de capital reflecteixin el perfil de risc apropiadament, s’ha
d’implementar una solucié integrada i quantitativa que no afecti en el rendiment del banc,
és a dir, un model. Aquest ha d’incloure:

1. Una gestié perfecta de I'etapa de modelitzacié.
2. Possibilitat d’avaluacié i monitoritzacié en temps real.

3. Comprovacio amb dades anteriors de que el model funcioni segons els criteris
establerts.

4. Fer servir eines de visualitzacié de dades i d’intel-ligencia de negoci que permetin
extreure la informacié imprescindible de cada cas.

S’ha de tenir en compte que el procés sera diferent si s’esta analitzant el risc per a
grans empreses i empreses corporatives o si bé sén particulars o petites empreses. En el
cas de grans empreses, un conjunt d’experts en mesura del risc d’impagament fa un analisi
individualitzat i en conclou el risc i I'interes. En el cas de petites empreses o particulars, es
construeixen models que avaluen les operacions de forma massiva a partir dels impagaments
historics que ha tingut ’entitat financera. Dins d’aquest concepte n’hi ha d’altres com la
puntuacié i la classificacié de credit, que s’expliquen la seccié segiient.

1.3 Probabilitat d’impagament (PD)

Com s’ha descrit anteriorment, la probabilitat d’impagament és una mesura de qualificacié
crediticia que se li déna a cada client segons les seves caracteristiques i de la situacié
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economica global que es viu en aquell precis moment. L’objectiu és estimar quant de
probable és que acabin no pagant, durant un cert periode de temps, que normalment és un
any.

Quan arriba un client que desitja un préstec de 'entitat financera, el banc estudia el seu
cas i determina la seva PD (recordem, Probability of Default, probabilitat d’impagament).
En el suposit que presenti un valor suficientment elevat, s’aplicaran interessos importants
en el préstec i proporcionalment es reservara més capital per assegurar-ne la seva viabilitat.

Per a orientar el valor de la PD, s’utilitzen dues eines anomenades puntuacié de credit,
o en angles Scoring, que qualifica alguna de les contraparts d’un contracte (normalment
usat per particulars i petits negocis, on el titular pot comportar-se d'una forma diferent
segons el tipus de producte), i amb aquesta es fa una classificaci6é de credit, o Rating, que
normalment avalua el binomi client-operacié (usualment es fa servir per a classificar grans
empreses amb un gran nombre d’operacions contractuals). Es basen en 'is d’instruments
estadistics focalitzats en ’estimacié de la probabilitat d’impagament per a després decidir
si el possible prestatari acaba rebent el credit o no. La puntuacié de credit impacta en una
multitud de transaccions financeres que inclouen les hipoteques, les targetes de credit o els
préstecs privats.

Popularment es fan servir dues maneres per a obtenir aquestes puntuacions. La més
utilitzada és la Puntuacid FICO®) (Fair Isaac COrporation), que el fa servir el 90% del
sector, i l'altra és la Puntuacic Vantage. Aquestes dues metodologies sén molt semblants,
si bé les dues poden prendre valors entre 300 i 850, la unica diferéncia destacable és la
classificacié de l'individu dins d’aquests valors, essent la FICO®) més restrictiva. Tot i
aix0, la puntuacié minima i maxima que es pot obtenir és la mateixa en ambdds casos.

Aquestes puntuacions no només serveixen per a decidir si concedir un préstec o amb
quines condicions (intereés, nombre de terminis, quantitat...), siné que també s’utilitza per
a l'obtencié de targetes de credit, per exemple. Els individus i empreses disposen d’un
informe de puntuacié gratuit a I'any, i és molt recomanable tenir-lo actualitzat anualment.

La puntuacié de credit individual s’obté tenint en compte els segiients factors:

e Variables d’operacié

— Procedencia de 'operacié
— Desti

Import del credit

Quota

— Terminis

e Variables de perfil socio-economic:

Edat

— Estat civil

Ingressos i despeses

— Situacio laboral i sector

Antiguitat
e Variables de vinculacié a ’entitat prestadora

— Antiguitat com a client
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— Domiciliacié de la nomina i rebuts

— Saldo
e Experiencies de pagament anteriors:

— S’acut a ASNEF (Associacié Nacional d’Establiments Financers de Credit -
Fitxer de Morosos) i EXPERIAN (Fitxers de solvencia)

— Comportament intern amb ’entitat.

També cal comentar que els que proporcionen els valors d’aquests termes no sén ni FICO,
ni Vantage, ni tampoc els departaments de risc de credit dels bancs, siné un altre tipus de
companyies que recopilen aquestes dades relacionades amb els credits. Les tres principals
son Experian, Equifax ¢ TransUnion, i degut a que les dades de cada companyia poden ser
diferents, les puntuacions també poden variar segons la que s’esculli.

Podem guiar-nos en la classificacié (Rating) segons la puntuacié (Scoring) de cada
metodologia (FICO o Vantage) amb la taula segiient:

Rating Escala de FICO Escala de Vantage
Excel-lent 800-850 781-850
Molt Bona / Bona 740-799 661-780
Bona / Justa 670-739 601-660
Justa / Pobre 580-669 501-600
Pobre / Molt Pobre 300-579 300-500

Taula 1. Rating segons 1’Scoring

Com es pot veure, realment la funcié de 1’Scoring és proporcionar una classificacié
objectiva segons el Rating, amb uns termes molt entenedors, perdo no proporciona cap
estimacié de la probabilitat d’impagament. A més, el Rating fa una valoracié del binomi
client-transaccié (proporciona un valor per a cada transaccié de cada client), i 1"Scoring
avalua clients en particular. Existeixen noves tecnologies i programaris que proporcionen
altres metodologies més avancades i precises per a modelitzar el risc de credit, pero només
les tenen uns pocs experts als paisos que es poden permetre invertir més en el sector bancari.
De totes maneres, hi ha un capitol dedicat als models amb algoritmes de Machine Learning,
que és una tecnologia relativament nova i el seu us no és tant inassumible per a empreses
tradicionals.

L’avaluacié dels credits i la valoracié per a grans empreses i corporacions, inclis de
governs d’un pais, la fan normalment agencies dedicades a la qualificacié de credit. El que
fan és mesurar la solvencia de les entitats, és a dir les capacitats per afrontar les seves
obligacions financeres. Si la qualificacié és prou elevada voldra dir que hi ha una alta
probabilitat que ’empresa torni el préstec en la seva totalitat sense problemes, mentre que
si és baixa és probablement perque ha tingut problemes per a pagar en el passat i que podria
tornar-ho a fer, o per algun altre motiu dels que s’han enumerat abans.

Existeixen unes ratios amb les quals aquestes agencies de qualificacié de credit calculen,
mitjancant férmules matematiques, el Rating per a empreses. Aquest ratios es poden
agrupar de la seglient manera:

e Ratios de rendibilitat: mesuren el nivell de rendibilitat dels recursos financers dels
que disposa I’empresa i de les inversions realitzades.
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e Ratios d’estructura financera: mesuren el grau de deute de l’empresa, la seva
autonomia financera i ’equilibri entre les masses patrimonials més importants.

e Ratios de liquiditat: mesuren el grau de liquiditat dels actius i la seva capacitat per
a fer front a les obligacions a curt termini, aixi com la capacitat de generar flux de
caixa per a ’empresa.

e Ratios de rotacié: mesuren leficiencia amb la que l'empresa realitza les seves
activitats.

e Ratios de costes: sén un conjunt d’indicadors que permeten coneixer el pes dels costos
ordinaris i financers en el conjunt de 'activitat de I’empresa.

Aixi doncs, el Rating que obté una empresa o individu té un pes molt important per a
I’obtencié del préstec. En la taula segiient veiem que la determinacié del Credit Rating es
fa mitjancant una escala alfabetica de valoracions, elaborada per les agencies de qualificacié
de risc de credit, en aquest cas, Moody’s:

A2 Low credit risk

Baal
Baa2 Moderate credit risk
Baa3
Bal
Ba2 Substantial credit risk
Ba3

Bl

B2 High credit risk

Taula 2. Sistema alfanumeric que utilitza 'agencia Moody’s

També n’hi ha dues més, S&P(Standard and Poor’s) i Fitch, que s’utilitzen molt (entre
les tres tenen el 95% d’aquest mercat). Cada agencia fa servir la seva escala d’etiquetes de
classificacid, tot i que totes sén alfanumeriques i semblants.

Tal i com es pot observar, Moody’s utilitza l'etiqueta Aaa per a distingir aquelles
empreses que presenten el minim risc possible, i en canvi S€&P i Fitch fan servir I'etiqueta
AAA com a excel-lencia. En canvi, el C seria el grup que presenta el major risc creditici.
Una de les consideracions a tenir en compte és que si el Rating es igual o inferior a Bal en
I’escala de Moody’s es considera un Junk bond, mentre que per sobre d’aquesta classificacié
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es considera un Investment bond. També es podria considerar com a pitjor rating tenir una
D, que seria estar ja en default, perd no es posa perque el risc d’impagament obviament és
1.

Per a situar alguns exemples practics, tots segons 'escala de Moody’s, podem fixar-nos,
per exemple, en que el govern espanyol té una qualificacié de Baa2, I’Alemany té Aaa i el
Frances Aal.

També cal comentar que aquestes empreses de qualificacié sempre han generat una certa
desconfianca a I’hora de qualificar grans empreses i governs estatals, ja que sén aquests
mateixos els que paguen a les ageéncies per a que analitzin la seva solvencia, i per tant hi
ha gent que qliestiona la independéncia total per a realitzar ’analisi.

Una altra curiositat és que aquestes tres agencies de qualificacié de risc creditici sén
propietat d’empreses privades, i en cap cas sén finangades amb fons publics.

En resum, el Rating i 1'Scoring serveixen per a classificar a un client i, un cop ja
classificat, se li assigna una probabilitat d’entrar en impagament, que és la PD, segons
la puntuacié rebuda, que en el cas de particulars o de PYMEs és numerica i en el cas de
grans empreses i empreses corporatives, és alfanumerica.

Per tancar aquesta seccid, cal comentar que una qualificacié/ Rating / Scoring no significa
res per ella mateixa, siné que és necessaria la comparacié amb una altra d’una altra
contrapart. Mitjancant processos anomenats calibrats, cada qualificacié porta associada
una PD, que és un concepte estadistic que si que te sentit per ell mateix.

1.4 Exposicié en el moment d’incompliment (EAD)

L’exposicié en el moment d’incompliment, o Ezposure at Default (EAD) és un factor
important per al calcul de la perdua esperada, que ve definida com l'import del deute
pendent de pagar en el moment que es produeix 'esdeveniment. Aquesta pérdua depen
directament de la quantitat amb la qual el banc o entitat financera esta exposada respecte
al prestatari en el moment de 'impagament, ja que 'incompliment tindra lloc en una data
futura desconeguda.

Els bancs calculen 'EAD per cadascun dels credits disponibles per a determinar el risc
conjunt d’impagament. Es tracta d’un nombre variable segons si el prestatari torna els
diners corresponents o no. El que s’acaba mesurant és I’extensié en la qual el banc es veu
exposat respecte el client en el cas que, passat un temps, aquest no pagui.

L’EAD pot calcular-se de la segiient manera:

EAD = Disposat + Disponible x CCF

On Disposat és la quantitat que s’ha fet servir del limit del credit, Disponible és aquell
import restant que el prestatari encara té pendent consumir, i CCF és el Credit Conversor
Factor, és a dir el rati percentual entre la quantitat monetaria que el client demana d’un nou
credit i el capital restant del préstec actual. Un exemple seria que si una persona posseeix
un credit al que li resten 20.000€ disponibles i en demana un altre de 5.000€, llavors el
CCF resultant és un 25%.
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1.5 Severitat (LGD)

La severitat o Loss Given Default (LGD) és una metrica imprescindible en el risc de credit.
Es la quantitat de diners que el banc o I'entitat financera prestadora perd en el moment
que el prestatari incompleix amb el pagament, i normalment esta expressada en forma
percentual sobre el total de ’exposicid.

Conceptualment, és molt facil d’entendre com el complementari de la Taxa de recuperacio
(TR):
LGD =1 — Taxa de recuperacio (T R)

La Tazxa de recuperacio és la mesura de quant import es pot recuperar del deute en
impagament.

I graficament:

Taxa de recuperacid
—_—LGD

0.9 1+

0.1 +
0 } } u } u } 1

15 20
Meses en default

Grafic de la proporcionalitat entre LGD i TR.

La perdua LGD es sol determinar analitzant altres impagaments. La quantificacié de les
perdues és complexa i és necessari analitzar un ampli conjunt de variables que, després d’un
procés exhaustiu, permeten determinar la severitat, com ara el tipus d’instrument financer,
possibles problemes corporatius o condicions macroeconomiques.

Per exemple, si un banc ofereix un milié d’euros a una empresa i aquesta, per causes
qualssevol, acaba no pagant, la perdua per al banc no és necessariament d’un milié d’euros.
Existeixen altres factors que ’acabaran determinant, com ara la quantitat de béns dels que
disposa ’empresa en forma de garantia del contracte, o si ja s’havien pagat unes quantes
quotes previament. Aquest factors reduirien substancialment la perdua inicial del capital
atorgat a l’empresa.

Per altra banda, també augmenten el valor de la LGD tots els tramits i gestions que
realitzen les entitats prestadores davant els impagaments, com ara l’enviament de cartes,
els costos judicials, advocats, o empleats destinats a la gestié de la morositat.

També es pot produir una altra situacié, que és que el client no pagui perd que en un
termini raonable retorni els rebuts ja venguts i es posi al dia del contracte. En aquest cas,
la severitat seria un percentatge molt baix, proper a 0, donat que es considerarien com a
perdues només les gestions dels bancs davant la morositat, que acabem de mencionar.

La LGD i 'EAD sén dos factors molt semblants. La principal diferéncia és que la
LGD inclou la possibilitat de recuperar capital monetari de 'incompliment. En el cas que



1.5. SEVERITAT (LGD) 13

el prestatari incompleixi el pagament d’una hipoteca després d’uns quants anys pagant
mensualment, ’'EAD seria la quantitat que li quedava per a liquidar-la completament. Si
el banc vengués I’habitatge, recuperaria una certa quantitat de TEAD, que si que estaria
inclosa en el calcul de la LGD.

Veurem ara un exemple que té en compte tots els factors vists fins ara.

Exemple 1.1. Imaginem una parella que demana una quantitat de 225.000€ per un préstec
d’un habitatge. Després d’estar pagant quotes durant varis anys, la parella queda estancada
financerament parlant, i tenen problemes per a sequir amb els pagaments mensuals fins que
acaben incomplint amb el pagament acordat.

Posem que en aquest moment, ’EAD és de 186.500€. Vist aixo, el banc es fa amb
el control del condomini i pot vendre’l per 160.000€, obtenint aixi unes perdues netes de
26.500€ i un LGD del 14.21%, ja que:

Perdues netes = 186.500€ — 160.000€ = 26.500€

186.500€ — 160.000€
LGD = = 0.14209 ~ 14.21
¢ 186.500€ 0 09 %

En aquesta mateixa situacid, la perdua esperada es calcula tenint en compte els segients
factors: un LGD del 14.21%, una probabilitat d’incompliment (PD) del 100% (ja que se sap
que van incomplir) i una FAD de 186.500€, obtenim llavors:

Pérdua esperada (PE) = 1 % 0.14209 * 186.500€ = 26.500€

Aquesta pérdua esperada s’ha calculat a partir d’un cas on es coneix tot ja que ja ha passat,
pero podria ser que l’entitat financera estigui interessada en conéizer les pérdues potencials
que podrien patir, sense que fos sequr que acabi ocorrent. Per a fer aixo, el banc assumeiz
que la probabilitat d’impagament (PD) de la parella no és del 100% sind del 60%. D’aquesta
manera la nova pérdua esperada seria de 15.900€, ja que:

Pérdua esperada (PE) = 0.6 x 0.14209 % 186.500€ = 15.900€
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Capitol 2

Introduccio al calcul estocastic

En aquest capitol, s’introdueixen les eines matematiques necessaries per a modelitzar actius
financers i opcions de compra i venda. En temps continu, els aspectes tecnics sén més
complexos i també més dificils de desenvolupar que a temps discret, pero coincideixen en la
majoria d’idees basiques.

Perque considerem models a temps continu? La motivacié principal la tenim en la
naturalesa dels processos que volem modelitzar. En la practica, el flux dels preus de mercat
varia tant que inclis amb models de temps continu és dificil de seguir. A més, els models
de temps continu ens porten a calculs més explicits, i fins i tot hem de recérrer a metodes
numerics. De fet, el model a temps continu més usat i conegut globalment és el model de
Black-Scholes (Fisher Black i Myron Scholes), que acaba portant a una equacio relativament
senzilla.

2.1 Comentaris generals sobre processos a temps continu

Es comenca amb unes definicions matematiques per a entendre millor els models a temps
continu, com ara la filtracié natural, el Moviment Brownia o les martingales a temps continu.

Pero abans de comencar, pensem, que vol dir exactament que un procés sigui a temps
continu?

Definicié 2.1. Sigui (E, &) un espai mesurable. Un procés estocastic a temps continu amb
espai d’estats (E,&) és una familia (X¢)icr+ de variables aleatories definides en un espai
de probabilitat (0, % ,P) que pren valors en (E,&).

Remarca 2.1.

e FEn la practica, t €s el temps.

e Un procés pot també ser considerat una variable aleatoria: per a cada w € ) tenim
associada una aplicacié de R a E : t — X;(w), anomenats camins o trajectories del
PTOCES.

e Només es treballara amb processos en qué el temps estigui indexat en un interval finit
[0,T7].

Definicié 2.2. Una filtracio d’un espai de probabilitat (Q2,.%,P) és una familia creizent
(Zt)e>0 de o-algebres incloses en F .

15
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La o-algebra %, representa la informacié disponible a linstant t. Es diu que un procés
(Xt)t>0 €s adaptat si, per tot t, X; és Fr-mesurable.

Definici6 2.3. Considerem un espai de probabilitat (2, %, P). Direm que un conjunt A’ C
(que pot no pertanyer a F ) és negligible si existeix un A € F tal que A’ C A i P(A) = 0.

Remarca 2.2. D’ara endavant, es treballara amb filtracions que tenen la propietat segiient:

Si A’Cc Ae F isiP(A) =0, llavors, per tot t, A’ € F.

En altres paraules, .%; conté tots els conjunts de .# amb probabilitat P nul-la (negligibles),
i gracies a aixo, es té que si X=Y quasi segurament respecte la mesura de probabilitat P, i
Y és .Z;-mesurable, llavors X és també .%;-mesurable.

Es pot construir ara una filtracié generada pel procés (X;);>0 1 escrivim

Fr =0(Xs,5 < 1).

En general, aquesta filtracié no satisfa la condicié anterior. Tanmateix, si es canvia .%;
per T, que és la o-algebra generada tant per .%; com per .4 (la o-algebra generada per
tots els conjunts negligibles de %), s’obté la corresponent filtracié que satisfa la condicié
de Panterior remarca. S’anomena filtracio natural del procés (X¢)e>o.

El concepte de temps d’aturada sera molt util. Un temps d’aturada és una variable
aleatoria que depen del procés subjacent. En altres paraules, en un temps donat ¢, es sap
si el temps d’aturada és menor o igual que . La definicié segiient ho formalitza:

Definicié 2.4. El temps d’aturada respecte a la filtracio (F:)e>0 €s una variable aleatoria
7, amb valors en RT U {+o00}, tal que, per cada t > 0,

(r<t)e 7.

La o-algebra associada amb T esta definida com

Fr={AecF, Vt>0,ANn{r <t}e.F}
Aquesta o-algebra representa la informacid disponible abans del temps aleatori T.

Proposicié 2.1.

e 51 8 és un temps d’aturada, llavors S és Fg-mesurable.

e Si S és un temps d’aturada, finit quasi sequrament, i (X¢)i>0 €s un procés adaptat
continu, aleshores Xg és Fg-mesurable.

e 5184 T son dos temps d’aturada tals que S < T q.s., aleshores Fs C Fr.

e 505 i T son dos temps d’aturada, aleshores S NT = inf(S,T) és un temps d’aturada.
En particular, si S és un temps d’aturada i t és un temps determinista, aleshores S At
és un temps d’aturada.

Demostracio. Veure Lamberton, D; Lapeyre, B. (2008): Introduction to Stochastic Calculus
Applied to Finance. Chapman € Hall / CRC. O
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2.2 Moviment Brownia
Un exemple d’un procés estocastic de particular importancia és el Moviment Brownid. Es

basic per a entendre la majoria de models financers.

Definicié 2.5. Un Moviment Brownia és un procés estocastic continu (Xi)i>0 a valors
reals, amb increments estacionaris i independents. Es a dir, compleix:

o continuitat: l'aplicacid s — Xs(w) és continua P — g.s.
e increments estacionaris: si s <t, Xy — Xs i Xy_s — Xy tenen la mateiza llei.
e increments independents: si s <t, Xy — X és independent de

Fs=0(Xy,u < 3s).

Teorema 2.1. Si (Xi)i>0 €s un Moviment Brownia, llavors X: — Xo és una variable
aleatoria amb distribucid normal, amb mitjana rt i variancia o*t, on i o soén constants
reals.

Demostracid. Veure Gikham, I; Skorhod, A. V. (1969): Introduction to the theory of
random processes. Traduit del Rus a ’anglés per Scripta Technica, Inc. W. B. Saunders
Co. O

Remarca 2.3. Un Moviment Brownia és Estandard si per tot t:
Xo=0qs E(X;) =0 E(X?) =t

D’ara endavant, se suposa que, si no es diu el contrari, tots els Moviments Brownians seran
FEstandard. La densitat de X; és:

1 ( l'2>
exp | —=—
V2rt P 2t

S’acaba d’observar que per qualsevol ¢, X; és una variable aleatoria normal. Ara es veura
una definicié util per a arribar a un resultat més fort que el que s’acaba de veure:

Definicié 2.6. Una variable aleatoria amb valors en R, X = (X1, ,Xq), és un vector
Gaussia si, per qualsevol col-leccio de nombres reals aq,--- ,aq, la variable aleatoria escalar
Zf‘l:1 a; X; és Gaussiana.

Teorema 2.2. Sigui (X¢)i>0 un Moviment Brownia (Estandard) i si 0 < t1 < -+ < ty,
aleshores (X, -+, Xy,) és un vector Gaussida.

Demostracio.

Considerem 0 < t; < --- < t,. Aleshores el vector aleatori X = (X¢,, Xy, — X¢y, -+, Xy, —
X, ,) esta composat per variables aleatories normals independents (pel Teorema 2.1 i la
definici6 de Moviment Brownia). Llavors, el vector X és Gaussia i també ho és (X4, -+, X,).

O

També és necessaria una definicié de Moviment Brownia respecte de la filtracié (%;):

Definicié 2.7. Un procés estocastic continu a valors reals és un (F;)-Moviment Brownia
st satisfa:
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o Pertott >0, X; és (F;)-mesurable.
e 5is <t X;— X, ésindependent de la o-algebra Fy.
o Sis<t,Xy—XsiXi s— Xg tenen la mateiza llei.

Remarca 2.4. El primer d’aquests punts mostra que o(X,,u < t) C F. A més, és facil
de comprovar que un (F)-Moviment Brownia és també un Moviment Brownid respecte la
seva filtracié natural.

2.3 Martingales a temps continu

El concepte de martingala és crucial per a explicar la idea d’arbitratge. La definici6 segiient
és una extensio de la de temps discret, ja feta a I’assignatura de Modelitzacié:

Definicié 2.8. Es considera un espai de probabilitat (Q,.F,P), i una filtracié (F)i>0 en
aquest espai. Una familia adaptada de variables aleatories (My)i>o tal que E(|My|) < oo,
per tot t, és:

e una martingala si, per tot s < t, E(My|.%s) = Mg;
e una supermartingala si, per tot s < t, E(M|%s) < Ms;
e una submartingala si, per tot s < t, E(M|.%s) > Ms.
Remarca 2.5. D’aquesta definicid es sequeix que si (My)i>0 €s una martingala, llavors

E(M;) = E(My), per tot t.

Una opcié de compra o venda pot ser exercida en qualsevol moment abans de la maduresa
T. La decisié d’exercir o no al temps n es fa amb la informacié disponible al temps
n. En un model de temps continu construit en un espai de probabilitat, filtrat i finit,
(Q, Z#,(Fn)o<n<n,P), la data en la que s’exerceix l'opcié ve donada per una variable
aleatoria anomenada temps d’aturada.

Definicié 2.9. Una variable aleatoria v que pren valors en {0,1,2,--- N} és un temps
d’aturada si, per qualsevol n € {0,1,2,--- ., N},
{v=n} e Z,.

Farem servir una definicié equivalent per a generalitzar el concepte de temps d’aturada
a una configuracié de temps continu.

Definicié 2.10. Sigui (X,,)o<n<n una successid adaptada a la filtracio (Fy)o<n<n @ Sigui
v un temps d’aturada. La successid aturada a temps v esta definida com:

Xrli(w) = XV(w)/\n(w)a

és a dir, en el conjunt v = j, tenim:

X; sij<n
X = J .
" {Xn st >n

Notem que X3 (w) = Xy(u)(w)(= Xj en {v = j}.
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Abans de continuar, veiem una definicié i proposicié per a veure queé és una successié
previsible i que és una transformacio de martingala:

Definicié 2.11. Una successid adaptada (Hy,)o<n<n de variables aleatories és previsible si,
per tot n > 1, H, és Fn_1-mesurable.

Proposicié 2.2. Sigui (My)o<n<n una martingala i (Hy)o<p<n una successio previsible
respecte la filtracio (Fpn)o<n<n. Denotem AM, = M, — M,_1. La successio (Xp)o<n<N
definida per

Xo = HoMy

X, =HoMy+ HAM +---+ H,AM,, pern>1
és una martingala respecte de la filtracid (Fp)o<n<n-

Aquesta (X,,) s’anomena transformacié d’una martingala per (H,)

Demostracié. Veure Lamberton, D; Lapeyre, B. (2008): Introduction to Stochastic Calculus
Applied to Finance. Chapman & Hall / CRC. O

Proposicié 2.3. Sigui (X,,) una successio adaptada i v un temps d’aturada. La successid
aturada (X} )o<n<nN €s adaptada. A més, si (Xy) és una martingala (o una supermartingala
o submartingala), aleshores (XY) és una martingala (o una supermartingala o submartingala).

Demostracio. Veiem que, per a n > 1, tenim:

n
Xuan = Xo + Z ¢j(Xj - Xj—1)7

j=i

on ¢j = 1(j<,3. Com que {j < v} és el conjunt complementari de {v < j} = {v < j—1}, el
procés (¢, )o<n<n és previsible. Aleshores és clar que (X, an)o<n<n és adaptat a la filtracié
(Fn)o<n<N-

A més, si (X,,) és una martingala, (X, ) és també una martingala respecte (%), ja que
és la transformacié de martingala de (X,). Analogament, es pot veure que si la successié
(Xp) és una supermartingala (o una submartingala), la successié aturada és també una
supermartingala (o una submartingala), fent servir la previsibilitat i la no negativitat de

(¢5)o<j<n- 0

Proposicié 2.4. Si (X¢)i>0 €s un Fi-moviment Brownia Estandard, llavors:

1. X; és una Fi-martingala.
2. X —t és una Fy-martingala.

3. exp(o Xy — (02/2)t) és una Fi-martingala, per tot o € R.

Demostracio.

Si s < t, lavors X; — X, és independent de la o-algebra .Z,. Llavors E(X; — X |.%,) =
E(X; — Xs). Com que un moviment Brownia Estandard té ’esperanca igual a zero, tenim
E(X; — X5) = 0. Aleshores, 1. ja esta provat.

Per al segon punt, observem:

E(X?-X2|.%,) = B((X;—X,)?+2X (X, — X)) | %) = B((X;—X,)?|.F)+2 X E( X, — X,)|. %),
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i com que (X;);>0 té increments independents, E((X; — X;)?|.%;) = 0, llavors:
E(X} - XZ|7s) = B((Xe — X,)*|.7s)

A més, com que un moviment Brownia té increments independents i estacionaris, es segueix
que
2 2\ g\ — 2 —
E(Xf — X:|.%s) =E(X[_,) =1t —s.

L’dltima igualtat ve donada pel fet que X; té una distribucié normal amb mitjana zero i
variancia t. Aixo porta a que E(X? —t|.%) = X2 — s, si s < t.

Per tultim, recordant que si g és una variable aleatoria normal estandard, es té:

+00
E(e) :/ AT o722 dx — N2

S V2T
Per altra banda, si s < t,

E(eaxt—a2t/2’g;s) _ eaXs—ozt/QE(ea(Xt—Xs)’ys)
perque X, és F,-mesurable. Com que Xy — X és independent de %, resulta:
E(e?CX) | 7)) = B(e?Xt=X)) = B(e7Xi-5) = B(e79VF %) = eap (;o—% - s)> .
Aixo completa la prova. O

Si (My)t>0 és una martingala, la propietat E(M;|.#s) = M, és també certa si ¢ i s
sén temps d’aturada acotats. Aquest resultat és una adaptacié del teorema de Mostreig
Opcional, que diu que sota certes condicions, ’esperanga d’una martingala en un temps
d’aturada és igual al seu valor esperat inicialment. Formalment:

Teorema 2.3. (Mostreig opcional) Si (My)i>o és una martingala a temps continu respecte
de la filtracid (Fi)i>0, © st 71 @ T2 son dos temps d’aturada tals que 71 < 19 < K, on K és
un nombre real finit, llavors M., és integrable i:

E(M72|g‘r1) = M, P—g.s.

Demostracio. Veure Karatzas, I; Shreve, S. (1988): Brownian Motion and Stochastic Calculus.
Springer. O

Remarca 2.6.

o Aquest resultat implica que si T és un temps d’aturada acotat, aleshores E(M;) =
E(My) (aplicant el teorema per a 7y =0 i 71 = T i prenent esperances.

o Si M, és una submartingala, aleshores el mateix teorema és cert només variant l’igualtat
anterior per:

E(M,,|Z.,) > M, P-qs.

A continuacié s’aplica aquest resultat per a estudiar les propietats del temps d’arribada
a un cert nivell en un Moviment Brownia:
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Proposicié 2.5. Sigui (X¢)i>0 un (F)-Moviment Brownia. Per a cada nombre real a,
tenim T, = inf{s > 0,Xs = a} o +oo si aquest conjunt és buit. Aleshores, T, és un
temps d’aturada, finit quasi sequrament, i la seva distribucio esta caracteritzada per la seva
transformada de Laplace,

E(e *a) = e*m‘“h A>0.

Demostracio.

e Per casos, primer suposem a > 0. Primer veurem que T, és un temps d’aturada. De
fet, com que X, és continu,

{T, <t} = ﬂ {sust>a—e}: ﬂ ﬂ {Xs>a—¢}.
ccQ+r S ceQt* seQt, s<t

Com que aquest conjunt pertany a .%;, T, és un temps d’aturada.
D’ara endavant, fem servir la notacié = A y = inf(z,y).

Apliquem el teorema del Mostreig Opcional a la martingala M; = exp(c X; — (02 /2)t),
amb ¢ > 0. Notem que no podem aplicar el teorema a 7T, ja que podria no ser acotat.
Tot i aixo0, si n és un enter positiu, llavors T, A n és un temps d’aturada acotat (per
I'dltim punt de la Proposici6 2.1.), i del teorema del Mostreig Opcional,

E(MTaAn> = 1
On My, an = exp(0 X1, an — 02(T, An)/2) < exp(oa).
Per altra banda, si T, < 400,

lim Mgt an = M, (2.1)

n—-+oo

isiT, =+o00, Xy <a per tot t, i aleshores lim,,_, 1 o M7, rn = 0.

Pel teorema de Lebesgue:
E (1{Ta<+OO}MTa) =L

Llavors, com X7, = a quan T, < 400,

0'2 _
E <1{Ta<+oo}€xp <—2Ta>> =e 7"

Si fem convergir o a 0, obtenim P(T, < 4+00) = 1 (que vol dir que el Moviment
Brownia arriba al nivell a quasi segurament). A més,

2
E (exp (—UZTG>> =e 7%

e El cas a < 0 es resol facilment si tenim en compte que
T, = inf{s > 0, - X = —a},

on (—Xit)i>0 és un (#)-Moviment Brownid ja que és un proces estocastic continu
amb mitjana 0 i variancia t i amb increments estacionaris i independents.
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O

Una altra utilitat del teorema del Mostreig Opcional és calcular esperances fent servir
els mazims actualitzats (running mazimum) d’'una martingala. Sigui M; una martingala de
quadrat integrable, es pot veure que el moment de segon ordre de supy<;<r |M;| és acotat.

Es Panomenada Desigualtat de Doob:

Proposicié 2.6. (Desigualtat de Doob) Si (M;)o<i<T €s una martingala continua, tenim

E ( sup ]Mt\2> < 4E(|M7|?).
0<t<T

Aquesta proposicid, de fet, és un cas particular del Teorema de desigualtats mazimals:

Teorema 2.4. (Desigualtats mazximals) Sigui (F;)i>0 una filtracio en lespai de probabilitat
(Q, #,P), (M)i>0 una martingala continua respecte de la filtracid (F¢)e>o @ sigui p > 1 4
T>0. SiE(|]MrP) < 400, aleshores:

P
E( sup (M) < (p> E(|Mr]?).
0<t<T p—1
Abans demostrar aquest teorema, veiem-ne un altre que ens sera 1util per a la prova:

Teorema 2.5. (d’aturada de Doob). Sigui (F:)i>0 una filtracid definida a lespai de
probabilitats (Q, F,P) i (M¢)i>0 un procés estocastic adaptat a la filtracié (Fi)i>o0, © que
les seves trajectories X; son continues per la dreta i acotades localment. Aleshores, son
equivalents:

1. (My;)i>0 €s una martingala respecte de la filtracio (F)e>0.

2. Per tot temps d’aturada acotat q.s. T de la filtracio (Fi)e>o tal que E(|Mr|) < +oo,
tenim E(Mr) = E(M)).

Demostracié. (del teorema 2.4)

e Suposem que (M;);>p és una martingala respecte de la filtracié (%;)i>0, 1 que les
seves trajectories X; sén continues per la dreta i acotades localment. Agafem ara
T un temps d’aturada de la filtracié (#):>0 que esta acotada quasi segurament per
K > 0. Suposem que T pren valors en un conjunt finit: 0 <t¢; < --- < t, < K. Per
les propietats de martingala, tenim:

E(Mr)=E (Z MTl{T:ti}> =Y E(My1gr—y)

i=1 i=1
n
= E (M, 1ir—y) = E(M,,) = E(Mj)
i=1
I la primera implicacié del teorema queda provada quan T pren valors en un conjunt

finit. Si T té un nombre infinit de valors, aleshores fem una aproximacié de T amb
la segiient successié de temps d’aturada:

on
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que pren valors en un conjunt finit quan n — 400, 7, — 1. Per acabar aquesta part
de la demostracid, només queda veure que lim,,,~ E(M;,) = E(Mr7).

)nen és uniformement integrable: Sigui A > 0,
com que T, pren valors en un conjunt finit, fent servir la propietat de martingala i la
desigualtat de Jensen, és facil veure:

Per a fer-ho, provem que la familia (M,

E(IMg|1py, say) > E (Mo 10, 5ay) -

i llavors tenim:

E(Mz, L, >43) < E(Mrsup,_, o My>A}) > Ast00 0-
Per integrabilitat uniforme i convergencia en probabilitat, deduim que:

lim E(M,, )= E(My)

n—-+00
i aleshores podem concloure que E(Myp) = E(Mj).

e Per altra banda, suposem ara que per tot temps d’aturada acotat T de la filtracié
(Ft)e>0 tal que E(|Mr|) < 400, tenim E(M7) = E(My).

Siguin 0 < s <ti A € %, i fent servir el temps d’aturada T = s1 4 + t1 gc, obtenim:
E((My — Mg)14) =0,

que implica la propietat de martingala per a (My)i>o.

Anem doncs amb la prova del teorema de Desigualtats maximals:

Demostracid. (del teorema de Desigualtats maximals)
Siguip > 11T > 0. E(|]Mr|’) < 400 aleshores, per la desigualtat de Jensen, el procés
(|M¢|P)o<t<T és una submartingala. Sigui A > 017 = inf{s > 0 : |Ms| > A} AT, es veu
que 7 és un temps d’aturada acotat quasi segurament. Aleshores, pel teorema d’aturada de
Doob:

E(| M) <E(|Mr[?).

Pero de la definicié de 7, tenim
[ M [P > 1{5uPO§t§T AR 1{SUP0§t§T |Mt\<>\}’MT’p‘

que implica:

E<|MT\p15u : M>,\) E(| Mr|P
P( sup | M| > \) < ! ;; <r M=) OMT')
0<t<T

que completa la prova de la primera part del teorema.

Siguin ara p > 11T > 0, suposem primer que E ((SUPogth |Mt|)p) < 400, i tenim ja
que per A > 0,

) < E (‘MT,l{SUP0§t§T|Mt|Z)\})

P(Sup ’Mt|2>\ )\ )

0<t<T
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llavors deduim:

+00 +oo
p—1 > < p—2 )
/0 AP-IP (0215T\Mt| > A) A\ < /0 AP2E (\MTu{SupOSSﬂMtEA}) A

Del teorema de Fubini,

+00 supg< <7 | Mt|(w)
/ NP osup M| > A d)\:/ / N\ | dP(w)
0 0<t<T o \Jo
1 p
=-E sup |My| .
p 0<t<T

—1
“+o00 1 8
/0 A\P2E <|MT|1{sup0§t§T \Mt|2>‘}> A = 71]E ( S Mt|> |MT‘

i similarment, obtenim:

b— 0<t<T

Aleshores, ajuntant els resultats,

P p—1
E(( sup |Mt|> )spE <sup |Mt\> | M|
0<t<T p—1 0<t<T

i usant ara la desigualtat de Holder obtenim:

p—1 N
1
E ( sup \Mﬂ) |Mr| | <E(|Mr]P)» E << sup ]MA) > .
0<t<T 0<t<T

que implica que

p—1

p PN\ o
E(( suwp (M) | <-L-E(MP) E(( sup [M] .
0<t<T p—1 0<t<T

En conclusié, si E ((supg<;<7 |Mi|)”) < 400, tenim:

P Y ,
F ((Oi?ET'MtO ) < (325 =00

I per ultim, si E ((SUPogth \Mt|)p) = 400, considerem per a N € N el temps d’aturada
v = inf{t > 0, |M;| > N}AT. Fent servir el resultat de dalt per a la martingala (Miary )t>0,

obtenim:
p P P
E(( sup Minna]) ] < () E(|Mr]?),
0<t<T p—1

i acabem la demostracié fent servir el teorema de la convergencia monotona.

O]

En un mercat viable i complet, es fa servir el teorema que es veura a continuacio per a
associar qualsevol martingala amb estrategia d’inversio:
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Teorema 2.6. (Descomposicié de Doob) Sigui (2, .7 ,P) un espai de probabilitat, I =
{1,2,-+- N} un conjunt finit amb N € N, (F,)ner una filtracié de 7, i X = (Xp)ner un
proces estocastic adaptat amb E|X,| < oo per tot n € I. Llavors eristeix una martingala
M = (My)ner amb un procés integrable previsible A = (Ay,)ner, comencant per Ay i tal
que X, = M, + Ay, per tot n € I. Aqui previsible vol dir que A, és %,_1-mesurable per
cada n € I\ {0}. Aquesta descomposicid és unica quasi seqgurament.

Demostracio.
Per a l’existencia, fem servir esperances condicionades. Definim els processos A i M com:

n

Ap = (E[Xp|Fp1] — Xp1)
k=1

n
M, =Xo+ Y (X — E[X3|Fr_1))
k=1
on la suma per n = 0 esta definida com a 0.

Veiem que A suma les esperances incrementals d’X, i M suma les inesperades, és a dir,
la part de cada Xj que és desconeguda en el pas Xj_1.

Amb aquestes definicions, A, 11 1 M, sén .%,-mesurables ja que el procés X és adaptat, i
E|A,| < 001 E|M,| < oo perque el procés X és integrable, i la descomposicié X,, = M,,+ A,
és valida per cada n € I.

Per a la unicitat, prenem una altra descomposici6 X = M’ + A’. Llavors el procés
Y =M — M’ = A’ — A és una martingala, i llavors:
E[Yn|,%1_1] = Yn—l q.S.
i també és previsible, llavors:
EY,|Zn-1] =Y, ¢.s.

per tot n € I\ {0}. Com que per conveni Yy = A — Ap = 0, aixo implica que Y, = 0 qg.s.
per tot n € I i per tant la descomposicié és tnica. O
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Capitol 3

Models de risc de credit

El mercat del credit i dels riscos derivats s’ha desenvolupat de manera exponencial en els
ultims anys. En aquest capitol, es fa una introduccié als conceptes de modelitzacioé de risc
de credit.

En la primera seccio, es presenten els anomenats Models estructurals, en els que el temps
d’incompliment esta definit com un temps d’aturada respecte de la filtracié associada al
valor de la firma.

En la segona seccid, s’introdueixen els Models d’intensitat que prenen el temps
d’incompliment com a un temps aleatori extern, que ve caracteritzat per la taza de
perillositat (Hazard rate) . També es descriu la valoracié dels CDS (Credit Default Swaps o
polisses d’asseguranga crediticia, en catala).

En I'dltima seccid es parla del concepte de copula, que es molt 1itil en models que tenen
en compte varis temps d’incompliment.

Durant aquest capitol es va fent mencié de conceptes explicats anteriorment al treball.

3.1 Models estructurals

Els models estructurals o models del valor de la firma proposen modelitzar un esdeveniment
determinat relacionant-lo amb el valor de la firma, que teoricament seria el valor que s’hauria
de pagar per fer-se amb l’empresa. Ens limitarem al model de Merton (Robert C. Merton,
1944), que és el pioner en aquesta branca.

En aquest model, el valor V; de la firma a temps ¢ segueix un Moviment Brownid
Geometric. El deute de la companyia esta modelat per un bonus cupd zero amb risc
d’incompliment, amb maduresa T i valor nominal L > 0. Més concretament, assumim
que:

AV = Vi((r — k)dt + odWy), Vo >0 (3.1)

on (Wi)i>0 és un Moviment Brownia Estandard sota la mesura de la probabilitat neutral
al risc, P. La constant r és el tipus d’interes i la constant k és la taxa de la despesa, i la
volatilitat o > 0 també és constant.

Amb aquest model, la companyia es declara en fallida si, a temps T, el valor de la firma
és menor que el deute. En aquest cas, els deutors prenen control de la companyia. En altres
paraules, els propietaris del bonus (deutors) reben, al temps de maduresa T, Vp A L.

27
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El deute de la companyia a temps ¢t < I ve donat per:
Dy =E(e " TV, A L|.F)
on F = {%,t >0} és la filtracié natural del procés V;.
Notem que ja que Vp AL =L — (L — V)4, llavors tenim:
Dy = Le T — E(e7"T"(L — V) | F)

aixi que el calcul de D; és equivalent al calcul del preu d’'una opcié de venda europea del
valor de la firma.

En aquesta situacid, el valor d’equitat de la firma a temps T és la diferéncia entre el
valor de la firma i el valor del deute:

ET:VT—VT/\L:(VT—L>+

aixi que els accionistes de la firma poden veure’s com els propietaris d’una opcié de compra
europea del valor de la firma de la companyia.

3.2 Models d’intensitat

Com hem comentat a la introduccié del capitol, els models d’intensitat prenen el temps
d’incompliment com a un temps aleatori extern, que ve caracteritzat per la taza de perillositat.

3.2.1 Taxa de perillositat d’un temps aleatori

Proposicié 3.1. Sigui 7 una variable aleatoria real, amb P(t > 0) =1 iP(r > t) > 0,Vt >
0. Si la funcié de distribucié de probabilitat de T és de classe €', llavors existeiz una tinica
funcid A que és mo negativa i continua i tal que:

VE>0, P(r>t)=e JoMe)ds

La funcio A es diu taxa de perillositat d’un temps aleatori T.

Demostracio.
Anomenem F a la funcié de distribucié de 7. Tenim P(r > ¢) = 1 — F(t). La funcié
t— In(1 — F(t)) és continuament diferenciable i no creixent, i la funcié A satisfa:

/

F(t)

M”__dm“_F“”_l_F@’

t>0.
dt -

Amb aquesta definicié de A ens trobem, fent servir que P(7 > 0) = 1;
P(r > t) = e "=F®) = ¢~ JEA(s)ds

O]

Notem que per a que 7 sigui un temps finit, la taxa de perillositat ha de satisfer
Jo A(t)dt = +00. Notem també que tenim, per a 6 > 0;

P(t <t+6
]P)(T §t+5’7' > t) = ( ;(: ; t)+ ) — l_e—ftt+6)\(s)ds’
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tal que

) :yn%]]P’(T>t—g§]T>t)
%

Si 7 modelitza un temps d’incompliment, la seva taxa de perillositat a temps t pot
veure’s com la taxa d’ocurréencia d’incompliment al temps just després de t, donat que
I'incompliment no ha ocorregut abans del temps t.

Remarca 3.1. Un temps aleatori T té una distribucid exponencial si, © només si, la seva
taxa de perillositat és constant. Per altra banda, st £ és una variable aleatoria exponencial
amb parametre 1, i si X és una funcid no negativa i continua en [0, +00), llavors la variable
aleatoria

= inf{t > 0] /0 Ms)ds > €} (3.2)

satisfa:
t t
P(r<t)=F < / As)ds > g) L A
0

tal que la taxa de perillositat de T és X, i amb (3.2) construim un temps aleatori donada
una taza de perillositat.

3.2.2 Intensitat i bonus cupé zero amb risc d’incompliment

Sigui (£2,.%,P) un espai de probabilitat. La informacié relacionada amb el mercat sense
incompliments es denota com (%#;); > 0. Normalment aquesta filtracié té incorporat
I'historial de taxes d’interés, tal que si denotem per (SY) el proces de preus de l'actiu
sense risc, 1 per (r(t)) el procés amb taxa d’interes instantani, llavors aquests dos processos
son (F;)-adaptats.

El temps d’incompliment es modelitza amb una variable aleatoria 7, que pot no ser
un temps d’aturada respecte de la filtracié sense incompliments, (%#;). Aquesta és una
diferéncia amb els models estructurals. En els models d’intensitat, el temps d’incompliment
és una variable exogena i I'incompliment pot océrrer per motius al-liens al model, de manera
inesperada.

Per 'altra banda, en un temps donat ¢, els inversors saben si s’ha donat I’incompliment o
no. Aleshores, la informacié total disponible a temps ¢ es descriu com el conjunt G, generat
per (%) i per {7 < s}, per s € [0,1]:

G =FNVo(r<s,s<t).

Observacions. 7 és un temps d’aturada respecte de la filtracié (4;). Una mesura de preus
neutral al risc, en aquest context, és una mesura de probabilitat P* ~ P, sota la qual els
preus descomptats dels actius amb risc son (4 )-martingales.

Els preus dels actius amb risc que poden ser afectats per l’incompliment son adaptats a

la filtracio (4;).

Es considera ara un bonus cupo zero amb risc d’incompliment, amb maduresa T, que a
temps T paga una unitat monetaria si no hi ha incompliment, i no paga res si hi ha hagut
incompliment abans o en el temps T. El saldo d’aquest derivat a temps T ve donat per
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1¢r~7). Llavors el seu valor a temps t ve donat per I'esperanca condicionada, donada %,
respecte de la mesura de preus del saldo descomptat, i.e.

D(t,T) = E* <1{T>T}e_ Jétr(s)dﬂ%) , 0<t<T
La proposicié segiient relaciona el calcul de l'esperanca condicionada donada % amb
I’esperanca condicionada donada %;:

Proposicié 3.2. Per tota variable aleatoria X no negativa, amb probabilitat 1 es té:

) E* (X 1>y | F1)
1{T>T}E (X|gt) = 1{T>T} E*(1{7>T}’ﬂt)

Demostracié. Observem que, al conjunt {7 > ¢}, tenim E* (1{T>t}\ﬂt) > 0 quasi segurament,
aixi que la variable aleatoria:

E* (X1{7>t}|¢%€)

Y =1g,
tr=t Ex (1{r>t}|ﬁt

esta ben definida i és ¢;-mesurable .

Per altra banda, tenim
1ron B (X|%) = E* (X11755|%)
ja que {17 >t} € %,. Per a provar que Y = E* (X1{7>t}|%), només cal veure que
VAe€, E*(X1papla)=E"(Y1a),

on % és una subclasse de ¥}, estable sota interseccions finites, i genera %, (aix0 es pot veure,
per exemple, a Jacod, J; Protter P. (2003): Probability Essentials. Springer).

Sigui, doncs, € una classe d’esdeveniments A que es poden expressar de la forma:
A={r<s}nB,
on B e % isel0,t]U{+o0}. La classe € és estable sota interseccions finites i genera %;.
Per tota s € [0,1], tenim E* (X121 ;<ynp) = 01 B* (Y1<gnp) = 0. Per s = oo,
tenim A = B i, com que B € %,

E* (X15n1p) = E* (B (X154 70)1B).

També tenim:

E* (X1(ayy |7
E*(Y13)=E*< (XLl F2) )

1,
0B (1| 7)

E* (X1poiy| %) »
E* (1rspy|F2)

= E" | E" (15| 72)

— B (X1 1p).
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Ara, suposem coneguda la taxa de perillositat condicionada de 7, donada la filtracié
sense incompliments. Més concretament, se suposa que existeix un procés (#;)-adaptat, no
negatiu, (A(t)):>0 tal que, per tot ¢t > 0,

P*(7 > 1) = B*(Lpory| Fr) = e Jo O,

Usant la proposicié 3.2, amb X = 1{T>T}eftT (8)ds  obtenim el valor per al bonus cupd

zero amb risc d’incompliment abans de I'incompliment:

£ (1{T>T}67 I i Y L%)
b (1{T>t}’ﬂt)

B (1{T>T}€_ s T(s)d$|ﬂt>
o~ Jo A(s)ds

B (o= Jo M)ds o= [T r(s)ds‘yt>

1y D(t,T) = 1iomy

=1omy

=11y o TEN(s)ds

on 'iltima igualtat es segueix de condicionar respecte la % i fer servir la Zp-mesurabilitat
T
de e~ Ji T(s)ds, Llavors, també hem provat el resultat segiient:

Proposicié 3.3. El valor a temps t d’un bonus cupd zero amb risc d’incompliment, amb
maduresa T abans d’incompliment ve donat per:

D(t, T) — E* (e_ LT(T‘(S)‘FA(S))dSLg[t) , 0 S t S T’

on (A\(t)) es la taxa de perillositat condicional d’un incompliment donada la filtracio sense
defaults.

El procés (A(t)) també s’anomena intensitat de 'incompliment.

3.2.3 Credit Default Swaps (CDS)

Un CDS o Credit Default Swap és un derivat que ofereix proteccié d’incompliments. Un
inversor A ('anomenarem Branca Premium), que vol estar protegit d’incompliments, arriba
a l’acord segiient amb un banc B(l’anomenarem Branca Proteccid): A dates Ty,--- ,T,, A
realitzara uns pagaments fixos a B, sempre que no hi hagi incompliment. Per altra banda,
en cas d’incompliment abans del temps 7T),, B fara un pagament a A. Els cashflows (terme
que descriu els fluxos de capital) pagats per A i per B estan descrits, respectivament, per
la branca premium i per la branca proteccio, aixi:

e Branca Premium: cashflow sN(T; — Ti—1)1{;>1,y a temps Tj, i =1, , Ty, (Tp = 0).
El nombre N es diu valor nominal del CDS, i s és la propagacio del CDS.

e Branca Proteccio: cashflow N(1 —R)l{rng} a temps 7, on R és la taza de recuperacio.
La idea és que A té un bonus amb nominal N emes per una empresa C que pot caure
en incompliment, i que en aquest cas, el propietari del bonus recupera NR, enlloc
de recuperar N. Aixi doncs, el pagament de proteccié ha de ser N(1-R). La taxa de
recuperacioé real no és coneguda, el conveni és prendre R = 40%.

Remarca 3.2. Com que els Credit Default Swaps son els derivats crediticis més liquids,
normalment es fan servir per a calibrats de parametres (“recalcular”’parametres afegint
canvis al model) com ara amb la propagacio dels CDS amb varies madureses, que es fan
servir per calibrar probabilitats d’incompliment..
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3.3 Copules

Una copula és una funcié de distribucié conjunta d’un vector de variables aleatories uniformes
en [0,1].

Definicié 3.1. Una funcié C : [0,1)]™ — [0,1] es diu copula si existeix un vector aleatori
(U1, ,Un) tal que cada U; esta distribuida uniformement en [0,1] i

C(Ul,’ T ,Um) = P(Ul S U, 7Um S Um), (ula"' 7um) € [07 ]-]m

El resultat segiient, conegut com Teorema d’Sklar, mostra que la llei d’un vector aleatori
queda caracteritzara amb termes de la seva distribucié marginal i una copula:

Teorema 3.1. Sigui X = (X1, -+, Xy) un vector aleatori amb valors en R™. Per i =
1,---,m, denotem per F; la funcié de distribucié de la variable aleatoria X;, (Fj(x) =
P(X; < x)). Aleshores, existeix una copula C tal que, per tot (x1,--- ,Tmy) € R™,

P(Xl < Ty, aXm < xm) = C(Fl(l‘)a o aFm(Xm))
A més, siles funcions F; son continues, la copula C és unica.

Abans de veure la demostracié d’aquest teorema, veiem el lema segiient:

Lema 3.1. Si X és una variable aleatoria de valors reals, amb una funcio de distribucio F
continua, llavors la variable aleatoria F(X) esta distribuida uniformement en [0,1].

Demostracié. Per u € (0,1), sigui

G(u) = inf{x € R|F(z) > u}.

Notem que G(u) esta ben definida ja que

lim F(z)=0 4 lim F(z)=1.

T—r—00 T—00

Com que F és continua per la dreta, tenim que F(G(u)) > wu. De fet, com que F és
continua, tenim que F(G(u)) = u (si tinguéssim F(G(u)) > u, aleshores F(x) > u per a
x propera a G(u) i menor que G(u), que seria una contradiccié amb la definicié de G(u)).
Per altra banda, és facil provar que F(z) > w si i només si > G(u). Per tant, tenim, fent

servir P(X = G(u)) =0,

Es veu, per tant, que F(X) és uniforme en [0,1], i demostrem aix{ el lema.

Anem ara a veure la demostracié del Teorema d’Sklar.
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Demostracid. (Teorema d’Sklar). Provarem el teorema per a marginals continues. Sabem,
pel Lema anterior, que les variables aleatories Fj(X;) estan uniformement distribuides en
[0,1]. Sigui C la copula:

C(ulv"' ,Um) = ]P)(Fl(Xl) S Ug, - 7Fm(Xm) < Um), (ul)' o 7um) S [Oa 1]m

Com que F; és no decreixent, tenim {X; < x;} C {F;(X;) < Fi(z;)}. A més,
P(Xi < @) = Fi(z;) = P(Fi(X3) < Fi(i)),
on 'iltima desigualtat es segueix del mateix Lema 3.1. Aleshores, els esdeveniments
{X; <z} 1 {Fi(X;) < Fi(x;)} s6n els mateixos quasi segurament, i llavors tenim:

P(Xl <z,--- aXm < xm) = P(FI(XI) < Fl(xl)a"' aFm(Xm) < Fm(xm))
=C(Fi(z1), -, Fn(zm)).

Veiem aqui que la unicitat de C' es segueix del fet que qualsevol vector (uy,--- ,uy) amb
0 < u; < 1 poden escriure’s com (Fy(z1),- -, Fyn(2m)) per alguns z}s, per la continuitat de
les Fs. O

Es veuran ara unes propietats de les copules:

Propietats.
o Si(Xy, -+, Xy) té una copula Cisi f1, -, fm $On funcions estrictament creizents i
continues, aleshores el vector (f1(X1), -+, fm(Xm)) té la mateiza copula C.
e Lesvariables aleatories X1, - -+ , Xy, son independents si i només si el vector (X1, -+, Xom)
admet la copula C(ur, -+, um) = [[1=; wi.
o Si X; =--- = X,,, aleshores el vector (X1, -+, Xm) té una copula C(uy, -+ ,up) =

ming <j<m ;.
o (Cotes Fréchet-Hoeffding: Per tota copula C, tenim
Ci(ulv o 7um) S C(Ul, Tt ,’U,m) S C+(U1, o 7um)7

onC~ (ut, - ,um) = Qi up — (m — 1))+ i CT(ug, -+, Up) = ming<j<pm u;. Observem
que, per a m > 3, la funcioc C~ no és una copula.

Remarca 3.3. Les copules es fan servir per a quantificar derivats d’instruments financers
crediticis que tinguin incompliments de diverses empreses. Els models requereixen la definicio

de diferents temps d’incompliment, T1,- - ,Tm, @ a aquests models se’ls hi posen diferents
noms. El primer contracte en incomplir, al que tipicament se li involucra la distribucio de
min(7y, -+, Tm). Les distribucions marginals de T1,- -+ , Ty, s0n conegudes (fent calibrats de

Credit Default Swaps en els models), i es fa servir una copula per a produir la distribucio
congunta, comunament anomenada CDO (Collateralized Debt Obligations).

A la practica, és important saber parametritzar families de copules ajustant-les a les
dades dels mercats financers. Per exemple, una familia de copules importants en finances
és la familia de Copules Gaussianes (és a dir, copules de vectors Gaussians). Poden ser
parametritzades per la matriv de covariancies del vector Gaussia.
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Capitol 4

Machine Learning al camp del Risc

de Credit

Els metodes actualment emprats pels bancs i entitats financeres per a la prediccid i
previsié d’impagaments sén els més senzills d’entendre i d’implementar: els models lineals
generalitzats. Concretament, els models de regressions (lineals, logistiques, exponencials...)
o també models que inclouen un factor de penalitzacid, com ara el model logistic amb
penalitzaci6 LASSO (Least Absolute Shrinkage and Selection Operator). Veiem-ne unes
definicions per a entendre els seus avantatges i inconvenients.

4.1 Regressions

L’analisi regressiu és una metodologia estadistica que permet determinar el nivell de relacié
entre dues o més variables. Els resultats d’una regressié ajuden a predir un valor desconegut
estudiant-ne la relacio entre les variables. Per exemple, entre ’altura i el pes d’una persona
hi ha relacié: generalment, les persones més altes tendeixen a pesar més. Aleshores, podriem
predir el pes d’'un individu, donada l'altura. A les variables que es fan servir com a base
predictiva del model se’ls hi diuen independents o explicatives, i a la variable que s’estima
o es prediu se I'anomena dependent o resposta.

En cas de que no es pugui aplicar un model de regressié a un estudi, es diu que no hi ha
correlacid entre les variables estudiades. El model es pot expressar com:

Y=080+X1+ 4 BnXm+e
on Y és la variable dependent o resposta, X1, ---,X,, son les variables independents o
explicatives, By, b1, -+ , Bm s6n els parametres del model, que mesuren la influéncia de les
variables explicatives sobre les de resposta, i € és ’error d’ajustament.
4.1.1 Regressio6 lineal
Regressio lineal simple

Quan el model només esta conformat per dues variables estadistiques, X 1 Y, on X és la
variable independent o explicativa, 1Y és la variable dependent o resposta, a la regressié se

35
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I’anomena regressio lineal simple. Es relacionen mitjancant la relacié funcional:
Y =00+5X+e

on fy, f1 € R sén constants desconegudes que es diuen coeficients de regressié, i que s’han
d’estimar, per exemple, pel metode dels minims quadrats, que s’explica més endavant.

Regressio lineal multiple

Si hi ha més variables independents, es diu regressid lineal multiple. Aquest analisi de
correlacié es fa a través d’equacions amb diferents variables independents, i diferents
parametres, amb la relacié funcional:

m
Y =B+ BiX1+ A B X +e=Bo+ D BiXj+e,
j=1

on els §;,Vj € {0,1,--- ,m} sén els anomenats coeficients del model de regressié multiple,
i per a estimar-los s’utilitza sovint el metode dels minims quadrats.

Meétode dels minims quadrats

Suposem que tenim un model de regressié lineal multiple, i que tenim la funcié d’error
quadratic que volem minimitzar:

2
n n m

S(Bo, 1+ Bm) = Y €6 = yi—Bo— Y Biwij |

i=1 i=1 j=1

on € és error associat a la i-éssima mesura del valor X; (i s’acostuma a fer servir que
€i ~ N(0,0?)), y; denota la i-essima observaci6 de Y i z;; denota I'i-essim valor observat de
X;.

Els estimadors per minims quadrats denotats per Bo, e ,Bm han de satisfer:
oS
dad) =0
8/8'7 307.“ 7Bm

per tot j € {0,--- ,m}.

Davant de la dificultat de resoldre aquest sistema de m+1 equacions de forma analitica,
sovint s’escriu el model de regressié lineal multiple

Y:/80+/81X1+"'+/8me+6

en forma matricial com:

Y = X8+,
amb:
o 1 z11 - xim
Y2
Y: . X: :
' 1 Tnl - Toam

Ym
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b1 €1
5— 5:2 . €2
/Bm €n

S(B) =2 e =€le= (Y - XB)(Y - XB)

i la obtencié dels estimadors es realitza resolent el sistema lineal d’equacions.
Els estimadors per minims quadrats han de satisfer:
aS
a8, "
Bls

on € R™T1#1 denota el vector que conté als estimadors, i 0 és un vector de zeros.

Llavors la condicié anterior es redueix a:

XTxp=x"Ty

Si la matriu inversa (X7 X)~! existeix, aleshores I’estimador per minims quadrats ve
donat per:
f=(XTx)"1xTy

Pel que el model ajustat de regressié multiple ve donar per:

m
§=X"B8=P0+> Bixj=PFo+brz1+ -+ Bnim
i=1

4.1.2 Regressié logistica

La regressio logistica és un altre tipus d’analisi de regressio utilitzar per a predir el resultat
d’una variable categorica (que pot adoptar un nombre limitat de categories) en funcié de
les variables independents predictores. Es utilitzada sovint en ciéncies mediques i socials.

Aquesta regressié analitza dades distribuides binomialment de la forma:
}/:L ~ B(plvnl)a per 1= 17' s, Mm,

on els nombres d’assaigs Bernoulli n; sén coneguts i les probabilitats d’exit p; sén
desconegudes. Per exemple, aquest és el cas de la distribucié percentual de llavors (p;)
que germinen després de plantar-ne (n;),

El model s’obté a base del que cada assaig (cada valor d’i) i el conjunt de variables
explicatives poden informar sobre la probabilitat final. Aquestes variables poden pensar-se
com un vector X;, i el model pren llavors la forma:

Y;
pi=FE ( Xi)

)
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4.1.3 Regressié exponencial

En determinats experiments, majoritariament biologics, la dependeéncia entre les variables
X 1Y és de forma exponencial, de la forma:

Y = ae’X

Mitjancant una transformacio lineal, prenent logaritmes, es pot convertir en un problema
de regressié lineal com el que hem explicat anteriorment:

In(Y) = bX + In(a)

Hi ha molts més tipus de regressions, pero passem ara a explicar el tipus de models més
moderns, on hi intervenen algoritmes de Machine Learning.

4.2 Models de Machine Learning

En un mén que esta en desenvolupament constant, sobretot tecnologicament parlant, esta
clar que aquests metodes tradicionals també es veuran actualitzats d’una manera o una
altra.

Des dels anys 50 que existeixen coneixements matematics per a 1'is de metodologies
derivades de la tant aclamada intel-ligencia artificial, que inclou també el Machine Learning,
pero la seva implementacié i utilitzacié només ha estat possible en aquests darrers lustres.
A més, gairebé tots els experts en la materia coincideixen que tot just s’acaba de descobrir,
i que cada any se n’aprenen infinitat de coses noves.

El Machine Learning es podria definir com un conjunt de tecniques estadistiques que
permeten als ordinadors aprendre i millorar tinicament a partir d’introduir-hi inicialment
una gran quantitat de dades. Es clar que el futur dels models estadistics passa per
Iaprenentatge automatic dels programes i que cal invertir-hi els recursos que siguin
necessaris.

Concretament en el cas del risc creditici, té molt sentit implementar eines derivades del
Machine Learning ja que poden usar-se per a la prediccié i classificacié de clients segons
la puntuacié, simplement introduint les dades historiques dels préstecs que hagi concedit
un banc en un cert periode de temps. De fet, segons I'Institut Financer Internacional, un
37% d’una mostra significativa d’empreses a nivell global utilitzen ja un procés integre amb
aquestes tecniques en el sector del credit Scoring.

I es que és cert i conegut que els algoritmes de Machine Learning sén capagos de
millorar considerablement la capacitat predictiva en la majoria de situacions respecte dels
models tradicionals emprats fins ara, i si la implementacié completa fos d’un dia per
I’altre, tothom s’hi passaria sense pensar-s’ho dues vegades. Perd precisament aquest és
el problema: malgrat la millora evident, també pot produir molts mals de cap a causa de la
seva complexitat tecnologica i dificultat cognitiva, fet que ha comportat les restriccions del
Comite de Supervisié Bancaria de Basilea respecte a la utilitzacié d’aquestes metodologies.
Es troben davant del repte de permetre que es maximitzin les oportunitats derivades del
progrés tecnologic i la innovacié financera, alhora que es segueixi respectant la neutralitat
tecnologica i la compatibilitat amb les regulacions ja establertes. Aixo li déna sentit als
resultats d’una enquesta que van fer ells mateixos, ja que mostren una davallada de 'interes
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en s d’aquesta metodologia al passar d’'un 60% 1’any 2018 al 40% ’any 2020. Les empreses
constaten que necessiten models simples i facils d’interpretar i implantar, mentre que els
models de Machine Learning sén més complexos d’entendre (tot i que lluny d’impossible),
i tenint en compte que no hi ha els mateixos recursos tecnologics a tot arreu, ja que el
desenvolupament en aquest camp que hi ha a Europa, a America del Nord o a Xina no és
el mateix que a altres regions.

Per tots aquests motius és necessari que hi hagi unes guies per a entendre i arribar a
dominar els nous algoritmes d’aprenentatge automatic, alhora que unes normes que limitin
les despeses d’inversions en noves tecnologies. Aquestes eines i mesures (i moltes més) venen
recollides en el conjunt de regulacions anomenat Basilea III.

4.3 Quantificacié dels beneficis

Una dificultat en la recerca d’aquest camp és que hi ha molt poca disponibilitat de bases
de dades de llargues series temporals d’alta qualitat. Aixo és perque acostumen a estar
mal enregistrades perque historicament en el sector bancari se li ha dona més valor al curt
termini que al llarg, i no es pateix per deixar enregistrades transaccions que ja estan resoltes
i comprovar la veracitat de les dades ja guardades.

Tot 1 aixi, és necessari establir formules per a mesurar els beneficis i els costos dels
models, per a veure si realment val la pena implementar-los. Quan es fa referencia als
beneficis, sovint es parla de la capacitat de prediccié, del nombre d’impagaments predits
adequadament o del nombre de prediccions totals correctes.

La metrica més utilitzada per a establir els guanys és 'anomenada drea sota la corba
(AUC), ja que permet contenir amb un tnic valor tota la informacié que interessa per a
analitzar el model. Una altra metrica molt utilitzada per al risc de credit és 'index de Gini,
que quantifica la desigualtat i diferencies entre grups heterogenis de clients, segons el risc
creditici.

4.3.1 Corba ROC i area sota la corba (AUC)

Una Corba ROC (Receiver o Relating Operating Characteristic) és una representacié grafica
de la sensibilitat davant de I’especificitat d’un sistema classificatori binari, com ara seria si
un client esta en Default o no. Aquest sistema també es pot interpretar com la representacié
de la proporcié entre la taxa de vertaders positius i la de falsos positius, segons varia el
llindar de discriminacié (a partir de quan prenem el client com a Default), i per tant es pot
també definir com una probabilitat entre 0 i 1.

La metodologia que utilitza la Corba ROC, o simplement el Métode ROC, és fa servir
molt per a observar el comportament dels models a ’hora de classificar individus. De fet,
es fa servir un derivat: U'darea sota la corba (AUC), que com el seu nom indica, mesura
I’area que queda sota la corba de probabilitat, i serveix per informar de la capacitat que
té el model per distingir entre les dues possibles classes. Com més s’aproximi a 1, millor
capacitat predictiva tindra un model.

Per a representar-la, com s’ha explicat, prenem la taxa de vertaders positius (TPR), o
sensibilitat, que és la taxa de positius que han estat ben detectats pel model, i la posem a
leix de coordenades. A D’eix d’abcisses hi posem la taxa de falsos positius (FPR), o ratio,
que es la taxa de casos negatius que el model ha detectat com a positius i la podem calcular
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com el complementari de 'especificitat, que és la taxa de vertaders negatius (negatius que
han estat ben detectats pel model):

Vertaders positius

Sensibilitat (I'PR) =
ensibilitat ( ) Vertaders positius + Falsos negatius

Vertaders negatius

Especificitat =
pecif Falsos positius + Verdaders negatius

Ratio (FPR) = 1 — Especificitat

Podem trobar quatre tipus de corba ROC amb la seva corresponent AUC:

1. El model té una prediccié perfecta, és a dir, que detecta tots els casos positius (per
exemple, clients que estaran en Default) com a positius i tots els casos negatius (clients
que no incompliran) com a negatius:

ROC

TPR AUC=1
1L ™

0

— 10 05 1

Figures 11 2. Grafics ROC i AUC perfectes. (Narkhede, 2018)

La figura 1 es la corba ROC d’una situacié ideal, gairebé impossible d’aconseguir a
la practica, tot i que si que es habitual que es trobin valors proxims a 1. Veiem que
I’area sota la corba és 1, ja que com que tot ha estat predit correctament, la taxa
de vertaders positius és d’1 i la de falsos negatius és 0. En la figura 2 prenem, per
exemple, 0.5 com a valor critic per a distingir si es pren com a positiu o com a negatiu,
i veiem que la interseccié entre vertaders positius (TP) i vertaders negatius (TN), que
serien els falsos positius i falsos negatius, és nul-la.

2. El model fa una bona prediccid, és a dir, que detecta la majoria dels casos positius
com a positius i la majoria dels casos negatius com a negatius, pero té cert marge de
millora:
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TPR AUC=0.7
N TP

FN | FP
1 0.5
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Figures 3 i 4. Grafics ROC i AUC bouns. (Narkhede, 2018)

La figura 3 es la corba ROC d’una situacié ben quotidiana, que és que s’aconsegueix
que el model predigui forca bé tots els casos, i 'objectiu és anar modificant-lo per a
que cada vegada ho faci millor. IL’AUC és superior a 0.5 pero inferior a 1 (en aquest
cas és de 0.7). El model no és perfecte (veiem que la interseccié és no buida), pero és
capagc de detectar certs patrons en les dades.

3. El model no sap classificar les observacions. Aquest seria el pitjor dels casos a I’hora
d’avaluar un model, ja que significaria que no té capacitat per a discriminar entre casos
positius (és a dir, prestataris que incompleixen) i casos negatius (és a dir, prestataris
que no incompleixen):

ROC
TPR / \

FPR 1 0.5

Figures 51 6. Grafics ROC i AUC dolents. (Narkhede, 2018)

La figura 5 es la corba ROC, que veiem que és la recta y = z, I’area sota de la corba
seria de 0.5 i la interseccid entre avaluacions de vertaders i falsos negatius i positius
és total.

4. Per ultim tenim el model que fa una prediccié completament erronia. Aquest seria el
cas contrari al primer model, ja que tot i que també sigui un cas gairebé impossible
a la practica, aquest prediu erroniament totes les observacions. En el cas del risc de
credit, seria que es classifiquessin com a sans a tots els clients que acaben en Default
i a I'inrevés. Normalment es deu a una equivocacié humana a I’hora de programar el
model:
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TPR " ™ AUC=0

ROC

o FPR 1 0 0.5 1

Figures 7 i 8. Grafics ROC i AUC contraris. (Narkhede, 2018)

La figura 7 es la corba ROC, ’area sota de la corba seria 0 i la intersecci6 entre positius
i negatius és 0, pero en aquest cas perque tots els negatius han sigut avaluats com a
positius i tots els positius com a negatius.

4.3.2 Index de Gini

L’index de Gini o coeficient de Gini (Corrado Gini, 1884-1965) és una mesura molt
utilitzada en econometria. Normalment es fa servir per a mesurar la desigualtat d’ingressos
dins d’'un mateix pais, pero es pot fer servir per a mesurar qualsevol tipus de distribucio, ja
que en quantifica les seves desigualtats. El coeficient de Gini pren valors entre 01 1, i 'index
de Gini és el coeficient de Gini expressat percentualment, de manera que 0 representa la
perfecta igualtat, i 1 (o 100) la perfecta desigualtat. Per exemple, 0 seria que totes les
persones del paifs cobren el mateix, i 1 (o 100) seria que una sola persona cobri tots els
ingressos del pais, i la resta cap.

L’index o coeficient de Gini es calcula com una proporcié entre les arees del diagrama
de la Corba de Lorenz (Max Otto Lorenz, 1876-1959), ja que aquest representa graficament
la distribucié relativa d’una variable dins d’una poblacid, essent cada un dels punts de la
corba un percentatge acumulatiu dels possibles valors del domini, i I'index de Gini és la
relacié de I'area que compresa entre la corba i la recta y = = entre 'area de sota la recta
Y=

Veiem-ne un exemple:

T 0
4 06 08 1

>
AT
] 02 0

Figura 9. Exemple Corba de Lorenz. (Pena, 2019)



4.4. FACTORS DE RISC 43

Veiem que hi ha representades la recta y = z en negre, i dues corbes v (vermella) i
b (blava), que podrien ser les Corbes de Lorenz que representin les desigualtats salarials
anuals en dos paisos diferents. Com que la corba blava esta més allunyada respecte de la
diagonal, voldra dir que els salaris de la poblacié d’aquest pais estan més descompensats
que dels del pais representat per la corba vermella.

La recta diagonal representa la distribucié perfectament igualitaria dels salaris, i va del
punt (0,0), que representaria el 0% de percentatge acumulatiu, al punt (1,1), que representa
el 100% del grafic.

Com s’ha dit abans, 'index de Gini es calcularia de la segiient manera:

Index de Gini =

A+ B
on A = area entre la corba i la diagonal,

B = area per sota de la corba.

Perfect Equality Line

Lorenz curve

X 3
Cumulative % of population

Figura 10. Arees pel calcul de 'index de Gini. (Zeder, 2018)

Aquest coeficient té prou aplicabilitat en el risc de credit, ja que sera de molt interes
quantificar les desigualtats de les probabilitats estimades pels models segons si I'individu
ha complert els seus pagaments o no. De fet, contrari al que intuitivament es pugui pensar,
es buscaran models que facin augmentar I'index de Gini, ja que com més gran sigui, més
desigualtats hi haura en les estimacions de les probabilitats de les observacions, i per tant,
el model identificara millor les dues classes d’interes: si el client fara Default o no.

4.4 Factors de risc

Soén necessaries unes bases que regulin i tinguin en compte tots els possibles aspectes d’un
model, quantifiquin tots els riscos i beneficis, i que serveixin al desenvolupador que esta
creant ’algoritme del model per a saber si existeix algun aspecte que es pugui millorar.
Aquestes bases poden tenir en compte un gran nombre de criteris, i en el sector del risc
de credit, majoritariament es fan servir els sistemes IRB (Internal Rating Based), que
identifiquen i classifiquen tots els factors que poden suposar un cost per als desenvolupadors.
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Els sistemes de qualificacié IRB els proposa el BdE (Banc d’Espanya) i sén models
estadistics que avaluen internament el perfil de risc, i proposa unes restriccions que han de
complir. Les validacions sén principalment quantitatives, tot i que existeixen altres factors
que recullen els sistemes IRB, com ara la privacitat de les dades i la seva qualitat i veracitat.
S’utilitza molt per a ’estimacié de les probabilitats d’impagaments, i son les institucions
crediticies les responsables quan se sotmeten a ’avaluacié d’aquests sistemes. Un cop hagi
estat aprovat el disseny d’un model i compleixi amb tots els requisits supervisats, aquest és
acceptat i pot ser utilitzat, per exemple, per a la prediccié del capital a reservar necessari
per a que una institucié cobreixi correctament els seus riscos.

Sabent aixo0, és important que els models de Machine Learning siguin compatibles amb
els sistemes de validacié IRB. Per a estudiar-ne aquesta compatibilitat i quantificar-ne els
costos potencials, es defineixen quatre grans grups de factors de risc (o factors de costos)
que permetran analitzar els inconvenients de cada model:

1. L’estadistica: Aquests factors poden afectar en la creacié del model de Machine
Learning de forma directa, per exemple amb la preséncia d’hiperparametres, que sén
parametres ajustables a I’hora d’entrenar els models, o processar les dades, contrastar
el comportament de les observacions...

2. La tecnologia: Que hi hagi una capacitat tecnologica suficient és absolutament
necessari en aquest tipus de models, ja que no només s’han d’arribar a desenvolupar
siné que també s’han de poder executar amb un temps raonable i mantenir-se en
produccié per a la seva operacio.

3. La interpretabilitat: Es molt important tenir la capacitat d’interpretar el model i
els seus resultats, per exemple en el cas del risc creditici, s’han de poder donar
explicacions raonables als clients als quals se’ls hi denega o accepta un credit. De
fet, la Comissié Europea estableix que els resultats dels models de Machine Learning
han de ser interpretables per a totes les persones participatives en el procés, tant
I’equip tecnic de desenvolupadors del model com el propi client, ja que aquest tipus de
decisions poden afectar significativament I'impacte economic d’una persona o negoci
particular. Aixi doncs, el banc ha de ser capag¢ d’explicar quins han estat els elements
de risc, variables, o qualsevol altre aspecte que hagi determinat la decisié.

4. Els biaixos: S’han de complir els principis d’igualtat; totes les dades i preses de
decisions han de ser lliures d’injusticies, estigmatitzacions i discriminacions. S’ha
d’evitar que les mostres inicials estiguin ja esbiaixades, i en cap cas les decisions
poden estar basades en caracteristiques personals. També es fa referencia al biaix
algoritmic, que seria que el model utilitzés inicament un petit conjunt de variables
per a realitzar les prediccions.

El proposit amb el que es construeix un model és important per a quantificar-ne els
seus costos i beneficis. Per exemple, si s’esta fent una prediccié del capital a reservar pel
banc, la precisié del model és fonamental, mentre que si ’objectiu és predir les probabilitats
d’impagament (PD), el més important és la capacitat de classificacid.

En general i en mode de resum, els models de Machine Learning sén populars per
tenir una molt bona capacitat predictiva de qualsevol problema. A més, a mesura que
s’augmenta la complexitat de I'algoritme, per exemple amb els Random Forest o les Xarzes
Neuronals, milloren les capacitats de prediccié respecte dels models estadistics simples
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tradicionals. Per a seguir avancant en aquest terreny amb aparentment infinitat de millores,
seria necessari realitzar encara més estudis utilitzant algoritmes d’aprenentatge per reforg
o zarzes neuronals convolucionals per seguir millorant les prediccions.
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Conclusions

Abans d’endinsar-me per primer cop en aquest mén, el del risc creditici, no era conscient
de que fos una especialitzacié que donés abast a tantes coses. Donava per suposat que les
finances i, en concret, els riscos financers eren un sector que m’interessava molt i del que s’hi
podien aprendre moltes coses, perd no va ser fins a entrar en ’estudi del risc de credit, que
me’n vaig adonar que cada una de les seves branques era molt més ample del que pensava.

Amb aquest treball, he estudiat amb profunditat aquest camp. He establert primer unes
bases teoriques economiques i financeres; després, he presentat uns conceptes matematics
de calcul estocastic; més endavant, he estudiat els models de risc de credit tradicionals, fent
servir termes i definicions dels capitols anteriors; i finalment, m’he endinsat breument en
un capitol més modern, el de models de Machine Learning.

Aixi doncs, el principal objectiu de 'estudi era personal, i s’ha complert: Aprendre els
conceptes principals del risc creditici, tant teorics com practics, i establir un coneixement
base per a entendre les parts més tecniques del tema. A més, aquestes eren un tipus de
matematiques en les que considero que no m’hi havia endinsat prou durant el grau, ja que
disten de la geometria, topologia, o algebra que he vist tan sovint, i s’endinsen una mica
més en una part molt aplicable al mén financer, la modelitzacio.

Aquest apropament em permet relacionar dos camps tangencials de les matematiques que
m’interessen molt: I’economia i ’algoritmica. Estic molt satisfet d’haver tingut I’oportunitat
d’estudiar-ho i també crec que em ddéna una experiencia molt 1til per al mén laboral.

A més, he pogut reforcar el coneixement de calcul estocastic i modelitzacid, que havia vist
en poques ocasions durant el grau, i que m’han resultat molt utils d’aprendre i desenvolupar.

Com a oportunitat de millora, m’hauria agradat continuar el treball veient una vessant
més practica de cada model que explico de manera teorica, pero aixo excedia el proposit
d’aquest treball, ja que considero que llavors no hagués pogut donar abast a tots els tipus
de models que volia. Aixi doncs, en un context diferent i com a continuacié natural del
treball, podria establir uns exemples de problemes que pugui resoldre de manera practica
amb programacié. Aixd no només enriquiria el treball, siné que laboralment em seria molt
util a nivell personal, ja que em permetria tenir una experiéncia fonamental i molt aplicable
a problemes d’empreses reals.
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