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Abstract

The main goal of this project is to prove the Stanley-Reisner ring of a shellable simpli-
cial complex is Cohen-Macaulay over every field. To do so, we study the necessary theory
from a non-homological standpoint in a self-contained manner.

In particular we study associated primes, dimension and grade of a module and how
these pave the way for Cohen-Macaulay theory. We continue studying simplicial complexes
and basic Stanley-Reisner theory, proving the needed results in order to prove our goal.

Resumen

El objetivo principal de este trabajo es demostrar que el anillo de Stanley-Reisner de
todo complejo simplicial shellable es Cohen-Macaulay. Para ello estudiamos de manera
auto-contenida la teoria necesaria para llegar a ello.

En particular estudiamos la teoria de primos asociados, de la dimensién y del grado, y
vemos como estas conforman conjuntamente la teoria de Cohen-Macaulay. Seguidamente
trabajamos con complejos simpliciales y sus correspondientes anillos de Stanley-Reisner
hasta poder demostrar el resultado deseado.

2020 Mathematics Subject Classification. 05E40, 05E45, 13C15, 13F55



Agradecimientos

Quiero primero agradecerle a mi tutor, el Dr. Santiago Zarzuela, por haberme presen-
tado este tema de trabajo que tanto he disfrutado. El valioso tiempo que me ha dedicado
y el gran apoyo que me ha mostrado de principio a fin en este proyecto ha sido invaluable
para su realizacién. Semana tras semana nos hemos reunido desde mediados de Septiem-
bre, y con sus consejos y nuestras interesantes conversaciones he podido explorar parte
del mundo del algebra conmutativa, que tanto me llama la atencién, ademas de empezar
a entender cémo se mueve el mundo de la investigacién matematica.

Le agradezco también a mi familia su gran apoyo este semestre y todos los anteriores,
en particular a mis hermanos por no huir cuando me pongo a hablar sobre matematicas.
Sin ellos no podria haber realizado el trabajo.

Finalmente gracias a todos mis amigos, que aunque no me hayan podido ayudar con la
parte técnica del trabajo, mis descansos con ellos han permitido que la vuelta al estudio
sea mucho mas ligera. Y a mi novia, Jazmin, que aunque no hayamos estado en el mismo
pais durante el proyecto, me ha animado cuando lo necesitaba.

Gracias.

II



Indice

1. Introduccién

2. Notacion

3. Preliminares

4. Primos asociados a un médulo
5. Teoria de la Dimension

6. Teoria del Grado

7. Anillos Cohen-Macaulay

8. Anillos de Stanley-Reisner

9. Conclusiones

III

11

20

29

36

44



1. Introduccion

En 1957, Theodore Motzkin conjeturé el conocido Upper Bound Theorem, o UBT, un
enunciado de caracter combinatorio que pretende acotar el nimero de caras que puede
tener un politopo convexo en funcién de su dimensién y niamero de vértices. Poco después,
en el 1964, Victor Klee conjeturé una pregunta similar para esferas simpliciales, es decir,
para complejos simpliciales cuya realizacién geométrica es topoldgicamente una esfera.
En el ano 1970 Peter McMullen consiguié demostrar el resultado para politopos mante-
niéndose en el campo de la combinatoria, para el lector interesado lA@ase su articulo [§]
para una prueba completa, o bien las paginas 223-229 de [2] para una breve introduccién
a politopos y un esbozo de la demostracién de McMullen.

A principios de los anos 70 se empezd a desarrollar lo que ahora conocemos como teorfa
de Stanley-Reisner, el principal puente entre el dlgebra conmutativa y la combinatoria.
Entre los pioneros de esta teoria estan Richard P. Stanley, Gerald Reisner y Melvin Hochs-
ter. La teoria Stanley-Reisner establece una correspondencia entre los ideales monomiales
libres de cuadrados en n indeterminadas y los complejos simpliciales en n vértices. Fue en
el 1975 cuando Stanley pudo demostrar el UBT para esferas simpliciales, apoyandose en
los métodos de dlgebra conmutativa de Reisner y Hochster. En particular demostré que
si A es un complejo simplicial de n vértices cuya realizacién geométrica es homeomorfa
a S 1 entonces el nimero de caras de A de dimensién i < n no superan al nimero de
caras de dimensién i del politopo ciclico de n vértices en R?, C(n,d). Una demostracién
de la conjetura para esferas simpliciales se puede encontrar en [2], o en el mismo articulo
de Stanley [13].

Este es un trabajo auto-contenido en el que demostramos una pieza elemental de
la demostracion de McMullen que inspiré a Stanley en su demostracion del UBT pa-
ra esferas simpliciales [13]. Concretamente, que todo complejo simplicial shellable es de
Cohen-Macaulay. A mediados de los anos 70 Hochster le propuso a Reisner (su estudiante
en aquel entonces) que caracterizara los anillos Cohen-Macaulay de Stanley-Reisner. Este
lo demostré en su tesis doctoral [11], y se convirtié en un resultado homoldgico de gran
importancia, lo que ahora conocemos como criterio de Reisner. Fue Stanley quien, ins-
pirdndose en la demostraciéon de McMullen, dedujo que gracias al criterio de Reisner podia
utilizar los anillos Cohen-Macaulay a su favor, y fue esta la idea con la que pudo demostrar
el UBT para esferas simpliciales a través de las ecuaciones de Dehn-Sommerville.

El camino que se suele tomar para demostrar lo que queremos requiere métodos ho-
mologicos, ya que algunos resultados de los que veremos se demuestran mas rapido por
esta via, pero sobre todo porque los resultados necesarios para el UBT que no se estudian
en este trabajo requieren tomar ese camino. Sin embargo, el Dr. Santiago Zarzuela y yo
decidimos no incluir algebra homoldgica en el trabajo y seguir un camino alternativo con
demostraciones mas explicitas.

El primer capitulo estd dedicado a los primos asociados de un moédulo, y hemos seguido
el libro de Atiyah Macdonald [1]. En este definimos los primos asociados y vemos algunas
de sus propiedades bésicas, en particular su existencia en el caso de moédulos sobre un
anillo Noetheriano. Vemos ademds que, si el médulo es finitamente generado, el conjunto
de primos asociados es finito. Definimos también el soporte de un médulo y demostramos
que el conjunto de primos asociados minimales es igual al conjunto de minimales en
el soporte. Junto a otro resultado, esto nos permite deducir que si tenemos un anillo
Noetheriano A y un ideal I, los primos minimales de I van a ser asociados al A-mddulo
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En el segundo capitulo estudiamos la teoria de la dimensién de un anillo; la dimensién
de Krull. Se sigue sobre todo el libro de Sharp [12], en particular el capitulo 15. En este
capitulo hay tres resultados muy importantes del dlgebra conmutativa. El primero es el
teorema de la altura de Krull, que afirma que si I es un ideal generado por n elementos,
la altura de sus minimales es como mucho n. El segundo es la nociéon de sistema de
parametros de un anillo local, que relacionaremos con el capitulo siguiente. Por ltimo
demostramos lo que llamamos teorema de la dimension, que determina la dimensién de
un anillo de polinomios. La demostracién del tltimo resultado sigue la de Nagata en [9].

El tercer capitulo estudia la teoria del grado. En este, nos seguimos basando mayorita-
riamente en el libro de Sharp [12], aunque algunos de los resultados estan consultados en
los apuntes de Giral [4] o de Kaplansky [7]. Definimos las sucesiones regulares y vemos sus
propiedades basicas. Con esto demostramos que toda sucesion maximal es de la misma
longitud, y denominamos grado a esta longitud. Vemos algunas propiedades del grado,
v lo conseguimos relacionar con la teoria de la dimensién, probando que el grado de un
ideal es como mucho su altura. Acabamos el capitulo demostrando algunas propiedades
importantes que nos sirven en capitulos posteriores.

Los capitulos anteriores generan el capitulo de los anillos Cohen-Macaulay, donde defi-
nimos estos objetos y vemos algunas propiedades, como la equivalencia entre las sucesiones
regulares y sistemas de pardametros en anillos locales Cohen-Macaulay. Para desarrollar
este capitulo nos basamos en el libro conocido de Bruns y Herzog [2] para las definicio-
nes y algunos resultados bésicos. Sin embargo, el uso recurrente de algebra homoldgica
en este libro requiere que para resultados més avanzados acudamos al libro de Sharp
[12]. Un resultado crucial que se necesita para el ultimo capitulo es que si un anillo A es
Cohen-Macaulay entonces un anillo de polinomios sobre A también lo es. Para terminar
el capitulo definimos los médulos Cohen-Macaulay y estudiamos brevemente los anillos
graduados. Esto nos permitira utilizar un resultado crucial en la demostracién final.

Acabamos con la teoria de Stanley-Reisner, donde introducimos los complejos simpli-
ciales y definimos algunas de las propiedades que pueden adoptar, como el shellability
o la propiedad Cohen-Macaulay. También definimos el ideal y anillo de Stanley-Reisner
de un complejo, y terminamos probando que un complejo simplicial shellable es Cohen-
Macaulay. Para realizar el capitulo utilizamos el libro de Herzog y Hibi [6] para teoria de
ideales monomiales y, a lo largo del resto del capitulo utilizamos resultados y ejemplos
de [2] ¥ [3]. Acabamos dando un ejemplo de complejos simpliciales shellable definidos a
partir de un cierto tipo de posets.



2.

Notacién
Para evitar posible confusién delimitemos la notaciéon potencialmente ambigua.

» Denotamos los nimeros enteros con Z y los naturales (incluyendo el 0) con N.
= A lo largo de todo el trabajo todos los anillos que consideremos serdan conmutativos.
» Si f: A— B esun aplicacién, ker f = {x € A| f(x) =0} y Im f = {f(x)| z € A}.

= Si A es un anillo, Spec A denota su conjunto de ideales primos, y Max A denota los
maximales del conjunto Spec A.

= Si Aesunanilloy I C A esun ideal Min(J) denota los primos minimales de I.

= Sea A un anillo y I C A un ideal. Denotamos el radical de I con

rad [ = {x € A| 2" € I para alginn € N} = ﬂ P.
PeSpec A, ICP

s Sea A un anillo. Denotamos el radical de Jacobson de A con

J(A) = ﬂ m.

meMax A
= Si A es un anillo, M un A-médulo y N1, No C M A-submédulos de M, escribimos
(N1:4 No) ={z € A|xNy C Ny}.
En particular sim € M, (0:4 m) = {z € A| am = 0}.
= Si M es un médulo sobre A, denotamos los divisores de cero de M en A con Z4(M).

» Dado un poset (I, <), una cadena en II es un subconjunto ordenado de elementos
de II comparables dos a dos.

= Si M es un A-médulo y N un A-submédulo de M. Denotamos el cociente M sobre
N con M/N. Sim € M denotamos su clase en el cociente con m o m + N.

= Sea A un anillo. Un subconjunto S C A es un sistema multiplicativamente cerrado
de A, 0 s.am.c. si 1 € S y para todo s1,82 € 5, s182 € S.

= Sea A un anillo y S un s.m.c. de A. Denotamos por S~ A al anillo de fracciones de
A respecto S. Si P € Spec A y ponemos S = A\P, denotamos S™'A = Ap, y lo
llamamos el localizado de A por P.



3. Preliminares

Este trabajo es uno auto-contenido a partir del grado universitario de matematicas, es
decir, se da por hecha toda la teoria del grado. En particular, la gran mayoria de resul-
tados que exponemos requieren conocimiento de una asignatura introductoria al algebra
conmutativa. Exponemos en esta seccién los resultados més importantes que utilizaremos
a lo largo de todo el trabajo.

Proposicién 3.1. Sea K un cuerpo y 11, I, I3 tres ideales de K[X1,...,X,]. Entonces
entonces Iy N (Io + I3) = (I1 N I2) + (11 N I3).

Lema 3.2 (Primer lema de Evitacién de Primos). Sea A un anillo conmutativo, I, ..., I,
ideales de A y P € Spec A. Si NT_1I; C P entonces existe algun i € {1,...,n} tal que
I, Cc P.

Lema 3.3 (Segundo lema de Evitacién de Primos). Sea A un anillo conmutativo, I, J, K
ideales de A y Py,..., P, ideales primos de A. Si I C JUK U P, U---U P,, entonces
I CJobienICK obien I C P; para algini € {1,...,n}.

Definicion 3.4. Un anillo Artiniano es un anillo cumpliendo la condicion de cadena
descendente.

Lema 3.5. Un anillo es Artiniano si, y solo si tiene dimension de Krull 0.

Definicion 3.6. Sean A, B dos anillos y f : A — B un morfismo de anillos. Sean I un
ideal de A y J un ideal de B. Definimos la extension de I respecto f como I¢ = f(I)B y
la contraccion de J respecto f como f=1(J).

Proposicion 3.7. Sean A, B dos anillo y 11, Is dos ideales de A. Consideremos un mor-
fismo de anillos f : A — B. Entonces

1. (I112)° = IfIS.

2. (1) = (Iy)cce.

Teorema 3.8. Sea A un anillo y I un ideal de A. Eziste una biyeccion que preserva el
orden entre los primos de A/l y los primos de A que contienen a I.

Teorema 3.9. Sea A un anillo y S un sistema multiplicativamente cerrado. Entonces
existe una biyeccion que preserva el orden entre los primos de S~'A y los primos P de A
tales que P NS = .

Lema 3.10. (Nakayama) Sean A un anillo, M un A-mddulo finitamente generado, N C
M un submddulo y I C J(A).

1. SiIM = M entonces M = 0.
2. 8 M =N+ IM entonces M = N.

Proposicion 3.11. Sea A un anillo y M un A-mddulo finitamente generado por elemen-
tos {mi,...,mp}. Entonces (0:4 M) =1;(0:4 m;).

Proposiciéon 3.12. Sea A un anillo, S un s.m.c. y My, Mo, M3 tres A-mddulos. Entonces
una sucesion exacta

0 My

mduce una sucesion exacta

S_1 S—l
0——S~1M L S™IMy =L 5y — 0



4. Primos asociados a un modulo

Los primos asociados son de gran importancia en algebra conmutativa ya que nos
permiten comprender la estructura de los médulos (y en particular los anillos y sus ideales)
de una manera elegante y util. Por ejemplo, los primos asociados cumplen un papel esencial
en la descomposicién primaria de ideales, el teorema Lasker-Noether, y como veremos
en capitulos posteriores, son clave al comparar la dimensién y grado de un anillo. Por
esta razén vamos a estudiarlos y comprenderlos bien antes de seguir con las secciones
principales de este trabajo. Nos va a interesar el caso Noetheriano por el Teorema 2.3..
El principal objetivo de este capitulo es demostrar que si M es un A-mdédulo finitamente
generado, con A Noetheriano, entonces los minimales en el conjunto de asociados a M
y los minimales en Supp 4(M) coinciden. Como veremos, esto nos da un punto de vista
muy importante sobre los primos minimales sobre un ideal I C A, cuando consideramos
el caso M = A/I.

Definicion 4.1. Sea A un anillo y M un mddulo sobre A. Llamamos ideal primo asociado
a M (o primo asociado a M) a un ideal primo P € Spec(A) tal que existe m € M de
manera que P = (0 :m).

Denotamos por Asso(M) al conjunto de los primos asociados a M.

Nota 4.2. El caso particular en que M = A/I los llamamos primos asociados de I.

Un potencial problema serfa el caso en que Asss(M) = ), pero el teorema siguiente
demuestra que esto no es posible en el caso Noetheriano:

Teorema 4.3. Sea A un anillo conmutativo y M un médulo sobre A no trivial. Entonces:

1. Todo ideal mazimal del conjunto F = {(0 : m)lm € M\{0}} es primo. y asi un
primo asociado de M.

2. Si A es Noetheriano, entonces Assa(M) # ()

3. Si A es Noetheriano, entonces Za(M) = Upeass,, () P

Demostraciéon: (1). Supongamos que m es un maximal de F. Para demostrar que es
primo asociado basta con ver que es ideal primo, por definicién. Sean z,y € A\{0} y
m € M\{0} tal que zy € m = (0 : m). Entonces z(ym) = 0. Supongamos entonces que
y & (0:m)=ym # 0y entonces x € (0:ym) € F. Ademds, (0: m) C (0: ym) ya que
sizm =0 = xmy = 0. Como m = (0 : m) es maximal tenemos que (0: m) = (0: ym) =
x € (0:m)=my por lo tanto m es primo, y un primo asociado de M.

(2). Si A es Noetheriano tenemos que toda cadena de ideales en F' estabiliza, por lo
que existen ideales maximales en F. Por (1) se sigue que Assg (M) # ().

(3)- Upeassa(an) P C Za(M) es evidente por definicién de primo asociado. Sea ahora
x € Zy(M) = Im € M\{0} tal que am = 0 = x € (0 : m), y por (1) y (2) existe
(0 : m) C m € F primo asociado. Asi, = estd en un primo asociado de M, y la otra
inclusiéon queda demostrada. O

Veamos un ejemplo de un anillo sin primos asociados.

Ejemplo 4.4. Consideramos el anillo no Noetheriano S = K|[X;];>0/(X?)i>0 donde K es
un cuerpo. Entonces el ideal m = (X;);>0 de S es maximal puesto que S/m = K. Adem4s



72 . —
como X;~ = 0 Vi tenemos que m C rad(0) = (\pegpec(s) - Entonces Spec(S) = m.
Queremos ver entonces que m no es primo asociado. Sea x € S, x # 0. Podemos escribir
2 como una suma finita

Tr = ZaiXiU"‘Xir

donde a; € K. Sabemos entonces que existe n € N suficientemente grande tal que X,,-x #
0. Como X,, € m tenemos que (0 : ) # m. Como esto es para cualquier z € S, m no es
primo asociado, y concluimos que Ass(S) = 0.

Ahora que hemos definido lo que son los primos asociados, vamos a ver algunas pro-
piedades. Observemos primero lo siguiente:

Observacién 4.5. P es primo asociado de un A-médulo N si y solo si existe un mono-
morfismo A/P < N definido por 1+ n. En este caso, P = (0 : n).

Notacién 4.6. Sean A un anillo, S C A un s.m.c. y M un A.mddulo. Denotamos
ST (Assa(M)) = {S7IP | P € Assa(M)}. Ademds, si P es un ideal primo de A, y
S = A\P, escribimos S™1(Assa(M)) como (Assa(M))p.

Proposicién 4.7. Sean S C A un s.m.c. y N un S~'A-mddulo. Entonces
Assg-14(N) = S (Assa(N)).
Si M es un A-mddulo,
Assg-14(STIM) C ST (Ass4(M)).

Si ademdas A es Noetheriano, la ultima inclusion es una igualdad.

Demostracion: Empezamos demostrando la primera parte del enunciado, con la inclu-
sién C. Sea ST1P € Assg-14(IN), con P € Spec(A) tal que PN S = (. Entonces tenemos
que SNZA(A/P)=0,yaque s-a=0=s-a€ P=a€ P = a=0. Por lo tanto existe
un monomorfismo A/P < S~!1(A/P). Ahora podemos construir un monomorfismo

A/P— S71(A/P)=S"1A/S7'P— N

donde el 1ltimo en la construccion viene dado por la observacién 4.5. Y de nuevo por la
observacion, P € Asss(N) = S71P € S~ Assa(N).

Para la otra inclusién, sea P € Assa(N) (pongamos P = (0 : n),n # 0), existe
A/P < N. Tenemos que P NS = ; si no fuera asi, existirfa s € SN P y se cumpliria

que s-n=0= 7-n=0=n=0porser { invertible. As{ tenemos un monomorfismo

inducido S~Y(A/P) — SN = N, y como S71(A/P) = S~1A/S71P, por la observacién
anterior tenemos que S™1P € Assg-14(N).

Ahora vamos a demostrar la segunda parte del enunciado, la inclusién O . Sea P €
Ass4 (M), entonces existe A/P < M, lo que induce, como hemos visto en la primera
parte de la demostracién, el monomorfismo S~1(A/P) = S~1A/S™1P — S™'M, lo que
nos dice que S71P € Assg1,,(S™1M).

Veamos ahora que cuando A es Noetheriano la tltima inclusién se convierte en igual-
dad. Sea S™!P € Assg-1,(S~1M). Basta con ver que P es primo asociado de M. Ponga-
mos S~!P = (0: ). Podemos asumir equivalentemente que s = 1. Entonces para todo
r € P, {-7F =0,y por definicién de médulo de fracciones, 3t, € S tal que ty;mz = 0.



Ahora, como A es Noetheriano, P es finitamente generado. Consideremos t el producto
de todos los t, correspondientes a los generadores de P. Entonces Vx € P,txm = 0, o en
otras palabras, Ptm = 0 = P C (0 : tm). Ahora,siy € (0:tm) = 4. 2.1 =0 = ¥.20 =
0=%cS'P=yeP=(0:tm)C P= P=(0:tm). Finalmente P € Asss(M), que

es lo queriamos demostrar. O

Como consecuencia tenemos el caso particular en que S = A\P, es decir, el caso
localizado:

Corolario 4.8. Sea A un anillo Noetheriano, M un A-mddulo y P € Spec(A). Entonces

PeAssy M <= PAp € Assa,(Mp).

Demostracion: Por el corolario anterior se tiene que Assa,(Mp) = (Assa(M))p.
Entonces si P € Assa(M) estd claro que PAp € Assa,(Mp). Al revés, si PAp €
Assq,(Mp) = PAp € (Assa(M))p, y por la correspondencia biunivoca entre los pri-
mos de Ap y los de A contenidos en P, tenemos que necesariamente P € Assg(M).
O

El préximo resultado nos proporciona una relacion muy 1til entre los conjuntos de
asociados de A-mdédulos formando una sucesién exacta. Va a ser clave para demostrar el
teorema objetivo de esta seccion.

Proposicion 4.9. Sean A un anillo Noetheriano y My, My, M3 A-mddulos, y
0—>M1 LMQ&M?,—)O
una sucesion exacta. Entonces Assa(Ma) C Assa (M) Assa(Ms).

Demostracion: Sea P € Assa(Ms). Existe h: A/P < M,. Supongamos que h(A/P)N
f(My) # 0. Entonces 3a € A/P,m; € M tal que h(a) = f(m1). Tenemos entonces que
por ser f inyectiva, (0:a@) = (0:mq), y como P = (0 : @), tenemos que P = (0 : m;) =
P € Assy(My).

Supongamos ahora que h(A/P) N f(M;) = 0. Al ser Im(f) = ker(g), tenemos un
monomorfismo

goh:A/P < Mjs
y por lo tanto, P € Ass4(Ms). O

La siguiente proposicién es de gran importancia, y no solo en este trabajo, se utiliza
frecuentemente en dlgebra conmutativa.

Proposicion 4.10. Sea A un anillo Noetheriano y M un A-mddulo finitamente generado.
Entonces existe una cadena de A-submddulos

0=MyC.---CM,=M

tal que Yi, M;/M;—1 = A/P, P € Spec(A).

Demostracion: Observamos primero que como A es Noetheriano, M también lo es.
Ademads, por el Teorema 4.3 Ass4 M # (). Sean entonces P; € Ass4 M y su monomorfismo
hi : A/P; — M. Definimos M; = Im(h1), asi tenemos una cadena 0 = My C M; C M
con My/My =2 A/P;. Si M = M; no hace falta hacer nada mds. En caso contrario,



cogemos Py € Ass(M/M,) (P, existe por ser M /M; Noetheriano), y su monomorfismo
hg : A/ Py — M /M. Entonces existe My con My C My C M, y ademds Mo /My = A/P;.
Si My = M ya hemos acabado, en caso contrario construimos Ms; de forma anédloga a M.
Continuando con este algoritmo de construccién se llega a un médulo M,, = M, ya que
M es Noetheriano y por lo tanto la cadena estabiliza. O

Antes de demostrar el Corolario 4.12. necesitamos un lema previo:

Lema 4.11. Sea A un anillo y P € Spec(A). Entonces Assa(A/P) = {P}.

Demostracion: En efecto, P = (0 : @), para todoa ¢ P (sixz € (0:a) = za € P =
x € P por ser P primo), entonces P € Asss(A/P). Sea ahora x € Z4(A/P), tenemos
que 2z = 0 = 2y € P = x € P, por lo tanto Z4(A/P) C P. Entonces concluimos
por el Teorema 4.3 que todo los asociados de P (es decir los primos en Ass(A/P)) estédn
contenidos en P. Ahora, si J C P es primo propio en P, no puede ser asociado, pues
existirfab ¢ PconJ = (0:b) C (0:a) = P, que es absurdo pues (0 : @) = (0 : b)Va,b ¢ P.
U

Corolario 4.12. Si A es un anillo Noetheriano y M un A-mddulo finitamente generado,
entonces Assa(M) es un conjunto finito.

Demostracion: Consideramos una cadena del estilo de la proposicion 4.10. Tenemos la
sucesiéon exacta

0— My — My, — M,/M,_1 = A/P, — 0.

Tenemos por el lema anterior que Assy(A/P,) = {P,}, y por la proposicién 4.9. tenemos
que Assy (M) C Assg(M,—1) U{P.}, y por un argumento simple de induccién concluimos
finalmente que

Assa(M) C {Py... P}
U

Ahora vamos a ver la relacién entre los primos asociados de un A-mdédulo y el soporte
del mismo, que definimos a continuacion:

Definicion 4.13. Sea M un A-mddulo. Definimos el soporte de M como
Supp (M) = {P € Spec(A) | Mp # 0}.

Cuando no haya ambigiiedad respecto el anillo sobre el que se estudia el soporte lo deno-
taremos simplemente con Supp M.

Observacion 4.14. Como ser 0 es una propiedad local de médulos, se sigue que M =0
si, y solo si Supp 4 (M) = 0.

Observacién 4.15. Sean P y @ ideales primos. Si P € SuppM y Q D P se tiene que
@ € Supp M ya que es evidente que si Mp # 0 entonces Mg # 0.

Veamos como podemos caracterizar el soporte:

Proposicién 4.16. Sea M un A-mddulo finitamente generado. Se tiene que Supp (M) =
{P € Spec(A) | (0: M) C P} =V((0: M)).



Demostracion: Veamos las dos inclusiones. Primero, si P € Suppy(M) = Mp # 0
y por lo tanto P O (0 : M). Ahora, si M es finitamente generado tenemos que existen
mi,...,my € M\{0} con M = (my,...,m,). Ahora,

(0: M) = m (0 : my).

1<ir

Si suponemos que P D (0 : M) tenemos por el segundo lema de evitacién de primos que
m;

P 2 (0 : m;) para algin 4. En particular tenemos que %* # 0 en Mp, y por lo tanto
Mp # 0. 0

Nota 4.17. Recordemos que existe una correspondencia biyectiva entre los primos de
V(0: M)y de Spec(A/(0: M)). La utilizaremos al final de esta seccién para estudiar un
caso particular que nos sera de interés en todo el trabajo.

Proposicién 4.18. Sea M un A-mddulo. Entonces Assa(M) C Suppy(M).

Demostracion: Sea P € Ass (M), entonces tenemos una inyeccién A/P < M, lo que
induce otra inyecciéon (A/P)p — Mp, y como (A/P)p = Ap/(PAp) # 0, tenemos que
Mp #0. 0

Ademids nos fijamos en que por la nota 4.17, el soporte de M esta en correspondencia
con el espectro de un anillo, lo que nos dice que Supp4(M) tiene elementos minimales
(por Zorn). Més ain, si M es finitamente generado, tenemos por el Corolario 4.12 que
Assy (M) es un conjunto finito, y por lo tanto también tiene minimales.

Ahora ya podemos probar el crucial resultado que vamos a utilizar en el resto del
trabajo.

Teorema 4.19. Sean A un anillo Noetheriano y M un A-mddulo finitamente generado.
Entonces Supp (M) y Assa(M) comparten los minimales, es decir, P es minimal en
Supps(M) <= P es minimal es Assa(M). En particular el conjunto de minimales es
finito.

Demostracion: Sea @ € Supp 4(M) minimal, entonces Mg # 0. Sea PAg € Spec(Ag),
en particular P C (). Entonces es evidente que (Mq)pa, = Mp. Supongamos que PAg C
QAgq, entonces P C @, y al ser Q minimal en Supp4(M) se sigue que Mp = 0, y como
QAg es maximal en Mg, nos queda que SuppAQ(MQ) ={QAg}.

Ahora, como A es Noetheriano, Ag también lo es, por lo que Assa,(Mg) # 0, y
por la proposicién 4.18 concluimos que Assa, (Mgq) = {QAq}. Por por la proposicién 4.7
Q € Asss(M). Finalmente, es evidente que como () es minimal en el soporte, también lo es
en el conjunto de asociados, ya que Assa(M) C Suppy(M). Y al revés, si P € Assa(M)
es minimal, también lo es en Supp,(M). En efecto, si no fuera minimal en el soporte
existiria QQ € Suppy (M) con @ C P minimal. Pero acabamos de ver que si es minimal en
el soporte lo es también en los asociados, contradiciendo que P es minimal.

En particular, como si A es Noetheriano entonces Ass4(M) es finito, es evidente que
lo minimales forman un subconjunto también finito. U

Ahora que ya conocemos la relaciéon entre los primos asociados a un médulo y su
soporte, podemos aplicar los resultados demostrados al caso en que M = A/I, donde A
es Noetheriano y I es un ideal de A. En este caso tenemos que por la proposicién 4.16
tenemos que Suppy(A/I) = V((0: A/I)) = V(I), que esta en correspondencia biyectiva



con Spec(A/I). De esto concluimos que todos los primos minimales sobre I son de hecho
asociados de I, y hay un nimero finito de ellos. Ademads, en este caso, podemos escribir

que
rad)= (] P= () P

PeMin(I) PcAssa(A/I)
donde la interseccion es finita sobre los primos minimales sobre 1.

Es importante entender bien la relacién entre asociados y minimales de un ideal. Lo que
hemos comprobado es la inclusién Min(/) C Ass(A/I), es decir, podriamos encontrarnos
con que no todo asociado es minimal. Mas adelante, en la seccién sobre anillos Cohen-
Macaulay, veremos que el caso Min(I) = Ass(A/I) es muy rico en propiedades, y da lugar
al estudio de los anillos Cohen-Macaulay, un pilar del algebra conmutativa moderna.

Para terminar el capitulo y dar cuerpo al parrafo anterior, veamos un ejemplo donde
la inclusién Min(7) C Ass(A/I) es estricta.

Ejemplo 4.20. Sea K un cuerpo. Consideramos el anillo de polinomios en las indeter-
minadas X,Y sobre K, A = K[X,Y] . Sea también I = (X2, XY) C A. Podemos tomar
M = A/I como A-médulo. Consideramos también los ideales J; = (X) y Jo = (X,Y),
y observamos que I C J; C Jo. Vamos a comprobar ademéas que tanto J; como J son
asociados de I. Veamos que J; = (0: X +Y). Todo elemento de J; estd generado por X,
porlo quesiaX € Jycona€ A= aX(X+Y)=aX?2+aY =0en M.Y al revés, sea
be(0: X+Y)=bX+Y)=0X+bY =0. Supongamos que b = ¢; X + oY, donde
c1,c2 € A. Entonces tenemos que X2+ XY 41 XY + Y2 =cY2=0en M,y por
lo tanto cg = 0 = b = ¢; X € J;. Ahora veamos que Jo = (0 : X). Sea aX + bY € Jy,
donde a,b € A, entonces (aX +bY)X =aX?+bXY =0en M = aX +bY € (0: X). Y
al revés, si a € A tal que aX =0 en M, entonces es evidente que a € (X,Y) = Js.
Hemos demostrado entonces que Ji y Jo son asociados de I. Ademds es muy sencillo
comprobar que J; es minimal sobre I. Concluimos que J; es asociado y minimal de I,
pero Js es tan solo asociado, y no es minimal. A los asociados que son minimales se les
llama aislados, y a los que no lo son, inmersos.

Observacién 4.21. Para ver en el ejemplo anterior que J; es primo asociado podriamos
haber argumentado por el Teorema 4.19 que J; es minimal sobre I.
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5. Teoria de la Dimension

En este capitulo vamos a estudiar la teoria de la dimensién de anillos conmutativos.
Introducimos la nocién de altura de un ideal primo que, junto a la definicién de sucesion
regular en el capitulo siguiente, nos dirige a definir los anillos Cohen-Macaulay, un objeto
principal en este trabajo. Primero probamos el Teorema de Ideales Principales de Krull,
y su version generalizada, el teorema de la altura de Krull. También estudiamos el caso
de un anillo local, y definiremos sistemas de parametros, que nos ayudara a relacionar la
teoria de la dimension con la del grado, explicada en el capitulo siguiente.

Definicién 5.1. Sean A un anillo conmutativo y Py ... P, ideales primos de A que cum-
plen
PyC - C P

Definimos la longitud de esta cadena de primos como uno menos que el nimero de ideales
en la cadena, en este caso n.

Sea P € Spec A. Definimos la altura de P como el supremo de las longitudes de todas las
cadenas de primos en A, y la denotamos por ht P.

Definicion 5.2. Sea A un anillo conmutativo. Definimos la dimension de Krull de un
subconjunto S C Spec A como el supremo de las longitudes de cadenas de primos de S, y
las denotamos dim S. De ahora en adelante cuando hablemos de dimension, sin especificar
st es vectorial o de Krull, asumiremos que es de Krull.

Definimos la dimension de A como dim A = dim(Spec A). Si M es un A-mddulo, defini-
mos la dimension de M sobre A como dim M = dim(Supp M).

Observacién 5.3. Fijémonos en que si (A, m) es un anillo local, entonces ht m = dim A.

Empecemos con un resultado que necesitaremos en el 1ltimo capitulo.

Proposicion 5.4. Sean A un anillo conmutativo y My, Ms y Ms tres A-mddulos donde
dim My = d y dim M3 < d. Si existe una sucesion exacta

f

0 M, Moy —2 = My 0

entonces dim My = d.

Demostracion: Vamos a demostrar las dos desigualdades de dim M7 = d. Sea entonces
P € Supp M. Sabemos que al localizar la sucesién por P se mantiene la exactitud, por
lo que como (Mi)p # 0 se sigue que (My)p # 0, y P € Supp My, por lo que tenemos
que Supp M7 C Supp My y entonces dim My < dim Ms. Ahora, de la observacién 4.15
deducimos que existe P € Supp M, tal que dimy My = dim A/P. Tenemos que (Ms)p # 0,
y al ser dim M3 < dim My, se sigue que P ¢ Supp M3, por lo que (M3)p = 0. Tenemos
entonces una sucesién exacta

f
00— (M) p 25 (Mz)p —22> 0

por lo que (My)p = (My)p # 0y P € Supp M1, y por lo tanto dim M; = dim My. O

Antes de enunciar y demostrar el Teorema de Ideales Principales de Krull debemos de-
finir los ideales primarios y las potencias simbélicas. También vemos algunas propiedades
de estos objetos que nos ayudaran en la demostracion del teorema.
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Lema 5.5. Sea A un anillo conmutativo, S C A un s.m.c., I C A un ideal y P un primo
minimal de I tal que PN S = 0. Entonces S~ P es un primo minimal de S™11.

Demostracion: Lo hacemos por contradiccién. Usemos la notacion de extensiéon y con-
traccién respecto el morfismo A — S~ A. Ya sabemos que P¢ € Spec S~' Ay que I¢ C P°.
Supongamos que P€ no es minimal de I¢, es decir, existe @ € Spec(A4) con QNS = () tal
que I¢ C Q¢ C P¢ (por la correspondencia biyectiva entre {P € SpecA | PNS =0} y
Spec(S~1A)). Ahora contraemos la cadena y obtenemos

IQIGCQQBC:QQPEC:P

contradiciendo que P es minimal. O

Ahora definimos lo que es un ideal primario y las potencias simbdlicas. Vamos a ver
dos definiciones equivalentes porque en algunos casos nos conviene usar una u otra.

Definiciéon 5.6. Decimos que un ideal QQ C A es primario si Va,b € A tal que ab € Q se
tiene que si a ¢ Q entonces b € rad(Q). Si P = rad(Q) decimos que Q es P-primario.

Equivalentemente,

Definicion 5.7. Con la misma notacion que en la definicion anterior, decimos que Q) es
primario cuando: si ab € Q y a ¢ rad(Q) entonces b € Q. Ademds, si P es el radical de
Q, decimos que Q) es P-primario.

Lema 5.8. Si I C A es un ideal primario, entonces rad(I) es primo.

Demostracion: Suponemos que I es primario, y denotamos @ = rad([). Sean a,b € A
tal que ab € Q pero a ¢ Q. Entonces para algin n € N se tiene que (ab)™ € I. Como I es
primario, b™ € I y entonces b € @, y concluimos que @) = rad(I) es primo. O

Veamos un caso particular del lema anterior en el que rad(/) = m es maximal. Cuando
esto pasa, el resultada es reciproco.

Proposiciéon 5.9. Sea m un mazximal de A. Entonces I C A es m-primario si, y solo si
rad(l) = m.

Demostracion: Si I es m-primario, entonces rad(/) = m por definicién. Veamos enton-
ces que si rad(I) = m, entonces I es primario. Sean a,b € A tal que ab € I. Para ver que
I es primario suponemos que a ¢ rad(I) = m y queremos ver que b € I. Tenemos que
(a) + I = A. En efecto, si no fuera asi, existirfa un primo P con (a)+1 C P =1 C P,
pero al ser m el tinico primo que contiene a I se tendria P = m, entonces a € m, absurdo.
Entonces podemos escribir 1 = az + ¢, donde x € A y y € I. Multiplicando por b queda
b=abx+by €l yaqueabelybyc . Quedaprobado que I es primario, y por lo tanto
m-primario. O

Ahora definimos las potencias simbdlicas y demostramos alginos resultados que nos
ayudaran a demostrar el Teorema de Ideales Principales.

Definicién 5.10. Sea A un anillo conmutativo y S C A un s.m.c. Sea P un primo
de A. Consideramos el anillo localizado en P, Ap. Usando la notacion de extension y
contraccion respecto A — Ap, definimos para algun n > 1 la n-ésima potencia simbdlica
como el ideal

P(n) _ (Pn)ec.
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Vamos a ver una defincion alternativa de potencia simbdlica, que usaremos en la de-
mostracién de la proposicién 5.14.

Lema 5.11. Podemos definir la n-ésima potencia simbdlica como

P™ = {a € A| as € P" para ciertos ¢ P}.

Demostracion: Veamos la inclusién C. Si a € P™ = (P") entonces existen b €
P, s ¢ Ptal que f(a) = % = f(as) = b. Pero f(as) = % ,por lo que existe t ¢ P tal
que t(b —as) = 0 = tb = a(ts). Ahora, como b € P" = tb € P" = a(ts) € P", ademds
ts ¢ P.

Para la otra inclusién consideramos a € A tal que para algin s ¢ P se tiene as € P".

Entonces f(as) = 4%, y si dividimos por s tenemos que § € (P")° y como f(a) = ¢

O

concluimos que a € (P™)° = P,

Lema 5.12. Sea Q un ideal P-primario, y sea © ¢ P. Entonces Q = (Q : x).

Demostracion: Es evidente que si y € @), entonces xy € Q por ser () ideal, por lo que
la inclusién @ C (@ : z) es inmediata. Ahora, si y € (Q : x) entonces xy € Q. Pero como
x ¢ P =rad(Q), tenemos por la definicién de ideal P-primario que y € Q. Queda probada
la igualdad. O

Lema 5.13. Sea f: A — B un morfismo de anillos, y I C B un ideal. Entonces

rad(I°) = (rad(I))°.

Demostracion: Lo hacemos por inclusiones. Empezamos con C. Sea a € rad(I¢). En-
tonces existe n € N con a" € I¢. Entonces f(a") = (f(a))” € I = f(a) € rad(l) =
a € (rad(]))¢. Ahora la otra inclusién. Sea b € (rad([))¢. Entonces existe m € N tal que
fo)ymel= fm) el="0"ecl®=Dberad(l°). O

Proposicién 5.14. Sea P € Spec A. P") es P-primario.

Demostracion: Primero demostramos que P es el radical de P, y luego vemos que
P™ es primario. Usamos la notacién de contraccién y extensién respecto f : A — Ap.
Sabemos que Ap es local con maximal P¢. Sabemos ademéds que (P™)¢ = (P¢)", por lo que
(P™)e¢ = ((P°)™)¢. Como rad((P€)") = P¢, por la proposicién 5.9 (P€)" es P¢-primario,
en particular rad((P¢)") = P¢ = P = P = (rad((P*°)"))¢. Queremos ver que

(rad((P%)"))¢ = rad(((P*)")°),

asi tendremos que P es el radical de P(™). Esto se cumple por el lema 5.13

Veamos ahora que P es primario. Sea ab € P, Entonces, por el lema 5.11 existe
s ¢ P tal que (ab)s € P". Supongamos que b ¢ rad(P™) = P, y veamos que a € P,
asi P(") sers, P-primario por la definicién 3.6. Al ser P primo, bs ¢ P,y comoa-bs € P",
por el lema 5.11 a € P, O

Teorema 5.15. (Ideales Principales de Krull) Sea A un anillo conmutativo Noetheriano
y x € A no unidad. Sea P un primo minimal de (z). Entonces ht P < 1.
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Demostracion: Por Lema 5.5 tenemos que PAp es minimal de (z) y es evidente que
ht PAp = ht P. Como PAp es el inico maximal en Ap, es equivalente probar el resultado
suponiendo que (A, P) es anillo local. Supongamos que ht P > 1, entonces existe una
cadena de primos de longitud 2,

QoS QCP

Como P es minimal de () y maximal en A, se tiene que Spec(A/(z)) = {P}, y por lo
tanto A/(x) es Artiniano. Observamos que Q) C QM para todo n € N. Podemos
construir la cadena descendente en A/(x)

Q2@ 2...2QMD...

y por ser A/(x) Artiniano, existe mg € N tal que Q™) = Q(m+1) para todo m > my, es
decir, Q™ + () = QU™+ 4 (z). Sea entonces r € Q™). Tenemos que existen s € Q1)
ceAtalquer =s+zc=zc=1r—s€ Q" ya que QY c Q™). Por la proposicién
anterior, Q™) es Q-primario y = ¢ @Q por ser P minimal sobre (z), y por el Lema 5.11 se
tiene que ¢ € Q™). De aqui se deduce que

QM = QUmth) 4 4m),

Por el Lema de Nakayama se sigue que QM = QUm+1)  Ahora usemos esta propiedad
para acabar la demostracién. Tenemos que, usando la notacién de extension y contraccién
respecto A — Ag,

(Qe)m _ (Qm)e _ (Qm)ece _ (Q(m))e _ (Q(m—i-l))e _ (Qm+1)ece _ (Qe)m—i-l

donde hemos usado la propiedad, la definicién de potencias simbdlicas y que si I, I, [
son ideales entonces (I112)¢ = I{IS y I¢ = I°°. Ahora, aplicando el lema de Nakayama a
la igualdad

Q)" =Q°- (@)™
obtenemos que (Q°)™ = 0. Por lo tanto Q€ es nilpotente en Ag y esté contenido entonces
en todo ideal primo de Ag. En particular se tiene que Q° C Qf, pero esto contradice

Qo € @, y por lo tanto no existe una cadena de longitud mayor a 1, por lo que ht P < 1.
O

Ahora vamos a ver la versién del teorema generalizada, que es consecuencia del caso
particular.

Teorema 5.16. (Altura de Krull) Sea A un anillo conmutativo Noetheriano y I C A un
ideal propio que puede ser generado por n elementos. Entonces ht P < n para todo primo
P € Spec A minimal de I.

Demostracion: Lo haremos por induccién sobre n. El caso n = 0 es trivial y el caso
n = 1 nos lo asegura el teorema anterior. Suponemos cierto el enunciado para 1 < k < n.
Sean z1,...,x, tal que I = (21...,2,). Sea P € Spec A minimal de I y @ C P una
cadena saturada, es decir, que no existe ningin primo @ tal que @ € 1 € P. Queremos
demostrar que ht P < n, y para ello podemos suponer que (A, P) es local por la misma
razén explicada al principio de la demostracién anterior. Como la cadena @ C P es
saturada, tenemos ht P <n <= htQ <n — 1, y esto es lo que vamos a demostrar. Por
la minimalidad de P sobre I, tenemos que I € @, por lo que existe algin i con z; ¢ Q.
Sin perdida de generalidad pongamos x1 ¢ Q. Entonces se cumple que I C Q + (z1) y
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por lo tanto P = rad(Q + (z1)). Entonces para cada i > 2 existen r; € N,y; € Q,a; € A
tal que
33: =Y; + x104.

Consideramos el anillo A = A/(y2,...,yn) y la cadena inducida Q C P. Sea P’ € Spec A
minimal sobre (z1). Entonces como 0,77 € P’ se tiene que si denotamos P’ := (P’)¢ donde
la contraccién es respecto A — A, entonces x1,zh?,..., 2" € P = x1,...,2, € P'|y
como P es minimal sobre I y maximal en A entonces P’ = P. Es decir, P es minimal
sobre @ Ahora, por el Teorema de Ideales Principales de Krull, se tiene que ht P <
1 = ht Q = 0. Entonces Q es un primo minimal de @, de lo que deducimos que ) es un
primo minimal de (y2, ..., ¥y,). Por la hip6tesis de induccién, ht @ <n—1y como Q C P
es saturada, concluimos que ht P < n. O

Observacién 5.17. En particular, todos los primos minimales descritos en el enunciado
del teorema anterior son asociados a 1.

Corolario 5.18. Sea A un anillo conmutativo Noetheriano.

1. Todo primo de A tiene altura finita.

2. Si P C @Q son primos, entonces ht P < htQ y es igualdad cuando P = Q).
Demostracion:

1. Si P es un primo de A, al ser Noetheriano, P es finitamente generado, pongamos
por n elementos. Entonces por el teorema de altura de Krull se tiene ht P < n.

2. Supongamos que ht P = n, entonces existe una cadena
PCc.---CcP, =P
Si P C @ entonces esta claro que ht P < ht (Q pues puedo construir la cadena
Phc---cP,=PCQ.

También es evidente que si P = () entonces sus alturas son iguales. O

Ahora que hemos probado el teorema de la altura de Krull, nuestro objetivo es probar
que si P € Spec A tiene altura n, entonces es minimal de un ideal generado por n elemen-
tos. Para ello necesitamos definir la altura de un ideal (no necesariamente primo) y un
lema previo.

Definicion 5.19. Sea A un anillo conmutativo Noetheriano, I C A un ideal. definimos
la altura de I como

ht I = min{ht P | P € V(I)}.

Observacién 5.20. La altura de un ideal estd bien definida pues siempre estd contenido
en un ideal primo. Fijémonos también en que si I es primo, la definicién anterior coincide
con la ya conocida. Ademas, podemos simplificar la definicién de la siguiente maneras:

ht] =min{ht P | P € MinI} = {ht P | P € Ass A/I}.

Lema 5.21. Sea A un anillo conmutativo Noetheriano, P € Spec A, I C A ideal. Supo-
nemos que ht P = ht I. Entonces P es minimal de I.
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Demostracion: Suponemos que P no es minimal de I, por lo que existe () € Spec A
con I C @ C P. Entonces ht I < ht @ < ht P, contradiciendo la hipétesis. O

Ahora podemos probar el teorema deseado.

Teorema 5.22. Sea A un anillo conmutativo Noetheriano y P € Spec A. Si ht P = n
entonces existe un ideal I C P generado por n elementos con ht I = n. En particular P
es minimal de 1.

Demostracion: Lo hacemos por induccién en n. Para n = 0 podemos coger I = (0),
que cumple el enunciado. Suponemos cierto el resultado para todo 0 < k < n. Suponemos
entonces que ht P = n, por lo que existe una cadena

PC---CcP,1CP,=P.

Es evidente que ht P,_1 = n—1. Por la HI tenemos que existe un ideal J = (x1,...,2Zy-1)
tal que ht J =n—1y P,_1 es minimal de J. Por el Teorema 5.16 tenemos que todo ideal
minimal de .J tiene altura n — 1, y sabemos por el capitulo anterior que hay un nimero
finito de minimales. Queremos ver que existe un elemento fuera de todo minimal de J,
para asi construir un ideal nuevo adjuntando el elemento a J. Sean entonces Q1,...,Q,
los otros minimales de J. Supongamos que

PCP,1U( U Qi)

1<i<r

Por el segundo lema de evitacién de primos tenemos que o bien P C P,,_1 o P C (); para
algin 4. Pero esto no puede pasar pues n — 1 = ht P,_1 = ht ; < ht P = n para todo 1.
Podemos entonces considerar

zn€ P\(Po1U( | Q)

1<i<r

y definir un ideal I = J + (x,) = (x1,...,2y,). Tenemos que I estd generado por n
elementos y se tiene que I C P. Por lo tanto solo falta ver que ht I = n.

Como tenemos que J C I C P se deduce que ht I € {n—1,n}. Suponemos que ht I = n—1.
Por definicién quiere decir que existe un primo minimal P’ de I con ht P = n — 1. Pero
por el lema 5.21 se sigue que P’ es minimal de J, por lo que se encuentra en el conjunto

{Pn-1,Q1,...,Q,}, pero esto es una contradiccién puesto que x,, € I C P’y en cambio
Ty no estd en ningin minimal de J. Concluimos que ht I = n. Que P sea minimal de [
se deduce del Lema 5.21. O

Corolario 5.23. Sea A un anillo conmutativo Noetheriano. Sea I C A ideal generado
por n elementos. Sea P primo con I C P. Entonces

ht P/I < ht P < ht P/I + n.

Demostracion: Que ht P/I < ht P es trivial, veamos la segunda desigualdad. Ponemos
I = (ai,...,a,). Consideramos A = A/I, y suponemos que ht P/I = r. Por el teorema
anterior existen b1, ...,b, € A tal que P/I es primo minimal de J := (by,...,b,). Ahora,
si J = (b1,...,b), se tiene que
J=(J+1)/I,
y como P/I es minimal de J, P es minimal de J + I, que se puede generar con r + n
elementos. Por el teorema de la altura de Krull, ht P < r + n. O
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Ahora pasamos a estudiar el caso local Noetheriano. Primero vamos a ver que la
dimensién de un anillo local (A, m) es igual al minimo nimero de elementos que generan un
ideal m-primario. A partir de este resultado definimos lo que es un sistema de pardmetros
de A, y vemos el resultado que hace que estos objetos sean interesantes y ttiles.

Proposicién 5.24. Sea (A,m) un anillo local Noetheriano. Entonces la dimensién del
anillo, dim A = ht m es igual al minimo nimero de elementos de A que se necesitan para
generar un tdeal m-primario. Es decir,

dimA =min{n € N|Jay,...a, € A, (a1,...,a,) m-primario}.

Demostracion: Sea d la parte de la derecha de la igualdad en el enunciado, y sea @
el ideal m-primario generado por los d elementos. El ser m-primario quiere decir que el
radical de @ es m, y como el radical es la interseccién de los primos que contienen (@),
deducimos que m es minimal sobre ). Por el teorema de la altura de Krull tenemos
que ht m = dim A < d. Ahora veamos la otra desigualdad. Por el teorema 5.22 sabemos
que existe un ideal I generado por htm elementos, y que m es minimal sobre I. Es
entonces evidente que I es m-primario por la proposicion 4.9. Tenemos entonces un ideal
m-primario generado por ht m elementos. De la minimalidad en la definicién de d se sigue
que d < htm = dim A. O

Definicién 5.25. Sea (A,m) wun anillo local Noetheriano de dimension d. Llamamos
sistema de pardmetros de A a un conjunto de d elementos de A que generan un ideal
M -primario.

Observacion 5.26. Se sigue de la proposicién anterior que siempre existe un sistema de
parametros.

Antes de ver el resultado que hace que los sistemas de pardmetros sean tan interesantes
necesitamos un lema previo.

Lema 5.27. Sea (A, m) un anillo local y J un ideal. Sean I C J dos ideales de A. Ponemos
J=J/T yA=A/I. J es un ideal m-primario si, y solo si J es un ideal m-primario.

Demostracion: Es evidente que m es minimal de J si, y solo si M es minimal de .J.
Entonces

rad(J) =m <= rad(J) =m,
por lo que el resultado es consecuencia directa de la proposicién 4.9. O

Proposicién 5.28. Sea (A, m) un anillo local Noetheriano. Sean ai,...,a; € m. Entonces
dimA —t <dimA/(ay,...,a;) < dim A.

Ademds, dim A/(a1,...,a;) = dimA —t <= {a1,...,at} es un subconjunto de un
sistema de pardmetros de A.

Demostracion: Por el Corolario 5.23 se cumple que dim A — ¢ < dim A/(aq,...,a;), ya
que dim A = ht m. La segunda desigualdad es trivial. Veamos entonces la segunda parte
del enunciado.

(=) Sea d = dim A, y suponemos que dim A = d — ¢. Por la proposicién 5.24 tenemos
que existen a¢41,...,aq € A tal que (i1, ..., aq) es ideal m-primario. Por el lema anterior
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(a1,...,aq) es ideal m-primario, por lo que {aj,...,aq} es un sistema de pardmetros, y
{ai1,...,a;} es un subconjunto de un sistema de pardmetros.

(<) Sean ayi1,...,aq € A tal que {ay,...,aq} es un sistema de pardmetros de A.
Entonces (ay, .. .,aq) es ideal m-primario, por lo que, por el lema anterior, (@11, ..., aq) €s
un ideal m-primario. Por la minimalidad en la proposicién 5.24 se sigue que dim A < d—t.
Esto, junto a la primera parte del enunciado, concluye que dim A/(a1,...,a;) = dim A —1¢
U

Este resultado es muy satisfactorio. Caracteriza los sistemas de parametros de manera
muy sencilla de comprender, lo que nos ayuda a trabajar con ellos.
Ahora vamos a ver una proposicién bien conocida.

Proposicion 5.29. Sea A un anillo conmutativo Noetheriano, y consideramos el anillo
A[X]. Sea I un ideal y P un primo minimal sobre I. Entonces P[X] es minimal sobre
I[X].

Demostracion: Supongamos que existe un primo J € Spec(A[X]) de manera que
I[X] ¢ J C P[X]. Si contraemos estos ideales respecto el morfismo f : A — A[X]
tenemos una cadena I C J¢ C P. Por la minimalidad de P tenemos que J¢ = P. Ahora,
extendiendo a A[X] obtenemos

P[X]=J* C JC P[X]

y por lo tanto J = P[X]. Asi P[X] es minimal sobre I[X]. O

Para acabar la secciéon vamos a demostrar el Teorema de la Dimension, un resultado
conocido de la dimensiéon de un anillo de polinomios sobre un anillo Noetheriano. El teo-
rema nos interesa puesto que cuando estudiemos complejos simpliciales vamos a trabajar
con anillos en un nimero finito de variables.

Teorema 5.30. Sean A un anillo conmutativo Noetheriano y X1, ..., X, indeterminadas.
Entonces dim A[ X1, ..., X,] = dim A + n.

Demostracion: Lo hacemos por induccién en n. Empezamos considerando A[X], y
queremos demostrar que dim A[X]| = dim A + 1. Toda cadena de primos en A

QoG- &Q

induce una cadena en A[X]
Qo[X] & -~ S Q[X].

Ademds podemos extender esta cadena con Q[X] C Q[X] + (X). En efecto, Q[X] + (X)
es primo pues A[X]/(Q[X]+ (X)) = A/Q es dominio. Por lo tanto para cualquier cadena
en A de longitud r, existe una en A[X] de longitud r+1, por lo que dim A[X] > dim A+ 1.

Ahora veamos la otra desigualdad. Consideramos un ideal P’ € Spec A[X], y definimos
P = (P")¢. Vamos a ver que ht P’ < ht P+ 1. Para ello, podemos suponer que (A, P) es lo-
cal ya que al localizar A por P no cambian las alturas de P y P’. Entonces podemos consi-
derar un sistema de parametros de A, {ay,...,aq}, donde d = dim A. Por definicién de sis-
tema de pardmetros, P = rad(ay,...,aq), y tenemos que P¢ = P[X] = (rad(ay,...,aq))".
Observamos también que A[X]/P[X] = (A/P)[X] es un DIP por ser A/P cuerpo, entonces
existe f € P’ tal que P’ = (f), equivalentemente, existe f € P’ tal que P’ = P[X] + (f).
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Definimos el ideal J = (a1, ...,aq)¢+(f) C P’. Veamos que P’ es minimal sobre J. Sea
Q € Spec A[X] tal que J C Q C P'. En particular (aq,...,aq)¢ C Q. Tenemos entonces
la cadena de ideales

P[X] = (rad(a1,...,aq))¢ Crad((ag,...,aq)?) CQ

ya que rad((ai,...,aq)¢) es la interseccién de los primos que contienen a (aq,...,aq)¢.
Entonces, como @ contiene a (f) y P[X], contiene también a P’, y concluimos que P/ = Q,
y P’ es minimal sobre .J. Ahora, como J esta generado por d+ 1 elementos, por el teorema
de la altura de Krull, ht P’ < d+1 = ht P 4+ 1. En particular dim A[X] < dim A + 1.
Hemos visto que dim A[X| = dim A + 1.

Ahora podemos tomar el anillo A[X1] y, por el mismo argumento que acabamos de
ver, dim A[ X1, Xo] = dim A[X;] + 1 = dim A + 2. Es evidente que repitiendo este paso
llegamos a dim A[X71,...,X,] =dim A + n. O

Observacién 5.31. En la demostraciéon anterior vemos que una cadena de ideales en
A puede crecer al menos en uno en A[X]. También vemos que si P € Spec A[X], P
tiene altura como mucho uno mas que su contraccion. De esto concluimos que ht P =
ht P¢ + 1 para todo P € Max A[X], ya que P C P. Esto se extiende evidentemente a n
indeterminadas.
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6. Teoria del Grado

Ahora vamos a estudiar la teoria del grado, el dltimo capitulo que nos permitiré definir
anillos Cohen-Macaulay. Empezamos definiendo las sucesiones regulares de un moédulo, y
probaremos que toda sucesion regular maximal tiene la misma longitud, lo que da lugar
a un invariante llamado grado. A continuacién veremos como se relacionan el grado y
la altura, y la relacién entre una sucesién regular y un sistema de parametros de A.
Esta teoria se suele estudiar a través de herramientas homoldgicas, sin embargo, estas se
estudian en cursos superiores al grado. Por esa razén en este trabajo usaremos definiciones
equivalentes pero sin usar herramientas que no hayamos visto bien en el grado o en este
trabajo.

Definicién 6.1. Sea A un anillo conmutativo y M # 0 un A-mddulo. Llamamos sucesion

reqular de M, o M -sucesion, a una sucesion (a1, ...,a,) dondeay,...,a, € A, cumpliendo

1. M # (a1,...,a,)M.
2. a1 no es divisor de cero en M

3. V2 <i<mn, a; no es divisor de cero en M/((ai1,...,a;—1)M).

Decimos que la longitud de la M-sucesion es el nimero de elementos que la forman, es
decir, la longitud de una M-sucesion (a1, ...,a,) €sn.

Observacién 6.2. Tomando M = A podemos hablar de A-sucesiones. En este caso
(ai,...,ay,) es una A-sucesiéon cuando forma un ideal propio, a1 no es divisor de cero y a;
no es divisor de cero en A/(a1,...,a;—1).

Ejemplo 6.3. Consideramos el A-médulo B := A[X7q,...,X,]. Entonces (X1,..., X)) es
una B-sucesién. En efecto, (Xi,...,X,,) es un ideal propio, X; no es divisor de cero en
By X; no es divisor de cero en B/(Xy,...,X;—1) 2 A[X;, ..., X,

Nota 6.4. Consideramos un A-médulo L. Sean también I, .J ideales de A. Tenemos que
(IL/JL)=((I+J)L/JL),y por el Tercer Teorema de Isomorfia

(L/JL)/(ILJJL) = (L/JL)/((I+ J)L/JL) = L/(I + J)L.

Proposicion 6.5. Sea A un anillo conmutativo y M # 0 un A-mddulo. Sean a1, ..., a, €
A y 1< h<n. Entonces (ai,...,a,) es una M-sucesion si, y solo si

1. (a1,...,an) es una M-sucesion.

2. (apst1,---,an) €s una M/(aq,...,ap)M-sucesion.

Demostracion: Si (1) y (2) se cumplen es evidente que (aq,...,a,) es M-sucesién
por definicién. Veamos la otra implicacién. Si (ay,...,a,) es M-sucesién estd claro que
(a1,...,ap) también lo es, por lo que se cumple (1). Para ver que (api1,...,a,) €s
una M/(a1,...,an)M-sucesién debemos comprobar que ap41 no es divisor de cero de
M/(ay,...,ap)M y que a;, con h < i < n, no es divisor de cero de

(M/(a1,...,an)M)/((aps1s- .. ai—1)M/(a1,...,ap)M).

La primera condicién es inmediata por ser (a;); una M-sucesion. Por la nota 6.4 se sigue

que la expresién anterior es isomorfa a M/(ay,...,a;—1). Como (a;); es una M-sucesién
y los moédulos isomorfos anteriores comparten los divisores de cero, obtenemos el punto
(2). O
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Corolario 6.6. Sea A un anillo conmutativo y M %+ 0 un A—mo’du& Sea (a;)i=1,..d una
M -sucesion. Ponemos I = (aq,...,aq). Si denotamos A = (A/I) y M = M/IM, sabemos

que M es un A-mddulo. Sean agi1,...,a, € A. Entonces a1, ...,a, es una M-sucesion
st, y solo si Ggyq,-..,ar es una M-sucesion.

Demostracion: Es consecuencia directa de la proposicién anterior, ya que aqy1, ...,
es una M-sucesion (M visto como A-médulo) si, y solo si agi7, .. ., a, es una M-sucesién
(M visto como A-mddulo), puesto que (Ggi1,...,a,)M = (ag+1,...,a;) M.

Lema 6.7. Sean A un anillo conmutativo y M # 0 un A-mddulo. Si (a,b) es una M-
sucesion reqular, entonces a ¢ Za(M/bM).

Demostracion: Suponemos lo contrario. Entonces existe m € M\bM tal que am = bm/
donde m' € M. Como b ¢ Z,(M/aM) tenemos que m’ € aM, y por lo tanto existe n € M
tal que am = bm/ = ban. Como a no es divisor de cero en M deducimos que m = bn,
es decir, m € bM, contradiciendo la hipétesis. Concluimos que a no es divisor de cero en

M/bM. O
Corolario 6.8. Sean A un anillo conmutativo y M # 0 un A-mddulo. Sea (a;)i=1,...n una
M-sucesion y 1 < h < n. Entonces la sucesion ai,...,ap—1,@nh+1,0h, - - -, 0y €8 M-reqular

st, y solo st apy1 & Za(M/(a1,...,ap—1)M).

Demostracion: Definimos N = M/(aq,...,ap—1)M. Tenemos que (ap,ap11) €s una
N-sucesiéon. Por el lema anterior sabemos que

ap ¢ ZA(N/CLthlN) = ZA(M/(al, e ,ah,l,athl)M).

Por lo tanto, por definicién se sigue que ai,...,ap—1,Qpt1,ah, .- ., an €8 M-regular si, y
solo si apt1 & Za(M/(ay,...,ap—1)M). O

Definicion 6.9. Sean A un anillo conmutativo y M un A-mddulo. Sea I C A un ideal
con M/IM # 0.

1. Siay,...,an € I forman una M -sucesion decimos que es una M -sucesion reqular
en I.

2. Decimos que una sucesion (a;)i=1,..n reqular en I es mazimal si no eziste apy1 € I
tal que ay,...,ant+1 forman una M-sucesion (de longitud n +1).

En las préximas paginas vamos a ver que en el caso Noetheriano, dado M # 0 un
A-médulo, no existe una sucesion infinita (a;);>1 C A de modo que para todo n € N se
tenga que (a;)i=1,...n sea una sucesién regular de M. Una consecuencia inmediata es que
toda sucesién regular se extiende a una maximal finita. Nuestro objetivo sera entonces
probar que toda sucesiéon regular maximal en un ideal tiene la misma longitud sobre un
A-médulo finitamente generado M, la cual denominaremos grado de M en el ideal.

Proposiciéon 6.10. Sea A un anillo conmutativo Noetheriano y M # 0 un A-mddulo.
Entonces no existe una sucesion de longitud infinita (a;)i>1 C A tal que Vn € N la sucesion
finita (a;)i=1,..n es reqular de M.

Demostracion: Supongamos que existe tal sucesién. Entonces tendriamos una cadena
infinita de ideales

(a1) € (a1,a2) S ...
ya que Vn € N, a,, ¢ (ai1,...,a,—1) pues no es divisor de cero de M/(a,...,a;—n)M.
Esto contradice la condicién Noetheriana. O
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Observacion 6.11. En particular, por la proposicién 6.5 no existen sucesiones regulares
de longitud infinita en un anillo Noetheriano.

Observacién 6.12. Que (ay,...,a,) sea una M-sucesiéon maximal en I es equivalente,
por definicién, a que I C Z4(M/(a1,...,a,)M). Esto lo podemos relacionar con la teoria
de primos asociados: Por el Teorema 4.3 tenemos que cuando A es Noetheriano

ZA(M/(a17"'aan)M): U P.
PeAss(M/(a1,...,an) M)

Si M es finitamente generado el conjunto de asociados es finito, y por el segundo le-
ma de evitacion de primos deducimos que I estd contenido en un primo asociado de
M/(ai,...,an)M.

Ahora, como ya hemos comentado, vamos a probar que toda sucesién regular de [
maximal tiene la misma longitud. Para ello empezamos con un lema que nos asegura el
caso de longitud 1.

Lema 6.13. Sean A un anillo conmutativo Noetheriano y M # 0 un A-mddulo finita-
mente generado. Sea I C A un ideal con M # IM y a,b € I no divisores de cero en M.
Si (a) es una M-sucesion mazimal en I, entonces (b) también.

Demostracion: Por la observacion 6.12 sabemos que I estd contenido en un primo
asociado P de M/aM. Tenemos por definicién que existe un m € M/aM no nulo tal
que P-m = 0, o equivalentemente, existe un m € M\aM tal que P-m C aM. Como
I C P tenemos en particular que I -m C aM. Como b € I podemos escribir bm = am/,
con m' € M. Ademds, m’ ¢ bM, de lo contrario existirfa m” € M tal que b = am’ =
abm” = m = am” € aM porque b ¢ Z4(M), absurdo.

Nuestro objetivo es ver que I C Z4(M/bM), asi tendremos que (b) es sucesién regular
maximal en I. Sea r € I. Tenemos que ram’ = brm € baM ya que I -m C aM. Por lo
tanto ram’ = ban, con n € M y se sigue que rm’ = bn € bM pues a ¢ Z4(M). Por lo
tanto r € Z4(M/bM). Como es para todo r € I, queda demostrado el resultado. O

Teorema 6.14. Sean A un anillo conmutativo Noetheriano y M # 0 un A-mddulo finita-
mente generado. Sea I C A un ideal tal que M # IM. Entonces toda M -sucesion regular
mazximal en I tiene la misma longitud.

Demostracion: Para probar el teorema es suficiente ver que si (a;)i=1,.., €s una M-
sucesién maximal en I y (b;)i=1,....n €s una M-sucesién en I, entonces (b;)i—1,...n, €s también
maximal en /. Lo haremos por induccién en n. El caso n = 1 lo hemos probado con el lema
6.13, asi que podemos suponer el enunciado cierto para todo n < k, y lo demostramos
para n = k. Sean entonces (a;);=1,. , una M-sucesiéon maximal en I y (b;)i=1,  una
M-sucesion en I. Definimos para 0 < i < k — 1 los A-médulos N; = M/(a1,...,a;)M y
L; = M/(bi,...,b;)M, donde para i = 0 consideramos M. Entonces por la observacion
6.12 y el segundo lema de evitacién de primos tenemos que

I¢( |J Zaa)u( | ZaLa)

1<i<k—1 1<i<k—1

Entonces podemos escoger un ¢ € I que esté fuera de la reunién en la expresiéon anterior.
Es evidente que (aj ..., ax_1,c) es una M-sucesién. Por hipé6tesis sabemos que ay es una
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Nj_1-sucesiéon maximal en I, y por el lema 6.13 deducimos que ¢ es también una Nj_1-
sucesién maximal en I, es decir,

I C ZA(Ng-1/cNi-1) = Za(M/(a1,...,ax_1,c)M),

asi que (ay,...,ax_1,c) es una M-sucesién maximal en I. Ahora, aplicando el corolario 6.8
reiteradamente obtenemos que (¢, aq ...,ax_1) es una M-sucesién maximal en I, ya que
hemos escogido ¢ tal que no es divisor de cero en N; para cualquier ¢ < k. Andlogamente
deducimos que (¢, by ...,b,_1) es una M-sucesién de I. Por lo tanto, si definimos M’ =
M /eM (observamos que M’ # IM’ porque ¢ € I y M # IM) sabemos por la proposicién
6.5 que (@;)i=1,. k—1 es una M'-sucesién maximal en Iy (b;)i=1,.. x—1 es una M’-sucesién
en I. Por la HI deducimos que la M’-sucesién (bi)i=1,...k—1 es maximal en I, por lo que

I g ZA(M//(bl,. . .,bkfl)M/) = ZA(M/(C, bl, c. ,bkfl)M) = ZA(Lk—l/CLk—l)-

De aqui deducimos que ¢ es una Lj_1-sucesién maximal en I. Como by ¢ Za(Lk—1), b es
una Lj_1-sucesion en I, y por el lema 6.13 es maximal. Por la proposicion 6.5 concluimos
que (b;)i=1,...r es una M-sucesién maximal en I, y el teorema queda demostrado. O

Este teorema nos permite definir el grado de un ideal de un anillo Noetheriano.

Definicién 6.15. Sea A un anillo conmutativo Noetheriano y M # 0 un A-mddulo
finitamente generado. Sea I C A ideal tal que I # IM. Llamamos I-grado de M, o grado
de M en I, a la longitud de las M -sucesiones mazximales de I. Lo denotamos con gry M.

El caso local es importante en dlgebra conmutativa. Si suponemos que (A, m) es local y
M es un A-médulo, entonces toda M-sucesion (a;)i=1,.. 4 estd en m, ya que por definicién
M # (a1,...,aq)M y todo elemento fuera de m es unitario. Entonces el grado de M en
m se denomina profundidad de M y se denota depth M.

Ahora que hemos probado nuestro principal objetivo de la seccién, vamos a ver algu-
nas propiedades importantes del grado, y vamos a relacionar el grado con la altura. En
particular veremos que en un anillo Noetheriano A, el grado de un ideal en A es como
mucho la altura del ideal.

Proposiciéon 6.16. Sea A un anillo conmutativo, I un ideal de A, M # 0 un A-mddulo
y S C A un sm.c. tal que SN Zs(M) = 0. Sea (a1,...,an) una M-sucesion en I.
Si STIM # (a1/1,...,a,/1)S™IM entonces (a1/1,...,a,/1) es una S~ M-sucesion en
S—I.

Demostracion: Si a1, ...,a, € I es obvio que a1/1,...,a,/1 € S~'I. Queremos ver
que
ai/1¢ Zg-14(S7"M/(a1/1,...,a;1/1)S™'M).

Como (ay,...,a;—1) es M-sucesién, tenemos la sucesion exacta (por la izquierda)
O—>M/(al,...,ai_l)Ml>M/(a1,...,ai_l)M 1=1,....n

donde en el caso ¢ = 1 consideramos tan solo M en la sucesién. Sabemos que esto induce
una sucesién de S~ A-médulos

.a;/1 .
0——=S"'M/(ar,...,a;—1)S™'M el S='M/(ay,...,a;—1)S™IM i=1,...,n
por lo que a;/1 no es divisor de cero en S™*M/(ay,...,a;—1)S M. O
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Corolario 6.17. Sea A un anillo Noetheriano, M un A-mddulo finitamente generado vy
S C A un s.m.c. Sea I un ideal propio en A. Entonces gr; M < grg—1;S™ M.

Demostracion: El resultado es trivial a partir del resultado anterior: Si (aq,...,a,) es
M-sucesién maximal en I, es S~ M-sucesién (no necesariamente maximal) en S~*1. [

Con el siguiente ejemplo vemos que la desigualdad del corolario anterior puede ser
estricta.

Ejemplo 6.18. Consideramos el anillo Noetheriano K[X1, X2, X3], donde K es un cuerpo
no nulo. Sea I = (X1, X2, X3)2 N (X1), y consideramos el cociente Noetheriano A =
K[X1, X9, X3]/1. Sea P = (X3, X>2)/I un ideal en A. Tenemos que P C Z(A), ya que por
un lado X1 #0y X7 - Xy =0y porotro Xo #0y Xo- Xo- X7 = 0. Asi que tenemos
grp A = 0. Ahora, consideramos el localizado de A por P, Ap (también Noetheriano). En
este anillo X3 es invertible, por lo que X; = X7 - % = 0. Esto es suficiente para ver que
Xo ¢ Z(Ap), ya que para anular Xy debemos multiplicarlo por X; = 0. Entonces Xo es
Ap-sucesion en PAp, por lo que grp,, Ap > 0.

Proposicion 6.19. Sean A un anillo Noetheriano y M # 0 un A-mddulo finitamente
generado, I C A un ideal tal que Mj IM, yg= gry M. Sea (a;)i=1,.. n una M-sucesion
enlyJ=(ay,...,ay). Poniendo M = M/JM y I = A/I, entonces

1. M#IM ygr; M =g —n.
2. M#IM ygrsM =g—n.

Demostracion: Como M # IM, es evidente que M # IM y que M # I M. Ahora,
por la observacién 6.11 podemos extender la sucesién a una maximal. Sean a,11,...,aq4 €
A tales que (ai,...,aq4) es M-sucesién maximal. Por lo proposicién 6.5 tenemos que
(@n+1,-..,ag) €s una M-sucesién maximal en I, es decir, gr; M = g — n. Ademds, por
el corolario 6.6 sabemos que @411,...,a4 €s una M-sucesién maximal en I, por lo que
ngM =g—n. (]
Proposiciéon 6.20. Sea A un anillo Noetheriano y I C A un ideal generado por n ele-
mentos formando una A-sucesion. Entonces ht I = n.

Demostracion: Lo hacemos por induccién en n. El caso n = 0 es trivial pues el ideal (0)
tiene altura 0. Suponemos cierto el enunciado paran < k y comprobamos que lo es también
para n = k. Suponemos que I = (ay,...,ax), donde ay,...,a; forman una A-sucesion.
Por el teorema de la altura de Krull, ht I < k. Por HI sabemos que J = (a1,...,a5_1)
tiene altura k — 1. Como J C I se tiene que ht I es £ — 1 o k. Supongamos que es k — 1
y lleguemos a contradiccién. Como J C I y ambos tienen altura k — 1, comparten el
conjunto de minimales. Sea un P un primo minimal sobre I (en particular a; € P).
Entonces también es minimal sobre J. Sabemos también por el capitulo 4 del trabajo que
P € Ass(A/J). Por el teorema 4.3 los elementos de P son divisores de cero en (A/J).
Pero aj no es divisor de cero en A/J por definicién de sucesion regular, y hemos llegado
a contradiccion. Concluimos que ht I = k. ([

Corolario 6.21. Sea A un anillo Noetheriano y I C A un ideal propio. entonces gry A <
ht 1.

Demostracion: Por la proposicion anterior, una sucesion regular maximal en I genera
un ideal contenido en I de altura gr; A. Se sigue que gr; A < ht 1. O
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De este corolario nace la idea de los anillos Cohen-Macaulay, que son aquellos en los
que se cumple la igualdad gry A = ht I. Los estudiamos en el capitulo siguiente. Sigamos
viendo propiedades del grado que usaremos mas adelante. Vamos a ver un teorema que se
complementa con naturalidad con la proposicién 4.20, pero necesitamos antes un lema.

Lema 6.22. Sea A un anillo conmutativo, Py, ..., P, € Spec A, I C A un ideal propio y
x €A Si(x,])Z PLU---UP, entonces eziste y € I tal que x +y ¢ PLU---UP,.

Demostracién: Observamos que si para algtin i # j se tiene P; C P; podemos eliminar
P; de la reunién de primos sin cambiar el problema, asi que podemos considerar que
P; ¢ Pj para todo i # j. Supongamos que z € Py,..., P,y ¢ ¢ P.41,..., P, para algin
0 <r <n.Sir =0 el problema es trivial. Veamos que si r = n se cumple el enunciado.
Supongamos que z +y € Py U---U P, para todo y € I. Entonces existe 1 < 5 < n tal
que z +y € P;. Como = € Pj se tiene y € P;. Como es para todo y € I tenemos que
I C PLU---UP,. Por el segundo lema de evitacién de primos existe 1 < k < n tal que
I C Py, concluyendo que (x,I) C P, C P, U---U P,, contradiccién. Por tanto queda
probado el caso r = n.

Suponemos ahora que 0 < r < n. Por el mismo argumento de evitacién de primos que
acabamos de hacer arriba, I ¢ Py U---U P, entonces existe ¢ € I\P; U---U P,. Sabemos
que P11 U---UP, ¢ PLU---UP,, de lo contrario tendriamos P; C P; para algAn par
i # j. Existe entonces algin d € (P,y1 U---UP)\(PLU---UP,). Seay =cd € I. Si

r+y € P, parai¢ = 1,...,r entonces y € P;, pero esto contradice la definicién de ¢ y
d y que los P; son primos. si x +y € P; para algin j = r + 1,...,n entonces x € P;,
contradiciendo la hipdtesis. Asi, z+y ¢ PiU---UP,. O

Teorema 6.23. Sea A un anillo Noetheriano y I C A un ideal propio. Si gryA=mn y I
puede ser gemerado por n elementos, entonces I puede ser generado por una A-sucesion
de longitud n.

Demostracion: Suponemos que I = (z1,...,z,). Construiremos elementos aq, ..., a,
formando una sucesién regular tales que para i # n

n
ai=mzi+ > bz
j=i+1

y an = Ty, de esta manera tendremos que I = (ay,...,a,). Sin = 0 es trivial. Suponemos
n > 0. Definimos J; = (x;,...,2,) y se tiene que I = (x1,J2) ¢ Z(A) ya que gr; A > 1.
Como Z(A) es una reunién de primos asociados, por el lema 6.22 existe y € Jy tal que
x1+y ¢ Z(A). Ponemos a; = x1 + y y observamos que es una sucesién regular en I. Si
n = 1 ya lo hemos demostrado. Suponemos n > 1. Tenemos entonces que I ¢ Z(A/(a1)).
Veamos que Jy ¢ Z(A/(a1)). Considerando que x1 = a; — y, tenemos que todo z € I se
puede escribir como
z="biay +byxys + - -+ by,

donde b; € A. Si se tuviera que Jy C Z(A/(a1)) tendriamos que z € Z(A/(a1)) ya
que bia; se anula en A/(a1), pero esto contradice que I ¢ Z(A/(a1)). Se sigue pues
que Jo = (we,J3) ¢ Z(A/(a1)) y de nuevo por el lema 6.22 existe yo € J3 tal que
xz2 +y2 & Z(A/(a1)), y definimos as = x2 + y2. Si n = 2 ya hemos acabado, si no,
I ¢ Z(A/(a1,a2)), y siguiendo el mismo procedimiento que acabamos de hacer definimos
a3 = x3 +ys ¢ Z(A/(a1,a2)), donde y3 € Jy. Si seguimos haciendo el procedimiento
llegaremos a tener una sucesioén regular (ai,...,a,) generando I. O
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Lema 6.24. Sean A un anillo Noetheriano y M, N dos A-mddulos finitamente generados.
Supongamos que gry M, gr; N > 0. Entonces existe x € I no divisor de cero en M ni N.

Demostracion: Supongamos que no existe un x € I como en el enunciado. Entonces
I C Z4(M)UZA(N), es decir, I estd contenido en un primo asociado de M o N, lo que
implicaria que el grado de M o N es cero, contradiciendo la hipdtesis. O

Proposicion 6.25. Sean A un anillo Noetheriano y

f g

0 My Mo M3 0

una sucesion exacta de A-mddulos finitamente generados. Sea I C A un ideal tal que
I # IM; para i =1,2,3. Entonces si gry Ma > gry M3 se tiene que gry My = gr; M3+ 1.

Demostracion: Supongamos que gry Ms > 0. Entonces por el lema anterior sabemos
que existe x € I no divisor de cero en My ni Ms. Ademds = tampoco es divisor de cero
en M;i: Si existe m € M;\{0} con zm = 0 se tendrAa zf(m) = 0, donde f(m) # 0,
contradiccion. Entonces podemos construir la sucesion exacta

0 M, JaMy —L = My /My —2 My /e Mz — 0.

En efecto, esta sucesion se obtiene al tensorizar por A/(z), y sabemos que es exacta por
la derecha, por lo que solo queda ver que lo es por la izquierda. Es suficiente comprobar
que f(M;) NaxMy = f(xzM;) de esta manera aseguramos la inyectividad que deseamos.
Supongamos entonces que f(mi) = zmgy. Entonces xg(msg) = 0, por lo que my € kerg =
Im f y existe m} € M; tal que f(m)) = mq. Entonces f(xm)) = xmg, como querfamos
ver (la otra inclusion es obvia). El grado de los médulos en la sucesién exacta ha bajado
en exactamente 1 por la proposicién 6.19. Podemos reiterar este paso hasta obtener una
sucesion exacta donde el tercer médulo tiene grado 0 sobre I. De nuevo por lo proposicion
6.19 basta con reducirnos al caso en que gry M3 = 0 y demostrar que gr; My = 1.

Sea x € I no divisor de cero en M. Entonces x no es divisor de cero en M;. En efecto,
si m € M;\{0} tal que zm = 0, tenemos que = f(m) = 0 donde f(m) # 0, contradiciendo
la eleccién de z. Por lo tanto gry M; > 1.

Finalmente queremos ver que el grado de M; no crece més, es decir, queremos com-
probar que I C Z4(Mi/xMji). Observamos que como gry(Ms) = 0, I C Z4(M3), por lo
que I estd contenido en un primo asociado de M3, pongamos I C (0 : mg3). Como g es epi-
morfismo podemos escoger mgy € My tal que g(mse) = ms. Observamos que xmgy € f(My),
ya que g(xmg) = xms = 0 por lo que zmg € kerg = Im f. Pero xms ¢ xf(M;) ya que
si existe m; € M tal que zf(my) = xmsg tendriamos que f(mj) = mg ya que x no es
divisor de cero en Ms, pero esto es una contradiccion pues g(mg) # 0. Por ltimo nos
fijamos en que I-xmgy = x-(Img) € xf(M;) ya que g(Img) = I'ms = 0. Esto nos dice que
I esta contenido en los divisores de cero de f(Mj)/zf(M1) que es isomorfo a My /xMy,
asi que I C Za(My/xMy). O

Proposicion 6.26. Sea A un anillo Noetheriano y M un A-mddulo finitamente generado.
Sean I,J C A ideales tales que IM # M # JM. Entonces gryy M = min{gr; M, gr; M }.

Demostracion: Sea k := min{gr; M, gr; M}. Como I.J C I, J es evidente que gr;; A <
k, asi que basta con ver que gr;; M > k. Ponemos gr; M = n y gr; M = m. Sean
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(a1,...,an) y (b1,...,by) dos sucesiones regulares maximales en [ y J respectivamente.
Definimos ¢; = a1by. Es evidente que ¢; ¢ Z4(M) ya que a1 y by no lo son, por lo tanto
c1 forma parte de una sucesion regular en IJ. Extendemos esta sucesién regular a dos
maximalesen I 'y en J, (¢1,ab,...,a),)y (c1,bh,...,b),) respectivamente. Ahora definimos
cy = agby, y se cumple que co ¢ Z4(M/c1 M) ya que ag y be no lo son, entonces (c1, c2) es
una M-sucesion en IJ. Siguiendo el proceso acabamos obteniendo una M-sucesién regular
en IJ de longitud k. Consecuentemente, gr;; M > k. O

Corolario 6.27. Sea A un anillo Noetheriano y M un A-mddulo finitamente generado.
Si I C A es un ideal tal que IM # M, entonces gry M = gr.q1 M.

Demostracion: Como I C rad I es evidente que gr; M < gr..4; M. Probemos entonces
que gr; M > gr,.q; M. Por ser A Noetheriano existe k& € N tal que (rad I)* C I. Tenemos
entonces por la proposicion anterior que

gry M > graqpe M = grraqr M.
O

Corolario 6.28. En la misma situacion que en la proposicion 6.26 se tiene gry; M =
gring M.

Demostracion: Como IJ C I N J sabemos que gr;; M < gr;; M. Veamos la otra
desigualdad. Tenemos que rad I.J = rad(I N J). En efecto, una inclusion es trivial, y si
x € rad(I N J) entonces existe ¢ € N tal que o' € I N .J, y por lo tanto ()2 € I.J = = €
rad IJ. Por el corolario 6.27 tenemos que

grrg M = griaarg M = grraqngn M = gring M.

Corolario 6.29. Sea A un anillo Noetheriano, M un A-mddulo finitamente generado y
I C A un ideal. Entonces

gr; M =min{grp M | P € Ass A/I}.

Demostracion: Sabemos que rad I = [ pe pes AJT P. Por los corolarios 6.27 y 6.28 junto
a la proposicion 6.26 tenemos que

gry M =gr, ;M= M =min{grp M | P € Ass A/I}

grﬂPEAss A/I

por haber un niimero finito de primos asociados a A/I. O

Por dltimo vamos a ver un resultado muy importante, que acota, en el caso de un
anillo local Noetheriano (A, I), la profundidad de un A-médulo M finitamente generado
por la dimensién de los cocientes A/P donde P es un asociado de M.

Teorema 6.30. Sea (A, I) un anillo local Noetheriano y M # 0 un A-mddulo finitamente
generado. Entonces depth M < dim A/ P, para todo P € Ass M.

Demostracion: Lo hacemos por induccién en depth M. Cuando depth M = 0 es tri-
vial. Sea k > 0 y suponemos cierto el enunciado para depth M < k; estudiamos el caso
depth M = k. Al tener depth M > 0 sabemos que existe z € A (no unidad) no divi-
sor de cero en M, y consideramos M = M/xM. Escogemos m € M tal que A -m es
maximal entre los submdédulos ciclicos anulados por P (existe por definicién de primo
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asociado). Queremos ver que P son divisores de cero en M. Para ello vemos que m ¢ xM.
Si m € v M entonces existe m’ € M tal que m = xm/. Se tiene que P también anula a
A-m’ ya que x no es divisor de cero en M, y ademéas A-m C A-m/. En efecto, si se
tuviera A-m = A-m/ existirfa y € A tal que m' = ym = yam’, por lo que m’(1 —zy) =0,
pero sabemos que 1 — zy es unidad ya que x ¢ A*, por lo que m’ = 0, absurdo. Tenemos
entonces que P C Z4(M). Por el segundo lema de evitacién de primos P C @ para algtin
Q € Ass M. Tenemos que = ¢ P por lo que (M)p = 0, entonces P ¢ Supp M D Ass M y

consecuentemente P C @. Finalmente, por la HI obtenemos
depth M = depth M +1 < dim A/Q + 1 < dim A/P.

y como hemos escogido P € Ass M arbitrario, la desigualdad es cierta para todo P €
Ass M. O
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7. Anillos Cohen-Macaulay

A continuacién vamos a introducir los anillos Cohen-Macaulay. Son muy importantes
por varios motivos, se estudian en profundidad pues aparecen con frecuencia en diver-
sas areas de las matematicas, por ejemplo, en geometria algebraica, combinatoria, y por
supuesto, dlgebra conmutativa. Ademas son estables bajo muchas operaciones, como por
ejemplo al localizar, o adjuncién de indeterminadas polinémicas. En esta seccion dedica-
mos unas paginas a su estudio. Empezamos definiendo este tipo de anillo y demostrando
algunas de sus propiedades béasicas. Nuestro objetivo final del capitulo es demostrar que
si A es un anillo Noetheriano, entonces A es Cohen-Macaulay si, y solo si su anillo de
polinomios lo es. Necesitaremos este resultado para probar el teorema objetivo de este
trabajo: Todo complejo simplicial shellable es Cohen-Macaulay sobre cualquier cuerpo.

Consideramos (A, m) un anillo local Noetheriano. Recordemos que por el corolario 6.21
tenemos que depth A < dim A.

Definicién 7.1. Sea (A,m) un anillo local Noetheriano. Decimos que A es un anillo
Cohen-Macaulay cuando se tiene la igualdad depth A = dim A.

Ejemplo 7.2. Sea K un cuerpo no nulo. Consideramos el anillo A = (K[X])x). 4 es
local con maximal (X), y la unica cadena de primos posible es de longitud 1, por el
teorema de la dimensién. Ademds la sucesiéon (X) es regular ya que es claramente no
divisor de cero en A, por lo que A es un anillo Cohen-Macaulay.

Observacién 7.3. La desigualdad del teorema 6.30 nos dice que
depthA < dim A/P < dim A

para todo P € Ass A. Entonces si A es Cohen-Macaulay tenemos que depth A = dim A/P
para todo P € AssA. En particular, todo primo asociado de A es minimal y tiene la
misma co-altura (o dimension).

Una importante conexién entre la teoria de la dimensién y la teoria del grado es la
siguiente.

Lema 7.4. Toda sucesion regular en un anillo local Noetheriano (A,m) forma parte de
un sistema de pardmetros de A.

Demostracion: Lo hacemos por induccién. Sea (ai,...,a,) una sucesién regular de
A. El caso n = 0 es trivial, entonces suponemos cierto el enunciado para n < k. Por la
proposicién 5.28 dim A/ (a1, ..., ax) > dim A—k. Ademds, como a, ¢ Z(A/(a1,...,ak-1))
tenemos en particular que ax no estd en ninguno de los minimales de (a1, ..., ax_1), y por
tanto, junto a la HI,

dim(A/(a1,...,ax-1))/(ar) = dim A/(ai,...,ar) < dimA/(a,...,a5—1) =dimA—k+1

y concluimos entonces que dim A/(aq,...,a;) = dim A — k, y por lo tanto es parte de un
sistema de parametros. O

Corolario 7.5. Sea A un anillo local Cohen-Macaulay de dimension d y (a1, ...,a,) una
A-sucesidn. Entonces para todo 1 < i <n se tiene A/(a1,...,a;) es Cohen-Macaulay de
dimension d — 1.

Demostracion: Observemos que n < d. Basta con ver que depth A/(aq,...,a;) =
dim A/(a,...,a;). Por el lema anterior (aj,...,a;) también forma parte de un sistema
de parametros. Por las proposiciones 5.28 y 6.19 tenemos que al ser A Cohen-Macaulay
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depth A/(ay,...,a;) =depthA —i=d—i=dimA —i=dimA/(ai,...,aq;).

O

Resulta que una caracterizacién de los anillos Cohen-Macaulay es que la implicacion
del lema 7.4 sea reciproca, es decir:

Proposicién 7.6. Sea (A,m) un anillo local Noetheriano. Entonces son equivalentes

1. A es Cohen-Macaulay.

2. ai,...,a, es A-sucesion si, y solo siaq,...,a, forma parte de un sistema de pardame-
tros de A.

Demostracion: Veamos (1) = (2). Ya hemos visto que si aq, ..., a, es sucesién regular
entonces forma parte de un sistema de pardmetros de A. Estudiemos la otra implicacién.
Si r = 0 es trivial. Suponemos que a1, ..., a, es parte de un sistema de pardmetros de A.
Entonces dim A/(a;) = dim A — 1. Ademds a1 ¢ Z(A) = Upecassa P, de lo contrario a;
estaria en algin asociado P de A y por la observacion 7.3

dimA/(a;) =dimA/P =dim A

contradiccién. Entonces ap es sucesion regular, y por el corolario anterior A/(aq) es Cohen-
Macaulay. Ahora, ag,...,a, forma parte de un sistema de pardmetros de A/(ay). Repi-
tiendo el proceso que acabamos de hacer obtendremos que (ai,...,ay,) es una A-sucesion.

(2) = (1) Supongamos que depth A =n y (ay,...,a,) es una sucesién regular. Enton-
ces es un sistema de parametros y por la proposicién 5.24 dim A = n = depth A luego A
es Cohen-Macaulay. O

Esta caracterizacion es de las mas importantes, ya que expone de manera explicita la
propiedad Cohen-Macaulay. Esto es porque la dimension estd determinada por cualquier
sistema de parametros y la profundidad por cualquier sucesién regular maximal.

Podemos extender de manera natural la propiedad Cohen-Macaulay a anillos no nece-
sariamente locales:

Definicién 7.7. Sea A un anillo Noetheriano. Decimos que A es Cohen-Macaulay si para
todo maximal m € Max A se tiene que Ay es Cohen-Macaulay.

Vamos a probar las propiedades basicas de anillos Cohen-Macaulay. Para ello definimos
antes los ideales puros.

Definicion 7.8. Sea A un anillo Noetheriano y I C A un ideal propio. Decimos que I es
puro si todos su primos asociados tienen la misma altura.

Observacion 7.9. Si [ es puro con ht I = n tenemos en particular que el conjunto de
asociados a I es exactamente el conjunto Min I y ht P = n para todo P € Ass A/I.

Proposicion 7.10. Sea A un anillo Noetheriano. Entonces son equivalentes:

1. A es Cohen-Macaulay.

2. Todo ideal generado por una A-sucesion es puro. (Macaulay)
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3. gry A =ht1 para todo ideal I de A.

4. grm A =htm para todo mazimal m de A.

Demostracion: (1 = 2) Consideramos un ideal J = (a1, ..., a,) generado por elementos
de una A-sucesién (no necesariamente maximal). Si A es Cohen-Macaulay entonces Ay, es
Cohen-Macaulay para todo maximal m en A. Sabemos que J estd contenido en al menos
un maximal. Observamos que

AssA/J = U Ass An /I
JCmeMax A

Entonces podemos considerar el caso (A, m) local para cualquier m y ver que la altura
de los asociados de A/J en cualquier caso es n. Denotamos g = depth A = dim A. Sea
P e Ass A/J. Por el corolario 6.20 n = ht J < ht P.

Por otro lado, por el teorema 6.30 depth A/J < dim A/P, y por la proposicién 6.19
g—n < dim A/P. Adems4s se tiene la desigualdad

ht P+ dim A/P < dim A

por lo que

htP <dimA-dimA/P<g—(g—n)=n.
En definitiva, ht P = n para todo P € Ass A/J. En otras palabras, todo ideal generado
por una A-sucesién es puro.

(2= 3) Sea I C A un ideal propio y n su grado en A. Existe una A-sucesién en I,
(a1,...,a,) maximal. Definimos el ideal J = (ay,...,a,). Es evidente que I C Z4(A/J),
y por el segundo lema de evitacién de primos, I C P para algin P € AssA/J. Por
hipétesis, J es puro, y por la proposiciéon 6.19 se sigue que ht J = n = ht P. Como
J C I C P tenemos que ht I = n, obteniendo gr; A = ht I.

(3= 4) Trivial
(4 = 1) Es inmediato pues en particular, por el corolario 6.17
depth Ay > gry A = htm = dim Ay,

para todo m € Max A. Pero por el corolario 6.21 depth A, < dim Ay, por lo que
depth Ay, = dim Ay, para todo maximal m C A, y A es Cohen-Macaulay. O

Nuestro objetivo ahora es demostrar que si tenemos un anillo A Cohen-Macaulay e
indeterminadas X1, ..., X, entonces el anillo A[X}, ..., X,] también es Cohen-Macaulay.
Para ello necesitamos probar primero que toda A sucesién es también A[X,..., X,]-
sucesion y que en un anillo de polinomios, un maximal no estd contenido en los divisores
de cero del anillo.

Lema 7.11. Sea A un anillo Noetheriano, I C A ideal y X1,...,X, indeterminadas.
Sean ai,...ar € A. Si(ai,...,a,) es A-sucesion en I, entonces también es A[X1, ..., X,]-
sucesion en I[X].

Demostracion: Por un paso inductivo sencillo basta con probar el caso n = 1, consi-
deramos entonces X; = X. Es evidente que al tener a; ¢ Z(A) se tiene a1 ¢ Z(A[X]).
Definimos J = (ai,...,ax—1) con 1 < k < r. Queremos ver que a;, ¢ Z(A[X]/J[X]),
pero A[X]/J[X] = (A/J)[X], y como a, ¢ Z(A/J) es evidente que ay, ¢ Z((A/J)[X]).
Por consiguiente (ay,...,a,) es una A[X,..., X,]-sucesién. Ademds estd claro que si la
sucesién estd en I, también estd en I[X]. O
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Lema 7.12. Sea A un anillo Noetheriano y m un mazimal de A[X]. Entonces tenemos

m ¢ Z(A[X)).

Demostracion: Supongamos lo contrario. Entonces X ¢ m y tendriamos (X) +m =
A[X], porlo que 1 = f+ ¢gX, donde f € my g € A[X]. Pero entonces f =1 — gX debe
ser divisor de cero, que es absurdo pues f = 1 — gX tiene término constante igual a 1. [J

Teorema 7.13. Sea A un anillo Cohen-Macaulay y X1, ..., X, indeterminadas. Entonces
A[X1,...,X,] es Cohen-Macaulay.

Demostracion: Por un paso inductivo sencillo basta con ver el caso n = 1, por lo
que solo consideramos X1 = X. Por la proposicién 7.10 podemos demostrar que A[X] es
Cohen-Macaulay probando que para todo m ideal maximal en A[X] se cumple gr, A[X] =
ht m. Sea entonces m un maximal de A[X] arbitrario y sea P = m® su contraccién. Sea
ht P = s, por la observacién 5.31 ht m = s+ 1. Queremos ver entonces que gr,, A[X]| = s+1

Por 7.10, sabemos que grp A = ht P = s. Sea (a1, ...,as) una A-sucesién en P, por el
lema 7.11 también es A[X]-sucesién en m. Consideramos el ideal J = (ay,...,as)[X] en
A[X] y el cociente m = m/J. Tenemos que m es maximal en A[X]/J, y por el lema 7.12
m ¢ Z(A[X]/J), por lo que m ¢ Z(A[X]/J). De esto deducimos que gr,, A[X] > s+ 1,y
por el corolario 6.21, gr,, A[X] < htm = s+ 1. Finalmente, gr,, A[X] = s+ 1 = ht m. Por
lo tanto A[X] es Cohen-Macaulay.

O

Observacion 7.14. Todo cuerpo K es trivialmente Cohen-Macaulay, por lo que el anillo
K[Xy,...,X,] es Cohen-Macaulay.

Normalmente la propiedad de Cohen-Macaulay se estudia sobre médulos, y los anillos
Cohen-Macaulay son un caso particular en el que se considera un anillo A como A-mddulo.
Nosotros no lo hemos introducido de esta manera pues no lo necesitamos, y demostrar lo
que hemos demostrado para moédulos alargaria innecesariamente el trabajo. Sin embargo,
si que vamos a introducir brevemente los médulos Cohen-Macaulay para poder probar un
resultado que necesitaremos en el teorema final. Primero definimos el caso local.

Definicién 7.15. Sea (A, m) un anillo local Noetheriano y M un A-mddulo finitamente
generado. Decimos que M es Cohen-Macaulay si depth M = dim M.

Proposicién 7.16. Sea (A,m) un anillo local Noetheriano y My, Ma, Ms A-mddulos fi-
nitamente generados tales que dim My = dim M3 + 1, y My y M3 son Cohen-Macaulay.
Si tenemos una sucesion exacta

0 My Mo M3 0

entonces My es Cohen-Macaulay de dimension dim M7 = dim M.
Demostracion: Es inmediato a partir de las proposiciones 5.4 y 6.25. O
Ahora definimos los médulos Cohen-Macaulay para los casos no locales.

Definicion 7.17. Sea A un anillo Noetheriano y M un A-mddulo finitamente generado.
Decimos que M es Cohen Macaulay si My, es Cohen-Macaulay sobre Ay para todo m €
Max A.
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Observacion 7.18. Si A es un anillo Noetheriano y I es un ideal, A/I es Cohen-Macaulay
como anillo si, y solo si A/I lo es como A-médulo.

Queremos probar la proposicién 6.16 en el caso no local para poder aplicarlo en el
teorema final. A priori se deberia localizar por cada maximal de A y comprobar que se
mantienen las hipdtesis necesarias de la proposicién, no obstante esto no tiene por qué ser
cierto, ya que al localizar los mdédulos en la sucesién exacta podriamos perder la hipdtesis
dim(M3)m = dim(M3)m + 1. Pero vamos a ver que la proposicién deseada es vélida para
un cierto tipo de anillos; los anillos graduados. Empezamos definiéndolos.

Definicién 7.19. Decimos que un anillo A es graduado (positivamente) si descompone
en grupos aditivos A = @izo A; tal que A;Aj; = Ay, para todo i, j € Z.

Sea M un A-mddulo. Decimos que M es graduado (positivamente) si descompone
en grupos aditivos M = @,~, M; tal que A;M; C M;yj. Llamamos a M; el i-ésimo
componente homogéneo de M.

En la notacién de la definiciéon anterior, llamamos a los elementos x € M; homogéneos
de grado i (el 0 es homogéneo de grado arbitrario), y a los elementos de A; i-formas.
Podemos escribir un elemento x € M de manera tinica como suma finita de elementos
homogéneos, x = >, x;, con x; € M;. Los elementos x; que aparecen en la suma se
denominan componentes homogéneas de x.

Ejemplo 7.20. Un anillo de polinomios A[X7,...,X,] es un anillo graduado, donde el
componente homogéneo i-ésimo esta formado por los polinomios homogéneos de grado 1.

Proposiciéon 7.21. Sea A un anillo graduado con una descomposicion como en la defi-
nicion 6.15. Entonces 1 € Ag y Ag es un subanillo de A.

Demostracion: Por definicién, AgAg € Ag, por lo que es cerrado multiplicativamente.
Podemos escribir 1 como suma finita de elementos homogéneos 1 = >, x;, x; € A;. Se
tiene para todon € I, x, = 1-x, = ), x;x,. Comparando los grados de los componentes
homogéneos de 1 se observa que x,, = xgx, para todo n € I, por lo que x¢g = 1 al ser
1 # 0. Concluimos que Ay es subanillo de A.

Observacién 7.22. Consecuentemente, se tiene para todo i que A; es Ag-mddulo.

Definicion 7.23. Sea M un A-mddulo graduado y N un A-submddulo de M. Decimos
que N es un submddulo graduado de M si es graduado y ademds el morfismo de inclusion
¢ : N <= M cumple (N;) C M; para todo i € Z. Llamamos a los submddulos graduados
de A ideales graduados.

Proposicién 7.24. Sea A un anillo graduado y I un ideal graduado de A. entonces A/I
es un anillo graduado con descomposicion A/l = @,;~q(Ai/ ;).

Demostracion: Veamos primero que A" :— @~ (A4;/1;) es un anillo graduado. Basta
con comprobar que AjA} C Aj;. Sea entonces ai+1; € Al ya;+1; € A’ Entonces
(ai + L;)(aj + I;) = asa; + a;lj + a;1; + I;1;. Como A es graduado, a;a; € A;j y como
ademds [ es ideal, a;1; C I;1; y a;I; C I;I;, por lo que se cumple que A;A; C A;ﬂ-, y
A" es graduado. Ahora veamos que A’ = A/I. Definimos un morfismo de A en A’ tal
que é(ag, + -+ +ay,) = (ag, + In,) +--- + (ag, + I1,), donde ay, € A;%‘ Estéd claro
que I C ker ¢, y como I es graduado, la otra inclusién también es cierta. Por el primer
teorema de isomorfismo, A/I = A’. O
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Definicion 7.25. Sea A un anillo graduado y I un ideal de A arbitrario. Definimos
I* C I como el ideal graduado generado por los elementos homogéneos de I, es decir,

i>0
Observaciéon 7.26. I* es el ideal graduado mas grande contenido en I.

Proposicion 7.27. Sea A un anillo graduado, y M un A-mddulo graduado.

1. Si P € Spec A entonces P* € Spec A.

2. 8t P € Supp M entonces P* € Supp M.

Demostracién: (1) Sean a = 3, a; ,b = > ;b; € A tal que ab € P* pero a,b ¢ P*.
Entonces existen enteros p y ¢ tal que a, ¢ P* con a; € P* para i < p, y by ¢ P* con
b; € P* para j < gq. El componente homogéneo (p + g)-ésimo de ab € P* es

Tpt+q = Z a;b;

i+j=p+q

y por ser P* graduado, xp, € P*. Todos los sumandos de z,4, estdn en P* excepto
posiblemente ayby, lo que confirma que a,b, € P* C P. Al ser P primo se tiene que
ap € P o bg € P, y al ser ambos homogéneos, a, € P* o b, € P*.

(2) Por el contrarreciproco, supongamos que Mp+ = 0 y sea x € M un elemento
homogéneo. Entonces existe a € A\ P* tal que az = 0. Pongamos que a = ), a;, entonces
a;x = 0 para todo i, y ademds existe un entero n tal que a, € A\P*, por lo que en Mp,
T _ an

1= 1=0. Como esto ocurre para todo componente homogéneo de M, Mp =0. [

Ahora definimos los anillos *locales

Definicién 7.28. Sea A un anillo graduado. Un ideal graduado m de A es *maximal si
todo ideal graduado que contiene a m estrictamente es igual a A. Decimos que A es *local
si posee un unico ideal *mazimal m, y lo denotamos (A, m).

Ejemplo 7.29. Consideramos el anillo A = K[X,....X,], donde K es un cuerpo. Ya
hemos visto que es un anillo graduado. Es evidente que el ideal (X7,..., X,,) es un ideal
graduado, y que ademas no puede haber otro ideal graduado que no esté contenido en
este, por lo que A es un anillo *local con *maximal m = (Xy,...,X,). En este caso,
nuestro *maximal es un maximal en el sentido corriente. De hecho, se puede probar que
en un anillo graduado positivamente, todo *maximal es maximal.

Si ademds I es un ideal graduado de A, tenemos por la proposicién 7.24 que A/I
es un anillo graduado, y como I C m tenemos que sigue siendo *local con *maximal
m=(Xg,...,Xpn).

El siguiente resultado serd el que nos permite demostrar el teorema final. La demos-
tracion utiliza métodos homoldgicos, por lo que no la daremos aqui. Una demostracién se
puede encontrar en [2].

Teorema 7.30. Sea (A,m) un anillo Noetheriano *local y M un A-mddulo graduado
finitamente generado. Entonces

1. dimg M = dimg,, My,.
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2. gry M = gr; My. En particular gr,, M = depth My,.

3. M es Cohen-Macaulay sobre A si, y solo si My es Cohen-Macaulay sobre Ap,.

Habiamos visto que no se podia generalizar por completo la proposicién 7.16 porque
al localizar perdiamos las hipétesis necesarias. Sin embargo, este teorema afirma que en
el caso graduado este problema desaparece, pues nos dice que basta con localizar por el
*maximal m, y al hacerlo se mantienen las hipétesis tanto del grado como de la dimension.
Hemos justificado la siguiente proposicion.

Proposicién 7.31. Sean (A, m) un anillo Noetheriano *local y My, Ma, M3 tres A-mddu-
los graduados finitamente generados tales que Mo y Ms son Cohen-Macaulay y ademds
dim My = dim M3 + 1. Si tenemos una sucesion exacta

0 M, Mo M3 0

entonces My es Cohen-Macaulay de dimension dim M7 = dim Ms.
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8. Anillos de Stanley-Reisner

Estudiamos los anillos de Stanley-Resiner, el foco principal de este trabajo. Estos ani-
llos son un pilar del dlgebra conmutativa combinatoria, y fueron objetos culminantes en
la demostracién de Stanley del Upper Bound Theorem para esferas simpliciales. Empe-
zamos el capitulo definiendo los monomios e ideales monomiales. Seguido definiremos los
complejos simpliciales, a los cuales asignaremos un anillo; el anillo de Stanley-Reisner del
complejo.

Definicién 8.1. Sea K un cuerpo y A = K[X1,...,X,]. Un monomio en A es un ele-
mento X{* -+ X% con a; € N para todo i. Decimos que es un monomio libre de cuadrados
st para todo i se tiene a; < 1.

Definicion 8.2. Decimos que un ideal I de A es monomial si estd generado por mono-
mios. Decimos que es un ideal monomial libre de cuadrados si estd generado por monomios
libres de cuadrado.

Observacioén 8.3. Hemos visto en el ejemplo 7.20 que K[X1,...,X,] es un anillo gra-
duado, y es evidente que un ideal monomial es un ideal graduado pues esta generado por
elementos homogéneos.

Observacién 8.4. El conjunto de todos los monomios de A = K[X;,...,X,]| forman
una K-base de A.

Proposicién 8.5. Sea I un ideal monomial y f € K[X1,...,Xy]. Sia = (m1,...,my,) €
N" denotamos X = X{"* --- X' Pongamos entonces

S
f e Za] .XO‘]'
j=1

donde aj € K yoj € N". Si f € I, entonces cada término de la suma estd en I.

Demostracion: Si f € I tenemos en particular que f estd generado por los monomios
que generan I. Por lo tanto podemos escribir f como una combinacién lineal de los
monomios generadores de I. Es evidente que esta suma debe ser idéntica a la del enunciado
por la observacién anterior, por lo que concluimos que cada término de f pertenece a I.[]

Definicién 8.6. Consideramos un monomio X{* ... X% . Definimos su radical como

NECTIS I, |

Definimos ahora los complejos.

Definicién 8.7. Sea V = {vi,...,v,} un conjunto finito. Un complejo simplicial A
sobre V' es una familia de subconjuntos de V', cumpliendo que si F' € A entonces para
todo G C F se tiene G € A .

A los elementos de A se les llama caras. Si F € A es una cara, se define la dimension
de F' como dim F' = |F| — 1, y la dimension de A como dim A = max{dim F' | F' € A}.
Llamamos vértices a las caras de dimension 0 y aristas a las caras de dimension 1.

A las caras de A maximales respecto la inclusion se les llama caras maximales.
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Observacion 8.8. Tal y como los hemos definido, todo complejo simplicial estd determi-
nado por sus caras maximales. Reciprocamente, dados {F1,..., F,} C V determinan un
complejo simplicial. Esto motiva la siguiente definicién.

Definicién 8.9. Sea V. = {v1,...,v,}. Dados subconjuntos {Fi,...,F,} C V defini-
mos el complejo simplicial generado por Fi,...,F, como el mds pequeno conteniendo
i, ... F,, es decir, el complejo que contiene todo los subconjuntos de F; para todo 1,
y lo denotamos por (Fi,...,F,). Llamamos a un complejo generado por una sola cara
maximal un simplex.

Ejemplo 8.10. Consideramos un conjunto de vértices V' = {v1,...,v5}. Un posible
complejo simplicial sobre V es la familia

{Ul}a {’02}> {U3}a {’04}7 {U5}a {01702}> {U27U3}7 {’U23U4}’ {U37U5}7 {U47U5}

Es decir, el complejo <{1)1,”U2}, {02703}7 {1)2,1)4}, {U37U5}7 {U47U5}>'

Todo complejo simplicial tiene una realizacién geométrica en un espacio afin de di-
mension finita. Por ejemplo, la realizaciéon geométrica del complejo del ejemplo anterior
es

Us

U3 Vg

V2

U1

Figura 1

Queremos definir los anillos de Stanley-Reisner de un complejo A sobre un conjunto
V ={v1,...,v,}. Para ello consideramos el anillo K[X7, ..., X,], donde K es un cuerpo,
y vamos a estudiar qué ocurre al identificar los vértices v; con las indeterminadas X;, lo
que nos conducird a las definiciones bésicas de la teoria de Stanley-Reisner.

Proposicién 8.11. Sea I C K[Xy,...,X,] un ideal monomial libre de cuadrados. en
particular, es generado por un numero finito de monomios libres de cuadrados. Entonces
los monomios libres de cuadrados fuera de I definen un complejo simplicial Aj.

Demostracion: Basta con observar que los monomios libres de cuadrados fuera de [
son aquellos no divisibles por algin monomio en I. Es evidente que si X;, ... X;, esta
fuera de I entonces todo divisor esta fuera de I. Por lo tanto, esta claro que identificando

{vi,,...,v;,} con X; ... X;, obtenemos un complejo simplicial A; cuyas caras maximales
corresponden a los monomios libres de cuadrados maximales (respecto divisibilidad) no
divisibles por I. O

Esta proposicion motiva las dos definiciones siguientes.

Definicion 8.12. En la situacion de la proposicion anterior, llamamos a Ay el complejo
simplicial de Stanley-Reisner de I.
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Definicion 8.13. Sea A un complejo simplicial sobre V. Definimos el ideal de Stanley-
Reisner de A como el generado por los monomios correspondientes a los subconjuntos de
V' minimales (respecto inclusion) fuera de A, y lo denotamos por Ia.

Observacion 8.14. Los dos objetos definidos son inversos el uno del otro, en el sentido
de que Aj,, = Ay Ia ,» = I'. Esto induce una correspondencia biyectiva entre complejos
simpliciales e ideales monomiales libres de cuadrados. Como consecuencia, al hablar de
caras del complejo y sus correspondientes monomios libres de cuadrados no se suele dis-
tinguir entre el conjunto de vértices V' = {v1,...,v,} de un complejo y las indeterminadas
X1,...,X,. Con esto, podemos reformular la definicion de ideal de Stanley-Reisner del
complejo como el generado por sus no caras minimales.

Tenemos entonces que podemos asignar a cada complejo simplicial un ideal monomial
libre de cuadrados, y este serd unico. Esta correspondencia, la llamada correspondencia
de Stanley-Reisner, nos lleva a definir los anillos de Stanley-Reisner.

Definicién 8.15. Sea A un complejo simplicial sobre V.= {v1,...,v,}, y K un cuerpo.
El anillo de Stanley-Reisner de A respecto K es

KAl = K[X1, ..., X0]/Ia.

Observacién 8.16. Ya sabemos que K[X1,...,X,] es un anillo graduado, y como Ia
es generado por monomios tenemos que es un ideal graduado. Sabemos entonces por el
ejemplo 7.29 que K[A] es un anillo graduado con *maximal (X7,...,X,).

Ejemplo 8.17. Recuperemos el ejemplo 8.10 En este caso el ideal de Stanley-Reisner del
complejo es
In = (X1X3, X1 Xy, X1 X5, Xo X5, X3X4)

y su anillo de Stanley-Reisner es

K[A] = K[Xy,...,X5]/IA

A continuacién probamos dos resultados de ideales de Stanley-Reisner que utilizaremos
para demostrar el teorema final del trabajo.

Proposicion 8.18. Sean A1 y As dos complejos simpliciales sobre un mismo conjunto
de vértices V- ={v1,...,vn}. Entonces

IA1 NAy — IAl + IAQ'

Demostracion: Por definicién de ideal de Stanley-Reisner basta con estudiar los genera-
dores de los ideales en cuestion, y por la observacion 8.14 esto es equivalente a comprobar
las no caras minimales de los complejos correspondientes a los ideales. Entonces, si F' no
es cara en A1 N Ay, en particular no es cara en Ay o Ao, lo que nos da la inclusién de
derecha a izquierda. Reciprocamente, si F' no es cara en Aj, tampoco lo es de A; N As.
El caso Ay es andlogo. Tenemos entonces ambas inclusiones, y por lo tanto igualdad. [

Notacién 8.19. Sea K un cuerpo. Consideramos K[X1,..., X, yV = {v1,...,0,} un
conjunto finito. Para F' C'V denotamos el ideal mp = (X; | v; € F). También denotamos
F=V\F, asi, mz = (X; | v; ¢ F).
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Teorema 8.20. Sea A un complejo simplicial sobre V- = {v1,...,v,} y K un cuerpo.

FEntonces
IA = ﬂ mz.
FeMax(A)

donde Max(A) son las caras mazimales de A.

Demostracion: Vamos a ver ambas inclusiones. Para demostrar la inclusién C basta con
ver que todos los generadores de I pertenecen a la interseccién enunciada. Sea entonces
f =X, ... X, un generador de Ia. Por definicién de Ia se tiene que {v;,,...,v;. } ¢ A,
es decir, no es cara en A. En particular, para cada cara maximal F' € A existe 1 < k <r
tal que v;, ¢ F, por lo que f = X, ... X; € my para toda cara F' € A. Concluimos
entonces que todo generador de Ia esta en la interseccién deseada.

Probemos la otra inclusién. Sea

s
f= Zanaj S ﬂ msz.
j=1

FeMax(A)

Por lo proposicién 8.5 X% € mgz para todo j y para toda cara maximal F' de A. En
particular, para toda cara maximal F' € A hay algin factor X; de X% tal que v; ¢ F. Se
sigue que v X% no corresponde a ninguna cara de A, por lo que vV X% € Ipn = X% € IA.
Entonces todo término de la suma de f estd en Ia, por lo que f € Ia. O

Nota 8.21. No se estudia en este trabajo, pero esta es en realidad la descomposicién
primaria de Ia.

Corolario 8.22. Sea A un complejo simplicial sobre V.= {vy,...,v,}. Entonces

dim K[A] = dim A +1.

Demostracion: Sabemos por 7.29 y 7.30 que dim K[A] = dim(K[A])+m, donde *m =
(X1,...,X,), por lo que podemos localizar y tenemos que el tinico maximal es *m. Bus-
camos entonces la cadena mas larga de primos conteniendo a Ia y contenido en *m.
Observamos que por el primer lema de evitacion de primos no existe un primo @ tal
que In C @ € my para ninguna cara maximal, y ningin primo () minimal sobre Ia
distinto de mz para todo F' € Max(A). Por lo tanto estd claro que las tinicas cadenas de
primos que debemos considerar son las que van de m# a *m, y entre estas coger la que
tiene mayor longitud. Consideramos una cara maximal F; de dimension d; — 1. Entonces
dimmz = n — d. Sabemos también que dim* m = n. Tenemos que mp = (Xiy, -, Xiy)
para ii,...,i; € {1,...,n}. Podemos construir una cadena de primos que va de mz. a *m
adjuntando inductivamente una indeterminada nueva hasta llegar a *m. Esta cadena es de
longitud d. Si hubiera una cadena ma&s larga entre mgy *m se tendria que dim*m > n,
contradiccion. Por lo tanto las cadenas que estamos considerando son precisamente de
longitud igual al niimero de vértices en una cara maximal. Esta claro entonces que la lon-
gitud maxima serd el mayor niimero de vértices en una cara maximal, que es precisamente
uno més que la dimensién del complejo, es decir, dim K[A] = dim A +1. O

Ejemplo 8.23. Siguiendo con el ejemplo 6.9, aplicando el teorema al complejo A obte-
nemos que

In = (X3, X4, X5) N (X1, X3, X5) N (X1, Xg, 25) N (X1, Xo, X4) N (X7, Xo, X3).
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Demostrado este teorema, necesitamos definir las propiedades protagonistas del teo-
rema final. En particular, vamos a definir el shellability de un complejo y los complejos
Cohen-Macaulay.

Definicion 8.24. Sea A un complejo simplicial. Decimos que es puro si todas sus caras
maximales tienen la misma dimension.

Definicién 8.25. Consideramos un complejo simplicial puro A. Decimos que el complejo
es shellable si existe un orden de sus caras mazximales Iy, ..., F,, de tal manera que para
todo 2 <i<m

<F,L> N <F1, . ,F’i,1>

esté generado por caras mazimales propias de (F;). A un orden de las caras mazimales
de un complejo cumpliendo estas propiedades lo llamamos shelling de A.

Ejemplo 8.26. Retomando el ejemplo 8.10, si miramos la Figura 1 esta claro que todas
las caras maximales son de la misma dimensién, 2, por lo que A es puro. Ademads es un
complejo shellable. En efecto, tenemos por ejemplo el orden de las caras maximales

Fig, Fyg, F35, Fys5, Foy,

donde F;; = {v;,v;}. Se tiene que, en el orden definido, la interseccién de una cara Fj; con
todas las anteriores es uno de los vértices que componen Fj;, es decir, una cara maximal
propia de Fj;. Por ende, A es shellable y el orden de las caras definido es un shelling de

A.

Ejemplo 8.27. Veamos también un ejemplo de un complejo simplicial no shellable. Con-
sideremos el conjunto de vértices V = {v1,...,v5}, y el complejo simplicial puro sobre V'
A = (v1v9v3, v3v405). Este complejo se suele llamar el complejo ” Bow-Tie”, ya que como
se ve en Figura 2, su realizacion geométrica se asemeja a una pajarita.

U1 Vg

U3

V2 Us
Figura 2: Complejo Bow-Tie

Este complejo solo tiene las caras maximales v1vovs ¥ v3v4v5, asi en este caso el orden
de la caras maximales es irrelevante por simetria. Observemos que

{v1vavs} N {vzvgvs} = {vs},

que no puede ser generado por ninguna de las caras maximales propias de v1vov3 0 V3V4Vs,
por lo que el complejo simplicial Bow-Tie no es shellable.

Definicion 8.28. Decimos que un complejo simplicial A es Cohen-Macaulay sobre un
cuerpo K si K[A] es un anillo Cohen-Macaulay. Decimos que un complejo A es Cohen-
Macaulay si lo es para algun cuerpo.

Nota 8.29. Un complejo no es, en general, Cohen-Macaulay sobre cualquier cuerpo. Un
ejemplo de ello se puede encontrar en el libro de Bruns y Herzog [2, Pédgina 236], donde
consideran un complejo simplicial que es una triangulacién del plano proyectivo real P2,
y demuestran que no es Cohen-Macaulay sobre cuerpos de caracteristica 2, y si lo es para
cualquier otro cuerpo.
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Lema 8.30. Sea el conjunto de vértices V.= {vi,...,v,}. Pongamos F; = V\{v;}.
Definimos el complejo A como el que tiene caras mazimales F;. Entonces

K[A] = K[X1, ..., Xal/(X1- - Xn).

Demostracion: Por definiciéon de K[A] basta con verificar que In = (X1 --- X,,). Ob-

servamos que todo subconjunto de V' que no esté en A debe contener {v1,...,vy}, de lo
contrario estaria contenido en alguna de las caras maximales Fj, asi que {v1,...,v,} es el
unico subconjunto minimal de V' fuera de A. Por lo tanto esta claro (X --- X,,) genera
I. O

Lema 8.31. Sea K un cuerpo y A = K[X1,...,X,] su anillo Noetheriano de polinomios
en n indeterminadas. Sean Iy, I3 ideales graduados de A tales que A/ y A/ son Cohen-
Macaulay de dimension d y A/(I1 + I2) es Cohen-Macaulay de dimension d— 1. Entonces
A/(Iy N I3) es Cohen-Macaulay de dimension d.

Demostracion: Observamos primero que por la proposicién 7.24 A/Iy y A/I, son anillos
graduados. También es evidente que

AL+ ) = PA/ (I, + )y A/(in 1) = @A/ (I, N I,))

3 3

son graduados (para ver la igualdad aplicamos el primer teorema de isomorfia como en la
demostracién de la proposiciépn 7.24). Sabemos que existe una sucesién exacta

0— = A/(LNE) A/ @A/ 2~ AJ(I; + L) ——0

donde fla+ L Nl) = (a+h,—a+ 1) ygla+ ,b+ ) = (a+b)+ 11 + I2). Por el
ejemplo 7.29 sabemos que A es *local, entonces si consideramos los anillos de la sucesion
como A-médulos, por el Teorema 7.31 tenemos que A/(I; N I) es Cohen-Macaulay de
dimensién dim A/(I) N Iy) = dim(A/I @ A/I2) = d. O

Finalmente hemos obtenido todas las herramientas que usaremos para demostrar el
teorema objetivo de este trabajo. Vamos a demostrar que todo complejo simplicial she-
llable es un complejo Cohen-Macaulay.

Teorema 8.32. Un complejo simplicial shellable es Cohen-Macaulay sobre todo cuerpo.

Demostracion: Sea K un cuerpo y consideramos un complejo simplicial A shellable de
dimensién d — 1 sobre V = (v1,...,v,), vy F1,..., F, un shelling de A. Por el teorema

8.20 sabemos que
m
IA = m mfl
i=1

Definimos ahora para todo 1 < j < m el complejo A; = (F,...,F;). Por un lado
tenemos por definicién que K[A] = K[X1, ..., Xn]/ N, mz. Por otro lado, si suponemos
que Aj es un complejo sobre V, = {vq,...,v,} C V, r < n, podemos definir el ideal
pE, C K[Xy,...,X,] generado por todo Xs con s <ry X, € F;. Esté claro entonces que

mz = pg, + (Xr41,..., Xp). Por lo tanto (vénase preliminares) tenemos que



y obtenemos que
J
KA = K[Xy,..., X)/ (| mp & K[X1,..., X /ﬂpF

Ahora demostramos por induccién que A; es Cohen-Macaulay de dimensién d. Si
J = 1 tenemos que A; = (F1) es un simplex, y estd claro que en este caso pp = 0,
y consecuentemente K[A;] = K[X1,...,Xy4] por ser A puro, y es Cohen-Macaulay de
dimensién d por la observacién 7.14 y el teorema 5.30. Suponemos ahora que ] > 1.
Nuestro objetivo es aplicar el lema 8.31 cogiendo los ideales graduados I; = ﬂl 1mF y
Iy =mp;. Notamos que por la proposicién 8.18 tenemos que

L+ 1= I< F)NA;_,

y por el teorema 8.20, I1 NIy = Ia;. La sucesiéon exacta de la demostracién del lema 8.31
queda

0 — K[A;] — K[A; 1] @ K[(F))] —= K[(Fj) N Aj1] —=0

Como A es shellable (y en particular puro) tenemos que (F;) N A;_; estd generado por
caras maximales propias de F}, que tienen todas dimensién d — 1, y por el lema 8.30,
K[(F;) N Aj_1] es un cociente de un anillo de polinomios en d indeterminadas por un
monomio libre de cuadrados, y como el monomio es una sucesién regular en K[X7, ..., X,]
sabemos que K[(Fj) N A;_;] es Cohen-Macaulay de dimensién d — 1. Ahora, (Fj) es un
simplex de dimensién d, por lo que K[(F})] es un anillo de polinomios en d variables sobre
un cuerpo, en particular, es Cohen-Macaulay de dimensién d. Por hipétesis de induccion
sabemos que K[A;_1] es Cohen-Macaulay de dimensién d. Hemos probado que se cumplen
todas las hipdtesis necesarias para poder aplicar el lema 8.30, con lo que concluimos que
K[A/] es Cohen-Macaulay de dimensién d para todo j. Como A, = A queda demostrado
el Teorema. (]

Observacion 8.33. El Teorema 8.32 confirma que el complejo del ejemplo comentado en
la nota 8.29 no es shellable, de lo contrario seria Cohen-Macaulay sobre cualquier cuerpo.

Para terminar el trabajo veamos un tltimo ejemplo de complejos simpliciales shellable
que nacen de la combinatoria. Para ello necesitamos primero definir algunas propiedades
combinatorias. Consideremos un poset finito II. Decimos que II es acotado si tiene un
maximo y un minimo. Sean w,v € II. Decimos que v cubre a u, y escribimos u < v, si
u < vy no existe w € II tal que u < w < v. Decimos que II es localmente semimodular
superior si cuando v, v9 cubren a u y vi,ve < vg para vi,ve,v3 € Il se tiene que existe
t € Il con t < v tal que t cubre a v y v9. Una realizacion geométrica de esta propiedad
se puede ejemplifica en la Figura 3.

Dado un poset II uno puede definir un complejo simplicial a partir de este: Definimos
el complejo orden de II como el conjunto de cadenas en II, y lo denotamos A(II).
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Figura 3: Poset localmente semimodular superior

El siguiente teorema nos proporciona un conjunto muy general y 1til de complejos
simpliciales shellable de ciertos posets. Una demostracion detallada se puede encontrar en
la pagina 215 de [2].

Teorema 8.34. (Bjorner). El complejo orden de un poset acotado y localmente semimo-
dular superior es shellable.

En particular, por el teorema 8.32 tenemos que el complejo orden de un poset acotado
y localmente semimodular superior es Cohen-Macaulay sobre cualquier cuerpo.
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9. Conclusiones

En cuanto a este trabajo se refiere, hemos demostrado el resultado que nos propusimos
el Dr. Santiago Zarzuela y yo al principio del semestre de Septiembre del 2022. Para poder
hacerlo de la manera ma&s auto-contenida posible hemos estudiado las teorias de primos
asociados, de la dimensién y del grado, y se ha visto como estas componen la teoria de los
anillos Cohen-Macaulay. La dimensién y el grado juegan un papel muy explicito a lo largo
del trabajo, mientras que la teoria de primos asociados se utiliza sutilmente en forma de
primos minimales o divisores de cero, por ejemplo, en la definicién de sucesién regular.
Para probar el objetivo del trabajo hemos tenido que dar unos primeros pasos en combi-
natoria, introduciendo los complejos simpliciales, y asignandoles un objeto algebraico, los
anillos de Stanley-Reisner de un complejo. Con todas esta teoria hemos podido demostrar
el Teorema 8.32.

Hemos realizado el trabajo sin utilizar herramientas homoldgicas, con las que se suele
estudiar el tema de anillos Cohen-Macaulay. El tinico resultado que no hemos demostrado
es el teorema 7.30, ya que la demostracién requiere homologia. Decidimos hacerlo de esta
manera pues en el Master de Matematicas Avanzadas ya se estudia homologia algebraica,
y tanto el Dr. Santiago Zarzuela como yo queriamos que aprendiera métodos que no me
vayan a ensefiar en el Master.

A lo largo del trabajo han ido surgiendo algunas dudas. Algunas de ellas eran técnicas
y relativamente féciles resolver (el teorema de la dimensién nos dio mucho trabajo en
cuanto a fuentes, por ejemplo), sin embargo, otras dudas eran méas profundas, y daban
lugar a posibles extensiones del trabajo que, desgraciadamente, no hemos tenido tiempo de
desarrollar. Una de las dudas més interesantes personalmente surgia de la definicién 8.25
de shellability. En esta definicién se asume que el complejo es puro, pero tras preguntarle,
mi tutor revelé que también se puede estudiar el caso no puro y planteamos estudiarlo en
caso de que nos sobrara tiempo (no fue asf).

Una extensién de este trabajo incluiria la demostracion del mencionado Upper Bound
Theorem, lo que requiere uso de métodos homolégicos, dando lugar a un potencial trabajo
de fin de maéster.

Como ultima nota, si el lector desea puede leer el articulo [14] donde Stanley describe
céomo demostré el UBT para esferas simpliciales. En él relata brevemente el papel que
jugo el resultado que hemos probado en su demostracion.
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