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Abstract

Driven by the study of the universe’s geometry, the Killing-Hopf theorem classifies the
riemannian manifolds with constant sectional curvature, identifying them as the quotient
of an euclidean space, a spherical space or a hyperbolic space. Starting from a theoretical
foundation in differential geometry, in this essay we develop a proof of the theorem, focused
on the application of geodesics curves and their metric properties in riemannian manifolds.

Resumen

Motivado por el estudio de la geometria del universo, el teorema de Killing-Hopf clasifica
las variedades riemannianas con curvatura seccional constante, identificAndolas como el
cociente de un espacio euclideo, un espacio esférico o un espacio hiperbélico. Partiendo de
una base teorica establecida en la geometria diferencial, en esta memoria desarrollamos
una demostracién del teorema, centrada en la aplicaciéon de las propiedades métricas de
las curvas geodésicas en variedades riemannianas.
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1. Introducciéon

El teorema de Killing-Hopf, nombrado tras los mateméaticos Wilhelm Killing (1847-
1923), y Heinz Hopf (1894-1971), demuestra, que las variedades riemannianas de dimension
n, con una métrica de curvatura seccional constante, y que sean conexas y completas, son
isométricas al cociente por un grupo de automorfismos isométricos, de una de las variedades
que en este trabajo denominaremos las variedades riemannianas estandar: el espacio
euclideo R", si la curvatura es nula, el espacio esférico S™, si la curvatura es positiva, y el
espacio hiperbélico H"”, si la curvatura es negativa. A estos cocientes se les suele denominar
formas espaciales.

Este teorema es un importante teorema de clasificacién, que permite reducir el estudio
de las propiedades geométricas de las variedades riemannianas con curvatura constante,
al estudio de las formas espaciales.

La motivacion histérica? tras la demostracion del Teorema de Killing-Hopf, se sittia a
finales del siglo XIX. Con los inicios del desarrollo de las geometrias no euclidianas y la
discusiéon sobre el axioma de FEuclides sobre las rectas paralelas, empez6 a surgir la duda
de si era correcto atribuir al universo las propiedades topologicas y geométricas del espacio
euclidiano. Algunas de estas propiedades que se cuestionaban los fisicos y matematicos de
la época, eran la dimensién, la continuidad, o la conectividad del universo.

Estas dudas se acrecentaron atin mas cuando William Kingdon Clifford (1845-1879), de-
mostré que la geometria local de un espacio podia ser consecuencia de geometrias globales
muy distintas. En particular, que un espacio fuera localmente euclidiano, o con curvatura
constante, no determinaba sus propiedades geométricas globales. Por otro lado, el fisico
Hermann v. Helmholtz (1821-1894) enunci6 que, desde un punto de vista empirico, una
suposicion necesaria para establecer un modelo matemético del universo era el "libre mo-
vimiento de los cuerpos rigidos". Esto inici6 una rivalidad argumentativa entre Wilhelm
Killing y Felix Klein (1849-1925) sobre el estudio de los espacios geométricos localmente
euclidianos, que cumpliesen la propiedad de libre movimiento enunciada por Helmholtz.

Killing y Klein acabaron concluyendo que la suposicién adecuada era considerar sblo el
libre movimiento de los cuerpos rigidos de tamano finito y acotado, que tiene como conse-
cuencia que el espacio tenga una curvatura constante. Klein ret6 a Killing a enumerar las
distintas variedades que cumpliesen dicha propiedad. Esta tarea concluyd cuando Killing
hizo una primera demostracion del teorema de Killing-Hopf en 1891. El problema de Ki-
lling fue que esta demostraciéon requeria un uso extenso de la teoria de grupos y topologia
aplicada a variedades, campos que aiin se encontraban en proceso de formalizacion en las
matematicas. Esto hizo que Killing se apoyase en muchos argumentos que apelaban més
a la intuicion, y eran mas coloquiales que formales y rigurosos, y se podia considerar que
la demostraciéon tenia agujeros argumentativos.

Esto cambi6 anos mas tarde cuando Heinz Hopf complet6 su version de la demostra-
cion del teorema de Killing-Hopf en 1926. Por ese entonces Albert Einstein (1879-1955)
ya habfa publicado su articulo sobre la relatividad general. Como segtn esta teoria las
masas son las que determinarian la curvatura del universo, si se supone una distribucién
uniforme de las masas en el universo en gran escala, se puede asumir que el universo tiene
una curvatura constante. Esto reforzé la motivacion para el estudio de las variedades de
curvatura constante. Fue entonces cuando Hopf cogi6 el testigo al trabajo realizado por
Killing y lo extendi6. Hopf ya contaba con las suficientes herramientas formales de la to-

Para el contexto histérico la referencia ha sido [2]



pologia algebraica, como la teoria de recubrimientos topolégicos, con los que Killing no
contaba, y eso le permitié hacer una demostraciéon totalmente rigurosa y formalizada del
teorema de Killing-Hopf, incorporando asi su nombre al teorema.

La version de Hopf del teorema se centré en clasificar las variedades riemannianas
geodésicamente completas, y con curvatura constante, en funcion de sus geometrias. Esto
resulto en la versiéon del teorema que conocemos hoy en dia, la mencionada al inicio de este
trabajo. Toda variedad riemanniana ,que cumpliera las condiciones previas, es isométrica
a una de las formas espaciales enunciadas, en funcién del valor de su curvatura constante.
Primero establecié una relacion entras las propiedades de completitud y completitud geo-
désica (como se vera en el teorema de Hopf-Rinow), luego estableci6 isometrias en entornos
locales con entornos de las variedades estandar, y finalmente amplié este resultado a una
isometria global para variedades simplemente conexas, y luego a las variedades conexas,
formando estos dos ultimos resultados el teorema de Killing-Hopf.

Estructura de la Memoria

El objetivo principal de este trabajo consiste en demostrar el teorema de Killing-Hopf
en esta ultima forma establecida por Hopf. Primero demostraremos el resultado a nivel
local, luego globalmente para variedades simplemente conexas, y luego para las variedades
conexas. Hay varias vias para demostrar el teorema, por ejemplo, la demostraciéon de
Joseph Wolf (1936-), en [WolfCC]|, que se apoya principalmente en la topologia algebraica.
Sin embargo, en este trabajo seguiremos la linea argumental establecida por John M. Lee
(1950-) en [LeeRM], la cual es la fuente de investigacion bibliografica principal consultada
en este trabajo, y de la que salen la mayoria de enunciados y demostraciones. Se notificara
cuando se empleen otras referencias.

Esta demostraciéon es mucho mas geométrica, centrada en el uso de las propiedades
métricas de las geodésicas, las familias de curvas, y los campos vectoriales a lo largo de
curvas.

La base tedrica sobre la que parte este trabajo se fundamenta en el material dado en
el curso de geometria diferencial de la facultad. En esta base se incluye el estudio de las
variedades diferenciables, las conexiones, el transporte paralelo, los tensores de curvatura,
las geodésicas, la aplicacién exponencial, los entornos coordenados normales y las métricas
riemannianas.

El trabajo consiste en cuatro secciones: “Geodésicas y distancia”, “Campos de Jacobi”,

“Recubrimientos riemannianos”, y “Teorema de Killing-Hopf”.

En la primera seccién, de geodésicas y distancia, establecemos una serie de resultados
relativos a las propiedades métricas de las geodésicas, ademés de definir y mostrar propie-
dades de familias de curvas. Esta seccion servird de base para obtener los resultados de
los sucesivos pasos de la demostracion del teorema de Killing-Hopf. Finaliza con la demos-
tracion del teorema de Hopf-Rinow, que establece una equivalencia entre los conceptos de
completitud métrica y completitud geodésica.

Seguidamente, viene la seccion de los Campos de Jacobi. Estos son campos vectoriales a
lo largo de curvas que permiten definir familias de curvas geodésicas. Se define formalmente
el concepto y se demuestran una serie de propiedades que, al aplicarse sobre variedades
de curvatura constante, permiten demostrar que en una tal variedad, existen entornos que
son isométricos a entornos de las variedades riemannianas estandar.



Luego viene una secciéon auxiliar, relativa a los recubrimientos riemannianos. En esta
seccion, se definen y se enuncian algunos resultados relativos a los recubrimientos topolo-
gicos, diferenciables y riemannianos. Estos resultados son empleados en la propia seccion
para demostrar, como consecuencia de Hopf-Rinow, que una isometria local entre varie-
dades conexas, donde la variedad de salida es completa, es un recubrimiento riemanniano
y que ademés, la variedad de llegada es completa. Principalmente se emplea el contenido
de esta seccién, para tener la base de topologia algebraica necesaria los resultados de la
seccidn siguiente.

Finalmente, se encuentra la secciéon donde se demuestra el teorema de Killing-Hopf. Se
inicia estudiando la prolongacién de isometrias locales sobre curvas, que permite globalizar
el resultado final obtenido en la secciéon de los campos de Jacobi, demostrando asi la version
del teorema para variedades simplemente conexas. Luego, como corolario, se demuestra
que las variedades conexas con curvatura constante, son isométricas a cocientes de las
variedades riemannianas estandar (formas espaciales). Finalizando la demostracion y con
ella el trabajo.



2. Geodésicas y distancia

El objetivo de esta secciéon consiste en establecer las herramientas y las propiedades
métricas de las geodésicas que servirdn como base para desarrollar los distintos pasos de
la demostracion del teorema de Killing-Hopf. El objetivo final de esta seccién consiste
en demostrar el teorema de Hopf-Rinow, que establece que la completitud, en el sentido
métrico, es equivalente a la completitud geodésica en las variedades riemannianas conexas.

En esta seccion y en el resto del trabajo supondremos que (M, g) es una variedad
riemanniana, asi M es una variedad diferenciable de dimensién n y g una métrica rieman-
niana definida sobre M. Ademas, asumimos que cuando se utilice una conexiéon V sobre
esta variedad riemanniana, esta sera la conexion de Levi-Civita de g, por lo que tendréa
las propiedades de compatibilidad con la métrica y simetria. También, siempre que se use
una norma o producto escalar en el contexto de variedad riemanniana, se asume que se
estd usando la métrica g asociada. En caso de que se estén usando diferentes métricas, se
indicara cual es la métrica asociada a la operacion.

2.1. Familias de curvas

Antes de nada, definimos en que consisten las familias de curvas y demostramos un
par de propiedades de estas. Las familias de curvas servirdn como una herramienta que
nos facilitara la demostracion de varias proposiciones de esta seccién, y también servird
de base para desarrollar la teoria de los campos de Jacobi en la siguiente.

Definiciéon 2.1. Sea (M,g) variedad riemanniana y sean I,J C R intervalos, entonces

se define una familia uniparamétrica de curvas como una aplicacion continua I' :
JxIT— M.

Esta familia define dos conjuntos de curvas sobre M:

» Las curvas principales T's(t) := T'(s,t) donde s € J es constante, definida para
todot € 1.

= Las curvas transversales I'V)(s) := T'(s,t) donde t € I es constante, definida para
todo s € J.

Como solo trataremos con familias de curvas uniparamétricas, de ahora en adelante nos
referiremos a ellas simplemente como familias de curvas. Ademas siempre se consideraran
I,J C R como intervalos.

Definicion 2.2. Sea I' una familia de curvas como en la definicion previa. Se define un
campo vectorial a lo largo de ' como una aplicacion continua V : J x I — TM, donde
TM es el fibrado tangente de M, tal que V(s,t) € Tps M.

Si ademaés, la familia de curvas es diferenciable (en caso de que la aplicacion definitoria I'
sea diferenciable), podemos definir los siguientes campos vectoriales a lo largo de la familia
de curvas, dados respectivamente por los vectores de velocidad de las curvas principales y
transversales de la familia:

0
ar(&t) = (Fs)/(t) S TF(s,t)Ma



0
%F(s?t) = (F(t))/(s) € TF(S,t)M'

Para agilizar el uso de estos campos vectoriales, usaremos la siguiente notaciéon

0 0
T(s,t) := =I'(s,t); S(s,t):==—TI(s,1).
(5,0) = 5 T(s5.0); S(s.0) = 2 T(s,0)
Definicion 2.3. Sea (M, g) variedad riemanniana. Sea V un campo vectorial a lo largo
de una curva diferenciable v en M. Nos referiremos al campo vectorial V.V como la
derivada covariante de V a lo largo de ~.

Observacion 2.4. Aunque hemos definido el concepto de campo vectorial a lo largo de
una familia de curvas, el trato que le daremos, por ejemplo en conexiones, es de campo
vectorial a lo largo de una curva, y por tanto tendra sus mismas propiedades. Por ejemplo,
que las curvas principales son todas curvas geodésicas equivale a decir que V7T = 0, la
derivada covariante T a lo largo de las curvas principales. Por otro lado VgV, con V un
campo vectorial a lo largo de la familia de curvas, se trataria como la derivada covariante
de V alo largo de las curvas transversales.

En demostraciones posteriores vamos a concatenar curvas, y queremos estudiar las
curvas resultantes, que no tienen porque ser diferenciables. Asi, introducimos las siguientes
definiciones.

Definicién 2.5. Por brevedad, llamaremos curva admisible a una curva reqular a trozos
en M.

Con la notacion anterior, una familia de curvas I' se llamard una familia de curvas
admisible si se verifica

1. El intervalo I es cerrado, por tanto el dominio de I' es de la forma J x [a,b], con

a,beR.

2. Hay una particion de |a,b], (ag,...,ar) con k € Nxg, tal que T' es diferenciable en
cada J X [a;—1,a;], dondei € {1,...,k}. A esta se le llama una particion admisible
deT.

3. Cada curva principal T's(t) es una curva admisible para todo s € J.

Ademds, diremos que un campo vectorial V a lo largo de T' es diferenciable por partes
si es diferenciable en cada J X [a;j—1,a;].

A partir de aqui podemos pasar a estudiar las variaciones de curvas.

Definicién 2.6. Sea v : [a,b] — M, con a,b € R, una curva admisible. Entonces se define
una variacion de la curva vy, como una familia de curvas admisible T : J X [a,b] — M
donde 0 € J yT'g=1.

Se dird que es una variacion propia, si todas las curvas principales tienen los mismos
puntos iniciales y finales, es decir I's(a) = v(a) y Ts(b) = v(b) para todo s € J (Fig. 1)3.

3Todas las figuras en este trabajo se han construido mediante la herramienta de la calculadora grafica
de GeoGebra en https://www.geogebra.org/calculator
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Figura 1: Variacién propia de la curva ~.

Por tanto, si tenemos una familia de curvas admisible como en la definiciéon 2.5, los
campos vectoriales S y T son diferenciables en cada rectangulo J x [a;—1, a;].

El campo S es continuo en todo el dominio, dado que en cada conjunto J x {a;}, con
i €{l,...,k— 1}, el valor de S depende solamente de los valores de I" en ese conjunto,
al ser las derivadas respecto s de las curvas transversales. Esto no ocurre para el campo
vectorial T', dado que las curvas principales no tienen porque ser diferenciables.

Definicion 2.7. Sea I' una variacion de una curva admisible . Se define un campo
vartacional de I' como el campo vectorial diferenciable por partes a lo largo de v dado
por

V(t) = 5(0,1).

Ademds, si el campo vectorial V' cumple que V(a) = V(b) = 0, entonces se dice que es un
campo vectorial propio. Es inmediato, que el campo variacional de una variacion propia
es un campo vectorial propio. Efectivamente, para t = a,b las curvas transversales son
constantes, y por tanto S(0,a) = S(0,b) = 0.

Con estas definiciones, pasamos a ver un par de propiedades sobre las familias de
curvas admisibles. La primera, nos permitira definir familias de curvas a partir de campos
vectoriales a lo largo de una curva inicial.

Proposicion 2.8. Sea v una curva admisible y V un campo vectorial diferenciable a trozos
a lo largo de ~y. Entonces V es el campo variacional de alguna variacion de . Si ademds
V' es propio, entonces la variacion correspondiente es propia.

Demostracion. Definimos la aplicacion I'(s,?) := exp, ) (sV(¢)). exp denota la aplicacion
exponencial exp : TM — M. Suponemos que la curva ~ estd definida como en 2.6.
Entonces por las propiedades de exp, esta esta definida en un entorno de ~y([a, b]) x {0} €
TM y como [a,b] es compacto, podemos coger un ¢ > 0 tal que I' esta definido en
(—g,€) x [a,b]. Como la exponencial es diferenciable por composicion, I' es continua y
ademés es diferenciable en cada rectangulo (—¢,¢) x [a;—1,a;], donde [a;—1,a;] son los
subintervalos en los que V' es diferenciable, por lo que I' es una familia de curvas admisible.
Entonces como I'(0,¢) = exp,;y(0) = ¥(¢) tenemos que se trata de una variaciéon de 1.
Ademés, si V' es propio, se tiene en los extremos que I'(s,a) = exp,(4)(0) = 7(a), para
todo s € J, con lo que I' se trata de una variacién propia de ~.

O



Sea V un campo vectorial sobre I' diferenciable a trozos sobre las curvas principales,
entonces podemos calcular la derivada covariante de V' a lo largo de las curvas principales
(donde V sea diferenciable) y a lo largo de las curvas transversales. Estos son, respectiva-
mente, los campos vectoriales

ViV=VaymVi VsV = VoV

Proposicion 2.9 (Lema de simetria). Sea I' : J x [a,b] = M wuna familia de curvas
admisible en una variedad riemanniana (M, g). Entonces, en todo rectingulo J X [a;—_1, a;]
donde I' es diferenciable se cumple

VsT =VrS.
Demostracion. Consideramos coordenadas locales (z;), i € {1,...,n} en un entorno al-
rededor de un punto cualquiera I'(s,, ;). Escribimos las componentes locales de I' en el
entorno como I'(s,t) = (x1(s,1),...,zs(s,t)), con lo que
8t ﬁmk 83 (%vk

Entonces, por la formula del calculo de derivadas covariantes a lo largo de una curva en
coordenadas locales obtenemos

02 xk ox,; Ox; 0
T= 2k y 2
Vs Z asor + — ot ds ) gy
0? :):k Oxj 0x; 4 . O
VS = Z I ik
g Z 9tds ' 4= 0s Ot 7 oy
donde i,5 € {1,...,n}.
Por la propiedad de simetria de la conexion de Levi-Civita, Ffj = Ffz Por tanto,
podemos intercambiar los indices ¢ y j de la segunda ecuacion, obteniendo asi que Vg7 =
VrS. O

2.2. Curvas minimizantes

Definicién 2.10. Sea (M, g) una variedad riemanniana y sea 7y : [a,b] = M, a,b € R una
curva admisible en M. Se dice que v es minimizante si para toda otra curva admisible
7 con los mismos extremos se tiene que L(y) < L(%), donde L es la funcion longitud
asociada a la métrica g.

Equivalentemente, la curva v es minimizante st su longitud es igual a la distancia
riemanniana entre los dos extremos.

En esta subsecciéon demostramos que toda curva minimizante entre dos puntos es de
hecho una geodésica. Para ello, emplearemos los conceptos sobre familias de curvas men-
cionados en la subseccién anterior.

La idea consiste, en que, si tenemos una curva minimizante v : [a,b] — M, con a,b € R,
ysiT : J x[a,b] = M es una variacién propia de esta, entonces podemos definir la
funcion L(I'g) respecto a s que asigna a s la longitud de la curva I's. Asi, como 'y = ~



es minimizante, s = 0 es un minimo de L(I's), por lo que si esta fuese una funcién
diferenciable, tendriamos que % L(Ts) = 0. Esta diferenciabilidad la veremos en el

|s=0
sigulente teorema.

Teorema 2.11 (Formula de la primera variacional). Sea (M,g) una variedad rie-
manniana, 7y : [a,b] — M, con a,b € R, una curva admisible parametrizada por el arco,
I':Jx[a,b] = M una variacion propia de vy, y V el campo variacional de I'. Entonces,
L(Ts) es una aplicacion diferenciable con respecto a s y obtenemos que

P b k—1 -
BT = = [0 = V) @h - v @) @
B @ i=1
donde (ag, . ..,ar), k € Nsg es una particion admisible de T'.
Demostracion. En cada rectangulo J x [a;—1,a;],7 € {1,...,k}, donde I' es diferenciable,

tenemos que, por la definicion de la longitud de una curva, L(Ty(q,_, 0,)) = faaj_l |T(s,t)|dt,
y como |T'(s, )| es diferenciable en [a;—1,a;], que es compacto, tenemos que L(I'y|(4,_; a,])
es diferenciable y podemos pasar la derivacion al interior de la integral. Entonces, como

L(Ty) = Zle L(Ty|(a;_;,a,]), Obtenemos que es diferenciable en J.

Para cada [a;_1, a;] calculamos la derivada parcial respecto s:

0 49 1
%L(Fsuai,l,ai]) = $(<T7 T>(37t))2dt

ai—1

a; 1 a
a /ail m%@, T)(s,t)dt

a; 1

_ /_ g VST D) Dl
a; 1

_ / W (VS, T) (s, t)dt,

donde en la pentiltima igualdad usamos las propiedades de la compatibilidad con la mé-
trica, y en la ultima igualdad usamos el lema de simetria 2.9.

Entonces, si s = 0 se tiene que S(0,t) = V(t) y T(0,t) = +/(t), donde |7/ (t)] = 1 por
la hipétesis. Con esto en cuenta, junto con la igualdad anterior cuando s = 0, queda:



=1
ko a
-y / (V. Vir!) (t)dt
i=1 %1
k a;
) AR CLACCRIARICT
k a;
-3 [w(a;» V() - ) Via)) - [ wfw><t>dt]
i=1 ) -
— (OLVO) - 0@ V@)~ [ (V90 = S (V@) (af) = (a7)
) - =1
—— [V )0t = Y V(@) (@) -2 (@),
a i=1

donde en la tercera igualdad usamos de nuevo la compatibilidad con la métrica, en la
cuarta el teorema fundamental del célculo, y en la ultima usamos que V es un campo
variacional propio. Obtenemos asi la féormula deseada. O

Y asi, podemos demostrar el resultado principal de la seccién.

Teorema 2.12. En una variedad riemanniana toda curva minimizante parametrizada por
el arco es una geodésica.

Demostracion. Sea 7 : [a,b] — M una curva admisible minimizante parametrizada por el
arco y con una particion admisible (ag,...,ax), k € N5g. Sea I' es una variaciéon propia

cualquiera de ~. Entonces, %‘SZOL(FS) = 0, al ser v minimizante.

Crearemos variaciones propias de v para demostrar que esta es una geodésica.

Primero demostraremos que para cada intervalo [a;—1,a;],7 € 1,...,k, en el que 7 es
diferenciable, V|(4,_, ;] €8 una geodésica. Para ello, podemos tomar una funcién meseta
p:la,b] - R tal que p > 0 en (a;—1,a;) y es 0 en caso contrario. Definimos el campo
variacional V'(t) := p(t)V.7/(t), entonces (2.1) nos da que

b a;
0= [Wvide =~ [ polvy 0P
a ai—1

y como el integrando es no negativo, y por la elecciéon de p esta no se anula, obtenemos
que V7' =0ent € (a;—1,a;), luego Vjai_1,a;) €S una geodésica.

Por otro lado vemos que 7 no tiene esquinas. Es decir, que para todo i € {1,..., k—1}
se tiene que 7/ (aj) =1/(a; ). Aqui, para ¢ se puede usar de nuevo una funcién meseta tal
que podemos construir un campo vectorial V' diferenciable por partes a lo largo de =, tal
que V(a;) =v'(aj) —+'(a;) y que V(a;) = 0 para j # i. Repetimos el proceso generando
una variacion de vy usando V' como campo variacional, y en este caso, el resultado anterior
de que Vv =0y (2.1), nos dan que

0= (V(a:),7'(af") —7'(a;)) = (V' (a]) =7 (a7),7(a]") = /(7))



y por tanto que ' (a;") = +/(a; ).

Como cada segmento 7|(4,_, q,] € una geodésica, estas restricciones de 7 tienen la misma
velocidad 7/(a;) en el punto comin a;. Por la unicidad de las geodésicas en un mismo punto
con misma velocidad, se tiene que cada segmento de la curva es la extension geodésica de
la anterior, con que al final v es una geodésica.

O

2.3. Bolas geodésicas

En esta seccion trataremos algunas de las propiedades métricas de las bolas geodésicas,
y de las geodésicas dentro de ellas, aprovechando las herramientas proporcionadas por las
familias de curvas. Esto nos servird primeramente para demostrar el teorema de Hopf-
Rinow, y luego, para demostrar el teorema de Killing-Hopf.

Primero, recordamos la definicién de bola geodésica.

Definicion 2.13. Sea (M, g) una variedad Riemanniana yp € M. Sea e > 0 lo suficiente-
mente pequeno para que exp,, esté definida en la bola abierta B.(0) C T,M. Nos referimos
a exp,(B:(0)) como la bola geodésica abierta de radio ¢ y centro p.

Andlogamente definimos las bolas geodésicas cerradas, y las esferas geodésicas. Como
exp, estd definido en un abierto de T,M, toda bola geodésica cerrada y esfera geodésica
estd dentro de una bola geodésica abierta de radio mayor.

Observacion 2.14. En el contexto de la definicion, las bolas geodésicas de radio lo sufi-
cientemente pequeno son entornos normales centrados en p.

Definimos unos conceptos que nos seran de utilidad al trabajar con bolas geodésicas.

Definiciéon 2.15. Sea U un entorno normal abierto de p € M, y sean (x;) coordenadas
normales en U, centradas en p. Definimos:

1. La distancia radial, como la aplicacion r : U — R, definida por

r(z) =1\/22+ ...+ 22. (2.2)

2. El campo vectorial radial, definido en U\ {p}, denotado como 0., y dado por

"~ xX; 8

O, es el campo vectorial que da el vector unitario en cada punto de U, que apunta, de
forma opuesta, al origen.

Observacion 2.16. Se puede comprobar de forma rutinaria que tanto la aplicaciéon radial
como el campo vectorial radial, estan bien definidos independientemente de la base vecto-
rial de T,,M usada para fijar coordenadas en el entorno U. Ademas, son diferenciables en

U\ A{p}-

Empezamos demostrando un importante teorema, el lema de Gauss.
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Teorema 2.17 (Lema de Gauss). Sea (M, g) una variedad riemanniana, y sea U una
bola geodésica centrada en un punto p € M. Entonces, 0, es un campo vectorial unitario,
ortogonal a las esferas geodésicas centradas en p en U \ {p}.

Demostracion. Consideramos unas coordenadas normales (z;) en U, centradas en p.

Primero, probamos que 0, es unitario: Sea q € U \ {p}, con coordenadas (q1,...,qn) ¥y
sea b =r(q), con lo que
n
Orlg = @i|
e N
=1

Seav=> ", vi%|p € T, M el vector tangente a p con componentes v; = %. Entonces,

por la representacién de las geodésicas radiales en coordenadas normales, la geodésica
radial con velocidad inicial v y punto inicial p es

W(t) = (tor, . ton).

Por la eleccion de v, v,(b) = ¢ y v,(b) = Or|q- Como la métrica g en el punto p en
coordenadas normales es equivalente a la métrica euclidiana, tenemos que

1 1
|7, (0)] = |v| = \/v%—l—...—kv%:gy/q%—i-...—i—qn:gr(q):l.

Como v es unitario, 7, es una geodésica parametrizada por el arco, ya que toda geo-
désica tiene velocidad con norma constante. Por tanto 9,|; = 7, (b) es un vector unitario.

Sea Xp, := exp,(0By(0)) la esfera geodésica de radio b y centro p. Entonces X, contiene
a ¢. Como 72 es una submersiéon en U \ {p} y ¥ es la antiimagen de b? por 72, tenemos,
por el teorema del valor regular, que se trata de una subvariedad diferencial de U \ {p},
por lo que su espacio tangente esta bien definido. Sea pues w € T; M, vector tangente a
¥p. Vemos que (w, Or|q) = 0, y por tanto, que 0y|, es ortogonal a Xy.

Como ademas, con la métrica inducida X es una variedad riemanniana, existe una
geodésica o : (—g,&) — 3, con punto inicial 0(0) = ¢ y velocidad inicial ¢/(0) = w. En
el sistema de coordenadas escogido, ponemos o(s) = (01(s),...,0,(s)). Como o(s) € 3
para todo s € (—¢,¢), tenemos

(01(8)) 2 + ...+ (on(s))* = b* (2.4)

Definimos la siguiente familia de curvas I' : (—¢,¢) x [0,b] — U:

T(s,t) = (Zal(s), L It)an(s)> .

Como en coordenadas normales las semirrectas radiales que salen del origen p se aplican
por exp, en geodésicas. Se tiene que I's es una geodésica para cada s. Ademas, tiene
velocidad inicial

(0 =S L0
FS(O) - ; bal(s) 8x2 ‘pv

que es unitario debido a la igualdad (2.4), y a que la métrica g en coordenadas normales
es igual a métrica euclidiana en el punto de origen p. Con lo que I'; esta parametrizada
por el arco (Fig. 2).
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Figura 2: Demostracion del lema de Gauss.

Entonces, tenemos los siguientes valores de los campos S y T":

5(0,0) = 863|s:00 =0,
0

7(0,0) = a\t:o%(t) =,
0

S(0,b) = $|8200(5) = w,
0

7(0,b) = a\t:b%}(t) = Orlq-

Tenemos que (S,7)(0,0) = (0,v) = 0y (S,7)(0,b) = (w, 0r|q). Para demostrar la
ortogonalidad es suficiente probar que (S,7)(0,t) es constante para todo ¢ € [0, b]. Esto
lo podemos comprovar viendo que su derivada parcial respecto a t es nula:

0
5,5 T) = (V1S T) + (8, V1T)
= (VsT,T) + (S, VrT)
- <VST7 T>
— lﬁ |2
2 0s
= 0.

La primera y peniltima desigualdad son debidas a la compatibilidad con la métrica de
la conexion de Levi-Civita. La segunda es debida al lema 2.9 de simetria para familias de
curvas. La tercera es debida a que todas las curvas principales I'y son geodésicas y por
tanto V7T = 0. Finalmente, la tltima igualdad es consecuencia de que |T'| = |I',| = 1,
por estar las curvas principales parametrizadas por el arco.

O
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El lema de Gauss lo usaremos principalmente en la forma del siguiente corolario.

Corolario 2.18. Sea U una bola geodésica centrada en p € M, entonces, tenemos que
para ¢ € U\ {p} yv € TyM, entonces dgr(v) = (Or|q,v).

Para demostrarlo se requiere el siguiente lema [LeeRM](Prob. 2-10).

Lema 2.19. Sea (M, g) una variedad Riemanniana, f : M — R una funcion diferenciable
y V un campo vectorial diferenciable en M que no se anula en ningun punto. Entonces,
para todop € M yw € T,M se cumple que dpf(w) = (V(p),w), si, y solo si, V(f) = |V|?
y V es ortogonal a las antitmdgenes por f de todos los puntos regulares de f.

Demostracion del corolario 2.18. En la demostracion del lema de Gauss hemos visto que
las antiimagenes de los puntos regulares de r son las esferas geodésicas. Por el lema, como
O, es unitario, es suficiente ver que 0, es ortogonal a las antiimagenes de cada valor de r y
que O, (r) = |0,|%. Lo primero es consecuencia directa del lema de Gauss 2.17, y calculando
rutinariamente en coordenadas normales, obtenemos que 9,(r) = 1 = |9, |*. O

Ahora ya se puede demostrar una proposicion que es una herramienta crucial en demos-
traciones posteriores. Esto se debe a que nos permite asegurar que en una bola geodésica,
las geodésicas radiales, son minimizantes entre el centro y cualquier punto en la bola. Y a
su vez, que en este entorno la funcion radial equivale a la distancia riemanniana al centro.

Proposicion 2.20. Sea (M, g) una variedad riemanniana, y sea p € M y q un punto
dentro de una bola geodésica con p como centro, entonces, la geodésica radial de p a q es la
unica curva geodésica minimizante de p a q, en M. Por tanto , la funcion r da la distancia
riemanniana de q a p.

Demostracion. Sea ¢ > 0 tal que exp,(B:(0)) es una bola geodésica que contiene g. Sea

v : [0,¢] = M la geodésica radial de p a ¢, con velocidad inicial unitaria v € T,M.
Entonces v esta parametrizada por el arco y por tanto L(7) = c.

(T(b[]

Figura 3: Eleccion de ag y bo.

Tenemos que demostrar que 7y es minimizante, por tanto, que toda otra curva admisible
que une a py ¢ tiene una longitud mayor o igual a c. o : [0,b] — M otra curva con extremos
Py q, que podemos asumir, sin pérdida de generalidad, que esta parametrizada por el arco,
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para facilitar calculos. Sean ag, by € [0, b], donde, para t € [a, b], ag es el mayor valor por el
que o(t) = p, y bg es el menor valor por el cual o(t) se encuentra en la frontera de la bola
geodésica (Fig. 3). Entonces, la composicion 7 o o es continua y diferenciable por partes
en (ag,bg), r(ap) = 0y r(o(by)) = c. Por tanto podemos sacar la siguiente desigualdad
aprovechando el teorema fundamental del célculo, y el anterior corolario 2.18:

boa

c=r(o(by)) —r(o(ay)) = Er(a(t))dt

ag
bo

_ / ooy (o (1)) dt

0

bo
= / <ar|0'(t)7 U,(t)>dt

0

bo ,
< / 100 10" (0))d

0

bo
= / |o"t|dt
ap

= L(0]{ag,b0) < L(0),

donde en la primera desigualdad hemos usado la desigualdad de Cauchy-Schwarz. Como
L(o) > ¢, tenemos que v es minimizante.

Ahora supongamos que L(o) = ¢ = b. Entonces las desigualdades anteriores se vuelven
igualdades. Como o esté parametrizada por el arco, tenemos, por la segunda de estas igual-
dades, que ag = 0 y by = ¢, ya que cualquier segmento méas de o aumentaria positivamente
la longitud. Por otro lado, tenemos que al ser

0rlow o’ (B)] = (Orlaw), o'(£) = 0

por la primera igualdad, la integral definida daria 0, con lo que de hecho

10 lopllo” ()] = (Orloqr), o' (£)

para todo t € [0, ¢c|. Por tanto, en ese mismo intervalo, ¢/(¢) es un multiplo positivo de
Or| o(t), Y como o esta parametrizada por el arco, y J, es unitario, tenemos que 0| o(t) =
o'(t) en todo [0, c|]. Esto significa que ambas, o y 7, son curvas integrales de 9, pasando
por ¢ en t = c. Entonces, por la unicidad de las curvas integrales de un campo vectorial,
tenemos que o = -y, probando asi la unicidad de la geodésica minimizante.

(]

Observacion 2.21. Como consecuencia de que en una bola geodésica las geodésicas
radiales son minimizantes, obtenemos que una bola geodésica abierta, cerrada, o una
esfera geodésica, de radio €, es respectivamente una bola métrica abierta, cerrada, o una
esfera métrica.

Por esta observacién, nos referiremos una bola geodésica de centro p y radio € > 0,
exp,(B:(0)), como B.(p), usando la misma notaciéon que para las bolas métricas.

Definimos una variante de los entornos normales, relacionado con las bolas geodésicas
de sus puntos.
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Definicion 2.22. Sea (M, g) una variedad riemanniana, y sea un subconjunto W C M.
Diremos que W es un subconjunto uniformemente normal si existe un real 6 > 0 tal
que para todo punto p € W se tiene que W estd contenido en la bola geodésica de radio §
Yy centro p.

Para demostrar el siguiente resultado sobre entornos uniformemente normales, se ha
usado como referencia principal [1](Teo. 2.1).

Proposicion 2.23. Sea (M, g) una variedad riemanniana, y un punto p € M. Eziste un
entorno uniformemente normal de p.

Demostracion. Como tratamos con entornos, podemos pasar la demostracion a una carta
local. Cogemos un entorno normal coordenado U centrado en p, con coordenadas (z;),
i € {l,...,n}. Sea m : TM — U la proyeccion del fibrado tangente a los puntos de
U, podemos expresar localmente 7~ !(U) con las coordenadas (z;,v;),i € {1,...,n} en
U x R™, donde las x; son las coordenadas locales de un punto x € U y v; las coordenadas
locales de un vector v € T, M. Por las propiedades de la exponencial exp, podemos escoger
un subconjunto abierto ¢ de T'M, cumpliendo U x {0} C & C U x R™ en su expresion
local, tal que exp estéa definida en todo &, y para todo (z,v) € £ se tiene que exp,.(v) € U.

Definimos una aplicacion E : £ — U x U como E(z,v) = (z,exp,(v)). Entonces,
la representacion matricial del diferencial de = en el punto (p,0) € &, es la matriz en
bloques:

T g Id, 0
d(p,O) <E> = 5 5 = 5 )
Be; CXDi g, OXD; 9z; €XPi Ldn
donde i,j € {1,...,n}, y hemos usado que dy exp, = Id. En consecuencia, la matriz

tiene determinante 1, por lo tanto es invertible. Es se traduce en que (p,0), = es un difeo-
morfismo local. Como Z(p,0) = (p, p), por el teorema de la funcion inversa de variedades
diferenciables, existen entornos abiertos Y C U x R™ de (p,0) y W C U x U de (p,p) tal
que = es un difeomorfismo. Reduciéndolo si hace falta, podemos considerar que U tiene la
forma V' x Bs(0), donde V' es un entorno p y Bs(0) una bola métrica por g en R" en las
coordenadas (v;), con § > 0.

Por otro lado, también podemos coger un entorno W de p tal que el rectangulo W xW C
W. Vemos que en tal caso W es un entorno uniformemente normal de p. Efectivamente,
por su eleccion y la de § tenemos que si dos puntos ¢q,q € W entonces (q,q') € W.
Por tanto existe un vector v € Bs(0) C T,M tal que ¢’ = exp,(v). En consecuencia, ¢’
pertenece a la bola geodésica de radio d y centro q.

O
Definiciéon 2.24. Sea (M, g) una variedad riemanniana. Diremos que un subconjunto

abierto U de M es geodésicamente convexo, si para todo par de puntos p,q € U existe
una geodésica minimizante de p a q que estd contenida dentro de U.

St ademds esta geodésica minimizante es inica en M, diremos que U es fuertemente
convexo.
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El siguiente resultado trivial sobre conjuntos fuertemente convexos se usa en [LeeRM],
pero queda implicito, por lo que es conveniente ponerla por escrito. En consecuencia esta
es una demostraciéon propia.

Proposicion 2.25. Sean dos conjuntos fuertemente convexos. Si su interseccion no es
vacta, es fuertemente convexa.

Demostracion. Sean dos puntos que pertenecen a la intersecciéon, existe una geodésica
minimizante entre los dos puntos en cada conjunto, pero ademas es tnica, por lo que tiene
que ser la misma y entonces esté contenida en la interseccion. U

Para acabar esta subsecciéon dedicada a propiedades de las bolas geodésicas, vemos un
altimo resultado que nos permitird obtener entornos fuertemente convexos alrededor de
cualquier punto. Esta demostracion se deja como ejercicio en [LeeRM]|(Prob. 6-5), donde
se dejan las pautas para resolverlo. En consecuencia, la demostracién también es propia,
usando como comparativa [1](Teo. 2.3, Lema. 2.4).

Teorema 2.26. Sea (M, g) una variedad riemanniana. Para todo punto p € M, existe un
valor real o > 0, tal que toda bola geodésica centrada en p y con radio menor que «, es
fuertemente conveza.

Demostracion. Sea un punto p € M. Por 2.23, sabemos que existe un entorno W §-
uniformemente normal de p. Cogemos un € > 0 tal que la bola geodésica B.(p) C W y
que 2¢ < 4.

Definimos el conjunto

W :={(q,v,t) e TM xR :q € B.(p),v e TyM,|v|=1,|t| <2},

y en W, definimos una aplicaciéon f : W, — R por
(g, v,t) == d(p, exp,(tv))*.

Por la eleccion de ¢, tenemos que exp,, esta bien definida sobre la bola métrica Bz (0) C
Ty M, luego f estd bien definida y es diferenciable.

Tenemos que para cualquier v, ¢ tales que (p,v,t) € W, por 2.20 se cumple f(p,v,t) =
d(p, expp(1tv))2 =2, al ser exp,,(tv) geodésica radial con velocidad inicial v y que [v] = 1.

Como resultado, se obtiene que %Qf(p, v,t) =2>0.

Al ser f es continua, existe 0 < a < & tal que para todo punto (q,v,t) € W, se
tiene %%f(q,v,t) > 0, ya que W, C W,. Los v no se ven afectados porque son los
vectores unitarios de cada espacio tangente de los puntos en la bola geodésica, y por tanto
independientes de la elecciéon de € o a.

Ahora, sean dos puntos q1, g2 € B, (p), entonces qq, g2 € W. Como W es d-uniformemente
normal, g2 pertenece a la bola geodésica Bjs(q1). Por 2.20, existe una tnica geodésica mi-
nimizante v en M, de ¢ a g2, que podemos asumir parametrizada por el arco. Como ~ es
una geodésica radial de Bs(q1), por definicion y(t) = exp,, (tv1) con t € [0,0] y v1 := 7'(0).
Sea b := d(q1, q2), tenemos por la desigualdad triangular

b=d(q1,q2) < d(q,p) + d(p,q2) < 2.
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Por tanto, tenemos que para todo t € [0, b] se cumple (g, v1,t) € W,,.

Definimos ahora otra aplicacion F' : [0,b] — R como F(t) := f(q1,v1,t), que es cla-
ramente diferenciable. Entonces F”(t) = %2 f(qi,v1,t) > 0. F tiene un valor méaximo
en [0,b] debido a que este es un intervalo compacto, pero como la segunda derivada es
positiva no puede alcanzar un méaximo en (0, b), por tanto F' obtiene el valor maximo en
g1 = 7(0) o g2 = y(b). Por la definicion de f, esto implica que

flqr,v1,t) = d(p,y(t)* < o

Por lo que toda la geodésica esta contenida en B, (p). Hemos probado asi que B, (p)
es una bola geodésica fuertemente convexa. O

2.4. Completitud

Con esto, ya tenemos las herramientas para demostrar el resultado principal de esta sec-
cion. El teorema de Hopf-Rinow, que relaciona la completitud métrica con la completitud
geodésica.

Definimos primero este ultimo concepto.

Definicion 2.27. Decimos que una variedad riemanniana (M,g) es geodésicamente
completa si toda geodésica maximal en M esta definida en todo R.

Observacion 2.28. Por la definicion de la aplicacién exponencial, que una variedad
riemanniana (M, g) sea geodésicamente completa equivale a decir que en cada punto
p € M, exp, esta definida en todo T),M. Efectivamente, si M es geodésicamente com-
pleta, sea ¢ > 0 lo suficientemente pequenio para que exp, este definida en la bola
abierta B.(0) C T,M. Si v € B.(0), por las propiedades de la aplicacién exponencial,
exp,(tv) = 7y, (t) donde v es la geodésica con velocidad v en p, y como esté definida para
todo ¢ € R, se tiene que que exp,, estd definida para toda la recta {tv;t € R}. Consecuen-
temente, exp,, esta definida en toda T, M. El reciproco es claro, ya que toda geodésica se
podria definir como una geodésica radial definida en todo R.

Nos referiremos a (M, g) como un espacio métricamente completo, si es completo
como espacio métrico con la distancia riemanniana asociada a ¢, para distinguir asi los
dos tipos distintos de completitud.

Con esta aclaracién procedemos a demostrar el teorema de Hopf-Rinow. Pero antes,
una tdltima definicién auxiliar que nos servira en la demostracion.

Definicion 2.29. Sea v : [a,b] — M un segmento de geodésica, que empieza en un punto
pEM | ysesq€ M otro punto cualquiera. Entonces, diremos que v apunta hacia q st
v es minimizante y se cumple

d(p,q) = d(p,7(b)) + d(~(b), q), (2.5)

donde d es la distancia riemanniana asociada a la métrica.

Teorema 2.30. (Teorema de Hopf-Rinow) Sea una variedad riemanniana (M, g). Si
M es conexa, las siguientes condiciones son equivalentes:

1. (M, g) es geodésicamente completa.
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2. (M, g) es geodésicamente conveza.

3. (M, g) es métricamente completa.

Demostracion. (1) = (2). Supongamos primero que (M, g) es geodésicamente completa,
y vemos que entonces es geodésicamente convexa.

Probamos que para un punto cualquiera p € M, para todo otro punto ¢ € M existe
un segmento de geodésica minimizante de p a g. Para ello, es suficiente ver que existe un
segmento de geodésica «y : [a,b] — M que empieza en p, apunta hacia g y que L(vy) =
d(p,q). En tal caso, al ser v minimizante se tiene que L(y) = d(p,v(b)) = d(p, q), y como
apunta hacia ¢, se cumple d(p, q) = d(p, q) +d(v(b), q). Como consecuencia d(y(b),q) = 0.
por tanto y(b) = ¢ y 7y es un segmento de geodésica minimizante de p a q.

Cogemos ¢ > 0 tal que la bola geodésica cerrada B.(p) alrededor de p no contenga el
punto g. Por la continuidad de la distancia en un espacio métrico y por la compacidad
de las esferas geodésicas, existe un punto z € dB.(p) donde d(z, q) alcanza el minimo en
la propia esfera. Nombramos v a la geodésica maximal parametrizada por el arco, cuya
restriccion a [0, €] es la geodésica radial de p a z en B.(p). Como (M, g) es geodésicamente
completa, v esta definida para todo t € R.

Vemos que 7|0, apunta a g. Por la proposicion 2.20, sabemos que es minimizante.
Falta ver que se cumple

d(p,q) = d(p,z) +d(z,q).

Al ser M una variedad conexa, es arco-conexa. Entonces, podemos suponer que existe
una curva admisible o : [ag,bp] — M cualquiera de p a q. Sea ty el primer valor en el
que o(tp) € 0B:(p). Entonces, como todo punto de dB:(p), se encuentra a una distancia
e de p, por tanto L(0|(4y,]) = d(p,a(to)) = d(p, ), y por la eleccion de = tenemos que
L(U’[to,bo]) > d(o(ty),q) > d(z,q). Obtenemos asi

L(o) = L(alfagto) + L(@ito00) = d(p, ) + d(z, ).

Pasando el lado izquierdo de la desigualdad al infimo respecto todas las curvas o de p a
q, nos da que d(p,q) > d(p,z) + d(z, q). Luego, por la desigualdad triangular obtenemos
la igualdad buscada.

Ahora definimos D := d(p, q) y la aplicacion f : [0, D] — R, definida como

f(t) =d(p,y(t)) +d(v(t),q)-

Entonces, A := f~1({D}) se trata del conjunto de valores de b € [0, D] para los que |
apunta hacia ¢. Hemos visto antes que ¢ € A. f es continua por la continuidad de la
distancia riemanniana, y por la definicion de A este conjunto es cerrado en [0, D] y por
tanto compacto. En esta situacion podemos definir A := max(A) > e.

En el caso de que A = D, entonces 'y|[07 p) serfa un segmento de geodésica que tiene
longitud d(p, q) y que apunta hacia ¢, por tanto, como se ha visto antes, (D) = ¢ y ya
estaria.

En caso contrario, con A # D, reducimos al absurdo suponiendo que A < D. Llamamos
y := (D) y escogemos § > 0 lo suficientemente pequeno para que la bola geodésica
cerrada Bs(y) no contenga a q. Siguiendo el mismo razonamiento que antes, cogemos el
punto z € dBs(y) tal que la distancia a ¢, d(z,q), sea la minima en la esfera. Ya hemos
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Figura 4: Completitud geodésica implica convexidad geodésica.

visto que en tal caso la geodésica radial parametrizada por el arco 7 : [0,d] — M, donde
7(9) = z, apunta hacia ¢ (Fig. 4).

Como A € A, tenemos que

d(y,q) = d(p,q) — d(p,y) = D — A.

Y como 7 apunta hacia q, se obtiene

En consecuencia, por la desigualdad triangular

d(p,z) > d(p,q) —d(z,q) =D —(D—-A—-§)=A+4. (2.6)

Creamos una nueva curva admisible de p a z, concatenando || 4) con 7. La curva en
total tiene una longitud de A+4d por lo que por (2.6) se trata de una curva minimizante que
ademas esta parametrizada por el arco. Por el teorema 2.12 esta se trata de una geodésica
minimizante, y por la unicidad de las geodésicas en y con misma velocidad inicial, 7 es
la prolongacion geodésica de (g 4], ¥ 2 = V(A + ). Pero con las igualdades anteriores se
tiene que

d(p,q) =D =(A+9)+d(z,q) =d(p,z) +d(z,q).

Por lo que 7][07 A+s) apunta hacia ¢, y (A+9) € A, lo cual es una contradiccion porque A
era el maximo por definicién. Por tanto existe una curva geodésica minimizante por cada
par de puntos p,q € M, con lo que (M, g) es geodésicamente convexa.

(2) = (3). Supongamos ahora que (M, g) es geodésicamente convexa, y vemos que
en tal caso también es métricamente completa. Es decir, que toda sucesiéon de Cauchy
(respecto la distancia riemanniana) converge.

Sea p € M un punto cualquiera, y (g,),n € N una sucesion de Cauchy de puntos en M.
Definimos d,, := d(p, q,), y sean entonces 7, las geodésicas minimizantes, parametrizadas
por el arco, de p a g,, v v, los vectores de velocidad unitarios de =, en p, con lo que
Yn(t) = exp,(tvn) ¥ @n = m(dn) = exp,(dyvn) (Fig. 5). Como (g,) es de Cauchy, es
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Figura 5: Convexidad geodésica implica completitud métrica.

acotada, y por tanto la sucesion (d,,) es acotada. Como los vectores (vy,) son unitarios,
también es una sucesion acotada, y asf la sucesion (d,v,) también es acotada en T, M, por
lo que esta contenida en un subconjunto compacto. Entonces, hay una sucesiéon parcial
(dn,vn,) que converge a un vector v. Por la continuidad de la aplicacion exponencial la
sucesion parcial (g, ) converge a un punto g := exp,(v), y como (g,) es de Cauchy con
una sucesiéon parcial convergente, esta converge al mismo punto q.

(3) = (1). Finalmente, suponemos que (M, g) es métricamente completa y probamos
que es geodésicamente completa.

Supongamos que no lo es. Entonces existe alguna geodésica parametrizada por el ar-
co, v : [0,b) = M, con b € R, que no se puede extender a una geodésica sobre [0, c),
para todo ¢ > b. Sea una sucesion creciente cualquiera (t,) C [0,b) que converge a b,
consecuentemente es de Cauchy. Sea ¢, := ~(t,), para cualquier n,m € N se tiene que
A(Gn, qm) < |tn — tm|, con lo que (g,) también es una sucesion de Cauchy, y como M es
meétricamente completo (g,,) converge a un punto gq.

Ahora, sea W un entorno §-uniformemente normal alrededor de ¢, donde § > 0. Por la
convergencia existe un k € N tal que g € W, y por tanto que ty > b —§. Por la definiciéon
de W, se tiene que W C Bs(q) (Fig. 6). Cogemos la geodésica radial o : [0,8] — M
en Bs(qx), con 0(0) = g y 0'(0) = /(). Podemos prolongar la geodésica 7|, con
o. Entonces, como en ¢ las velocidades coinciden, por la unicidad de las geodésicas o es
una extension geodésica de 7|g 4], con lo que la curva formada es de hecho 7lg 4, +4], Pero
como t + 0 > b obtenemos una contradiccion. En conclusion, (M, g) es geodésicamente
completa.

O

Debido al teorema de Hopf-Rinow, cuando una variedad riemanniana conexa cumpla
alguna de estas propiedades, diremos que se trata de una variedad riemanniana completa.

Observacion 2.31. A lo largo de la demostracion del teorema hemos podido observar

20



Figura 6: Completitud métrica implica completitud geodésica.

que para demostrar que una variedad riemanniana conexa es completa, es suficiente ver
que existe un punto p € M tal que la aplicacion exponencial exp,, esta definida en todo

T,M.
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3. Campos de Jacobi

En esta secciéon aprovecharemos la teoria de familias de curvas desarrollada en la sub-
seccién 2.1, junto con algunos de los resultados sobre geodésicas y distancia de la seccién
anterior, para definir y estudiar los campos de Jacobi. Estos son campos vectoriales a lo
largo de una curva en una variedad riemanniana, tales que, bajo ciertas condiciones, son el
campo variacional de una variacién donde todas las curvas principales son geodésicas. En
este caso diremos que la variacion se trata de una variacion a través de geodésicas.

Ademas, si la variedad tiene curvatura seccional constante, los campos de Jacobi ad-
quieren ciertas propiedades que nos permiten demostrar que en cada punto de la variedad
existe un entorno isométrico a un subconjunto abierto de un espacio euclidiano, una esfe-
ra, o un espacio hiperbdlico de su misma dimensién, en funcién del valor de la curvatura.
Este resultado es el objetivo final de esta seccién, y es una pieza clave para demostrar
el teorema de Killing-Hopf, ya que este resultard de la ampliaciéon de la isometria local
mencionada, a una isometria global.

3.1. Ecuacion de Jacobi

Veremos en esta seccion una forma de determinar que campos vectoriales a lo largo de
una geodésica son campos variacionales de una variaciéon a través de geodésicas.

Teorema 3.1 (Ecuacion de Jacobi). Sea (M,g) una variedad riemanniana, vy una
geodésica en M, y J un campo vectorial diferenciable a lo largo de . Si J es un cam-
po variacional de una variacion a través de geodésicas, entonces J satisface la llamada
ecuacion de Jacobi:

Vo (Vyd) + R(J,7)y =0. (3.1)

Donde R es el tensor de curvatura asociado a la métrica g.

Antes de demostrar el teorema es necesario enunciar el siguiente lema [LeeRM|(Prop.
7.5), para usar el tensor de curvatura sobre familias de curvas.

Lema 3.2. Sea (M, g) una variedad riemanniana, y sea T' una familia de curvas diferen-
ciable en M. Entonces, para todo campo vectorial diferenciable a lo largo de I' se cumple
que

Vs(VrV) =Vr(VsV) = R(S,T)V.

Demostracion del teorema 3.1. Sea I' la variaciéon determinada por el campo variacional
J. Al ser una variacion a través de geodésicas, obtenemos que VT = 0, y por tanto
también Vg(VrT) = 0. Entonces, a partir del lema enunciado obtenemos

0=Vs(VrT)
=Vr(VsT)+ R(S,T)T
=Vr(VrS)+ R(S,T)T.

Donde en la ltima igualdad empleamos el lema de simetria 2.9. Si fijamos s = 0 tenemos
que S(0,t) = J(t) y T(0,t) = +/(t), y esto aplicado a la igualdad anterior nos da la
ecuacion de Jacobi.

O
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Hemos concluido que los campos variacionales de variaciones a través de geodésicas
cumplen esta ecuaciéon, pero no hemos demostrado el reciproco. Esto nos lleva a la siguiente
definicion.

Definicion 3.3. Si un campo vectorial diferenciable a lo largo de una geodésica v cumple
la ecuacion de Jacobi, diremos que se trata de un campo de Jacobi.

Podemos observar que la ecuaciéon de Jacobi en coordenadas locales es una ecuacion
diferencial ordinaria (a las cuales nos referiremos como EDO a partir de ahora), y por
tanto, bajo ciertas condiciones iniciales, podemos asegurar la existencia y unicidad de un
campo de Jacobi a lo largo de una curva, como demuestra la siguiente proposicién.

Proposicion 3.4. Sea (M, g) una variedad riemanniana, y sea vy : I — M una geodésica
donde I C R es un intervalo. Sea p = y(tg), con tg € I, y vectores v,w € T, M. Entonces
existe un unico campo de Jacobi a lo largo de vy, tal que

J(to) =v; VyJ(tg) =w.

Demostracion. Por la compatibilidad de la métrica, el transporte paralelo a lo largo de
~ es trata de una isometria entre los espacios tangentes de los puntos en la curva. Por
tanto, podemos definir una base ortonormal (E;), i € {1,...,n}, de campos vectoriales
diferenciables paralelos a lo largo de «y. Entonces los campos vectoriales diferenciables a lo
largo de v son combinacion lineal de los campos E; con coeficientes funciones diferenciables.
Escribimos pues

J(t) = Z Ji(t)Ei(t); ~'(t) = Zyi(t)Ei(t)-
=1 i=1

Con t € I y donde J;,y; son funciones diferenciables de I a R que actiian como los
coeficientes mencionados.

Entonces, como los F; son paralelos a lo largo de 7 se simplifican los céalculos de las
conexiones respecto la velocidad de la curva, porque en tal caso

Vo J(0) = 3 SO E).
=1

Luego
VoV = J' (t)E;(t). (3.2)

Por otro lado, definimos los simbolos Ré’kl : I — R de R, respecto la base escogida,
como

n
R(E;, ER)Ei(t) = Y Riy(OE:(t), j.kle{l,...,n}.
i=1
Como el tensor de curvatura R es trilineal respecto funciones diferenciables, tenemos que

R(J) ’y/)’yl(t) = Z Ré’kl(t)‘]j(t)yk(t)yl(t) i)j’ kvl € {1’ LR n} (33>
1,7,k,l

Aplicando (3.2) y (3.3) a la ecuacion de Jacobi obtenemos el siguiente sistema lineal de n
EDOs, donde el campo J es la incognita

T+ R (D)5 (0)yr(Du(t) = 0.
Gkl
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Definimos el campo a lo largo de v, W(t) := V. J = > | J/(t)E;(t). Si anadimos la
sustitucion W; := J/, convertimos el sistema en uno de 2n EDOs lineales, con los campos
W, J por incognitas

Wi(t) = =Y Ry (t) Tty ()ui(t) =0,
kil

Ji(t) = Wi(t).

Anadiendo las condiciones iniciales en tg de la hipoétesis, por la unicidad de las soluciones
de los sistema de EDOs, existen tinicos campos vectoriales diferenciables a lo largo de ~,

J, W, tal que v = J(to), y w = W (to) = V4 J(to).
(]

Observacion 3.5. Como los campos de Jacobi a lo largo de una geodésica -y son la solucién
de un sistema lineal de EDOs de 2n ecuaciones, tenemos que los campos de Jacobi forman
un subespacio vectorial de los campos vectoriales a lo largo de =, de dimensién 2n. Si
fijasemos una condicién inicial para J o para W, las soluciones pasarian a ser un espacio
vectorial de dimensién n.

Ahora podemos probar que, bajo ciertas condiciones, todos los campos de Jacobi son
de hecho campos variacionales de una variaciéon a través de geodésicas.

Proposicion 3.6. Sea (M,g) una variedad riemanniana, y vy : I — M una geodésica, con
I C R un intervalo. Si M es completa, entonces todo campo de Jacobi J a lo largo de -,
es un campo vartacional de una variacion de v a través de geodésicas.

Demostracion. Sea J un campo de Jacobi a lo largo de 7. Podemos suponer sin pérdida
de generalidad que 0 € I, ya que podemos reparametrizar por traslaciéon del pardmetro
t € I, y esta conserva la propiedad de geodésica y de campo de Jacobi, al ser estas
propiedades consecuencia de ser soluciones de EDOs. Ponemos p := v(0) y v := +/(0).
Entonces tenemos que v = expp(tv) para t € I. Para € > 0 lo suficientemente pequetio,
podemos considerar la geodésica o : (—¢,¢) — M, tal que o(0) = p y ¢/(0) = J(0), y por
la proposicion anterior podemos podemos definir un campo vectorial diferenciable V' a lo
largo de o, como el campo de Jacobi tal que V(0) =vy V,V(0) = V., J(0).

Definimos una familia de curvas I' por
D(5,) = expy(s) (EV(5)). (3.4)

Vemos que estéa definida sobre (—&,¢) x I, ya que al ser M completa, la aplicacién expo-
nencial esta definida en todo T, ()M para todo s € (—¢, ). También, por la definicién, es
diferenciable y tenemos que

D(0,£) = expy (o) (EV (0)) = exp, (tv) = 7(t),
D(s,0) = expy(s) (0) = o (s).

La primera igualdad nos dice que I' es una variacion de la curva -, y por su definicion,
cada curva principal I'y es una geodésica con velocidad inicial V'(s), con lo que T' es
una variacion a través de geodésicas (Fig. 7). Por tanto, por 3.1 su campo variacional
W (t) := S(0,t) es un campo de Jacobi. Ademas tenemos que
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W(0) = 5(0,0) = o’(0) = J(0),
V. W (0) = V78(0,0) = VsT(0,0) = Vo V(0) = V.7 (0)

Donde en la segunda igualdad, hemos empleado el lema de simetria 2.9.

Como W(0) = J(0) y V,/W(0) = V,/J(0), por la unicidad de los campos de Jacobi
a lo largo de una misma geodésica v tenemos que W = J, y por tanto J es el campo
variacional de una variacién a través de geodésicas. O

Figura 7: Construccion de la familia de curvas I" como en (3.4).

Observacion 3.7. Por la demostracion, hemos visto que si tenemos un campo de Jacobi
J alo largo de una geodésica 7, la expresion (3.4) nos da una variacion de v a través de
geodésicas, que tiene J como campo variacional.

A partir de ahora, aunque algunas de las proposiciones sean validas mas en general,
asumiremos en el resto de la seccion que (M, g) es una variedad riemanniana completa,
debido a que esa es una de las hipétesis principales del Teorema de Killing-Hopf. En este
contexto, un campo de Jacobi equivale a un campo variacional de una variaciéon a través
de geodésicas.

Se pueden hacer diversas clasificaciones de los campos de Jacobi, nos es de interés solo

la siguiente definicion.

Definiciéon 3.8. Sea (M, g) variedad riemanniana, y sea v : I — M una curva regular,
con I un intervalo y V un campo vectorial a lo largo de . Diremos que V' es un campo
vectorial normal a lo largo de 7y, si para todo t € I, se tiene que V(t) es ortogonal a

v'(t).

Para los campos de Jacobi normales a lo largo de una geodésica, tenemos una caracte-
rizacién mas sencilla de comprobar.
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Proposicion 3.9. Sea (M, g) una variedad riemanniana, v : I — M una geodésica, con
I intervalo, y sea J un campo de Jacobi a lo largo de . Entonces son equivalentes

1. J es un campo de Jacobi normal.
2. J es ortogonal a ' en dos puntos distintos de .

3. J y V.yJ son ortogonales a ' en un mismo punto de 7.

Demostracion. Definimos una aplicacion f : I — R como f(t) = (J(t),7'(t)). Al ser
composicion de aplicaciones diferenciables, f es diferenciable. Vemos que f” es nulo de la
manera siguiente

0

f// — ﬁ<<]7’yl>

0

=51 (Vo d?) + (1. V1)
0

= a<v’y’<]a ’}/>

= <v'y’v'y’J7 '7/>

= —(R(J,7).7)

= —Rn(J, 7/77/77/) = 0.

Donde, en la segunda igualdad se usa la compatibilidad con la métrica. En la tercera,
que Vv = 0 al ser v geodésica. En la cuarta los anteriores pasos de nuevo. En la
quinta aplicamos la ecuacién de Jacobi, y lo que queda es la definicién del tensor de
curvatura de Riemann R,,, que por la propiedad de simetria verifica R,,(J,7,7',7) =
—Run(J,v',v',7"), y por tanto es nulo. En consecuencia, f’ es constante.

(1) < (2). Es inmediato que si J es normal, por la propia definicion, J sera ortogonal
a 7/ en dos puntos distintos cualesquiera. Por tanto nos centramos en el reciproco.

Supongamos que J es ortogonal a 7’ en dos puntos distintos a, b € I. Queremos ver que
f(t) =0 para todo t € I. Como f(a) = f(b) = 0, por el teorema del valor medio existe un
punto entre a y b donde f’ se anula. Al ser f’ es constante, es nulo. Consecuentemente f
es constante y nulo, y J es un campo normal.

(1) <= (8).Si J es normal, f es nulo en I, y al ser constante, f' = (V./.J,7') también
es nulo, por tanto J y V.J son ortogonales a 7' en todo I. En particular, lo son en un
mismo punto.

Para demostrar el reciproco, supongamos que para un punto a € I, se cumple que
fla) = (J(a),7'(a)) =0y f'(a) = (VyJ(a),7 (a)) = 0. Como f’ es constante, es nulo,
y analogamente, f es nulo, lo que significa que J es ortogonal a 4/ en I y por tanto es
normal. O

3.2. Campos de Jacobi que se anulan en un punto

Tratamos en esta subsecciéon un tipo especifico de campos de Jacobi, aquellos que se
anulan en un punto de la geodésica.

Proposicion 3.10. Sea (M, g) una variedad riemanniana completa. Sea I C R un inter-
valo tal que 0 € I. Sean v : I — M una geodésica y J : I — M un campo de Jacobi a lo
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largo de 7y tal que J(0) = 0. Entonces J es el campo variacional de una variacion a través
de geodésicas de vy, definida como

['(s,t) = exp,(t(v + sw)),

donde s pertenece a un intervalo que contiene 0 y p :=~(0), v :=~(0) y w := V. J(0).

Demostracion. (3.4) Sea € > 0, definimos la curva diferenciable o : (—¢,e) — M como
o(s) = p constante para todo s € (—¢, ). También definimos un campo vectorial diferen-
ciable a la largo de o, V' : (—¢,¢) — T, M como V(s) = v+ sw. Al ser ¢ constante se tiene
que V(s) € T,M para todo s € (—¢,¢). Entonces, el calculo de la derivada covariante de
V a lo largo de o es sencillo,

0

v /V( ) 88\5 0

(s) =

= v+ sw) = w.

Js \5:0( )

Como a(0) =p, d’(0) =0,V (0) =vy V,V(0) = w, por la demostracion de la proposicion
3.6 y (3.4) obtenemos que I'(s,t) = exp, (t(v+sw)) es una variacion a través de geodésicas
de v con campo variacional J. (]

Este nos sirve para poder expresar en coordenadas locales un campo de Jacobi que se
anula en un punto.

Proposicion 3.11. Sea (M,g) una variedad riemanniana completa, con p € M. Sea
v : I — M una curva geodésica donde I C R es un intervalo tal que 0 € I y p = ~v(0).
Entonces, para todo w € T,M, el campo de Jacobi J a lo largo de v tal que J(0) = 0
y VyJ(0) = w se puede escribir en un entorno normal centrado en p con coordenadas
normales (z;), i € {1,...,n} como

- 0
i=1 t

donde w =1, wia%ib es la expresion de w en la base (8(3:1)

Demostracion. Como M es completa, por la proposicion 3.10, obtenemos la variaciéon que
tiene a J como campo variacional. Su representacion local en las coordenadas normales
descritas en el enunciado serian, por la propia definicién de coordenadas normales

[(s,t) = (t(vy + swy), ..., t(v, + swy)),

y entonces, en representacion local, tenemos
J(t) = S(0,t) = ys ol'(5,1) Za [s=0(t(v: + swi)) 5 yr(st thl (8):

que es lo que buscabamos (Fig. 8). O

Corolario 3.12. Sea (M, g) una variedad riemanniana completa, U un entorno normal
coordenado centrado en p € M. Entonces para todo punto ¢ € M y para todo vector
w € TyM, existe un campo de Jacobi a lo largo de la geodésica radial de p a q que se anula
en p, tal que su valor en q es w.
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Figura 8: Campo de Jacobi que se anula en un punto en coordenadas normales.

Demostracion. Tomamos coordenadas normales (x;),i € {1,...,n} de U. Entonces ¢ =
(q1,---,qn) € U\ {p}, y tenemos una geodésica radial v de p a q, v(t) = (tq1,...,tqn),
donde v(0) = p, y(1) = ¢. Sea w = Y ;" | wi%’q la expresion local de w. Entonces, por
la proposicion anterior, si definimos el campo vectorial J a lo largo de v como J(t) =
Yoy twi%]w, este es de hecho un campo de Jacobi a lo largo de v que cumple J(0) = 0.
Vemos que J(1) = w, por lo que este es el campo de Jacobi buscado.

O

3.3. Campos de Jacobi en variedades de curvatura constante

En esta subseccién vemos que en variedades riemannianas con curvatura seccional
constante los campos de Jacobi a lo largo de geodésicas, que son normales y que ademas
se anulan en un punto, se pueden expresar con una férmula explicita, que nos proporciona
informacion suficiente para demostrar el resultado sobre isometrias entre entornos de la
variedad, y entornos de una variedad estandar.

Definimos una aplicacion s. : R — R, por cada ¢ € R, como

t, sic=0
5.(t) = ﬁ sinty/c, sic>0, (3.6)
\/%7 sinhty/—c, sic<0

para todo t € R (Fig. 9).

Para el uso que se le da a esta aplicacion, el valor ¢ corresponde al valor de la curvatura
constante de la variedad. El porqué de esta definicién se hace aparente en el siguiente
resultado, y su correspondiente demostracion.

Proposicion 3.13. Sea (M, g) una variedad riemanniana completa con curvatura seccio-
nal constante c € R, y sea v : I — M, una geodésica parametrizada por el arco, con I un
intervalo y 0 € I. Entonces, un campo de Jacobi normal a lo largo de v que se anula en
el punto t = 0, tiene la forma

J(t) = kso(t) B (1),
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donde k € R y E es un campo vectorial paralelo unitario a lo largo de v, y

K = [V 7(0)].

35

c=—1/4

25 c=0

05

Figura 9: Gréfica de s, dependiendo de c.

Para demostrar la proposicion, se empleara el siguiente lema sacado de [LeeRM]|(Prop.
8.36).

Lema 3.14. Sea (M, g) una variedad riemanniana con curvatura seccional constante ¢ €
R, entonces para el tensor de curvatura R se cumple

R(u,v)w = ¢ ({(v,w)u — (u,w)v),

stendo u, v, w vectores pertenecientes al mismo espacio tangente. Fsto se aplica también
para campos vectoriales.

Demostracion de la proposicion 3.13. Como (M, g) tiene curvatura constante, podemos
aplicar el lema anterior a la ecuacién de Jacobi, que queda

0=V Vyd+c((y V) = (J,A)W) =VyVyud +cl, (3.7)

donde en la segunda igualdad usamos que 7/ est4 parametrizada por el arco, y que J es
normal y por tanto ortogonal a +'.

Por la proposiciéon 3.9, tenemos que para que un campo de Jacobi sea normal, solo hace
falta que su valor y el de su derivada covariante, sean ortogonales a 4’ en un mismo punto.
Por la unicidad de un campo de Jacobi en funcién de estos valores iniciales, tenemos que
el espacio de campos de Jacobi normales a lo largo de v es de dimensién 2n — 2, y como
fijamos la condicion inicial J(0) = 0, el espacio de campos de Jacobi normales que cumplen
estd condiciéon es de dimension n — 1.

Por otro lado, supongamos que queremos encontrar una solucion para la ecuacion (3.7),
que tenga la forma
J(t) = u(t)E(t), (3.8)



con u : I — R aplicacién diferenciable, y E un campo vectorial diferenciable, paralelo y
unitario a lo largo . En este caso (3.7), queda

u"()E(t) + cu(t)E(t) = 0,
y como E no se anula, podemos reducir la ecuacion a la EDO lineal de dimensién 2
u”(t) = —cu(t).

Como buscamos soluciones con condicién inicial u(0) = 0, se puede comprobar de forma
rutinaria, que las soluciones son ks.(t), para k € R.

Ahora queremos aplicar imponer que el campo vectorial resultante sea normal a la
curva. Como por la compatibilidad con la métrica el transporte paralelo es una isometria,
tenemos que el espacio vectorial de campos vectoriales normales paralelos a lo largo de -,
es de dimensién n — 1, por tanto, también es la dimensiéon del espacio de los campos de
Jacobi normales a lo largo de «y que tienen la forma (3.8), y que se anulan en t = 0. Esta
es la misma dimension que la del espacio vectorial del total de campos de Jacobi normales
a lo largo de vy, que se anulan en t = 0, por tanto, ambos espacios son el mismo y estos
campos son de la forma

J(t) = ksc(t)E(t).
Entonces la derivada covariante a lo largo de v queda
V(1) = ksl (D),

y como para t = 0 se tiene que s.(0) = 1 para todo ¢ € R, y E es unitario, obtenemos,
usando las propiedades de la norma, que

IV J(0)] = [E]sc(0)]|E(0)] = K.
O

Gracias a esta proposicion, podemos concretar caracteristicas especificas de las métricas
riemannianas en variedades con curvatura seccional constante.

Teorema 3.15. Sea (M, g) una variedad riemanniana completa con curvatura seccional
constante c. Sea p € M, y U un entorno normal centrado en p, con coordenadas normales
(x;). Entonces, en U \ {p} la métrica g en se puede expresar como

s50(r)?

g=dr?+ 2 (g - dr2) , (3.9)

donde r es la distancia radial (2.2), y g es la métrica euclidiana en R™ \ {0} en las
coordenadas (x;).

Demostracion. Denominamos g. a la expresion de la derecha de (3.9), que se puede com-
probar facilmente que es R-bilineal. Sean v, w vectores de un espacio vectorial cualquiera,
y un productor escalar (-, ), se tiene la identidad

<v,w>:%(<v+w,v+w>—<v—w,v—w>).

Esta identidad implica que una métrica estd determinada por su norma. Por tanto, es
suficiente ver que g(w,w) = g.(w, w) para todo w € T,M y todo ¢ € U \ {p}. Por el lema
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de Gauss 2.17, sabemos el campo vectorial 0, en U \ {p} es unitario y ortogonal a las
esferas geodésicas para g, cosa que también es cierto para g. Por tanto, si =56 > 0,

gc(am ar) = dr(ar)Q + (§<8ra 8r) - dr(ar)2) =1= g<8ra 87“)7
donde en la segunda igualdad se usa que por el corolario 2.18, dr(9,) = g(0,0r) = 1. Por
la bilinealidad de g y g., también coinciden en todos los multiplos de 9,.

Como T, M es suma directa del subespacio generado por 0y |4, y su subespacio ortogonal,
es suﬁc1ente ver que g = g. para todos los vectores del subespacio ortogonal.

Sea 7 : [0,b] — R la geodésica radial de p a ¢, parametrizada por el arco, donde
b = r(q). Entonces, sobre v tenemos ¥'(t) = 0| para t € [0,b]. Sea w € T; M, ortogonal
a v/'(b), queremos ver que g(w,w) = g.(w,w). De nuevo por 2.18, tenemos que dr(w) =
9(0r,w) = 0. Entonces queda

s0(t)?
ge(w,w) = Cr2 g(w,w).
En las coordenadas (z;) escribimos w = > | wia%ib y también ponemos ¢ = (q1, ..., qn),

con ¢;, w; € R. Entonces por como hemos definido =, y por las propiedades de los entornos
normales, la expresion local de v es

t t
D=1{-=q,....~qn ).
Y(t) (bql, ,bq>

Por el corolario 3.12 y la proposiciéon 3.11, existe un campo de Jacobi J sobre v que se
anula en ¢t = 0, J(b) = w y que tiene expresion

tw; 0O
Z b 61’1

con

nw
2?

Como J es ortogonal a 7/ en p y en ¢, por la proposiciéon 3.9 J es un campo de Jacobi
normal a lo largo de 7. Finalmente, por 3.13 tenemos

sc t)?
ul} = 1T = 501770 |Z bl = 22 i =

donde en la pendltima igualdad usamos que en p, g = g, por las propiedades de coor-
denadas normales. O

Finalmente, como corolario, obtenemos el resultado deseado de esta seccion.

Corolario 3.16. Sean (M, g) y (M, §) variedades riemannianas completas de una misma
dimension n y con curvatura seccional constante ¢ € R. Para todo par de puntosp € M y
p € M, existen entornos U de p y U de p que son isométricos.
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Demostracion. Seanp € M,y p e M,y sean U y U bolas geodésicas de un radio lo sufi-
cientemente pequeno € > 0 para estar definidas en ambos puntos. Sean los difeomorfismos
de paso a coordenadas locales ¢ : U — B.(0) y ¢ : U — B.(0), donde B.(0) C R una
bola métrica euclidiana. Por el teorema anterior, ambas métricas g en U y § en U tienen
la misma expresion (3.9), y por tanto 1/;_1 o1p: U — U es la isomerfa buscada. O

Observacion 3.17. Ahora, podemos usar este corolario para decir que una variedad
riemanniana completa, con curvatura constante c, es localmente isométrica a un espacio
euclidiano con la métrica euclidiana, si ¢ = 0, a una esfera con la métrica esférica si ¢ > 0,
0 a un espacio hiperbélico con la métrica hiperbélica si ¢ < 0, de la misma dimensién. Ya
que estas variedades riemannianas son conocidas por ser de curvatura constante con las
respectivas condiciones de ¢, y son completas.

Este resultado va a ser ampliado a un teorema de clasificaciéon cuya demostracion es el
objetivo principal de este trabajo.
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4. Recubrimientos riemannianos

En esta seccién auxiliar tratamos algunos conceptos y resultados de topologia alge-
braica. Primero, para demostrar un teorema, consecuencia de Hopf-Rinow, que dice que la
propiedad de completitud de una variedad riemanniana se mantiene por isometrias locales.
Y luego, para tener las herramientas necesarias para demostrar la versiéon del teorema de
Killing-Hopf para variedades conexas.

Como este trabajo se fundamenta en la geometria diferencial, el desarrollo de la teoria
de topologia algebraica necesaria se escapa del alcance de este trabajo. Por lo que nos
limitamos a definir los conceptos y enunciar los resultados justos que se requieran sin
demostrarlos, excepto el teorema 4.12.

Nos alejamos también de la referencia principal, para incorporar las fuentes [RotmanAT],
[MasseyAT| introductorias a la topologia algebraica, y [LeeTM]| y [LeeSM| predecesoras
de [LeeRM].

Las diferentes fuentes?® difieren en los detalles de la definicién de recubrimiento topolé-
gico, aunque acaban llegando a mismos resultados. Usamos una definiciéon que facilita la
celeridad para mostrar los resultados que nos interesan.

Definicién 4.1. Sean N, N espacios topoldgicos, y T : N — N una aplicacion T : N> N
continua. Sea U C N abierto y conexo. Diremos que U estd uniformemente recubierto
por , si cada componente conexa de 7= (U) es homeomorfa a U por w. Se dice que cada
uno de estas componentes conezxas es una hoja de U por .

Observacion 4.2. Por la definicién, las hojas de un abierto conexo U son disjuntas.

Definicion 4.3. Sea N espacio topoldgico. Definimos un recubrimiento topologico co-
mo un par (N,7), donde N es otro espacio topoldgico y m : N — N wuna aplicacion
continua, que cumplen las siguientes condiciones.

1. N, N son conexos y localmente arco conexos.
2. w es continua y exhaustiva.

8. para todo punto p € N existe un entorno conexo U de p que estd recubierto unifor-
memente por m (Fig. 10).

Hay un tipo de recubrimiento topolégico que hace falta destacar.

Definicion 4.4. Sea N espacio topoldgico. Diremos que un recubrimiento topoldgico (N, )
es un recubrimiento universal si N es simplemente conezo.

Tenemos el siguiente resultado sobre recubrimientos universales para variedades to-
pologicas, sacado como conclusion de [RotmanAT|(Corol. 10.41) y [MasseyAT|(Teo. 6.6).

Teorema 4.5. Sea M wvariedad topoldgica conexa, entonces existe un recubrimiento umni-
versal (M, ) de M, que es unico salvo homeomorfismo. Es decir, sea otro recubrimiento
universal (M',7") de M, entonces existe un homeomorfismo h : M — M’ tal que m = 7’oh.

Y otro resultado sobre los recubrimientos topolégicos de espacios simplemente conexos
[LeeTM](Corol. 11.24).

*[RotmanAT|(pg. 273), [MasseyAT|(pg. 118), [LeeTM](pg. 234).
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Figura 10: Hojas de U por el recubrimiento .

Proposicion 4.6. Sea (N',7') un recubrimiento topoldgico de un espacio topoldgico N
simplemente conexo. Entonces m es un homeomorfismo.

Volvemos al campo de la geometria diferencial y riemanniana definimos las siguientes
variantes de los recubrimientos topologicos.

Definicion 4.7. Sean (M,Tl’) un recubrimiento topoldgico de un espacio topologico M.
Diremos que se trata de un recubrimiento diferenciable si M y M son variedades
diferenciables, y para todo punto p € M, existe un entorno conexo U de p, tal que para
cada hoja UdeU por m, la aplicacion | : U= U esun difeomorfismo.

Ademds, si m es un recubrimiento diferenciable, y M, M son variedades riemannianas.
Diremos que m es un recubrimiento riemanniano, si es una isometria local. Fs decir,
que | : U — U es una isometria.

Observacion 4.8. Al aplicar la proposicion 4.6 a un recubrimiento diferenciable 7, obte-
nemos que este es un difeomorfismo.

Hay una versiéon diferenciable del teorema de existencia de un recubrimiento universal

[LeeSM](Corol. 4.43).

Proposicion 4.9. Sea M wvariedad diferenciable conera y su recubrimiento universal
(M, 7). Entonces M tiene una estructura de variedad diferenciable y (M, ) es un re-
cubrimiento diferenciable, inico salvo difeomorfismos en el mismo sentido que en 4.5.

Con esta introduccién a los recubrimientos riemannianos, ya podemos pasar a demos-
trar un teorema, consecuencia del Teorema de Hopf-Rinow, que serd de importancia para
poder ampliar el resultado 3.16 de un ambito local, a uno global, y por tanto para demos-
trar el teorema de Killing-Hopf. Pero antes, se requiere la siguiente definicién.

Definicion 4.10. Sean espacios topologico N y N, y Sea B otro espacio topoldgico y
F: B — N una aplicacion continua, entonces definimos una elevacion de F', como una
aplicacion continua F : B — N tal que mo F' = F.
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Y el siguiente lema.

Lema 4.11. Sean (M,g) y (M, g) variedades riemannianas conexas con M completa, y
sea : M — M una isometria local. Entonces, para todo punto p € 77(]\2/) C M y geodésica
~v: I — M, con I C R intervalo tal que 0 € I y~(0) = p. Seap € 7 1(p), existe una tnica
elevacion 4 : I — M de Y por ™ que sea una geodésica en M y que ¥(0) = p. Ademdas, M
es completa.

Demostracion. Sean p, vy p como en el enunciado y v = /(0). Como 7 es isometria local,
es entonces un difeomorfismo local, y por tanto dym : TpM — T, M, es un isomorfismo,
y de hecho una isometria. Por tanto podemos considerar el vector ¢ := (dpm)~1(v) y la
geodésica 4 con punto inicial p y velocidad inicial v en M. Como M es completa, tenemos
que ¥ esta definida en todo R.

Como la imagen por isometria local de una geodésica es geodésica, m(9) es una geodésica
en M. Por su definicion, tiene punto inicial 7(%(0)) = w(p) = p, y velocidad inicial
dsm(¥'(0)) = dpm(0) = v. Por la unicidad de las geodésicas respecto un punto y velocidad
iniciales, tenemos que esta geodésica es de hecho una extensiéon de v, por tanto 7y se puede
definir en todo R, y por el teorema de Hopf-Rinow M es completa.

Por las observaciones del anterior parrafo, si restringimos Y al, esta es una elevacion de
~. Si existiese alguna otra elevacion ¢ : [ — M geodésica en M tal que &(0) = p, se cumple
que v = 7'(0) = dpm(6'(0)). Como dym es una isometria, tenemos que ¢'(0) = 0. Por la
unicidad de las geodésicas, obtenemos que ¢ = 4 en todo R. Por tanto, una elevacién de
v que sea geodésica y que tenga punto inicial p es dnica.

O

Teorema 4.12. Sean (M, g) y (M, g) variedades riemannianas conexas, con M completa,
y sea w: M — M wuna isometria local. Entonces, M es completa y m es un recubrimiento
T1emanniano.

Demostracion. Por el lema anterior, M es completa. Queda ver que m es un recubrimiento
riemanniano. Como es una isometria local, tan solo hace falta demostrar que es un recu-
brimiento diferenciable. Como M y M son variedades conexas, son arco-conexas. Faltarfa
ver que 7 es exhaustiva, y que todo punto de M tiene un entorno U, cuya antiimagen
por 7 es la unién de subconjuntos abiertos conexos y disjuntos a pares U C M, tal que
|y U — U es un difeomorfismo para cada U.

Es importante recordar para la demostracion que una isometria local preserva la lon-
gitud de una curva cualquiera, ya que el diferencial de la aplicacién en cualquier punto es
una isometria, por tanto preserva la norma de los vectores de velocidad de una curva, y
en consecuencia, por la definicién de la longitud riemanniana, preserva su longitud.

Vemos primero que 7w es exhaustiva. Sean puntos p,q € M con p € (M ) Al ser M
completa, existe una geodésica minimizante v de p a ¢, que podemos suponer que esta
parametrizada por el arco. Si ponemos [ := d(p, q), -y esta definida sobre [0, []. Entonces por
el lema anterior, existe una elevacion 4 de y por  donde 7(%(0)) = py 7(3(1)) = ~(1) = q.
Por tanto 7 es exhaustiva.

Debemos ahora demostrar la existencia de entornos de los puntos de M, que estén
recubiertos uniformemente. Veamos que las bolas geodésicas cumplen esas condiciones.

Sea p € M,y sea € > 0, ponemos U := B.(p), una bola abierta centrada en p.
Por otro lado sean py, p2 € 7 (p), y definimos Up,, Up, como las bolas métricas (no
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necesariamente geodésicas) abiertas de radio e, centradas respectivamente en p; y po.
Veamos primero que estas bolas métricas son disjuntas. Al ser M completa, existe una
curva geodésica minimizante de p; a po, su imagen por m es una geodésica que empieza
y acaba en p, y tiene la misma longitud. Los segmentos de geodésica que contienen p
dentro de una bola geodésica, son geodésicas radiales que no se pueden cerrar sobre si
mismas dado que la aplicacién exponencial es un difeomorfismo en una bola geodésica de
p. Por tanto, la geodésica debe salir y volver a entrar en U donde cuyos segmentos son
geodésicas radiales, y en consecuencia, tiene una longitud mayor o igual a 2e. Entonces
d(p1,p2) >= 2¢. Sea un punto ¢ € Up, NUj,, por la desigualdad triangular

2e S d(ﬁl:ﬁ?) S d(ﬁl:d) + d(é?ﬁQ) < 287

y esto es una clara contradiccion, con lo que Uy, NU;, = @.

Figura 11: Demostracion de que Uy, NU;, = @.

Ahora, siguiendo con las definiciones del anterior parrafo, veamos que 7 }(U) =
Uﬁ6w*1 ) Up. Sea g € U, existe una geodésica radial minimizante parametrizada por el
arco v de pa q. Sea un p € 7 1(p), la elevacion 4 de v por 7 y que empieza en p también es
una geodésica de igual longitud, que es menor que €. Sea ¢ el otro extremo de 4, entonces
7(4) = qy d(p,q) < d(p,q) < e. Por lo que ¢ € Uy, y por tanto 7~ 1(U) C U;z3€7r*1(p) Up.
Por otro lado, sea p € 7= 1(U), y sea § € U;. La geodésica minimizante de p a ¢ tendra
longitud menor que €. La imagen por 7w de dicha geodésica, preserva la longitud e, em-
pieza p y acaba en otro punto ¢ := 7(q), entonces d(p,q) < ¢, al ser U bola geodésica,
que es también bola métrica, ¢ € U. Obtenemos asi que 7~ 1(U) = Uper—1) Up, como
queriamos.

Sea ahora p € 7 1(p), vemos que la restriccion 7|y, : Up — U, es un difeomorfismo.
Ya sabemos que 7 es un difeomorfismo local. Ademas, 7T|Uﬁ es biyectivo, ya que por la
unicidad de elevacién geodésica del lema anterior y las observaciones hechas a lo largo
de la demostracion, su inverso es la aplicacién que envia cada geodésica radial de U a su
elevaciéon geodésica univoca en Up. Es decir, sea ¢ € U, v la geodésica radial de p a ¢
parametrizada por el arco, 4 su elevacion geodésica tnica por m, y I = d(p, q). Entonces
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7T|5i(q) := 4(1). Ya que al ser 4 elevacion, 7(%(1)) = v(I) = ¢, y por la unicidad de la
elevacion geodésica, esta bien definido.

En conclusién, hemos probado todas las condiciones, y por tanto 7 es un recubrimiento
riemanniano. O

4.1. Acciones de grupos de isometrias sobre recubrimientos riemannia-
nos

El desarrollo de la teoria de acciones de grupos de isometrias sobre un recubrimien-
to riemannianos, nos permitird demostrar la versién del teorema de Killing-Hopf para
variedades riemannianas conexas.

La susodicha demostracion requiere de un mayor desarrollo de herramientas relativas a
la topologia algebraica y los grupos de Lie, que se escapa del margen de este trabajo. Por
lo mencionado al inicio de la seccién, también nos limitaremos a enunciar las definiciones
v los resultados que nos son necesarios.

Antes, se ha de aclarar a lo que se refiere con un grupo de isometrias: sea (M, g)
una variedad riemanniana, el conjunto de isometrias M — M forman un grupo con la
operacion de composicion de aplicaciones, que notaremos Iso(M).

Primero, damos un paso atrés, volviendo a los recubrimientos topologicos y diferen-
ciables, para tratar algunas definiciones y resultados fundamentales, empezando por la
definicién de algunas propiedades de una accién de un grupo.

Definicion 4.13. Sea un grupo G, con una accion sobre un conjunto X, entonces

1. Diremos que la accion de G sobre X es libre, si para un elemento ¢ € G existe un
punto tal que la accion ¢ - p = p, entonces ¢ es el elemento neutro de G.

2. Diremos que la accion de G sobre X es propia, si la aplicacion G x X — X x X,
definida como (¢,p) — (¢ - p,p), es propia.

3. Diremos que la accion de G sobre X es transitiva, si para todo par de puntos
p,q € X, existe un ¢ € G tal que ¢ -p =q.

4. Diremos que la accion de G sobre X es continua, diferenciable, difeomorfa, o iso-
métrica, si la aplicacion M — M, definida p — ¢ -p, con ¢ € G yp € X, es
respectivamente, continua, diferenciable, difeomorfa o isométrica.

También recordamos la definicién de la érbita de la accién de un grupo.
Definicion 4.14. Sea un grupo G, con una accion sobre un conjunto X, definimos la
orbita de un punto p € X, como el conjunto {¢-p: ¢ € G}.

Por las propiedades de las acciones de grupos, las orbitas de una accion de un grupo
sobre X forman una particion de X. El conjunto cociente de X respecto a G, denotado
X/G es el conjunto de las orbitas de la accion de G en X, también llamado el espacio
de orbitas de la accion.

Volviendo a los recubrimientos, tenemos la siguiente definicion
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Definicion 4.15. Sea w : M — M un recubrimiento diferenciable. Definimos un auto-
morfismo del recubrimiento w, como un difeomorfismo ¢ : M — M, tal que Top = .

El conjunto de automorfismos del recubrimiento ¢, forma un grupo, que notaremos
como Autr(M).

Tenemos la siguiente propiedad del grupo de automorfismos de un recubrimiento dife-
renciable [LeeSM|(Prop. 21.12).

Proposiciéon 4.16. Sea 7 : M — M un recubrimiento diferenciable. Entonces, con la
topologia discreta, Aut,(M) es un grupo de Lie discreto que actia diferenciablemente,
libremente y propiamente sobre M.

Definicion 4.17. Diremos que un recubrimiento diferenciable 7 : M — M, es un recu-
brimiento normal si para cada p € M, Aut,(M) actia transitivamente sobre 71 (p).

Los recubrimientos universales diferenciables son normales por la siguiente proposicion
[LeeTM](Def. normal pg.245, Prop. 11.29)°.

Proposicion 4.18. Sea M una variedad diferenciable, con (M, ) su recubrimiento uni-
versal. Entonces w es un recubrimiento normal.

Finalmente, enunciamos un resultado que nos permitird demostrar isometrias con el
espacio de orbitas de una variedad riemanniana [LeeRM|(Prop. 2.33).

Proposicion 4.19. Sean (M, g), (M, g) variedades riemannianas conexas y m : M — M
un recubrimiento riemanniano normal. Entonces M [Aut, tiene una estructura de variedad
riemanniana, con una métrica determinada univocamente, isométrica a M.

SUtiliza una definicién distinta de normal, con la cual la demostracién se hace trivial. Esta proposiciéon
demuestra que su definicién es equivalente a la que hemos dado.

38



5. Teorema de Killing-Hopf

5.1. Prolongacién de isometrias locales a lo largo de caminos

La tltima herramienta necesaria para demostrar el Teorema de Killing-Hopf es la pro-
longaciéon de isometrias locales a lo largo de caminos, que nos permite ampliar la isometria
del corolario 3.16 a toda la variedad M, convirtiendo un resultado local en uno global.

Definimos en que consiste y demostramos algunas propiedades resultados.

Definicion 5.1. Sean (M, g) y (M, §) variedades riemannianas de la misma dimension n,
sea U C M un subconjunto abierto y conexo, y sea una isometria local ¢ : U — M. Sea v
[0,1] = M un camino continuo tal que ¥(0) € U. Entonces, definimos una prolongacion
de ¢ a lo largo de ~ (Fig. 12) como una familia de pares {(U, ¢¢) : t € [0,1]}, donde
U es un entorno conexo de y(t) y ¢y es una isometria local ¢y : Uy — M de manera que

1. ¢g=¢ en UNUp.

2. Para todo t € [0,1], existe un §; > 0 tal que si para un tg € [0,1] se cumple que
|t —to] < &, entonces y(to) € Uy y ¢r = ¢y, en Uy NUy,.

Figura 12: Prolongacién de ¢ a lo largo de ~.

Vemos que independientemente de la prolongaciéon que se escoja a lo largo de un mismo
camino, esta va a tomar los mismos valores en un entorno del extremo del camino.

Proposicion 5.2. Sean (M, g),(M, §) variedades riemannianas y sean ¢, y como en la
definicion de prolongacion de una isometria local. Si tenemos dos prolongaciones {(Uy, ¢y)}
y {(U},¢})} de ¢ alo largo 7y, entonces ¢1 = ¢ en un entorno de v(1).

Demostracion. Definimos un conjunto A C [0,1] como los ¢ € [0,1] tal que ¢ = ¢} en
un entorno de (t). Tenemos que 0 € A, ya que por la definicion de prolongaciéon de
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una funcion, ¢ = ¢9 = ¢ en U N Uy N Uy, entorno de (0). Entonces, como [0,1] es
conexo, si vemos que A es abierto y cerrado, tendremos que A = [0, 1] y por tanto 1 € A,
demostrando asi la proposicion.

Primero vemos que A es abierto. Sea t € A, y V el entorno de ~(t) donde ¢y = ¢.
Por la definicién de prolongacion de una funcion, existe 6; > 0 lo suficientemente pequeno
tal que para todo to € (t — d¢,t+ d¢), se tiene que Y(tg) € V 'y ¢ = ¢y, en V N Uy,
y que ¢, = ¢, en VN U . Entonces ¢y, = ¢p = ¢ = ¢4, en VN U, N U], que no
es vacio, ya que 7(tg) pertenece al conjunto. Por tanto tenemos que el conjunto abierto
[0,1] N (t — &, t + ;) C A, probando que A es abierto.

Ahora, vemos que A es cerrado, viendo que es cerrado por sucesiones. Sea t € [0, 1]
un punto de acumulacion de A, y sea (¢;),7 € N una sucesion en A que converge en t.
Por la definiciéon de prolongacion de una funcion, sea d; > 0 relativo a t el que cumple la
condicion de la definicion. Por la convergencia de (t;), existe ¢ lo suficientemente grande
tal que [t —t;| < &; y por tanto y(t;) € Uy N Uy, NU[ NU; y ¢ = ¢y, = ¢}, = ¢, en un
entorno de y(t;), ya que t; € A. Por tanto, aparte de que ¢¢((t;)) = ¢}(v(t;)), tenemos
para los diferenciales que d.«,)¢¢ = d,)¢; para todo i tal que [t —t;| < J;. Entonces, por
continuidad, al pasar al limite i — oo, tenemos que ¢;(y(t)) = ¢;(Y(t)) ¥ dywy Pt = dyp) i

Como UyNU] es conexo y ¢y, ¢y son isometrias locales, por la definicion de prolongacion
de una funcién, podemos tomar £ > 0 lo suficientemente pequeno, tal que la bola geodésica
B.(v(t)) C UyNUY{, y por tanto, para todo q € B.(v(t)) existe v € T,y M tal que ¢ =
eXPry (1) (v). Consecuentemente, por las propiedades de la aplicacion exponencial respecto
una isometria local, tenemos

$(q) = P(expy ) (V) = XDy, (1)) (dy(1)Bt) = XDt (1) (dr(1)Ph) = Bt (exDy ) (V) = B1(q),

Por lo que ¢ = ¢, en un entorno de v(t) y t € A, por lo que A es cerrado. Demostramos
asi que A = [0,1]. O

Vemos ahora una propiedad sobre prolongaciones de una isometria local a lo largo de
dos caminos distintos, pero con mismos extremos.

Proposicién 5.3. Sean (M, g),(M,§) variedades riemannianas conexas, U entorno co-
nexo de un puntop e M, y ¢ : U — M una isometria local que tiene una prolongacion de
¢ para cada camino en M que empiece en p. Sean Yo, : [0,1] = M caminos homdétopos
que van de p a un punto q € M. Entonces las prolongaciones de ¢ a lo largo de vo y 71

coinciden en un entorno de q.

Demostracion. Sea H : [0,1] x [0,1] — M la homotopia entre vy y 71, tal que H(t,0) =
Yo(t) y H(t,1) = v1(t) paratodo t € [0,1], y H(0,s) = py H(1,s) = g para todo s € [0, 1].
Por hipotesis, por cada s € [0, 1], existe una prolongaciéon de ¢ a lo largo de H(-, s), que
denotaremos {(Ut(s), gZ)ES)) 1t e0,1]}.

Sea P : [0,1] — M la aplicacion definida por P(s) = (ﬁgs)(q). Como H es continua
P también es continua, y ademéas H ([0, 1] x [0,1]) es un compacto. Si consideramos por
cada s € [0,1] la unién de los entornos V() := Urepo,] Ut(s), entonces estos forman un
recubrimiento de H ([0, 1] x [0,1]), y al ser compacto, podemos coger un conjunto finito de

S :={s1,...,5,} € [0,1],k € Nug, tal que los V() con s’ € S forman un recubrimiento
de H([0,1] x [0,1]).
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Si tomamos s’ € S, para un s € [0, 1] lo suficientemente cercano a s, el camino H(-, s)
puede tener la misma prolongacion de ¢ que para s’. En tal caso P(s) = P(s’), con lo que
P es localmente constante, y al ser continua es constante. Entonces tenemos que

P(0) = ¢\ (q) = 6{"(q) = P(1).

Ademas, para ¢’ lo suficientemente cercano a ¢, se pueden ampliar los caminos hasta ¢/,
tal que se puedan usar las mismas prolongaciones de ¢, y por el mismo argumento que
antes tenemos que qﬁgo)(q’ ) = qﬁgl)(q/ ), probando asi que las prolongaciones de ¢ a lo largo
de 9 y 71 coinciden en un entorno de q. O

Vemos un corolario de la proposicion anterior que es el resultado final de esta subsec-
cion.

Corolario 5.4. Sean (M,g),(M,§) variedades riemannianas completas y simplemente
conexas, y sea U C M entorno conexo de un puntop € M, y ¢ : U — M una isometria
local, que puede ser prolongada a lo largo de cualquier camino que empiece en el punto p.
Entonces, existe una isometria global ® : M — M, que coincide con ¢ en U.

Demostracion. Sea un punto g € M cualquiera, diferente de p. Como M es simplemente
conexa, es arco-conexa y por tanto existen caminos continuos de p a ¢ y todos ellos son
homotoépicos entre si. Entonces por la proposicién anterior, todas las prolongaciones de
¢ a lo largo de caminos cualquiera de p a ¢, coinciden en un entorno de ¢, y por tanto
podemos definir la aplicacion ® : M — M, donde ®(q) es el valor en ¢ de las prolongaciones
anteriores. Ademas también por el teorema anterior, ® es continua y es una isometria local.

Como M es completa por el teorema 4.12, tenemos que ® es un recubrimiento rieman-
niano. Como M es simplemente conexo, por la proposicién 4.6 todo recubrimiento de M
es biyectivo. Al ser ® biyectivo y una isometria local, es una isometria. O

Este resultado es el que nos permite ampliar la proposicién 3.16 a un resultado global,
para variedades simplemente conexas.

Con esto ya podemos dar el paso final, y llegar al objetivo principal del trabajo, de-
mostrar el teorema de Killing-Hopf.

5.2. Teorema de Killing-Hopf

Como se ha mencionado anteriormente, primero demostramos la clasificacién de las
variedades riemannianas de curvatura seccional constante que son simplemente conexas.

Teorema 5.5 (Teorema de Killing-Hopf para variedades simplemente conexas).
Sea (M, g) una variedad riemanniana completa, simplemente coneza, de dimension n > 2
y de curvatura seccional constante c. Entonces M es isométrica a alguna de las variedades
riemannianas estdndar:

1. El espacio euclideo R™ con la métrica euclidiana, si ¢ = 0.
2. FEl espacio esférico S™ con la métrica esférica, si ¢ > 0.

3. FEl espacio hiperbolico H™ con la métrica hiperbolica, si ¢ < 0.
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Antes de pasar a la demostraciéon, hace falta enunciar un tltimo lema sobre las las
isometrias locales en las variedades riemannianas estandar [LeeRM]|(Prob. 5-11(c)).

Lema 5.6. Sea (M,g) una variedad riemanniana estindar como se han descrito en el
enunciado del teorema. Sea U C M un abierto conexo y ¢ : U — M una isometria local.
Entonces ¢ es la restriccion a U de una isometria ® : M — M.

Demostracion del teorema 5.5. Sea (M, g) variedad riemanniana que cumple las hipotesis,
y sea c el valor de su curvatura seccional. Es sabido que las variedades riemannianas estan-
dar tienen curvatura constante con las mismas condiciones que en la hipétesis. Entonces,
llamamos (M, §), a la variedad estandar de la misma dimensiéon n y curvatura constante
c. Por el corolario 3.16, para un punto p € M cualquiera existe un entorno abierto VC M
de p, un subconjunto abierto V' C M y una isometria ¢ : V — V. Por el corolario 5.4, si
demostramos que ¢ puede ser prolongado a lo largo de todo camino continuo que empieza
en el punto p, obtendremos una isometria global ® : M — M, demostrando asf el teorema.
Por tanto, en el resto de la demostracion se centrara en probar este punto.

Sea 7y : [0,1] — M un camino continuo tal que v(0) = p. De nuevo, por el corolario 3.16,
para todo t € [0, 1] existe un entorno de 7(t) isométrico a un subconjunto abierto de M.
Por 2.26, podemos reducir estos entornos a bolas geodésicas lo suficientemente pequenas
para que estas sean fuertemente convexas. Por la compacidad de v([0, 1]), podemos escoger
un subconjunto finito de puntos {tg,...,tg+1} C[0,1]]con k e Ny 0=ty <t; <... <
tr < txr1 = 1 tal que existen bolas geodésicas fuertemente convexas By, ..., By donde
v([ti, tix1]) € B; para i € {0,...,k}. Podemos reducir méas atn las bolas geodésicas sin
que pierdan la convexidad y anadir més puntos a la particién para asegurar que By C V.

Ya tenemos los entornos. Ahora pasamos a definir isometrias locales ¢; : B; — M,
tales que {(B;,¢;) : ¢ € {0,...,k}}, sea una prolongacion de ¢ a lo largo de 7, donde si
t € [0,t1] se le asigna el par (By, ¢g), vy si t € (t;,t;41], para i > 0, entonces se le asigna el
par (B, ¢;) (Fig. 13).

Figura 13: Construccion de ¢ .
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Para que se cumpla la primera condicién de ser una prolongaciéon de ¢, empezamos
definiendo ¢g = ¢|p,. Por las condiciones que verifican los B;, existe una isometria f; de
B; a un subconjunto abierto de M. Como cada B; es fuertemente convexo, por ?? cada
B; N By es fuertemente convexo, y por tanto arco-conexo, luego conexo. Ademas estas
intersecciones no son vacias, ya que y(t;+1) € B; N B;y1. Entonces para i = 0, la aplicacion
compuesta ¢g o ,8;1 : B(Bo N By) — ¢o(By, B — 1), es una isometria entre subconjuntos
abiertos y conexos de M. Como M es una de las variedades riemannianas estandar, por
el lema anterior, se tiene que ¢g o 37 ! es de hecho la restriccion de una isometria global
®; : M — M. Entonces podemos definir ¢1 := &1 0 51 — M, que al ser composicién de

isometrias, es isometria, y por su definicién coincide con ¢g en By N Bj.

Podemos repetir el proceso para definir el resto de aplicaciones ¢; : B; — M, de forma
que ¢; v ¢;—1 coinciden en B; N B;_1.

Asi obtenemos la familia de pares {(Bj, ¢i) : ¢ € {0,...,k}} que hemos mencionado
previamente. Ya sabemos que cumple la primera condicién de ser una prolongacion de ¢
a lo largo de . Vemos que cumple la segunda. Sea t € (¢;,t;+1] que tiene asignado el par
(B;, ¢;). Si v(t) no pertenece a B;11, podemos asignar un d; tal que para los valores t' €
(t—08¢,t+0¢), v(¢') tampoco pertenezca a By 1, tan solo a B;, con lo que ¢’ tendria asignado
también el par (B;, ¢;), y el cumplimiento de la segunda condicion de ser prolongacion de ¢
es evidente. Por otro lado, si v(t) € B;NB;;+1 podemos escoger d; tal que sit’ € (t—0¢, t+0;),
entonces (') € B; N Biy1 y hemos visto que entonces ¢;(y(t')) = ¢iy1(y(t')), por lo que
también se cumple la segunda condicion. En resumen, {(B;, ¢;) : i € {0,...,k}} es una
prolongacion de ¢ a lo largo de ~.

Obtenemos que existe una isometria global ® : M — M, demostrando asf el teorema
de Killing-Hopf. O

Una vez hemos obtenido el teorema de Killing-Hopf para variedades simplemente co-
nexas, podemos ampliarlo, usando la teoria de acciones de grupo sobre recubrimientos
riemannianos, a un teorema de clasificaciéon que nos permite identificar las variedades rie-
mannianas conexas con los cocientes de las variedades riemannianas estadndar por la accién
de un subgrupo de su grupo de isometrias.

Corolario 5.7 (Teorema de Killing-Hopf para variedades conexas). Una variedad
riemanniana (M, g), completa, conexa, de dimension n y con curvatura seccional cons-
tante, es isométrica a un variedad riemanniana cociente M/F, donde M es una de las
variedades riemannianas estandar R™, S™ o H", con las mismas condiciones que en el
teorema anterior, y I' es un subgrupo discreto del grupo de isometrias de M, que actia
libremente.

Demostracion. Por la proposicion 4.9, M tiene un recubrimiento universal (M , ), con
recubrimiento universal, donde a M le asignamos la métrica inducida por 7, § := 7*(g). Por
el teorema de Killing-Hopf aplicado a variedades simplemente conexas, (M , §) es isométrica
a una de las variedades estandar de la misma dimensién y curvatura seccional constante.
Por la proposiciéon 4.16, el grupo de automorfismos de 7, AutW(M ), €s un grupo que actia
libre y propiamente sobre M. Por la proposiciéon 4.18, m es un recubrimiento normal, y
entonces por 4.19, tenemos que M /Aut,r(M ) es una variedad riemanniana isométrica a

M.

Sea ¢ € Aut,,(M) un automorfismo del recubrimiento 7, por definicién, mo ¢ = m, y
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entonces

¢*(9) = ¢"(7"(9)) = (m 0 ¢)"(9) = 7" (9) = g-

Por lo que ¢, al ser difeomorfismo, es una isometria. Luego Autw(]\;[ ) es un subgrupo
de Iso(M).

Falta ver que Aut,(M ) es discreto en Iso(M). Supongamos que existe un subconjunto
infinito {¢;} C Aut;(M), con i € N, con un punto de acumulacién en Iso(M). Como
Aut(M) actia libremente sobre M, para todo punto p € M el conjunto {¢;(p)} sigue
siendo infinito, ya que no pueden haber dos valores iguales, y por la continuidad de la
accion, tiene un punto de acumulacion en M. Al ser los ¢; automorfismos de 7, obtenemos
que p := w(p) = 7(¢:i(p)) para todo i. Pero esto da una contradiccion ya que entonces
{¢:(p)} C 7 Yp), y 7 (p) es un conjunto discreto y cerrado. Esto prueba que Aut, (M)
es discreto. O

Estos cocientes de las variedades riemannianas estandar son denominados formas es-
paciales. Se dice que estas formas espaciales son euclidianas, esféricas, o hiperbélicas, en
funcién de la variedad estandar de la cual es cociente, que también es determinado por su
curvatura seccional constante.

El teorema de Killing-Hopf permite reducir el estudio de las propiedades geométricas
de una variedad riemanniana conexa al de la forma espacial a la cual es isométrica. Por
tanto, en este punto, el foco pasa a ser la clasificacion y estudio de las formas espaciales
euclidianas, esféricas e hiperbdlicas.
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Notacion

A

Aut, (M) Grupo de automorfismos recubridores del recubrimiento (M, )
B

B:(p) Bola cerrada métrica o geodésica de centro p y radio ¢

B:(p) Bola abierta métrica o geodésica de centro p y radio €

0B:(p) Esfera métrica o geodésica de centro p y radio €

D

V.,V Derivada covariante del campo V' a lo largo de la curva ~y

VyX Conexion del campo vectorial X respecto el campo vectorial Y

\Y Conexion

82_ Campo vectorial de la coordenada z;, en coordenadas (x;)
3

O Campo vectorial radial

d(p,q) Distancia riemanniana del punto p al punto ¢, asociada a una métrica
dpf  Diferencial en el punto p de la aplicacion diferenciable f

df Forma diferencial de la aplicacion diferenciable f : M — R

E

exp  Aplicacion exponencial exp : TM — M

exp, Aplicacion exponencial restringida al punto p, exp, : T,M — M

»*(g) Imagen inversa de la métrica g por la aplicacion ¢

G

g Métrica euclidiana

04 Campo vectorial velocidad a lo largo de la curva v

7'(a*) Velocidad de la curva v al aproximarse por un lateral al punto a

I'(s,t) Familia de curvas

Simbolos de Christoffel de una conexion

r® Curva transversal de la familia de curvas I'

I Curva principal de la familia de curvas I’
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H™ Espacio hiperbélico de dimensién n

I

Iso(M) Grupo de isometrias de la variedad riemanniana M, con una métrica asociada
L

L(y) Longitud de la curva ~, asociada a una métrica

M

(M ,m) Recubrimiento topolégico de un espacio topolégico M, con M un espacio topolo-
gicoynm: M — M

(M,g) Variedad riemanniana, donde M es una variedad diferenciable y g una métrica
riemanniana

max Funciéon maximo

R

R" Espacio euclideo de dimension n
R Tensor de curvatura

T Funcién de la distancia radial

R,, Tensor de curvatura Riemanniana

S

S Espacio esférico de dimensién n

S(s,t) Campo vectorial I')(s), velocidad de las curvas transversales de I
T

T,M Espacio tangente de la variedad diferenciable M en el punto p
T(s,t) Campo vectorial I',(t), velocidad de las curvas principales de I’
TM Fibrado tangente de una variedad diferenciable M
Referencias

2.1) Ecuacion en la memoria

Corol. 2.1) Corolario de la referencia

Def. x) Definicion del concepto x de la referencia

Lema 2.1) Lema de la referencia

(

(

(Def.

(Fig. 2) Figura en la memoria
(

(Pg. 200) Pagina de la referencia
(

Prob. 2.1) Problema de la referencia
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(Prop. 2.1) Proposicion de la referencia

(Teo. 2.1) Teorema de la referencia

2.1 Resultado en la memoria

[LeeRM]| Referencia bibliogréfica

Simbolos

(-,-)  Producto escalar

(-,-)g Producto escalar asociado a una métrica g
|-|  Valor absoluto o norma

|-]4 Norma asociada a la métrica g
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