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Abstract

The goal of this project is to study the axiomatic systems typically used to present
two versions of axiomatic set theory: ZF and NBG. Specifically, we will analyze whether
some of their axioms are independent of the other ones or consistent with the remaining,
being always assumed that the initial theory is consistent. Furthermore, we will also prove
various theorems in order to answer the question about whether it is possible to axiomatize
ZF or NBG with a finite amount of axioms, being the answer negative for the first and
affirmative for the second. We will conclude with a result that asserts that NBG is a
conservative extension of ZF, that is, both prove the same theorems regarding sets only.

To that end, we will have to first introduce some basic set theory preliminaries, study
the Axiom of Foundation and the Cummulative Hierarchy and define the concepts of
relativization and absoluteness for formulas.

Resumen

Este proyecto tiene por objetivo estudiar los sistemas axiomaticos habitualmente uti-
lizados para presentar dos versiones de la teorfa axiomética de conjuntos: ZF y NBG.
Concretamente, analizaremos si algunos de sus axiomas son independientes del resto o
consistentes con los demas, asumiendo siempre que la teoria inicial es consistente. Ade-
mas, también probaremos varios teoremas para responder a la pregunta de si es posible
axiomatizar ZF o NBG con una cantidad finita de axiomas, siendo la respuesta negativa
para la primera y afirmativa para la segunda. Finalizaremos con un resultado que afirma
que NBG es una extensiéon conservativa de ZF, es decir, ambas demuestran los mismos
teoremas acerca de conjuntos.

Para ello, deberemos previamente introducir algunos preliminares bésicos de teorfa de
conjuntos, estudiar el Axioma de Regularidad y la Jerarquia Acumulativa y definir los
conceptos de relativizacion y absolutez de férmulas.
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Introduccion

Todo matematico moderno posee conocimientos y habilidades elementales relativos a la
Teoria de Conjuntos, pues ésta es el lenguaje en el que se desarrollan la practica totalidad
de las obras matematicas contemporéneas. Sin embargo, no es tan ampliamente estudiada
en los grados de matematicas la teoria de conjuntos formal, axiomética.

Por ejemplo, a pesar de que los axiomas del cuerpo de los nimeros reales han sido vistos
por la mayoria de estudiantes de grado en la asignatura de anélisis pertinente, se ignoran,
no solo el listado de axiomas habitual para el desarrollo de la teoria de conjuntos formal,
sino también el hecho de que hay diversas axiomatizaciones de ésta y la mayoria dan
lugar a teorias no equivalentes. También es usualmente desconocido que no toda colecciéon
definida a partir de una propiedad es un conjunto.

Durante inicios del siglo XX, cuando la teoria de conjuntos naif empez6 a tomar forma
como aquella rama unificadora y fundacional de las matematicas, ciertas lagunas logicas
de ésta fueron senaladas. Bien famosa es aquella carta en la que un joven Russell advierte
a Frege de la inconsistencia de su sistema axiomético. Tras este episodio, la crisis de los
fundamentos tuvo lugar y, con ella, quedé claro lo necesaria que es la biasqueda del rigor en
los trabajos de los matematicos. Ello, por un lado, tuvo como consecuencia la formacién de
una corriente formalista, comandada por David Hilbert, cuya pretensién era reducir toda
la inmensidad de las matematicas a un juego de deduccién. Por otro, establecié también
la diferenciacion entre lo que es un conjunto, un objeto con todos los derechos, y lo que es
una clase propia (una colecciéon "demasiado grande como para ser tratada como elemento
de otras colecciones").

Todas estas cuestiones si son conocidas por cualquier alumno que haya tomado algtn
curso de los dedicados a la teoria de conjuntos, normalmente optativos en las facultades
de matemaéticas, en los que se estudian nociones como la construcciéon de los niimeros
naturales, la numerabilidad, el Axioma de Eleccién y algunos de sus equivalentes y conse-
cuencias, la clase de los ordinales, la clase de los cardinales, la aritmética cardinal bésica,
etcétera.

Este trabajo, sin embargo, no es una extensiéon de un curso de grado de teoria de
conjuntos, sino una breve indagaciéon en la axiomatizacién de este campo dentro de los
margenes de tiempo y complejidad que un trabajo de fin de grado permite. En particular,
tenemos dos objetivos principales.

» El primero, estudiar la axiomatica de ZF (cuyas iniciales corresponden a Ernst Zer-
melo, quien primeramente brindé la lista original de axiomas, y Abraham Fraenkel,
que anadio el Esquema de Reemplazo). Concretamente veremos: la consistencia del
Axioma de Regularidad, la independencia del Esquema de Reemplazo, el Axioma de
la Potencia, el Axioma del Infinito y la existencia de cardinales inaccesibles del resto
de axiomas y la no axiomatizabilidad finita de ZF (asumiendo que ZF es consistente).

= El segundo, introducir NBG, una teoria de conjuntos alternativa a ZF, axiomatizada
en primer lugar por John von Neumann y Paul Bernays y posteriormente pulida por
Kurt Godel (de ahi su nombre) y que surgié como solucion a las paradojas previa-
mente mencionadas, permitiendo utilizar las clases propias como objetos validos de
la teoria aunque con matices. Sobre NBG demostraremos dos hechos: que es una
teoria conservatiza de ZF (no anade teoremas nuevos, sino que facilita la escritura
y lectura de resultados de ZF que tratan con clases) y que, a diferencia de ZF, es
finitamente axiomatizable
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Mencionamos brevemente aqui la consistencia relativa del Axioma de Eleccién, que si bien
habria sido interesante y posible tratar en un trabajo de fin de grado, habria hecho que
nos excediéramos en nimero de paginas mas de lo establecido.

Estructura de la memoria

Este trabajo se dividira en 5 partes, formando cada una de ellas un capitulo:

= En la primera, introduciremos varios conceptos y resultados previos necesarios pa-
ra el desarrollo del cuerpo del proyecto propios de cursos elementales de teoria de
conjuntos y légica matemética. Tales son: la sintaxis de primer orden, algunas defi-
niciones bésicas de teoria de conjuntos, la axiomatizacién de ZF y nociones basicas
sobre ordinales y cardinales. En el caso de la axiomatizacién de ZF, nos basamos en
la presentacion de los axiomas dada en [Kun80|.

= En la segunda, ampliaremos nuestro repertorio de herramientas de teoria de conjun-
tos para proseguir hacia los resultados méas interesantes del proyecto. Esto incluye
el estudio de las relaciones bien fundadas, la definicién de la jerarquia acumulativa,
la obtencién de algunas de sus propiedades més bésicas y la relaciéon de todos ellos
con el Axioma de Regularidad. Todo ello vendra de la mano de |[Lev79, capitulo II,
secciones 4-7|, a cuyos teoremas, lemas, proposiciones y demostraciones hemos he-
cho ciertos retoques en contenido y orden de presentaciéon para adaptarlos a nuestras
necesidades.

= En la tercera, comenzaremos a definir conceptos como la relativizacion o absolutez
de férmulas y probaremos ciertos lemas referentes a ellos que nos serviran en el
capitulo siguiente. Este fragmento del documento provendra de [Kun80, capitulo IV,
secciones 4-7| (excepto el Lema de Relativizacion, tomado de [Ebb84, pagina 124]).

= En la cuarta parte del proyecto sera donde nos encontremos con los primeros resulta-
dos sustanciales, al probar la independencia y la consistencia relativas de algunos de
los axiomas de ZF. La primera seccién de este capitulo, que estudia la preservacion
o pérdida de la validez de los axiomas de ZFC en la jerarquia acumulativa, estara
basada en un fragmento de |End77, capitulo 9, apartado "Natural Models"| en el
que se trata el mismo tema (excepto el contraejemplo del fragmento del Esquema
de Reemplazo, para el que hemos ideado uno mas simple). El resto provendra de
|[Kun80, capitulo IV, secciones 3-7].

= Por dltimo, el quinto capitulo se centraré en definir la teorfa de conjuntos NBG y
demostrar de su axiomatizabilidad finita (extraido de |G6d40} capitulos I-1I]), asi
como de estudiar su relaciéon con ZF como extension conservativa de la misma.

La demostracion de este ultimo hecho sera de cosecha propia, pues no hemos tomado
ningin articulo o fragmento de libro como referencia mas que una inspiracién en
[Sho54]. La idea me fue proporcionada por el tutor y yo la llevé a cabo con su ayuda
en los puntos de mayor dificultad.

El capitulo finaliza con una breve demostraciéon de que el sistema dado para la
axiomatizacion finita de NBG no es independiente, tomada de |[Mar4§].



1. Preliminares

1.1. Logica de primer orden

Un wvocabulario o lenguaje de primer orden L es un conjunto de simbolos dividido en
tres partes disjuntas:

= Un conjunto de constantes, denotado Cy..
» Un conjunto de simbolos de relacion (relatores/predicados), denotado Ry,

» Un conjunto de simbolos de funcion (funtores), denotado Fr..

Cada funtor y cada predicado tienen asociado un nimero natural n, su ariedad. Se dice
entonces que F' (o R) es n-ario. Sin =1, F (o R) es monddico.

Ademas del vocabulario L, en logica de primer orden se utilizan como simbolos: los co-
nectores proposicionales =, A, V, — y <»; los cuantificadores universal V y existencial 3; el
conjunto de variables VAR = {x;};cs; el simbolo de igualdad formal =; y los paréntesis

()

El conjunto de términos de L se define por recursiéon de la siguiente forma

= z es un término para cada x € VAR.
= ¢ es un término para cada ¢ € Cy..

s F't1...1, es un término para cada funtor n-ario F' y términos t1,...,t,.
El conjunto de férmulas de L se define por recursion de la siguiente forma:

= {1 = t9 es una foérmula para cualesquiera términos t1, to.
= Rt;...t, para cada predicado n-ario R y términos t1,...,t,.
= —p es una férmula si ¢ lo es
(¢ A1) es una formula si ¢, lo son.
(¢ V1) es una formula si ¢, 1 lo son.
» (¢ — 1) es una formula si ¢, lo son.
(¢ +> 1) es una formula si @, 1 lo son.
= Jzyp es una formula si z € VAR y ¢ lo es.

= Yz es una formula si x € VAR y ¢ lo es.

Ademaés, por un resultado de Lectura tnica, cada féormula es un tnico caso de entre
todos estos, siendo también sus integrantes inicos. Decimos que ¢ es atdmica cuando es
de uno de los dos primeros tipos (una ecuaciéon o un predicado aplicado a n términos).

Notacion. Cuando R es un predicado binario, se puede escribir ¢1 Rt en lugar de Rtits.
Ademas, usaremos «=» en lugar de «=» cuando no dé pie a confusion.

Si dzp aparece como subformula de ¢, se dice que Jz) es el alcance de esa instancia de
3 (idem con V). Una aparicion de x es ligada si esta dentro del alcance de alguna instancia
de un cuantificador seguido de «x». Si una apariciéon de x no esta ligada, se dice que ésta
es libre. Si x tiene alguna aparicion libre en ¢, se dice que x es variable libre de ¢. Usamos



¢(x1,...,x,) para referirnos a ¢ si sus variables libres estan incluidas en la lista x1, . .., 2.
Una férmula sin variables libres es un enunciado o sentencia.

Una alternativa es definir los simbolos V, —, <+ y V a partir del resto:
(e Vo) = =(mp A=) (o= 9) = (e V)
(e v)=((e=>v) A= =) Vag = —Jz—p

manteniendo sus propiedades seménticas. En consecuencia, podemos despreocuparnos to-
talmente de ellos en las definiciones y demostraciones por induccion.

Utilizaremos las reglas de relajacién de paréntesis, siempre que ello facilite la lectura.
Teorema 1.1. (Induccion en la Légica de Primer Orden) Supongamos una propie-
dad P para formulas tal que

(1) Toda formula atémica satisface P.
(2) Para cualesquiera formulas ¥, x y variable x, si ¥, x cumplen P, también (¥ A x),
=), Jxp verifican P.

Entonces toda formula satisface P.

Definicién 1.2. Dados un conjunto de enunciados ¥ y un enunciado ¢, decimos que de
> se deduce @ si existe una demostraciéon de ¢ a partir de los enunciados de X, a los que
llamamos «premisas». Lo denotamos ¥ = ¢. Si I'' es también un conjunto de enunciados,
decimos que de ¥ se deduce I' si ¥ F 1) para todo ¥ € I'. Lo denotamos X + T'.

Lema 1.3. SiX T yI' A entonces % F A.

Definicion 1.4. Decimos que X y I' son equivalentes si X F ' y I' = 3. Lo escribimos
¥ =T. Cuando ¥ o I' son un conjunto unitario {¢}, podemos escribir ¢ en su lugar.

Definicién 1.5. Dado un conjunto de enunciados ¥, decimos que X es consistente si no
existe enunciado 1) tal que ¥ ¢ y ¥ F —). Lo abreviamos escribiendo Con(X).

Lema 1.6. X es inconsistente si y solo st X F ¢ para todo enunciado .

Demostracion. La direcciéon de derecha a izquierda es trivial. En la otra direccién, supo-
nemos que hay una sentencia 1 tal que X ¢ y X F —1)p. Sea ¢ otra sentencia cualquiera.
Como ¥ I 1, se cumple que ¥ F (-p — 1), lo cual equivale a ¥ = (=9 — ) por la ley
del contrarreciproco. Como también ¥ - =), Modus Ponens nos lleva a que X F ¢. O

Este dltimo lema justifica que queramos evitar las teorfas inconsistentes.

Definiciéon 1.7. Dados dos conjuntos de enunciados X y I', decimos que I' es independiente
de X si hay algin ¢ € T' tal que X ¥ ¢. SiT' = {¢}, decimos que ¢ es independiente de X.
Sino hay ¢ € X tal que X\ {¢} F ¢, se dice que X es independiente.

Lema 1.8. ¥ U {p} es consistente si y solo si —p es independiente de 3.

Definicion 1.9. Dados dos conjuntos de enunciados X, I', decimos que I' aziomatiza ¥ si
I'F Yy X FT. Una aziomatizacion finita de 3 es un conjunto I' finito que axiomatiza 3.

Definiciéon 1.10. Se define la teoria de ¥ como XF = {4 | & F ¢}.

Nota. A menudo abusaremos del lenguaje, dando el mismo nombre a un conjunto de
enunciados y la teoria que generan. El contexto revelara la verdadera intenciéon de la
expresion.



1.2. Conjuntos, clases, pares ordenados y relaciones binarias

Trabajaremos mayoritariamente en la teoria de conjuntos axiomaéatica de Zermelo-
Fraenkel, abreviada ZF, que tiene por objetos los conjuntos y cuyos axiomas damos més
adelante. Un conjunto es un elemento del universo de ZF, y todos los elementos de un
conjunto son conjuntos. El lenguaje de ZF consta solamente de un predicado binario, €;
o sea, Lyp = {€}. «x € y» se interpreta como que = e y son conjuntos y x pertenece a y.
Definimos z C y :=Vt(t € x — t € y), que se lee = es subconjunto de y.

Una clase A es una colecciéon de conjuntos definida a partir de una cierta propiedad:
A = {z | ¢(x)}. Cuando un conjunto z verifica la propiedad de A (o sea, cuando ¢(z)),
decimos = € A. Si B = {x | ¢(x)}, entonces A C B significa Va(¢(z) — 9 (x)).

Todo conjunto z es a su vez una clase (ya que = = {y | y € z}), pero no toda clase es
un conjunto. Por ejemplo, la clase de la paradoja de Russell, definida R := {z | z ¢ =},
no puede ser conjunto, porque entonces entrariamos en contradiccién al preguntarnos si
R € R o no. No podemos cuantificar sobre clases en ZF. Aunque no toda clase sea un
conjunto, abusaremos del lenguaje introduciendo clases en férmulas (en ecuaciones o como
segundo argumento del predicado €, como hemos aclarado antes).

A una clase que no es un conjunto se le llama clase propia. Ejemplos importantes de
estas son la clase universal V = {z |z = z}, la clase de todos los ordinales On, la de todos
los cardinales Card y la de los conjuntos bien fundados Wf{.

Se define el par ordenado de x e y como (x,y) = {{z}, {x,y}}. Esta definicion cumple
la propiedad esperada de los pares ordenados:

VwaVx’Vy'((x, yy=(,y) =2 ny= y’)

Se llama clase relacional o relacion binaria a toda clase R de pares ordenados R =
{{z,y)|¢(z,y)}. Escribimos z Ry en lugar de ¢(z, y). Ponemos ademés R~ = {(y, z)|z Ry}
y R[A] == {y | 3x(z € AAxRy)}. Si una clase relacional F' definida por una propiedad ¢
es funcional para x (o sea, cumple que VaVyVy' (¢(x,y) A ¢(z,y') — y =19') ) entonces se
le lama clase funcional y, dado un x, al anico y tal que ¢(x,y) se le llama F(z), siempre
y cuando exista.

1.3. Axiomas de ZF y ZFC
Notacion. Definimos (Vz € y)p :=Vr(x €y — ¢) y (3x € y)p = Tx(z € y A 9).
ZF es el conjunto de las siguientes formulas (axiomas):

Ax 1. FEzxtensionalidad: VxVy(Vt(t Eretey) o= y)

Ax 2. Esquema axiomdtico de Separacion: Dada una formula ¢ con variables libres
t,wi,...,w, donde z no es ninguna de ellas:

le,...anxElet(tE z<—>t€x/\¢(t,w1,...,wn))

Ax 3. Par: VmVyElet(t Ezéot=aVt= y)
A tal z lo llamamos {z, y}.

Ax 4. Union: Vxﬂth(t Ezeody(teynye ;1:))
A tal z lo llamamos | z.



Ax 5. (P) Potencia: VmEIsz(y €z yC :1:)
A tal z lo llamamos P(x).

Ax 6. (Inf) Infinito: 3a(0 € a A (Vz € a)(S(z) € a) ), donde S(z) ==z U{z} y 0:= 2.
Ax 7. (AF) Regularidad/Fundacion: Ya(a # 0 — (3z € a)(zNa =0))
Ax 8. Esquema axiomdtico de Reemplazo: Dada una férmula ¢ con variables libres
T,Yy,W1,...,Wn:

Vw1, ..., Wy [VxVyVy'(qﬁ(x,y,wl, cowp) AP(x, Y w, . wy) =y = y’)

— VaEIbe(y €b<+ (Ir € a)p(x,y,wy,... ,wn))]

Dicho de otro modo: si F' es una clase funcional y a es un conjunto, entonces también F[a)
es un conjunto.

Eliminando Ax8 nos queda la teoria de conjuntos original de Zermelo, Z. Si no se
especifica lo contrario, trabajaremos en ZF~.
Anadiendo el siguiente axioma a ZF nos queda la teoria llamada ZFC:

Ax 9. (AC) Eleccion: VA[0 ¢ A— (3f : A— |JA)(Va € A)(f(a) € a)]

Notese como hemos utilizado la expresion «esquema axiomatico» en lugar de «axiomay
en Ax2]y Ax8 Esto es debido a que, como dijimos en la seccion[I.2] no podemos cuantificar
sobre formulas ni clases (no son objetos de nuestra teoria). Ello nos obliga a considerar
infinitas instancias de los pretendidos axiomas de separacion y reemplazo, una por cada
formula. Discutiremos esto con méas profundidad en otros capitulos.

Notacion. «ZF—P—Inf+—Inf» significa «los axiomas de ZF excepto P e Inf y anadiendo
—Inf». Abreviamos «ZF—AF» como ZF~, idem para ZFC™.

1.4. Mas notacion

Notacion. Definimos las siguientes operaciones basicas entre conjuntos:

vUy =z, y} zxy:={{ab)laczAbey}
Na:={t[(Vyeca)tcy}siz#0 zUy = (zx {0}) U (y x {1})
Ny = ({z,y} Vo ={f|f:2—y}

La existencia del producto cartesiano y la del conjunto de funciones requieren del Axioma
de la Potencia para ser demostradas. Esta informaciéon sera eventualmente util.

Notacion. Una familia indexada por I es una funcién a de dominio I expresada de la
forma (a;)icr == {(i,a;) |7 € I}, donde a; = a(i). Es una generalizacion del par ordenado:
<Cbi>i€[ = <bj>j€J —~I=JA (VZ € I)(al = bl)

Un conjunto indexado por I es un conjunto expresado de la forma {X;}ier == rec(X;)ier-

Definicion 1.11. Se definen la gran unidn, el producto cartesiano y la gran union disjunta
de un conjunto indexado de la siguiente forma:

(i) Uie[ Xi=U ({Xi}iel)



(ii) X;e; Xi = {a| (a es familia) A (dom(a) = I) A (Vi € I)(a; € X;)}
(iil) [ ier Xi = Uses(Xi x {i})
La gran interseccion de un conjunto indexado se define de manera similar a la gran unién.

Definicién 1.12. Si R, S son relaciones, la composicion de S con R se denota Ro .S =
{(z,2) | Jy(xSy ANyRz)}. Si A es una clase y R una clase funcional, la restriccion de F a
A se define como F [4:=FN (A X V).

1.5. Buen orden, ordinales y cardinales
Definicién 1.13. Para una relaciéon binaria R, definimos los siguientes conceptos:
(i) R es irreflexiva si verifica que Vz—xRz.
(ii) R es asimétrica si verifica que VaVy(x Ry — —yRzx).
(iii) R es transitiva si verifica que VaVyVz(xRy A yRz — xRz).
(iv) R es total si verifica que VaVy(zRy V yRz V x = y).
)

(v) R es un orden parcial si es irreflexiva, asimétrica y transitiva. Es un orden total si
es un orden parcial y es total.

Observacion 1.14. Si R es irreflexiva y transitiva, automaticamente es asimétrica.

Definicion 1.15. Dados una relaciéon binaria R, una clase A y un x € A, se dice que x
es R-minimal en A si satisface (Vy € A)—yRz. Si z cumple que (Vy € A)(y # = — zRy),
se dice que x es R-minimo en A.

Observaciones 1.16. En una clase A, todo elemento R-minimo es R-minimal si R es
asimétrica. Ademas, si R es un buen orden débil, como es total, se da el reciproco.

Definicién 1.17. Sea R una relacion binaria. Se dice que es un buen orden débil (estricto)
en A si RN (A x A) es irreflexiva, asimétrica, transitiva, total y satisface el principio del
elemento minimal:

VX(X#A0ANX CA— (Jo e X)(Vy € X)~yRa)

Nota. Ni A ni R tienen por qué ser conjuntos. Ademads, en la practica solemos usar
relaciones binarias R tales que R= RN (A x A).

Definicién 1.18. Llamamos ming X al elemento R-minimo de X.

Definicion 1.19. Se dice que una relaciéon binaria R en A es set-like si cumple que, para
todo z € A, Ag, = R7[{z}] = {a € A|aRz} (el segmento inicial determinado por x) es
un conjunto. Un buen orden débil set-like es un buen orden.

Axioma 1.20. (WOP) Principio del Buen Orden: YA3IR( R bien-ordena A )
Teorema 1.21. AC <> WOP

Definiciéon 1.22. Una clase A es transitiva si satisface Vz(z € A — x C A).



Definicién 1.23. Un ordinal es un conjunto « transitivo y bien ordenado por la relacion
de pertenencia €,:= {(v,0) € a x a |y € ¢}. Las letras griegas «, 3,7,9,(,n siempre
denotaran ordinales, aunque no lo explicitemos. Ponemos On := {« | « es ordinal}.

Proposicion 1.24. Existe un conjunto, w, que es la interseccion de todos los conjuntos
que satisfacen la propiedad demandada por el Axioma del Infinito. Ademds, es transitivo,
y a sus elementos los llamamos nimeros naturales.

Definiciéon 1.25. Una familia @ = (a;);es es una secuencia en X si I es un ordinal y
rec(a) € X. Una a-secuencia en X es una secuencia en X de dominio a. Una sucesidn
en X es una w-secuencia en X. Una n-tupla en X es una n-secuencia en X de longitud
n € w. La longitud de una secuencia es su dominio. X =V si no se especifica.

Proposicion 1.26. Toda clase A de ordinales estd bien ordenada por la relacion de per-
tenencia €. En particular, On lo estd. Escribimos a < 8 como sindnimo de o € 3. El
orden reflexivo < asociado es C.

Nota. No especificaremos quién es R cuando hablemos de ordinales: siempre seréa €.
Definiciéon 1.27. Definimos sup A := min{a | (V5 € A)(8 < a)} para todo conjunto A.

Proposicion 1.28. Si «a es un ordinal, a+1 = S(«) también lo es, y es el menor ordinal
B tal que o < B. Por tanto, todo n € w es ordinal.

Corolario 1.29. w es un ordinal por las tres proposiciones anteriores.

Teorema 1.30. (Induccion ordinal) si ¢ es una formula con o como variable libre y
se verifica

(Vo € On) (V5 < a)(4(B) — é(a))
entonces (Yo € On)¢(a).

Teorema 1.31. (Recursion ordinal) Sea G : 'V — V wuna clase funcional. Existe
entonces una unica clase funcional F': On — 'V tal que

(Va € On)( F(a) = G(F 14))
Proposicion 1.32. (i) Para todo ordinal a, o = {f | 8 < a}

(ii) Para todo ordinal o se cumple una y sélo una de las siguientes condiciones:
. =0
» « es sucesor: 3B(a = [+ 1)
= a es limite: (0 <aAa=Ugz,B)

(iii) Para todo conjunto A ordinales, sup A = J A.

Observacion 1.33. Se puede utilizar el resultado anterior para hacer mas comodas las
demostraciones por induccién y las definiciones por recursion, distinguiendo entre los casos
0, sucesor y limite.

Definicién 1.34. Decimos z <X y (z es inyectable en y) cuando existe una f : x — y
inyectiva. Decimos = ~ y (x es biyectable con y) cuando existe una f : z — y biyectiva.
Sixz <y yx o~y entonces abreviamos x < y.

Teorema 1.35. (Schréder-Bernstein) VJ:Vy(x YAy =z —> I~ y)



Proposiciéon 1.36. Para todo conjunto A se tiene que 42 ~ P(A).

Definicion 1.37. Se dice que k es un cardinal cuando es ordinal y no existe ordinal
B < k tal que B ~ k. Las letras griegas k, A, 4 siempre denotaran cardinales, aunque no lo
explicitemos. Ponemos Card := {x | £ es cardinal} C On.

Ejemplo. w es un cardinal, y n es un cardinal para todo n € w.

Definicién 1.38. Un conjunto z es finito cuando x ~ n para algin n € w y es infinito si
no es finito. Si z < w, x es numerable.

Lema 1.39. Todo cardinal infinito es un ordinal limite.

Definicién 1.40. Dado un cardinal &, se define el cardinal sucesor de k como kT =
{a| @ = K}, que es el menor cardinal A tal que x < A. Un cardinal k es cardinal limite
cuando k = [Jy., A > 0. Todo cardinal es 0, sucesor o limite, y s6lo una de estas tres.

Definicion 1.41. Si R es una relacién binaria en una clase A, se abrevia diciendo que
(A, R) es una estructura. Si A es un conjunto, se dice que (A, R) es un conjunto bien
ordenado.

Definiciéon 1.42. Sean dos estructuras (A, R), (B, S). Decimos (A, R) = (B, .S) si existe
un isomorfismo de drdenes entre ellas, o sea, una funciéon f : A — B biyectiva tal que

Vavb(aRb <> f(a)Sf(b)).

Proposicion 1.43. Sea (A, R) un conjunto bien ordenado. Existe entonces un tinico or-
dinal o tal que (A, R) = (o, €q), al cual llamamos OT(A, R), su tipo de orden.

Definicién 1.44. Si para un conjunto A existe al menos un buen orden, definimos |A], la
cardinalidad de A, de la siguiente forma:

|A| :== min{« | HR( (A,R) = (o, €,) )}
Evidentemente, |A| serda un cardinal.
Corolario 1.45. (AC) Para todo par de conjuntos A, B, o bien A < B o bien B < A.

Definicién 1.46. Se define por recursion ordinal la clase funcional W asi:

w sia=0
o = { Nf sia=p8+1
Up<a N si @ es limite

N es un isomorfismo de buenos 6rdenes entre (Cards,,, €) y (On, €). Definimos w, = N,.
Definiciéon 1.47. (AC) Para todo par de cardinales , A se definen:

(1) K+ A= |sUA| (ii) K- A= |k x Al (iii) &* == | k]
Lema 1.48. (AC) Sean k, A > w. Se tiene entonces k- A = Kk + X\ = max{k, A\}.

Definiciéon 1.49. (AC) Dado un conjunto indexado de cardinales {k;};cs se definen:



(i) Zie[ Ki = H_liel Kil (ii) Hie[ Ki = ’Xie] Kil

Lema 1.50. Para cualquier conjunto indexado {X;}icr se satisface la desigualdad

Xl <) IXil

iel iel

Teorema 1.51. (AC) Supongamos que {X;}ier es un conjunto indexado tal que |I| > w
o hay al menos un i € I tal que |X;| > w. Se da entonces que

D IXi| = |I| + sup{|X;| : i € I}
el

Definicién 1.52. (i) Sea x un cardinal. Se dice que « es cofinal en k si existe una
funcion f € “k tal que rec(f) no tiene cota superior dentro de k. Equivalentemente,
si existe una f € *k tal que |Jrec(f) = &.

(ii) La cofinalidad de k se define como cf(k) := min{« | « es cofinal en k}.

)

(iii) Evidentemente, cf(k) < k. Se dice que & es regular si cf(k) = k.

(iv) Se dice que un cardinal k es débilmente inaccesible si es cardinal limite y regular.
)

(AC) Se dice que un cardinal x > w es fuertemente inaccesible si (VA < k)(2* < k).

(v

Observacion 1.53. (AC) Todo cardinal fuertemente inaccesible es débilmente inaccesible.

Terminamos este capitulo con un resultado sencillo que nos seré eventualmente util:

Lema 1.54. Todo axioma del Esquema de Separacion es consecuencia de los axiomas de
Extensionalidad + Esquema de Reemplazo.

Demostracion. Sean ¢ una féormula con variables libres t, w1, ..., w, y x, w1, ..., W, con-
juntos. Buscamos un z tal que Vt(t EzeotexNAo(t,wy, ..., wy) )

Abreviamos v(t) = ¢(t,w1,...,wy). Si no hay ¢t € x tal que (), no hace falta de-
mostrar nada, pues z = 0 = {t |t € z A(t)} y es un conjunto. Si no, tomamos un
a € x tal que ¢(a) y definimos la clase funcional F' : V — 2 mediante la féormula
tFy < (Y(t) ANy = t)V (-¢(t) ANy = a). Entonces, por Reemplazo, z = F[z] es un
conjunto, y s6lo queda ver que cumple lo que se le pide:

Observamos que y € z = Fx] si y solo si hay un t € x tal que tFy, o sea, que o bien
Y(t) Ay =t o bien =)(t) Ay = a. En ambos casos se cumple que y € x A ¥(y). Ademas,
reciprocamente, si y € A ¢(y), entonces yFy Ay =y cony € x = y € Flx] = z.

En suma, z = {t € x| ¢(¢)}, cosa que acaba la demostracion. O



2. Buena fundacién y jerarquia acumulativa

2.1. Clausura de una relacién binaria

En este capitulo introduciremos los llamados conjuntos bien fundados, algunas de sus
propiedades, su clasificacién en la llamada jerarquia acumulativa segin una funcion de
rango que definiremos y la clase de todos los conjuntos bien fundados, Wf. Para ello
nos valdremos de un par de secciones previas sobre relaciones binarias y relaciones bien
fundadas, que nos permitirdn obtener resultados acerca de los conjuntos bien fundados.

Definicién 2.1. Sea R C 'V x V una relacién binaria:

(i) Se llama ancestral de R a R* :=Jy_,c,, R", donde R? :=id y R"*! .= R" o R.

(ii) Para 1 < n € w, se llama R-cadena en A (de longitud n) a una n-tupla x en A tal
que x; Rz;y1 para todo i € n — 1. Se dice entonces que x va de zg & Tp_1.

) Una R-cadena z en A tal que x, Rz de llama R-ciclo de A.
) Se dice que una sucesion x en A es una R-sucesion en A si (Vi € w)(z;Rxiq1).

(v) Una clase A es R-cerrada si R[A] C A.
)

Se define la R-clausura de una clase A como clr(A) = AU R*[A] =, .., R"[A].

new

Lema 2.2. Sea R una relacion binaria:

(i) VaVy[(z,y) € R* > InFz(z es R-cadena de longitud n de z a y)]
(ii

) clr(A) es la menor (por inclusion) clase R-cerrada que contiene a A.
(iii) R* es la menor relacion binaria transitiva que contiene a R.
)

(iv) Si R es set-like, R* también. Si A una clase es R-cerrada, también es R*-cerrada.

(v) (B~ = (BT

Demostracion. (i) Esto es evidente, pues zR*y < hay un n € w tal que xR"y (o sea,
hay x1,...,z,—1 tales que Rz 1 R...x,-1Ry) < hay una cadena de longitud n + 1
de x a y.

(iil) = Primero vemos que clr(A) es R-cerrada: Sean = € clr(A) = AU R*[A] e y tal
que xRy. Entonces, o bien x € A o bien existe una R-cadena (zg,...,x,) de
xo € A ax, =x. En el primer caso, zRy con x € A = y € R[A] = y € clr(A),
como queriamos. En el segundo caso, (g, ...,2,,y) es una R-cadena desde xg
hasta y con z¢ € A, por tanto y € R"[A] C clr(A), como queriamos.

» Ahora, sea B una clase R-cerrada con A C B. Queremos ver que clr(A) C B.
Y es que, si x € clr(A), entonces existe (xq,...,z,) con 29 € A C By
Tn = . Al ser B R-cerrada, por un argumento inductivo sencillo vemos que
r1 € B=a23€ B=...=x,=x¢€ B, asi que clg(4) C B, que era lo que
buscédbamos.



(iii) R* es transitiva puesto que x R*yR*z implica que hay n,m,xo, ..., Tn_1Y1, -, Ym—1
tales que xRxoR ... Rx,_ 1 RyRyR... Ry,_12 = TtR*z, como queriamos.
Sean ahora una relacion transitiva S con R C Sy dos x, y tales que zR*y. Entonces
hayn € wy zg,...,T,_1 tales que zRxoR ... Rr,_1Ry. Como R C S, tenemos que
xSxgS...Sx,_ 1Sy y, al ser S transitiva, esto implica que vemos que xSy, como
queriamos.

(iv) Sea z un conjunto. Ponemos S = R y S*[z] = |, S™[z]. Sabemos que S[z| es
un conjunto por hipotesis y, si S™[z] es un conjunto, entonces por el Esquema de
Reemplazo S"H[z] = Uyesnpz{# [ySz} también es un conjunto. Por tanto, también
por reemplazo, S*[x] = (R™!)*[z] es un conjunto.

Para la segunda parte, R*[A] = [y, ., R"[A]. Por hipotesis, R[A] C A. Ademas, si
R"[A] C A entonces R"1[A] = R[R"[A]] C R[A] C A = R*[A] C A.

(v) El apartado [(1)| lo hace evidente. O

2.2. Relaciones bien fundadas

Definicion 2.3. Una relaciéon R se dice bien fundada en una clase A cuando es set-like
y cumple el principio del elemento minimal en A. Si no se especifica la clase en la que es
bien fundada, entonces lo es en V.

Observaciones 2.4. Al no exigir que R sea total ni transitiva, la R-minimalidad de un
elemento x en X C A no implica que sea R-minimo en X. Ademés, todo buen orden es
también una relaciéon bien fundada.

Proposicion 2.5. (i) Si una relacion R cumple el principio del elemento minimal en
A, entonces no existe ninguna R~ -sucesion en A.

(i1) Si para una relacion R no existe ninguna R~ '-sucesion en A, entonces todo conjunto
X C A no vacio bien-ordenable tiene un elemento R-minimal.

Demostracion. (i) Supongamos que existe tal sucesion x. En ese caso, rec(x) = {z; }icw
C A es no vacio y, por ser R bien fundada en A, tiene un elemento R-minimal z;,.
Pero claro, z;,+1 € rec(x) y x;i,+1Rx;,, contradiciendo la R-minimalidad de x;,.

(ii) Sea X C A un conjunto no vacio con un buen orden <. Supongamos que X no tiene
elemento R-minimal. Como X # 0, tomamos un a € X. Definimos por recursion la
sucesion z de la siguiente forma: xg == a y z;41 = ming{y € X | yRx;} para todo
1 € w, que esta bien definida puesto que, como no hay elemento R-minimal en X,
{y € X | yRz;} es conjunto no vacio para todo i € w. Entonces, = es una sucesion
en A tal que x;+1 Rx; para todo i € w, contradiciendo la hipotesis. O

Corolario 2.6. Si R es una relacion bien fundada en una clase A, entonces no existe nin-
guin R~ -ciclo en A. En particular, una relacion bien fundada en A es siempre irrefleriva
y asiméltrica en A.

Demostracion. Si existiese tal R™!-ciclo x, con longitud n, la sucesion (x};)ic., (donde [i]
indica el residuo de dividir ¢ entre n) contradiria la Proposicion O

Proposicion 2.7. Si R estd bien fundada en A, B es subclase de A y S C R, entonces S
estd bien fundada en B.
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Demostracion. Demostremos que (a) S es set-like en B y (b) S satisface el principio del
elemento minimal en B:

(a) Sea x € B. Entonces {y € B |ySz} C {y € B|yRx} C {y € A|yRx}. Como R es
set-like en A, el dltimo es un conjunto, y por tanto el primero también, asi que S es
set-like en B.

(b) Sea C' # 0 un subconjunto de B. Como C' C A, hay un = R-minimal en C. Si
hubiera un y € C tal que ySx, como S C R tendriamos que yRz, contradiciendo la
R-minimalidad de x en C, ergo x también es S-minimal en C. O

Teorema 2.8. (i) Si R es una relacion bien fundada en A, ¢(x) es una formula y
(Fz € A)p(x), entonces existe un x R-minimal en A tal que ¢(z).

(ii) Induccion en la buena fundacion: Si R es una relacion bien fundada en A:
(Vx € A) [ (Vy € A)(yR:U — gb(y)) — qS(m)] — (Vo € A)o(x)

Demostracion. (i) Ponemos B == {z € A| ¢(x)} # 0 y tomamos un = € B. Si es R-
minimal en B, ya hemos acabado. Si no, z := {y € B|yR*x} # 0 es un conjunto
por ser R set-like. Entonces, por ser R bien fundada, hay un y R-minimal en Z.
Demostramos ahora que y también es R-minimal en B:
Sea un t € B; si tRy, entonces como yR*xr también tR*x, o sea que t € T y tRy,
contradiciendo la R-minimalidad de y en Z.

(ii) Supongamos que (Vz € A)[(Vy € A)(yRz — ¢(y)) — é(z)]. Queremos probar
que B :={x € A|—-¢(x)} es vacio. Lo hacemos por reduccion al absurdo:
Si no fuera vacio, por el apartado anterior habria un « R-minimal en B. En tal caso,
siy € A e yRx, también ¢(y). O sea, (Vy € A)(yRz — ¢(y) ). La hipotesis nos dice
que esto implica ¢(x), lo cual es una contradiccion. O

Lema 2.9. Sea R una relacion binaria. Si A es R-cerrada, también es R*-cerrada. Si R
es bien fundada en A y A es R-cerrada, R* es bien fundada en A.

Demostracion. Para la primera parte, como R[A] C A entonces, por induccion aplicando
R iteradas veces, tenemos (Vn € w)(R""1[A] = R[R"[A]] C R[A] C A) = R*[A] C A.
Para la segunda parte, R* es set-like por [2.2(iv)l Supongamos ahora un conjunto v C A
no vacio. Buscamos un elemento R*-minimal en u. Consideramos entonces la clase u' :=
cr(u)NA = (U,>o R"[u])NA C A. Por2.§(i)|existe un = € v’ R-minimal en «'. Probamos
ahora que también es R*-minimal en u’ y, luego, que = € u:

Sea un y € u/. Si tuviésemos que yR*z, entonces habria una R-cadena tal que y =
yoRy1R ... Ry,_1Ry, = x. Por ser v’ R-cerrada, eso implica que y; € «’ para i € n, y eso
junto a que y,_1 Rz contradicen la R-minimalidad de z en u’. Queda probar que x € wu.
Pero eso es claro ya que, si no fuese asi, necesariamente u habria n € w y z € u tales que
zR™x, de nuevo contradiciendo la R-minimalidad de  en ' por el mismo motivo. O

Teorema 2.10. (Recursion en la buena fundacion) Sean R una relacion bien fundada
en'VyG:V xV — V. Entonces existe una tunica clase funcional F : V. — 'V que
para todo x cumple:

F(.Q}) = G(.ZC,F r{y|ny}) (2-1)

Demostracion. (a) Sean Fy y Fy dos clases funcionales con dominio R™!-cerrado que
satisfacen (2.1]) para todo x de sus respectivos dominios. Veamos por induccioén que,
entonces, (Vz € dom(Fy) Ndom(Fy))( Fi(z) = Fa(z)):
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Sea un z € D = dom(F) N dom(F3) y supongamos que (Vy € D)(yRz — Fi(y) =
Fy(x) ). Entonces Fi(z) = G(x, F1 I{y|yra}) = G, F2 I{y | yra}) = F2(x), que es lo
que desedbamos.

Sea T la clase de todas las funciones de dominio R~!-cerrado que cumplen (2.1)) para
todo x de su dominio. En ese caso, por el punto anterior tenemos que F' := [JT es
clase funcional:

Si (x,y), (z,y') € F, entonces existen fi, fo € T tales que fi(z) = y A fa(z) = ¢.
Pero claro, por @, eso implica que y = 1/, de modo que F es funcional.

Vemos ahora que F' satisface las condiciones que se le requieren.

F satisface (2.1)) puesto que, si x € dom(F), existe f € T tal que z € dom(f). Como
f €T, el dominio de f es R™!-cerrado, asi que {y | yRx} C dom(f) y f [{y | yR2}=
F r{y|sz}' Por tanto, F(x) = f(x) = G(xvf r{y|sz}) = G(va f{y\ny})a COomo
queriamos.

So6lo queda probar que dom(F') = V. Para ello, asumamos lo contrario, que

V \ dom(F) # 0, y lleguemos a una contradiccion:

De ser asf, existe un x R-minimal en V \ dom(F') # 0. Tomamos f = F [(,|yr+a)
U{(z,G(z, F [{y|yrs})) }- Esta bien definida, puesto que R es set-like, asi que {y|yR*x}
es un conjunto y dom(F) es R~ '-cerrada por construccién ya que, si t € dom(F) y
t' Rt, entonces hay una f’ € T tal que t,t' € dom(f’) C dom(F). Ademas es funcion
porque x ¢ dom(F).

Necesitamos ver que f € T para terminar la demostracién del teorema:

» dom(f) = {z} U (dom(F)N{y|yR*z}) es R *-cerrado:

Si yRx entonces y € dom(F) al ser x el elemento R-minimal fuera de dom(F"),
y también y € {y | yR*z} evidentemente = y € dom(f). Si, en cambio, yRz
para un z € dom(F) N {y | yR*z}, al ser ambos conjuntos de la interseccion
R~ !-cerrados, también y € dom(F).

» Tomamos un z € dom(f), queremos ver que f(z) = G(z, f [{,|yr-}). Pero esto
es claro: Si z = x, lo que buscamos se cumple por la definicién de f; si, por el
contrario, z € dom(F)N{y|yR*r}, entonces como f [, |yrey= F [{y|yRa} POT
construccion, f(z) = F(z) = G(z, F [y |yrzy) = G(2, f [{y|yr=})-

Como f €T yx € dom(f)C dom(F), hemos llegado a una contradiccion, derivada
de suponer que dom(F') # V. O

Estos resultados generalizan a relaciones bien fundadas el teorema que nos permitia
determinar una funcién por recursiéon en un conjunto bien ordenado. Con ellos podremos
definir ahora un tipo de funcién denominada «funciéon de rango» para una relaciéon bien
fundada.

Observacion 2.11. Hemos pedido que el dominio de F' sea V para hacer mas sencilla
la lectura de la demostracién. Sin embargo, este puede adaptarse facilmente a cualquier
clase A tomando G'(z,r) = G(z,r) parax € Ay G'(z,r) := £ para x ¢ A, donde £ es
cualquier conjunto que no nos interesa y que usamos para que G’ esté bien definida en V.

Definiciéon 2.12. (Rango respecto a una relaciéon bien fundada) Sea R una relacion
bien fundada. Se define entonces pgr(z), el R-rango de x, por recursion de esta forma:

pr(z) =sup™ {pr(y) | yRx}

Donde sup™ A := min{a | (V§ € A)§ < a}.
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Proposicion 2.13. Sea R una relacion bien fundada. Entonces se cumple:

VaVy(yRz — pr(y) < pr(z)) (2.2)

Demostracion. Dado un x, por la definicion de pr tenemos que pr(x) pertenece a la clase
{a|Vy(yRx — pr(y) < a)}, cosa que garantiza la propiedad buscada. O

Proposicion 2.14. (i) Si R es bien fundada y se tiene yR*x, entonces pr(y) < pr(z).
(ii) Si R y S son relaciones bien fundadas y S C R, entonces Vx(ps(x) < pr(z)).

(iii) Si R es set-like y H : V. — On satisface (2.2) sustituyendo «pr» por «H », entonces
R es bien fundada.

(iv) Si A es una clase R™1-cerrada, entonces o bien pr[A] € On o bien pg[A] = On.

Demostracion. (i) Como yR*x, hay un 0 < n € w y unos yo, ..., Yy, tales que y =
yoRy1R ... Ry, = =y, por la Proposicion eso implica que pr(y) = pr(yo) < ...
< pR(Yn) = pr(2).

(ii) Por induccion: Si z es tal que Yy(yRx — ps(y) < pr(y)), como {y|ySz} C {y|yRz}
queda pg(z) = sup™{ps(y) |ySz} < sup™{ps(y)|yRx}, y por hipttesis de induccion
ello es menor o igual a sup™{pr(y) | yRz} = pr(z) = ps(z) < pr(z).

(iii) Sea u un conjunto no vacio. Ponemos B = H|u|, que cumple 0 # B C On, y por
tanto tiene un ordinal minimo «. Entonces, sea € H~![{a}]. Si hubiese un y € B
tal que yRz, entonces seria B 5 H(y) < H(x) = « por cumplir H la condicion ,
contradiciendo la R-minimalidad de e en B. Por tanto, x es R-minimal en u, y R es
bien fundada.

(iv) Supongamos que pr[A] # On. Entonces On \ pr[A] # 0, asi que tiene un ordinal «
minimo. Por tanto, @ = {y|v < a} C pr[A]. Si no existe ningtn v > « en pgr[4], la
inclusion de antes es una igualdad y por tanto pr[A] € On. Si hay alguno, llegaremos
a una contradiccion: ponemos 3 el minimo ordinal en pg[A]\ «, imagen de un cierto
x € Ay que cumple por tanto que o < . Por definicion, 8 = sup™{pr(y) | yRz}.
Observamos que también o > pgr(y) para todo y tal que yRz, porque si ocurriera
que a < pr(y) con yRx entonces, como x € Ay A es R~ -cerrada, y € Ay, por la
Proposicion a < pr(y) < pr(x) = B, cosa que contradiria la R-minimalidad
de 8 en pgr[A]\ a.

Pero claro, si fuese a > pgr(y) para todo y tal que yRz, esto, junto con que 3 > «,
contradirfa el hecho de que de 8 = sup™{pr(y) | yRz}, o sea, el elemento minimo en
el conjunto {7y |Vy(yRx — pr(y) <)} O

2.3. Conjuntos bien fundados y jerarquia acumulativa

Definicién 2.15. Para A C V| definimos la clausura transitiva de A como tc(A) =
cle-1(A), la menor clase transitiva que contiene a A.

Proposicion 2.16. (i) Para todo conjunto x, tc(z) es un conjunto.
(ii) Para toda clase A, tc(A) es la menor clase transitiva que contiene a A.

(i) Si A y B son clases tales que B C tc(A) = tc(B) C tc(A).
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(iv)

Para una clase A, tc(A) = AU J,c 4 te(a).

Demostracion. (i) La relacion € es set-like = tc(z) = clg-1[z] es un conjunto por la

(i)

(iii)

(iv)

Proposicion [2.2)(iv)

Una clase A es transitiva cuando VyVa(y € xAz € A — y € A), lo cual es equivalente
a decir que A es € 1-cerrada. Por ende tc(A) es, por definicion y por la menor
clase transitiva que contiene a A.

Supongamos B C tc(A). tc(B) es transitiva y es la menor de las que contienen a B.
Como tc(A) es también transitiva y B C tc(A), queda que tc(B) C tc(A).

x € tc(A) < existe una €-cadena x = x9g € 1 € --- €x, =be A x=0bo
rete(b) conbec As e AU, tc(a). O

Definicion 2.17. Wf = {z| € es bien fundada en tc(x)}. Sus miembros se llaman
conguntos bien fundados.

Teorema 2.18. WTf es una clase transitiva donde € estd bien fundada, y es la mayor
(por inclusion) con esas propiedades.

Demostracion. (a) Veamos primero que es transitiva: Sea © € Wf e y € z. Entonces,

(b)

por [2.16(iv)| tenemos que tc(y) C te(x), y esto junto con la Proposicion implica
que € esta bien fundada en y = y € WHT.

Comprobemos que € es bien fundada en W{:

Evidentemente, para todo x € Wf, {y € Wf |y € 2} = {y|y € 2} = z es un
conjunto (la altima igualdad viene dada por el apartado |(a))).

Dado un conjunto v € Wf no vacio, tomamos x € u. Si  ya es €-minimal en u,
hemos acabado. Si no, hay un y € u tal que y € x, o sea, zNwu # 0. Por tanto, como
xNu C te(z) y € esté bien fundada en tc(x), hay un elemento €-minimal z en z Nw.
Queda ver que z es también €-minimal en u.

Sea ahora A una clase transitiva donde € es bien fundada y sea x € A. Queremos ver
que x € WIE. Observamos que x C A por ser A transitiva, asi que tc(x) C tc(A4) = A.
Por la Proposiciéon esto hace que € sea bien fundada en tc(z) =z € Wf. O

WT es el universo de todos los conjuntos que verifican el Axioma de Regularidad. Tal
axioma afirma que todo conjunto en realidad pertenece a Wf. Veremos esta equivalencia
a continuacion.

Proposicion 2.19. (i) Va(z C Wf — x € WI)

(i)
(iii)
(iv)

VaVy(r € WEAy Cx — y € WI)
Ve(x € WE — |Jz € WEAP(z) € WE)
On C Wf

Demostracion. (i) Si z € WE, tc(z) C tc(Wf) = W = € esta bien fundada en tc(z).

(i)
(iii)

Siy C x € WI, entonces tc(y) C tc(x) = € es bien fundada en tc(y) = y € WHT.

Si x € WF entonces |Jz =€~ [2] C te(x) € WE = (Jo € WF por (i)
Ademas, por [(ii)| tenemos que, si x € WT, entonces todo y C x verifica que
y € Wf = P(z) C Wf = por|(i)|queda que P(z) € WT.
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(iv) Un ordinal es transitivo (a = tc(a)) y bien ordenado (y por tanto bien fundado)
por €, de modo que todo ordinal esta en WT. O

Definiciéon 2.20. Para todo z € W{ se define p(z) = pe(z), el rango de x.

Proposicion 2.21. Para todo a € On, p(a) = a.
Demostracion. Por induccion: p(a) = sup™{p(B) | 8 € a} =supt{B| S € a} = a. O

Proposicion 2.22. (i) Para todo x € WT transitivo, p(x) = plz] = {p(y) |y € x}.

(i) Va[z e WE < Vz(z ez — (Fye2)(ynz=0))]

Demostracion. (i) Evidentemente p(x) D {p(y) | y € =}, por la definicion de p(z).
Para la otra inclusion observamos que, por ser z transitivo, 2.14f(iv)| nos asegura que
p[z] es un ordinal. Si suponemos que hay un 5 < a = p(z) tal que no hay y € = con
p(y) = B, llegaremos a una contradiccion:

» Caso p[z] \ 8 = 0: Entonces 5 > p(y) para todo y € x y, como p(z) = o > f3,
se contradice la definicion de p(x) como supremo estricto de p[z].

» Caso p[z] \ B # 0: Entonces hay un y € = con p(y) = v > f. Si es exactamente
B, se contradice la eleccion de 5. Si B < =, como v < p[z] y p[z] es ordinal
tenemos que 8 < p[z] = B € p[z], de nuevo contradiciendo la eleccion de 5. O

(il) = Siz € Wf yx € z, entonces hay un elemento y €-minimal en z N Wf. Notese
que y € Wf — y C WT{. Si hubiese, por tanto, un ¢ € y N z, tendriamos que
también ¢ € WT por la oracién anterior, o sea, que t € 2N Wf con t € y. Esto
contradice la €-minimalidad de y en z N WH{.

Supongamos que x # 0 satisface la parte derecha del bicondicional pero no es
bien fundado. Tomemos z := tc(x) \ WE. Entonces se verifica que x € z, por
tanto hay un y € z tal que y Nz = 0. Como y € z = tc(z) \ WIE, entonces
debe haber un t € y \ Wf (de otra forma, y si estaria en Wf por [2.19(1)). Pero
claro, eso implica que t € tc(z) \ WE también. Todo junto queda que t € y Nz,
contradiciendo que y Nz = 0. U

[

Definiciéon 2.23. Para todo « se define V,, := {z € Wf | p(z) < a}.

Proposicion 2.24. V,, es un conjunto para todo o.
Demostracion. Lo demostramos por induccién en a:

= Caso a = 0: Evidentemente Vj = 0 es un conjunto.

» Casoa =0+ 1: V, ={z € Wf|p(z) < +1} = {x € Wf | p(x) < B}. Sea, pues,
un z € V,. Buscamos ver que x € P(V3) (o sea, que x C Vj3). Supongamos que
y € x. Entonces y € Wf y p(y) < p(z) < 8, de manera que y € V3. En consecuencia
x C Vg =axeP(Vg) =V, C P(Vp), lo cual implica que Vg es un conjunto por
hipétesis de induccién y por los axiomas de Potencia y Separacion.

= Caso 0 < =g, B Vo= {z € WE|p(z) < a} = {z € WE|IB(p(z) < BAB < a)}

=U B<a V3, que es un conjunto por hipétesis de induccién y Reemplazo. O

Proposicion 2.25. (i) Va(V, es transitivo)

(i) Wf =U,con Vo
(iii) VaVa(z C Vy <> x € WE A p(x) < )
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(iv) Va(z € Wf — p(x) = min{S |z C V})

(v) Va(Va =Usa P(V3))
(vi) Va(VB < a)V3 C V,
Demostracion. (i) Siz € V, e y € x entonces p(y) < p(z) < a =y € V,.

(ii) Si z € WF entonces x € V) (;)41. La inclusion contraria es evidentemente cierta.

(iii) De izquierda a derecha, si z C V,, entonces todo elemento y € x cumple que p(y) < «,
por tanto o € {f | (Vy € x)p(y) < B}. Como p(x) es el minimo de ese conjunto,
p(x) < a. De derecha a izquierda, es evidente que si y € x entonces p(y) < p(x) <
a=yeV,,asique x CV,.

(iv) Por el apartado anterior, con o = p(x) es claro que p(z) € { |z C V3}, y queda ver
que es el minimo. Pero claro, si hay un § < p(z) que cumple eso, entonces tenemos
que (Vy € z)p(y) < B, contradiciendo la definicion de p(x) = sup™{p(y) | y € z}.

(v) C Sea x € V,. Por el apartado x C Vi) con p(r) < a.

D Sea x € (g, P(Vp). Entonces hay un 8 < a tal que 2 C V. Por ende, por el
apartado plr) < B<a=zel,.

(vi) El apartado lo hace obvio, ya que V,, es V3 unido a mas conjuntos. O

Teorema 2.26. (Jerarquia acumulativa) Se dan las siguientes cuatro afirmaciones:
(i) Vo =0 (iii) (Vo limite)(Va = Ug<q V)
(i) Va(Vag1 =P(Va)) (iv) Wf =, con Ve

Demostracion. (i) Evidentemente, por queda que Vo =J0 = 0.

(ii) La inclusion de izquierda a derecha la hemos hecho en la demostracion de la Propo-
sicion [2.24] Queda la otra:

Si ¢ C V,, entonces, por plx)<a<a+l=xe V.

(iii) Por Vo = Ug<a P(Vp), que por es igual a U, Var1 = U, V- La
ultima igualdad es debida a que « es limite y Vg C V4 para todo (.

(iv) Es el apartado de la proposicién anterior. O

Esta estratificacion de Wf, llamada jerarquia acumulativa, da estructura al universo de
los conjuntos bien fundados (o a todo el universo si asumimos el Axioma de Regularidad,
como veremos en la siguiente seccion), y ademas brinda una manera muy natural de buscar
modelos para algunos de los axiomas de ZFC, como veremos en [4
Puesto que los rangos de los conjuntos bien fundados son ordinales, es sencillo verificar
por qué no existen € '-ciclos de conjuntos en Wf, ni € !-sucesiones.

El lema que viene a continuacién nos ayudaré en posteriores capitulos a determinar qué
axiomas relativizados de ZFC se verifican en cada caso dependiendo del V,, seleccionado:

Lema 2.27. (i) Six € V,, entonces:
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(a) Uz €V, (b) {z} € Voqa (¢) P(z) € Vo
(ii) Sixe Vy,y€ Vg yy=max{wn, B}, 6 =min{a, 5}, entonces:

(a) zUy eV, (c) {z.y} € Voa (e) Xy € Vigs
(b) zNy e Vs (d) (z,y) € Vyro (f) Yo € Vypa
Demostracion. (i) Sea x € V,,. Entonces:
(a) Siy € Uw, hay un t € x tal que y € ¢, ergo p(y) < p(z) < a= Uz SV, =
Uz € V, por 2.25(v)|
(b) {£} € Vi = {} € Va1 por E2T]
(c) Sitenemos un y € P(x), entonces y C x, por tanto p(y) < p(z) (directamente
de la definicion de p), de modo que P(z) C V, = P(z) € Vo1
Sit € x Uy entonces o bien p(t) < a0 bien p(t) < B = p(t) < 7.
Sit e xUy entonces p(t) < ay p(t) < B = p(t) <4.
{'Tvy} < V’Y = {xay} € V’Y+l'
Recordamos que (z,y) = {{z},{z,y}} C V,11 = (z,y) € Vi4o.
Por el apartado anterior, z x y C V49 = 2 xy € V,43.

Tenemos que si f € Yx entonces f C x X y, por tanto f € V.43, de modo que
Yo C ny+3 = Yxre V»y+4. U

2.4. El Axioma de Regularidad

Para terminar el capitulo, vemos en esta seccién algunas de las mas importantes con-
secuencias del Axioma de Regularidad (AF), ademéas de un par de equivalencias.

Axioma 2.28. Esquema axiomdtico de Regularidad: Para toda féormula ¢ con va-
riables libres x, w1, ..., w,, donde y no es ninguna de ellas, se verifica:

Ywy, .. .,wn[EI:):qb(x,wl, CeyWhy) — EI:B((b(x,wl, cowp) A (Vy € 2)-o(y, w, ... ,wn))]

Axioma 2.29. Azioma de Regularidad para clases: A #0 — (3x € A)(zxNA=0)
para cualquier clase A.

Teorema 2.30. y son equivalentes al Azioma de Regularidad (AF):
Va(a#0— (3z €a)(zNa=0))

Demostracion. Claramente2.29AF. Luego, AF nos dice que todo conjunto no vacio tiene
un elemento €-minimal y, como vimos en con R =€ eso significa que AF
Ademas, con ¢(x) ==z € A se ve que [2.28 Por tanto, son todos equivalentes. [

El teorema enunciado inmediatamente sobre este parrafo es harto interesante pues nos
afirma que, al contrario de lo que ocurre con el Esquema de Separaciéon o el de Reempla-
zo (que recordamos que son infinitos axiomas, uno por cada ¢ con las propiedades que
requieren), AF es equivalente a una sola instancia de si mismo, una tunica formula. Mas
detalles sobre esto se veran en el capitulo [4

Proposicion 2.31. AF es equivalente a cada una de las siguientes afirmaciones:
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(1) V=Wf (2) Vzda(z € Vy) (3) Vz3da(z C V)

Demostracion. AF es equivalente a decir que € esta bien fundada en V, lo cual implica por
el Teorema que V C WT (y el reciproco es evidentemente cierto asi que la inclusion
es de hecho una igualdad). Por tanto, AF«»(1).

Por otro lado, es evidente que (1)<»(2)«>(3), gracias a los apartados y de la

Proposicion [2.25 O
Proposiciéon 2.32. (AC) Si no ewiste ninguna € -sucesion, entonces se satisface AF.

Demostracion. Como con AC todo conjunto es bien-ordenable, el apartado de la Pro-
posicion [2.5] implica AF. O
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3. Relativizacion y absolutez

3.1. Relativizacion

Definicién 3.1. Sea M una clase. Para cualquier formula ¢, definimos por recursion ¢p™
(la relativizacion de ¢ a M) de la siguiente manera:

(a) @=y)M ==y (d) (=)™ = oM
(b) (xeyM=zey
(c) (@AM = (GM A M) (e) (Fwp)™ :=Jx(z € MAPM)

Definiciéon 3.2. (i) Para una clase M y una férmula ¢, decimos que ¢ es cierta en M
(o ¢ se cumple en M) cuando ¢™.

(ii) Para una clase M y un conjunto de formulas ¥, decimos que M es modelo de ¥ (o
que ¥ se satisface en M) cuando ¢™ para todo ¢ € ¥.

El significado de ¢™ pretende ser «¢ si tomamos M como nuestro universo», o «la
interpretacion de ¢ en M», ya que los cuantificadores ahora corren sobre los elementos de
M exclusivamente.

Notacion. Si ¥ es un conjunto de férmulas, abreviamos Y™ = {¢M | ¢ € ¥}.

El siguiente lema es un resultado de loégica de primer orden, asi que no lo demostramos.
Para una prueba detallada, visitar la referencia [Ebb84, pagina 124].

Lema 3.3. (de Relativizacién) Si ¥ I 1, entonces ¥M - M.,

Lema 3.4. (de Consistencia Relativa) Sean ¥ y I' dos conjuntos de formulas tales
que existe una clase M # 0 tal que T' - XM (o sea, T' demuestra que M es modelo de X).
Entonces Con(I') — Con(X).

Demostracion. Supongamos que Y es inconsistente; hay entonces una féormula x tal que
Y F (x A=), de modo que ¥M = (xM A =xM) por el Lema Puesto que I'  ¥M,
tenemos que I' = (xYM A =xM), y por tanto I' tampoco es consistente. ]

Esta proposicion sera 1til a la hora de probar la consistencia relativa de teorias dis-
tintas a ZF. Es decir, asumiendo que nuestra teoria inicial generada por I' es consistente,
buscaremos un modelo M de ¥ dentro del universo de la teoria generada por I' para con-
cluir que también la teoria generada por ¥ es consistente.

Durante el resto este capitulo y el posterior se sobreentenderd que M y N denotan clases
cuyo proposito es el de servir de modelo para cierto conjunto de férmulas.

Veamos ahora qué condiciones son necesarias o suficientes para que se preserven tales
o cuales axiomas de ZF en el modelo en cuestién.

Relativizacion de axiomas de ZFC

Lema 3.5. S5i M es transitivo, entonces (Extensionalidad)M, es decir, se cumple el Axio-

ma de Extensionalidad en M.
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Demostracion. Queremos demostrar la relativizacién de Extensionalidad a M, o sea,
(Ve e M)(Vy e M)[(Vt e M)(t €z <>t €y) — =y

Tomemos z,y € M y supongamos que (V& € M)(t € x <> t € y). Sea ahora un w € V.
Siw € x, como M es transitivo, w € M de modo que, por hipétesis, w € y. El reciproco
procede de forma anéloga, de manera que x = y, como buscdbamos. O

Lema 3.6. Si para toda formula ¢ con no mds variables libres que t, w1, ..., w, (donde x
no es ninguna de ellas) se tiene que

(le,...,wn,xGM)({tE:L’|¢)(t,w1,...,wn)} GM)

entonces el Esquema de Separacion se satisface en M.

Demostracion. La relativizacion de Separacion a M es que, para una ¢ como en el enun-
ciado, se verifica

(Vwi,...,wp, 2 € M)(Fz e M)(Vt e M)(t € z 3t €z A (L, w1, ..., wy))

Sean Ywi, ..., wy,z € M, ponemos z = {t € = | ¢(z,t,w1,...,wy,)}. Entonces z € M y,
dado un t € V| se tiene t € = A ¢(z,t,wi,...,wy) siy solosit € z. Como M C V| ello
también ocurre con los t € M, que es lo que desedbamos. O

Corolario 3.7. Si (Vx € M)(P(z) C M) entonces Separacion se satisface en M.

Observacién 3.8. Si M es transitivo, (y C )M <y C z..

Demostracion. (y € z)M = (Vt € M)(t € y = t € x). Si y C z, esto se cumple,
evidentemente. En la otra direccion, si se verifica (y € )™ y tenemos un ¢t € V tal que
t € y, al ser M transitivo, también t € M y, por hipoétesis, esto lleva a t € x. O

Lema 3.9. Sea M una clase transitiva. Supongamos que
(Vz € M)(P(z) "M € M)

Entonces el Azioma de la Potencia es cierto en M.

Demostracion. El Axioma de la Potencia relativizado a M queda (Vz € M)(3z € M)
(Vy € M)(y €z yC x), gracias a la absolutez de y C x dada por la observacion
anterior. Por tanto, basta ver que z := P(x) N M cumple lo que se le pide. O

Lema 3.10. El Azioma de Regularidad es cierto en M si M C W£. Si, ademds, M es
transitiva, el reciproco es también cierto.

Demostracion. El Axioma de Regularidad relativizado a M queda como
VaeM)[(FzeM)(z€a) > (FTzeM)(zcan-(FyeM)(ycanycz))].

= Sea a € M tal que hay un £ € M con z € a. Entonces, como M C W{f, también
M nNa C WTE. Por tanto, hay un £ € M Na de manera que no existe y € M N a con
y € x. Esto no es mas que otra forma de decir que =(3y € M)(y € a Ay € z), como
queriamos. (Notese que no hemos utilizado la transitividad de M.)

[

Supongamos que se cumple la relativizacion a M de AF pero M ¢ WT{. Entonces
hay un a € M tal que a ¢ WT; o sea, tal que a # 0 y no tiene elementos €-minimales.
Esto quiere decir que para todo x € a hay un y € x N a. Por (AF)M, sabemos que
hay un x € M tal que £ € a y no hay un y € M con y € a N x. Observamos que
tampoco hay un y € a N x porque, de ser asi, por ser M transitiva tendriamos que
y € Meyeanax. De este modo, x es un elemento €-minimal de a, entrando en
contradiccion con el hecho de que a ¢ WH. O
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3.2. Absolutez

A la hora de trabajar en un modelo M de un conjunto de férmulas ¥ nos topamos con
la pregunta de si ™M «significa lo mismo que ¢ adaptada al universo M» (o lo mismo para
una funcion F). Esta seccion del capitulo formalizara esta idea, ademas de investigar qué
funciones y relaciones la mantienen segtin cual sea M.

Definicion 3.11. Dada una férmula ¢ con no més variables libres que x1, ..., ZTy:

(i) Dadas dos clases M C N; se dice que ¢ es absoluta para M, N cuando

(Va1,...,xn € M)((bM(J:l, e Tn) & N (2, .. . Zn))

(ii) Dada una clase M dice que ¢ es absoluta para M cuando es absoluta para M, V, es
decir, cuando

(Va1,...,xp € M)(ng(ml, o Tn) B, T))

Observaciones 3.12. Si M C N y tanto ¢ como % son férmulas absolutas para M, N,
entonces también —¢ y ¢pA lo son. Por tanto, si una formula ¢ esté libre de cuantificadores,
es absoluta para cualesquiera M, N.

Ademas, si ¢ es una férmula absoluta para M, N donde y es libre y M C N, entonces por
un lado (Fyd)M — (Fye)N y por otro (Vyo)N — (Vyo)M.

Definiciéon 3.13. Se define el conjunto de férmulas Ay por recursiéon de la siguiente
manera:

1) z€yyxz=1yson Ay.

2) Si ¢,1 son Ag, entonces =9 y (¢ A1) son Ag.

3) Si ¢ es Ay, entonces Jy(y € x A1) es Ag.
Lema 3.14. Si M, N son transitivos, M C N y ¢ es absoluta para M, N, entonces
Jy(y € x A @) (que es lo mismo que (Jy € x)¢ ) también lo es.

Demostracion. Queremos ver que (Vz,z1,...,2, € M)((Ely € )™M (x,y, 21,...,2,) &
By € )N (2, y, 21, ... ,zn)), donde la lista x,y, 21, . . . , 2, contiene toda variable libre de
¢. Sean , 21, . .., 2, € M. Entonces ((Jy € z)¢p)M = (Jy e M)(y € x A oM) &
yyexno™) o IylycandN) & FyeN)(yeczAoh)=(Fy€x)o)N.

La primera equivalencia y la tercera utilizan el hecho de que M y N son transitivos y la
segunda es debida a la absolutez de ¢ para M, N. O

Notacion. Si Q = 3,V y «(Qy € z)» aparece en una formula, se dice que esa aparicion
del cuantificador @ es acotada.

ComoVr¢p = —-Jz—¢, el lema anterior aplica a las férmulas con cuantificadores univer-
sales acotados.

Corolario 3.15. Si M es transitivo, toda formula Ag es absoluta para M.

Lema 3.16. Sean M C N modelos para un conjunto de enunciados 3 y ¢, formulas
tales que

YEVry, .o xn(o(x, . m) o Y(xn, . 2n)) (3.1)

Entonces ¢ es absoluta para M, N si y sélo si i lo es.
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Demostracién. Sean z1,...,x, € M. Entonces ¢M(x1,...,1,) < v™M(xy,...,1,) &

YN(x1,. .., 20) & ¢N(21,...,2,). La primera y la tercera de las equivalencias vienen
dadas por (3.1)), y la segunda por ser ¢ absoluta para M, N. O

Observacion 3.17. Aunque una formula no sea Ag, si es equivalente a otra que si es Ag,
seréd absoluta para un modelo transitivo.

Definiciéon 3.18. Sean M C N clases y F(x1,...,zy) una clase funcional definida en N.
Decimos que F' es absoluta para M, N si la formula F(z1,...,2,) =y lo es.
En otras palabras, si V1, ..., xn(FM(xl, o) = FN(2q,. .. ,xn)).

Lema 3.19. La composicion de nociones absolutas es absoluta. Es decir, si M C N y
d(z1, ..y xn), F(z1, ..., x0) ¥y Gi(y1, ... ym) para i = 1,...,n son absolutas para M, N,
entonces también lo son la formula

¢(G1((y1, cesUm)s - Gy, - ,ym)))

y la funcion
F(G1((1,- - ym)y - Gn(y1, -, Ym)))

Demostracion. Sean yi, . . ., Ym € M. Entonces ((b(Gl((yl, cesYm)s s Gn(Yly -2y Ym)) )
<:>¢M(Gl((yla s 7ym)7 s 7Gn(y17 s ’ym)))<:>¢(G11\/I((y17 s 7ym)a s 7G (yla s 7ym)))

SCN(Y1r- - Ym)s - s GN W1 ym))) S (DG (-3 Ym)s s Gyt -y ym)))

donde la primera equivalencia y la cuarta vienen dadas por la definicién de la relativiza-
cion y la segunda y la tercera por ser ¢ y (G; absolutas para M,N coni=1,...,n.
El proceso es totalmente analogo para F(G1((y1,---sYm)y -+ Gn(Y1s- -+, Ym))- O

M

Este lema nos sera harto util cuando hayamos de determinar la absolutez o no absolutez
de férmulas o funciones compuestas por otras mas sencillas. Por ejemplo, en el siguiente
teorema:

Teorema 3.20. Las siguientes propiedades (formulas) y funciones son absolutas para
cualquier modelo transitivo de ZF~—P—Inf.

(a) z €y (i) Nz (con N0 :=0) (p) Ax B
(b) z=y (J) zUy (a) R es relacion binaria
(c) zCy (k) Ny (r) dom(R)
(d) {z,y} M) z\y
(s) rec(R)
(e) {z} (m) S(z) 5
(f) (z,v) (n) z es transitivo (t) f es funcidn
(g) 0 (i) @ es inductivo (w) f(z)
(h) Uz (o) z es un par ordenado  (v) f es inyectiva

Demostracion. Obviamente (a) y (b) son absolutas, y (c) lo es por la Observacion
Para el resto, combinaremos los resultados de los Lemas y y el Corolario

(d) z={z,yt & (M ez)(t=azVt=y)A(x € z)A(y € 2), que es una formula Ay y,
por tanto, absoluta para M.
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(e) (z,y) = Ha} {z, 0t} () {2} ={z, 2} (8) 2=0e (Viez)(t #1)

(h) z=Uz e Vtez)Fyeax)teyn Vyex)(y C z2)

i) z=Nze (VWea)(Viez)(Vwea)tewtez) A(Vyex)(z Cy)A
(r=0—2=0)

() zVy = Ul y} (k) zNy =z y}

) z=z\yezCaoA(VMiex)(teztdy)

(m) S(z) =z U{x} (n) z es transitivo < (Jz C x

x es inductivo & 0 € z A (Vy € z)(S(y) € x)

0) z es par ordenado < (3x € (N 2)(Fy € U=2)(z = (z,y))

(1)
(0)
(p) C=AxB & (Vx e A)(Vy € B)((z,y) € C)A(Vz € C)(3x € A)(Fy € B)(z = (z,y))
(@) R es relacion binaria < (Vz € R)(3z € JUR)(Fy € UUR)(z = (z,9))

)

r) A=dom(R) < (Vz € A) 3y e JUR)((z,y) € R)A
VMye UUR)Vz e JUR)((z,y) e R >z € A)
(s) B=rec(R) < (Vy € B)(3x € UUR)({(z,y) € R)A
(Ve e UUR)(Vy e UUR)((z,y) € R =y € A)
(t) f es funcion < (f es relacion)A
(Vo € dom(R))(Vy € rec(R))(Vy' € rec(R))((z,y) € RA{(z,y) € R—y=1)

(u) y = f(z) < (f es funcion) A ({(z,y) € R)

(v) f es inyectiva < (f es funcion)A

(Vz € dom(R))(Va' € dom(R))(Vy € rec(R))({x,y) € RA(z',y) € R — z =1a')
]

Lema 3.21. Sea M un modelo transitivo de ZF~—P—Inf. Entonces el Azioma del Infinito
es cierto en M st y sélo si w € M.

Demostracion. < Supongamos que w € M. Por la absolutez de las nociones 0 y S(z),

ser un conjunto inductivo es absoluto para M, y el Axioma del Infinito relativizado
a M queda:

(Fz e M)(0 € z A (Vy € 2)(S(z) € z))

O sea, que existe un z € M inductivo, lo cual es cierto si colocamos x = w.

= Sea I = {y € M |y es inductivo} # 0, y pongamos = = (I € M. Es sencillo
comprobar que z = w, como se harfa en la Proposicion [1.24] O

Lema 3.22. (ZF~) Sea M un modelo transitivo de ZF~—P—Inf. Sean A,R € M tales
que R bien-ordena A. Entonces (R bien-ordena A)M.
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Demostracion. Hay que ver que (R cumple el principio del elemento minimal en A)M
que (R ordena totalmente A)M. Lo segundo es evidente, porque es la conjuncién de
(R es relacion); R C A x A; (R es irreflexiva); (R es asimétrica); (R es transitiva) y
(R es total) relativizadas a M, y todas ellas son absolutas en virtud del Lema ya que
estan formadas por las nociones absolutas del Teorema [3.20] y cuantificadores acotados.
Queda entonces ver que el principio del elemento minimal relativizado a M se cumple en

A. Para ello, pongamos:

#(X,A,R):=(X CAANX #0— (3z € X)(Vy € X)-yRz)

y

que es una formula absoluta para M por ser Ay. Queremos entonces ver que

(VX € M)¢(X, A, R). Pero esto es obvio por las Observaciones O

Si anadimos AF a nuestra lista de axiomas bésicos, podemos obtener nuevos resultados
de absolutez bastante interesantes:

Teorema 3.23. (ZF) De las siguientes propiedades y funciones, (f) es absoluta para
cualquier modelo de ZF—P, (d) lo es para modelos de ZF, (g) lo es para modelos de
ZF~—P—Inf y el resto para modelos de ZF—P—Inf.

(a) a es ordinal (d) k es cardinal (g) x =n (donde n es un
(b) « es ordinal limite (e) n es un natural natural cualquicra)
(¢c) « es ordinal sucesor (f) w

Demostracion. (a) Por estar en un modelo en el que es cierto AF, obtenemos la irrefle-
xividad, la asimetria y el principio del elemento minimal para € por defecto en a.
Por tanto, queda que « es ordinal < (« es transitivo) A (€ es total en a)) A (€ es
transitiva en «/), que es absoluta por el apartado del Teorema y porque la
totalidad y la transitividad de € se definen con formulas Ag.

(b) « es ordinal limite < (a es ordinal) A (v =Ja) A (a # 0)

(¢) « es ordinal sucesor < (a es ordinal) A (o # |J @)
(d) & es cardinal < (k es ordinal) A (Vo € k)(Vf € k x a)(f no es inyectiva)

(¢) n es un natural < (n es ordinal sucesor) A (Vi € n)(i = 0V (i es ordinal sucesor))
(f) * =w < (¥Yn € w)(n es natural) A (z es inductivo)

)
)
)
)
)
)

(g) Lo vemos por induccion: Para n = 0 ya lo vimos en el Teorema Si es cierto
paran, con n+1 queda que z =n+1< (Ji € z)(i =n Az = S(i)). O

Lema 3.24. Si M es un modelo transitivo de ZF—P, entonces todo subconjunto transitivo
de M estd en M.

Demostracion. Lo haremos por inducciéon en el cardinal de x C M:
(Vz CM)(|z] =n — z € M)

Para |z| = 0, es evidente, porque M verifica el Esquema de Separacion. Para |z| =n + 1,
x # 0, asi que tomamos un y € x arbitrario. Entonces, si z := |z \ {y}|, tenemos |z| = n,
asi que z € M. Pero claro, z = z U {y} € M, como deseabamos. O

Teorema 3.25. (ZF) Las siguientes propiedades y funciones son absolutas para cualquier
modelo transitivo de ZF—P.
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(a) x es finito (¢) A< (==U,en4™) (e) OT(A, R)
(b) A™ (con n € w) (d) R bien-ordena A

Demostracion. (a) x es finito si y solamente si Af¢(z, f), donde ¢(z, f) significa
(f es funcion inyectiva)A(dom(f) € w)A(rec(f) = x), que es evidentemente absoluta
por lo visto en los teoremas anteriores.
Por tanto, hay que ver que 3f¢(x, f) <> (3f € M)o(x, f). La direccion de derecha
a izquierda es obvia, y de izquierda a derecha se tiene que, si ¢(z, f), entonces f es
funciéon de un n € w en x, o sea, f C n X x, que es un conjunto finito de elementos
de M. Por el lema anterior, esto implica que f € M, como buscabamos.

(b) = A" & Vf(f € z < (f es funcién inyectiva) A (dom(f) = n) A (rec(f) C A)). La
formula detras de «Vf», a la que llamamos ¢, es absoluta. Sélo tenemos que ver que
(Vf e M)p(z, f,n, A) = Vfo(x, fyn, A), ya que la otra direccion nos la garantizan
las Observaciones Pero esto es obvio porque, por un lado, si f € z entonces
f € M, y hacia el otro lado queda que si f es biyeccion entre n y rec(z) C A, pues
f €nxAdemodo que f € M y por tanto, por hipotesis, f € z.

(c) 2= A & Vy(y € z ¢ (In € w)(y € A™)). El proceso es similar al de (a).

(d) Ya vimos en el Lema que (R bien-ordena A) — (R bien-ordena A)M. La otra
direccion se debe a que, como R bien-ordena A, existen un o € M y una funcion
f € M tales que ((a es ordinal) A ({a, €a) = (A, R) mediante f))M, que es una
féormula absoluta. Por tanto, R bien-ordena A con tipo de orden a.

(e) La demostracion del apartado anterior implica también la absolutez de OT. g

3.2.1. Relativizacién y absolutez de clases

Durante este apartado usaremos el mismo simbolo para una clase que para la férmula
que determina sus elementos con el objetivo de facilitar la lectura.

Definiciéon 3.26. Sea M una clase y A = {z | A(z)} otra. Definimos la relativizacion
de A a M como la clase AM = {2 | A(x)M} y decimos que A es absoluta para M si
AM = ANM.

Definicién 3.27. Sea M una clase y R = {(x,y) | R(z,y)} una clase relacional. Definimos
la relativizacion de R a M como relator como la clase RM = {(z,y) | R(z,y)M} y decimos
que R es absoluta para M como relator si RM = RN (M x M).

Definiciéon 3.28. Sea M una clase y F' = {(x,y)|F(x, y)} una clase funcional con dominio
V. Si se cumple que (Vo3lyF(z,y))™ (intuitivamente, que F interpretada en M no envia
elementos hacia fuera de M y que sigue siendo funcional), definimos la relativizacion de
F a M como funtor como la clase FM := {(z,y) | F(x,5)™} y decimos que F es absoluta
para M como funtor si FM = F |\.

Observacion 3.29. Notamos que no es lo mismo que una clase funcional sea absoluta
como funtor que como relator. Por ejemplo, si M =V, y F = {(z,y) | (x =y Az F#0)V
(r =0Ay=w)}, queda que F es absoluta para M como relator, ya que FM =

{{z,y) eMxM|(z=yANzF#0)V(r=0"Ny=w)} ={(z,z) e M x M|z #0} =
FN(MxM). Sin embargo, no se cumple que (Vz € M)(3ly € M)FM(z,y), porque FM(0)
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no esta definido al darse w ¢ V,,. Por ello, técnicamente habria que especificar a qué tipo
de absolutez queremos apelar en cada momento. No obstante, en la practica el contexto
haré evidente a cual de ambas acepciones nos referimos, y nos ahorraremos concretar.

3.2.2. Ultimos resultados de absolutez

Teorema 3.30. Sean R una relacion bien fundada en una clase A, G : AxV — V una
clase funcional y F': A — V la inica funcion tal que

(V‘T € A) (F(QZ) = G(.T,F r{yEA | yRx} )

dada por el Teorema 2.10] de Recursion en la buena fundacion. Supongamos ademds que,
para cierto M modelo de ZF—P, se tiene que

1) G es absoluta para M.

2) Ry A son absolutas para M, (R es set-like en A)M y

(Vz € M)({y € A|yRa} C M) (3.2)

Entonces F' es absoluta para M.

Demostracién. Como Ry A son absolutas, AM = ANM y RM = RN (M x M), de modo
que RM también esta bien fundada en AM por la Proposicion cosa que equivale a
decir (R esta bien fundada en A)M. Usamos ahora el Teorema de Recursion en la buena
fundacién para definir una F : AM — M que cumpla

(Vo € AM)(F(z) = GM(2, F [yeam | yrvyy )

Comprobamos ahora que F = F | am. Para ello, supongamos que no es asi y tome-
mos un z RM-minimal en B = {y € AM | F(y) # F(y)}. Por construccion, F(z) =
GM(z, F [{yeam |yRM$}). Como x es RM_minimal en B, tenemos que F(y) = FN(y) pa-
ra todo y tal que yRMux, ergo F lyeam |ypMay= F [fyeam|ypmgy, asi que F(x) =
GM(z, F [{yeam ‘yRM$}). Ahora, puesto que z € AM_ usando la absolutez de A,Gy Ry
la formula tenemos que ello es igual a G (7, F' [{ycA|yra}), que es exactamente F'(z),
de modo que F(x) = F | 4m (z), contradiciendo la hipotesis.

Evidentemente, FM = F. Sumado a F = F [ am, queda que F' es absoluta para M. [

Teorema 3.31. Las siguientes propiedades y funciones son absolutas para cualquier mo-
delo transitivo de ZF—P.

(a) p(x) (b) te(x)
Demostracion. (a) Aplicamos el teorema anterior a A = Wf, R =€, G = sup™ y F = p.

(b) Definimos |J" para n € w por recursién poniendo que, para todo z, | J'(z) == = y

U™ () :== U(U"(z)) si n > 0. Entonces queda que te(z) = J{U"(z) | n € w}, que
es absoluta para cualquier modelo de ZF—P. O

Lema 3.32. Sea M un modelo transitivo de ZF. Entonces:
(i) P(x)M =P(z) "M para x € M
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(i) VM =V,NM para a € M

Demostracion. (i) z = P(z) & Yy(ly C = < y € z), que relativizada queda z =
Px)M & (Vy € M)(y C <+ y € 2), que es equivalente a z = P(x) N M y, por
extensionalidad, queda P(z)M = P(z) N M.

(i) Vo = {x € Wf | p(z) < a}, que relativizada queda V,, = {xr € WENM | p(z) < a}
por ser p absoluta, ergo se cumple el enunciado. O

Con todo esto ya estamos listos para comenzar a experimentar con algunas subclases de
V, comprobar qué axiomas de ZFC cumplen y, con ello, obtener resultados de consistencia
relativa e independencia.
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4. Resultados de consistencia relativa e independencia

A lo largo de este capitulo buscaremos subclases del universo que nos sirvan de modelos
para tales o cuales axiomas de ZFC. Primero lo haremos con los V,, y, luego, con los llama-
dos H (k). Con ello lograremos algunos de los resultados de independencia y consistencia
relativa que buscamos.

4.1. Los axiomas de ZFC en la jerarquia acumulativa

Una forma natural de buscar modelos de un subconjunto de axiomas de ZFC es utilizar
los V,, de la jerarquia acumulativa. Recorreremos en esta secciéon tales axiomas uno a uno
para determinar qué «’s son los adecuados para que estos sean satisfechos.

Evidentemente, para que nuestro modelo sea no vacio necesitamos a > 0, asi que nos
abstendremos de recalcar tal requisito repetidamente.

Extensionalidad

Puesto que V,, es transitivo para todo «, el Lema |3.5| nos asegura que este axioma
siempre se mantendré en todo V.

Separaciéon

Dados un @ > 0, un z € V,, y un y C z, tenemos que p(y) < p(z) < «, de modo que
y € V,. Por tanto, por el Corolario [3.7] queda que el Esquema de Separacion es cierto en
V. para todo a.

Par

Como vimos en el Lema si x,y € V,, entonces {x,y} € V,41. Esto implica que,
si a es un ordinal limite, para cualquier par de conjuntos x,y con p(z), p(y) < a tenemos

p(z) + 1, p(y) +1 < ay, por tanto, p({z,y}) = mix{p(z), p(y)} +1 < Va.
Ademas, el reciproco es cierto: salvando el caso 0, si a no es limite entonces es sucesor.

Con a = f+1, si tomamos z,y de rangos 3 queda que p({z,y}) = 8+ 1 £ a y, por ende,
{z,y} ¢ V,. En resumen: V, satisface el Axioma del Par si y solo si « es limite.

Unién

El Axioma de la Unidén se cumple en V,, para todo a: si x € V,, entonces tenemos que

Uz =€~ [z] € V, por el Lema [2.27) apartado

Potencia

El Lema[2.27] junto con la Observacion [3.8] nos asegura que V, satisface el Axioma de
la Potencia siempre que « sea limite.
Argumentos similares a los del apartado del Axioma del Par nos aseguran que el reciproco
es también cierto.
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Infinito

Evidentemente el Axioma del Infinito se cumple en V, si y sblo si a« > w, ya que
p(w) = w. Mas detalladamente: no podemos utilizar la condicion que el Lema nos
decia que era suficiente para que un modelo cumpliese el Axioma del Infinito; es decir,
no podemos usar la absolutez de la funcién sucesor S al no tener garantizado el Axioma
del Par y por tanto no estar SV definida en todo V,,. Pero si que sabemos que esta esté
definida para, al menos, los € V,,, puesto que, entonces, p(S(z)) < w < «, asi que
S(x) € Vg, lo cual es ya suficiente para que se cumpla Inf en V.

Regularidad

Sobra decir que el Axioma de Regularidad se verifica en todo V,, debido al hecho de
que V, € WTf y al argumento visto en [3.10

Eleccion

Trabajando con AC, el Lema[3.22] implica que tener un « limite es condicion suficiente
para que el Axioma de Eleccion se cumpla también en V,,. Esto es debido a que, a pesar
de que el enunciado de tal lema pide que nuestro modelo cumpla todo ZF~—P—Inf, no se
utiliza en ningtin momento el Esquema de Reemplazo, y la condicién de que « sea limite
ya garantiza la validez del resto de los axiomas requeridos. Esto lo demostraremos mas
detalladamente en el Lema [4.5]

No nos entretendremos en indagar sobre las condiciones necesarias. S6lo comentaremos
que, usando versiones de AC que son equivalentes a este, se puede ver que en realidad
(AC)Y= se satisface para todo o (referencia: [End77, pagina 252|).

Esquema de Reemplazo

Al contrario que con los anteriores axiomas, el Esquema de Reemplazo no se cumple
en V, para todo « limite. Por ejemplo: tomamos w -2 ={0,1,2,...,w,w+ L, w+2,...},
informalmente. La clase funcional F' : On — On determinada por F(y) = w + 7 es
absoluta para V.o pero, a pesar de que w € V9, Flw] = w2\ w ¢ V2, ya que
p(Flw]) = w -2 £ w - 2. Hace falta una hipotesis mas fuerte.

Nos centramos mas en profundidad en el Esquema de Reemplazo en la seccion 1.3

4.2. Primeros resultados de consistencia relativa e independencia

Lema 4.1. (ZFC) Si a es un ordinal limite estrictamente mayor que w, entonces V,, es
modelo de todo ZFC excepto quizd el Esquema de Reemplazo.

Demostracion. La seccion [£.1] es la prueba. O

Con esto y el Lema obtenemos nuestro primer resultado importante:

Resultado 1. Asumiendo que Z+AC es consistente, no todo axioma del Esquema de
Reemplazo es un teorema de Z+AC.

Demostracién. Tomando a == w -2 se da (Z + AC + —¢)">, siendo ¢ un enunciado del
Esquema de Reemplazo tal que —=¢"> (como el que dimos antes, por ejemplo). Por
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esto significa que Con(Z + AC) — Con(Z + AC + —¢), estableciendo la afirmacion del
enunciado. O

Nota. Notese que decimos «no todo axioma del Esquemal...|», puesto que algunos si lo
son. Por ejemplo, si F' es una clase funcional tal que F[V] C B para algtin B, no requerimos
del Esquema de Reemplazo para demostrar que F[A] C B es un conjunto si A también lo
es: nos basta con el Esquema de Separacion.

Lema 4.2. V,, es finito para todo n. Por tanto, si x € V,,, entonces x es finito.

Demostracion. Por induccién en n: evidentemente el caso 0 es cierto. Ahora, si V;, es finito,
usando la Proposicion vemos que V11 = P(V,,) ~ 2" < w, asi que también es finito.
Por otro lado, si z € V,, con p(x) = n, tenemos que x C V,, = |z| < |V,| < w. O

Lema 4.3. El Esquema de Reemplazo es cierto en Wf y en V,,.

Demostracion. Supongamos que M = V,, o M = Wf y que ¢ es una férmula con z,y
como variables libres tal que para todo € M hay a lo sumo un y € M tal que ¢(z,y).
Entonces, dado un A € M, llamamos B al conjunto {y € M | (3z € A)¢M(z,y)} dado
por el Esquema de Reemplazo. En el caso M = Wf tenemos que B C WTf y, por tanto,
B € Wf. En el caso M =V, tenemos que |B| < |A| < w, asi que B es finito y los elementos
de B tienen rango finito. Por ende, p(B) = (méx p[B]) + 1 < w, asi que B € V, = M.

En cualquier caso, el Esquema de Reemplazo es cierto en M. U

Lema 4.4. Todo conjunto finito tiene un buen orden.

Demostracion. Por induccion en la cardinalidad de A: para |A| = 0 es obvio y, si |[A] =
n+1, tomamos un a € A arbitrario y, como |A\{a}| = n, usamos la hipotesis de induccion
para invocar un buen orden R de A\ {a}. Entonces R' .= RU {(z,a) |z € A\ {a}} es
buen orden de A. O
Lema 4.5. (ZF~) (AC) — (AC)W! y, para todo o limite, (AC) — (AC)Ve.

Demostracion. Supongamos que se verifica AC y tomemos un A € WTf con rango 5. Por
AC (que equivale a WOP), hay un R C A x A buen orden de A. Ahora, como A € V3,1,
queda que Ax A€ Vg3 y RC Ax A= R e Vpyz CV,. El resto utiliza el Lema [3.25
apartado @ Esto ya demuestra ambas afirmaciones del enunciado. U

Teorema 4.6. (i) (ZF~) WTf es modelo de ZF.
(ii

i) (ZFC™) W{ es modelo de ZFC.

(iii) (ZF~) Vi es modelo de Z para todo o limite.

(iv) (ZFC™) V, es modelo de Z+AC para todo o limite.
(v) (ZF~) V,, es modelo de ZFC—Inf+—Inf.

Demostracion. (i) La seccion y el Lema demuestran que todos los axiomas de
ZF se cumplen en WT.

) El apartado |(i)| junto a los lemas 4.5y 4.3 nos lo garantizan.

) La seccion es la prueba.
(iv) El apartado junto al Lema lo confirman.

) Gracias a la secci()n s6lo hace falta que comprobemos que (AC)"* y que w ¢ V..
Pero ello también esté garantizado por los lemas [1.2] y [1.4] O
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Resultado 2. (i) Con(ZF~) — Con(ZF)
(ii) Con(ZFC~) — Con(ZFC)

(iii) Si ZFC es consistente, el Axioma del Infinito es independiente de ZFC—Inf.

Demostracion. El teorema anterior junto con el Lema de Consistencia Relativa. O

Debido al apartado es frecuente tomar AF como un axioma béasico de la teoria de
conjuntos: practicamente la totalidad las matemaéticas se desarrollan en W{.

4.3. Los H(k) y mas resultados de consistencia relativa e independencia

Presentamos ahora una nueva colecciéon de conjuntos candidatos a ser modelos de ver-
siones méas débiles de ZF: los H (k). Comenzamos con su definicion:

Notacion. Usaremos durante esta seccion la funcion | - | regularmente. Cuando lo haga-
mos, para abreviar, a |z| = k se le asignara un doble significado: que x es bien-ordenable
y que su cardinalidad es k.

Definiciéon 4.7. Para todo k € Cards,,, se define H(x) = {z € Wf : |tc(z)| < k}.
Si x € H(k), decimos que x es hereditariamente de cardinal menor que k.

Proposicion 4.8. Para todo k € Cards,, se tiene que H(k) C V.

Demostracion. Sea x € H(k). Buscamos ver que p(x) < k. Para ello, consideramos ¢ :=
te(z) y n = p[t]. Por la Proposiciéon apartado [(1)| tenemos que p(t) = 7. Ademas,
como t es bien-ordenable, tomando un buen orden < de ¢ tenemos que 1 =X ¢t mediante
la funcién inyectiva f : B — ming p~[{B}] para B € n, asi que n < k (de otro modo,
k < n =2t <K, lo cual serfa una contradiccion). Por ende, p(z) < p(t) = n < Kk, como
queriamos. O

Corolario 4.9. H(k) es un conjunto para todo k € Cards,,.
Notacion. Escribiremos FI(k) para abreviar «x es fuertemente inaccesible».

Lema 4.10. (AC) Sea k un cardinal reqular. Entonces H(k) =V, si y sdlo si k =w 0 K
es fuertemente inaccesible.

Demostracion. < Supongamos un « fuertemente inaccesible y un z € V. Entonces,
como todo cardinal infinito es ordinal limite, existe algin a < k tal que x C V.
Demostramos ahora que |V,| < k:

Para k = w es claro, pues V, es finito. Para x > w, procedemos por induccién: Si
a =0, es evidente. Si a = B+ 1y |V3| = A < &, entonces |V,| = [P(Vp)| = 2IV8l =
2} < k. Si a es limite, entonces |V, | < > <o Vsl = la| +sup{|Vg| : B < a} <k,
donde la igualdad se debe al Teorema y las desigualdades vienen dadas por el
Lema y por el hecho de que k es regular, respectivamente.

Ahora, y puesto que tc(z) C V,, tenemos que |te(x)| < |Vu| < k, ergo x € H(k).

= Supongamos que k es regular, x no es fuertemente inaccesible y x > w. Entonces
hay un A <  tal que 2* > k. De modo que A € H(k) pero P(\) € Vi, \ H(k). O

Proposicién 4.11. Sea k € Card,, un cardinal infinito:
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(i) H(k) es transitivo (iv) (Vz,y € H(k)){z,y} € H(r))
(i) H(k)NOn =k
(iif) (Vo € H(r))(Uz € H(x)) (v) (Vo € H(r))(Vy C 2)(y € H(x))

(vi) (AC) Si K es regular, entonces Vx(x € H(k) <> C H(k) A |z| < K).
Demostracion. (i) Siy € x € H(k) entonces tc(y) C te(z) = | te(y)| < |te(x)] < k.

(ii) Si o € H(x) N On entonces a = tc(a) = |af = [te(a)| < k = a < k.

(i) Si x € H(k) entonces Jz C te(z) = |te(Jx)| < |te(z)] < k.

(iv) Siz,y € H(k), entonces |tc({z,y})| = {z}U{y}Utc(z) Utc(y)|. Como £ es infinito,
queda que |tc({z,y})| < 2+ |te(x)] + | te(y)| < &.

(v) Siy Cx € H(k), entonces tc(y) C te(x) = |te(y)| < |te(z)] < k.

(vi) Supongamos que & es regular. En una direccion: si x € H(k), el apartado |(1)| asegura
que z C H(k). Ademas, z C tc(x) = |z| < |te(z)| < H(k).
Para el reciproco, como tc(z) = z U J,¢, te(y), suponiendo que  C H(k) y que
|z < K tenemos que |te(z)| < |z + 32, . [te(y)] < K, por ser k regular. O

Teorema 4.12. (AC) Si k € Cards,, es regular, entonces H(k) es modelo de ZFC—P.
Demostracion. (a) Extensionalidad y Regularidad se verifican por |4.11}1)| y por

(b) Por 4.111i1)| 4.11k(iv)| y 4.11)ii1)| se mantienen también los axiomas de Unién, Sepa-
racién y Par.

(c) Reemplazo esta garantizado por [4.11vi)|
Siz € Hk)y F: H(k) — H(r), entonces F[z] < x, cosa que podemos ver con
la funcién g : y = ming F~1[{y}], donde < es cualquier buen orden de x. De modo
que |Flz]| < |z| < ky Flz] C H(k) = Flz| € H(k).

(d) 3.23(f)| vy {4.11)(ii)| aseguran el Axioma del Infinito en H (k).

(e) Dado un A € H(k), invocamos un buen orden <1 de A usando AC. Por |4.11{1)| y
4.11j(iv), queda que <C H(k). Ademas, || < |4 x A = |A| < k asi que, por
4.11)(vi)| tenemos que < € H (k). El resto utiliza el Teorema apartado[(d)] O

Teorema 4.13. (AC) Si k € Cards,, es un cardinal regular, los siguientes enunciados
son equivalentes:

(1) H(k) satisface ZFC (2) H(rk) =V, (3) FI(k)

Demostracion. Dado un k > w regular, hemos visto (2)«+(3) en el Lema [4.10}

Luego, si x es fuertemente inaccesible y « € H(k), entonces P(z) N H (k) = P(z) € Vi

= H(k), y ya sabemos por el Teorema que se cumplen los demés axiomas de ZFC =
H(k) es modelo de ZFC y tenemos (3)—(1).

Para el reciproco, si hay A < & con 2* > k entonces A € H(x) pero P()\) ¢ H(x), como la
segunda direccion del Lema [4.10] O

Resultado 3. (i) Con(ZFC) — Con(ZFC—P + —P). Por tanto, el Axioma de la Poten-
cia es independiente del resto de ZFC.
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(ii) Con(ZFC) — Con(ZFC—P + Vz(z es numerable))

Demostracion. (i) Se aplica a M = H(k) el Lema de Consistencia Relativa junto con
el teorema anterior para algin k no-fuertemente inaccesible (wq, por ejemplo).

(ii) Tomamos M = H(w;). Entonces, si € H(wi), se tiene que |tc(z)| < wi, ergo
x C te(x) % w. Por tanto, hay una f € ®w inyectiva. Ahora, f C x X w, de modo
que |te(f)] < |te(z x w)| < |te(x)| - w < wi. Por tanto, f € H(wi) y nos queda que
(f es inyeccion de x en w)f @), O

Lema 4.14. (i) (AC) Si k es fuertemente inaccesible, entonces las operaciones de la
aritmética cardinal bdsica (capitulo[d], seccion[1.5) son absolutas para H(k).

(ii) (AC) Si k es fuertemente inaccesible, entonces FI(A) es absoluta para H (k).

Demostracion. (i) El Lema nos garantiza la absolutez de generar pares, uniones
y conjuntos potencia. Ademas, el Teorema [3.30] nos asegura que tomar el cardinal
de un conjunto es una funcién absoluta. Ello y el hecho de que x sea fuertemente
inaccesible nos garantizan que las operaciones de la aritmética cardinal bésica estan
bien definidas en H (k) y son absolutas, por ser composiciones de estas nociones.

(ii) Por un lado, (A es regular) < (A es cardinal) A (Voo < A\)(Vf € *N)(Urec(f) < ).
Por otro lado, FI(A) < (A es regular) A (Vi < A)(p es cardinal — 2#* < X), que es
A y por tanto absoluta para H (k). O

Notacion. Escribimos I := IA(FI())).

Resultado 4. Con(ZFC) — Con(ZFC+-I). Por tanto, si ZFC es consistente, la existencia
de cardinales fuertemente inaccesibles no se puede deducir desde ZFC.

Demostracion. Ante esta situacidon uno intentaria tomar como x al primer cardinal fuer-
temente inaccesible para usar H(x) como modelo de ZFC+-I. Sin embargo, si ZFC es
consistente, no podemos demostrar la existencia de tales cardinales (como consecuencia
de este resultado). Por ello, debemos hacer uso del siguiente truco:

M = {z |[VA(FI(A\) - 2 € H(\))}

De existir un X fuertemente inaccesible, escogiendo x como el minimo de ellos tendriamos
M = H (k) (por ser H(p) € H(A) para u < A\), y M seria modelo de ZFC + =1, al no haber
A < k tal que FI(\). En caso contrario, tendriamos que M = V es modelo de ZFC+-1I,
por no existir ningin A fuertemente inaccesible.

La aplicacion del Lema de Consistencia Relativa termina la prueba. O

Tras este resultado, una pregunta natural que surge es si podemos encontrar un modelo
de ZFC+I desde ZFC para demostrar la consistencia relativa de ZFC + 1. La respuesta es
negativa: no podemos hallar tal modelo (lo cual no significa necesariamente que ZFC + I
no sea consistente; sélo que nuestros métodos son insuficientes para probar su consistencia
relativa). Sin embargo, tal afirmacion requiere del uso de los Teoremas de Incompletitud
de Godel, para cuya enunciacién exxcederiamos el limite de paginas de este proyecto.

4.4. Teorema de Reflexion
Finalizamos el capitulo con el Teorema de Reflexién, que nos permitird concluir la

secciéon con un resultado importante sobre ZF. Para demostrarlo necesitaremos valernos
de varias definiciones y lemas previos.

33



Notacion. Se escribe NI ¢ == @1 A+ A ¢y

Lema 4.15. Para toda férmula x de los teoremas [3.20} [3.23] [3.25| y [3.31] (excepto el
apartado (d) de se puede tomar una lista finita ¢1,...,¢, de aziomas de ZF—P
tales que

n
ZF—P F VM (M transitivo A /\ ¢M — x es absoluta para M)
i=1
Idem para las funciones definidas en esos teoremas.

Demostracion. En todos los casos, los argumentos de absolutez utilizados hacian uso del
Lema|3.19]y de una cantidad finita de axiomas de ZF—P | incluidos los argumentos usados

para el criterio de existencia y unicidad de y en las formulas F(z1,...,z,) =y (donde F
es una de las funciones listadas) y las instancias del Teorema de Recursion. U
Definicion 4.16. Sea ¥ = {¢1, ..., ¢, } un conjunto de férmulas. Se dice que X es cerrado

por subférmulas si toda subférmula de ¢; estd en X para todo i< n.

Lema 4.17. Sean M C N clases y ¥ = {¢1, ..., dn} un conjunto cerrado por subformulas.
Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) Las formulas ¢1, ..., ¢n son absolutas para M, N.

(2) Para toda ¢; = 3x¢;, donde z,y1, ...,y son las variables libres de ¢;, se satisface

(vyla NS M) [(E'JZ € N)qbf(l'vyla .. '7yl) - (EL’L' € M)gbf(xayla v 7yl)]

Demostracion. = Supongamos que todas las féormulas de X son absolutas para M, N y
que ¢; = Jx¢; en X. Dados y1, ..., y;, observamos que (I € N)qﬁ?(x,yl, LY =
N = oM = (Fz € M)qﬁ}-v[(x,yl,...,yl) & (Fx € M)qﬁf(w,yl,...,yl), donde las
equivalencias son debidas a la hipotesis de que las ¢, son absolutas para M, N.

< Supongamos (2) y tomemos una formula ¢ de X. Procedemos por induccién:

e Caso ¢ atomica: Entonces evidentemente es absoluta para M, N.

e Caso ¢ = 1 A g: Entonces oM = ¢}\/I/\¢§v{ & 1/)1N/\1/J2N = ¢N. La equivalencia
es debida a la hipoétesis de induccion junto al hecho de que X es cerrado por
subférmulas.

e Caso ¢ = —: Similar al anterior.

e Caso ¢ = dz): Por la misma razén que en los apartados anteriores, queda que
X = (EL’B € MWN(%?JL s 7yl) A ¢M = (Elx € MWM(%Z/h e 7yl)' Como
M C N, tenemos que x implica (3z € N)YN(z,y1,...,y) = ¢N. Ademas, la
hipétesis (2) nos da el reciproco, de modo que ¢ < M. O

Presentamos ahora una version generalizada del Teorema de Reflexiéon que tendré a
éste como corolario. La utilidad de tal teorema reside en que nos afirma la existencia de
conjuntos que son modelos de una porcion finita de los axiomas de ZF, sea cual sea esta
porcion, cosa que lleva a resultados de interés para este proyecto.

Teorema 4.18. Sean Z,Z clases. Definimos las propiedades (1), (2), (3), (4) como sigue:
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(1) Z:0n —V (3) « es limite — Z(a) = Ug, Z(B)

(2) B<a—Z(P) C Z(a) (4) Z =Uqcon Z(a)

Se tiene entonces que, para @1, ..., ¢n formulas cualesquiera,
ZEE () A+ A(4) = Va(38 > a)(é1,. .., ¢, son absolutas para Z(),Z)

Demostracion. Supongamos Z, Z con las propiedades listadas y un cierto @ € On. Debe-
mos buscar un > « para el que ¢1,..., ¢, sean absolutas para Z((),Z. Dividimos la
demostraciéon en varios pasos:

(a) Asumimos que {¢1,...,dn} es cerrado por subformulas. De no serlo, lo convertimos
en uno anadiéndole las subférmulas de sus férmulas y sigue siendo finito.

(b) Para ¢; = 3z e y1,...,y € Z, si existe z € Z tal que quz(x,yl, ..., Yy1), definimos
Gi(y1,...,y) =min{n| (Fz € Z(n))qzﬁjz(x, Y1, ...,y }. De no existir tal x, ponemos
simplemente G;(y1,...,y) = 0.

(c) Para 0<i<n, definimos F;(¢) = sup{Gi(y1,..., ) |y1,-..,y1 € Z(¢)} si ¢; = Jx¢;.
Si ¢; no es una cuantificacion existencial, ponemos F;(¢) = 0.
Observamos que F; esté bien definida, ya que trabajamos en ZF y, por tanto, tenemos
el Esquema de Reemplazo. Ademaés, por construccion, F; es creciente.

(d) Observamos que, si # es un ordinal limite que cumple (V¢ < §)(F;(() < ) para
0<i<n, entonces ¢1,...,¢d, seran absolutas para Z((3),Z. La demostracion se vale

del Lema si ¢ = Fxoi(z,y1,...,y) e y1,...,y1 € Z(B), hay ¢ < B tal que
Y1,---,y € Z(C). Suponiendo que Jx € Z tal que ¢]Z(l‘, Y1,---,Y1), por la definicion

de F; tenemos que = € Z(F;((€)) y, como F;(¢) < 8, queda x € Z(). Por el Lema
®1, ..., ¢ son absolutas para Z(3), Z.

(e) Definimos ahora la sucesion Sy = «, Bpy1 = max{8, + 1, F1(Bp),.... Fn(Bp)} ¥y
tomamos [ := sup{ Sy} pew, que sabemos es un ordinal por el Esquema de Reemplazo.
De hecho, § es limite, por ser el supremo de una sucesion estrictamente creciente
de ordinales. Ademas, si ( < 3, entonces hay 5, > (. Por tanto, F;(¢) < Fi(8p) <
Bp+1 < B para 0<i<n. Por el apartado (d), esto termina la demostracion. O

El teorema anterior es una version generalizada del Teorema de Reflexion, que enun-
ciamos a continuacién como su corolario:

Corolario 4.19. (Teorema de Reflexion) Para cualesquiera formulas ¢1, ..., op
ZF - Va(36 > a)(qﬁl, ..., ¢, son absolutas para Vg)

Demostracion. Es una aplicacion directa del teorema anterior con Z =V y Z = V. (]

Observaciones 4.20. Si ¢1, ..., ¢, son sentencias, el resultado del teorema anterior queda

(6" ¢ 1))

=

ZF FYa(38 > o) (
=1

Por otro lado, si X - ZF y ¢1,...,¢, € X, puesto que X F ¢; para 0<i<n, queda que

5 Va(@8 > ) ( A\ o)

i=1
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Teorema 4.21. Sea ¥ un conjunto de sentencias tales que ¥ F ZF. Entonces, si 3 es
consistente, no existe A = {¢p1,...,¢n} T X tal que A+ X.

Demostracion. Supongamos que si hay tal A. Entonces, por la observacién anterior y el
hecho de que ¥ F ZF tenemos que, con o = 0, podemos escoger el minimo ordinal /3 tal
que A7, gbz/ﬁ . Como A F ¥ y X es consistente, V3 es modelo de 3. Por el Lema si
v € Vg queda que VVVB = V,, de modo que V' es una funcion absoluta para Vz. Como Vj es
modelo de X y ¥ F V~(38 > ) AL, qﬁl‘-/‘;, esto es cierto también en V3, ergo hay 0 < 6 < 8

tal que A, (b}/é, contradiciendo la eleccién de S como el minimo ordinal que lo cumplia.
O

Resultado 5. Si ZF es consistente, no es finitamente axiomatizable.

Demostracion. Si 3 es finito y ¥ = ZF, en particular ¥ C ¥ (siendo éste finito), ¥ es
consistente y X - ZF, contradiciendo el teorema anterior. O
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5. La teoria de conjuntos NBG

En el capitulo anterior comprobamos que ZF no es finitamente axiomatizable. Sin
embargo, uno se podria preguntar si esto debe ser asi con cualquier versiéon axiomética de
la teoria de conjuntos.

En éste, para responder a esa pregunta, trabajaremos con una teoria de conjuntos
alternativa llamada NBG, cuyas principales diferencias con ZF son que (1) NBG trata las
clases propias como objetos y (2) es finitamente axiomatizable.

Notacion. Usaremos durante este capitulo «€» en formulas para distinguir entre la per-
tenencia en la metareoria (entre formulas y conjuntos de férmulas, entre objetos de una
estructura y su correspondiente universo, etcétera) y el simbolo de pertenencia formal
dentro de la teoria (sea ZF o NBG), tal y como hacemos con «=» y «=».

5.1. Axiomas de NBG

En ZF utilizabamos el vocabulario Lzp = { € }. Para NBG tomamos el mismo lenguaje
anadiendo un predicado monadico €, cuyo significado en € X pretende ser «X es un
conjunto». Tomamos entonces Lypg = {€, € }. En NBG los objetos del universo se
llaman «clases» y los conjuntos son, por ende, un tipo particular de clase. Las clases que
no son conjuntos son llamadas «clases propias».

Notacion. Toda letra latina mindscula denotaré conjuntos y todo cuantificador que actte
sobre una variable en mintscula cuantificara exclusivamente sobre conjuntos. Es decir:

Vzg(z) significa VX(CX — ¢(X)) y Jxg(x) significa IX(CX A (X))
Por el contrario, las variables maytsculas denotan clases cualesquiera, sean propias o no.

Presentamos ahora el conjunto de axiomas de NBG, que dividiremos en cuatro bloques.

= Bloque A:

L VX[C€X < IV (XEY)]
2. VXVY [VI(tEX < t€EY) 5 X =Y ]
3. VaVydaVit[t €z« (t=aVi=y)]
A1 es la definicion interna del predicado €, A2 es el Axioma de Extensionalidad y A3 el

Axioma del Par. Al z cuya existencia asegura A3 lo llamamos {z,y}, que es tnico por
Extensionalidad (A2). Usando A3, definimos el par ordenado (x,y) = {{z},{z,y}} ¥,

con ello, las n-tuplas para n € w: (x1,...,2,) = ({(x1,...,Tp-1),Tn). Por convencion,
(x) = .
Observacion 5.1. (z1,...,Tp1p) = (1, -, Tn), Tntls- - - Tntp)

Para introducir el siguiente bloque debemos primero definir lo que es una férmula
primitiva.

Definicién 5.2. El conjunto de férmulas primitivas (abreviadas «fp») se define recursi-
vamente mediante las siguientes clausulas:

1) A € B es fp para cualesquiera variables A, B.
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2) Si ¢, son fp, entonces =g y (¢ A1) son fp.
3) Si ¢ es fp, entonces Jz¢ es fp.
Nota. Es importante notar que Jdz¢ refiere a una cuantificacion exclusivamente sobre

conjuntos. Si no, toda férmula seria primitiva, trivializando la definiciéon.

= Esquema Axiomético FC: Para toda féormula primitiva ¢ con no mas variables libres
que Ti,...,Tn, Y1,..., Yy se cumple

YY1, .. Y 3AV R, ay (@, an) EA S G, a0, YA, V)

A tal Ala denotamos {(x1,...,zn)|é(x1, ..., 2n, Y1,...,Yn)} v es, para sus n-tuplas,
dnica por extensionalidad.

A este esquema axiomatico lo bautizamos como «Esquema de Formacion de Clasesy» (FC
para abreviar). Es el que nos permite invocar clases como colecciones de conjuntos que
cumplen tal o cual propiedad igual que haciamos en ZF, pero esta vez siendo objetos
legales y no meros abusos de lenguaje. Mas tarde veremos que puede ser sustituido por
un bloque mas pequeno de axiomas.

Definimos la formula 4n F == VaVyVy' [ (z,y) € F A (z,y') € F — y = y'], que nos dice
que F' es funcional para la primera variable de sus pares ordenados. FC permite definir la
clase vacfa, 0, que es tnica por extensionalidad.

Se define A C B:=Vt(t E A<t € B) y VacX = Vit £ X).

= Bloque C:

1. 3aTb[b € anDVac(b) AVz(z€a— (Fz€alVt(tEz > tExVi=u1))]
2. VaFeVt[t €z y(tEyAyEx)]

3. VaFeWy[y €z >y C x|

4. YaVF [ UnF — 3Vy(y €b <« (3z €a)((z,y) EF)) |

El Bloque C de axiomas trata de la existencia de conjuntos. C1 es el Axioma del Infinito,
C2 el de la Unién, C3 el de la Potencia y C4 el Axioma de Reemplazo. Los z de cuya
existencia hablan C2 y C3 se llaman | Jz y P(x), respectivamente. Al contrario que en ZF
con el Esquema de Reemplazo, aqui se necesita una sola féormula para el mismo objetivo,
puesto que FC puede invocar una clase funcional F' que cumpla el propésito requerido.

C2 y A3 nos brindan rapidamente x U y como en el capitulo 1. Ademaés, similar a
como vimos en el Lema [I.54] C4 junto con los demdas axiomas implica el Esquema de
Separacion, el cual puede usarse para demostrar que 0 es un conjunto. Por tanto, ello
junto a la definicion S(z) := = U {«} nos permite reescribir C1 como

Ja[0€an (Vo € A)(S(z) €a)] (5.1)
como en ZF..

» Axioma D: VA[A#0— Jz(z €EANzNA=0)]

Este axioma es simplemente la version de NBG del Axioma de Regularidad.
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5.2. Conceptos necesarios de semantica de primer orden

Para demostrar el resultado que da nombre a la préxima seccién necesitamos introdu-
cir algunos conceptos basicos de logica de primer orden que obviamos en el capitulo de
preliminares.

Dado un vocabulario L, una L-estructura es una tupla M = (M, () donde M # &,
Irq es una funcién de dominio L y recorrido contenido en M tal que:

» Ip(c) € M para todo ¢ € Cp,
» [p(R) € M" para todo R € Ry, n-ario

» [\(F):M" — M para todo F' € Fr, n-ario

Se abrevia M = (M, ¢, ..., cp, R RM M FM) si L es finito, siendo ¢M =
Ir (&) para cada € € L.

Una asignacion en M es una funcién s : X — M tal que X C VAR.

Si toda variable del término ¢ esta en el dominio de la asignacion s en M, se define la
denotacion de t en M por s, denotada tM[s], por recursion de la siguiente forma:

s 2M[s] = s(z)

= M[s] =M

2 (Fty...tp)M[s] = FMMs], . .., tM]s])

Se define la nocion M = p[[s] (M satisface @ con la asignacion s) por recursion en
» M =ty = to[s] si tt]s] = t)1]s].

» M= Rty ... Rt,[s] si (tM]s],...,tM]s]) € RM.

M = =¢[s] si M £ ¢[s] .

M = (@ ANP)[s] si M = ¢[s] y M = 4[s].

?(4 \:)?m[[s]] si existe un a € M tal que M = ¢[s%], donde % == s\ {(z,s(z))} U

Cuando ¢ es un enunciado, se abrevia M = ¢. Ponemos M |= X[s] si M = ¢ para
todo 1 € X. Se dice entonces que M es un modelo de X.

Definiciéon 5.3. ¥ F ¢ si, para cualquier L-estructura M, si M = ¥ entonces también
M = . Esta definiciéon formaliza la que dimos en el capitulo

5.3. NBG es extension conservativa de ZF

Buscamos probar que de NBG no se deducen nuevos teoremas sobre conjuntos respecto
de los que ya obteniamos en ZF. En otra palabra: NBG so6lo vendria a facilitar el estudio
practico de la teoria de conjuntos, permitiendo tratar las clases propias como objetos en
si mismos, sin pervertir los resultados obtenidos.

Para formalizar esta idea necesitamos una definicién previa:

Definicion 5.4. Para cualquier ¢ de Lypg 0 Lyzp se define la relativizacion de ¢ a €,
denotada %, por recursion de la siguiente manera:
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(a) (x=y)*=x=y (d) (@A) = (¢ A DY)
b) (€t =Cynzéy (e) (=¢)% == —¢®

(c) (€x)®:=Cx (f) (F2¢)® == Fz(Cx A ¢%)

Ponemos también £¢ := {¢® | ¢ € ¥},

Observacioén 5.5. (Vz¢)® = (-32-¢)% = =Fz(Cx A ~¢%) = Va(Cz — ¢%), como cabria
esperar. La definicién también se comporta bien con los conectores logicos V, — y <.
Ademas, si A es un modelo de NBG, ¢ = <p€N con la definicion de relativizacion a clases
que dimos en el capitulo [3

Temporalmente y solo para esta seccion diferenciaremos entre las tltimas letras del
alfabeto (z,y,z,w,...), que usaremos para variables, y las primeras, que usaremos para
fijar objetos de un universo determinado (a,b,c,d, f,...), tanto para mayusculas como
para mintsculas. De esta forma no serd necesario utilizar la notacién de asignaciones
«[s]» y podremos, por ejemplo, escribir «M |= ¢(a)» para abreviar M |= ¢(x)[{(z,a)}]
sin que haya confusion sobre si una letra denota objetos de M o variables.

Teorema 5.6. Sea ¢ un enunciado de L. Entonces NBG F % implica que ZF F .

Nota. Exclusivamente para esta demostracion nos vemos obligados a escribir los axiomas
de NBG en su forma completa sin distinguir entre variables maytsculas o mintsculas,
de manera que la lista de variables utilizadas sea uniforme entre NBG y ZF y no haya
ambigiiedad en la lectura. Por ejemplo, A3 quedaria

VaVy[ CaACy — F2( €2 AVt €z t=aVi=y)])]

donde s6lo hemos omitido €¢, ya que Al nos garantizaria su cumplimiento.

Demostracion. Sea ¢ una sentencia en Ly tal que NBG F ¢%; queremos ver que ZF F .
Para ello, supongamos que tenemos una Lyp-estructura que satisface ZF, es decir, una
M =M, €M) tal que M [= ZF. Construimos la siguiente extension de M:

Para cada X C M definible con pardmetros mediante una ¢x(x,ws,...,w;) y unos

c1,-..,c, € M, hay dos posibilidades:

(1) M = 32Va(z € 2 & ox(2,c1,. .., k)

(2) La negacion del caso (1).

El primer caso viene a significar que X, como coleccién de elementos de M, esta repre-
sentada por un elemento de M (un conjunto). El caso (2) representa las clases propias
definibles con pardmetros. Decimos entonces que X es del tipo (1) o del tipo (2).

Para todos los X € M del tipo (2) introducimos un nuevo elemento ®x fuera de M de
forma inyectiva

d: X =5 By

de manera que ®x = Py si y s6lo si X =Y. Ponemos entonces P := rec(P)
={Px | X CMesel tipo (2)} y N:= M UP. Definimos ahora la relacion eV C N? ast:

€'={(a,®x) € N x P| X C M es definible con pardmetros por ciertos
ox(z,wi,...,wE) yer,...,cp € My M E éx(a,cr,..., )}
N=eMue

40



En resumen: b & A significa que, o bien by A son conjuntos (0 sea, estan en M) y be™M A,
o bien A € P es clase propia definible y b € M cumple la definiciéon de A. Observamos que,
de hecho, eV C M x N por construccién.

Por tltimo, tomamos ¢V := M C N. De esta manera, N = (N, éN,QN) es una
Lnpg-estructura y, como veremos ahora, N' = NBG.
AL N EVX[EX 4 V(X EY)]
< Dadouna € I\J/\JI/, supongamos que N = 3Y (a € Y). Entonces hay un b € N tal
que (a,b) € €. Como eM C M x N, esto significa que a € M, de modo que
N = €a, como buscabamos.

= Esta direccion es consecuencia directa de A3, de modo que no la demostramos.

A2: N EVXVY [Vt EX < t€EY) - X =Y ]
Supongamos A, B € N tales que N = Vi(t€ A «» t€ B). Hay cuatro casos (reducidos
a tres por simetria):

e Caso A, B € M: Entonces, como & ¢ &V

se tiene ¢ €M A si y solo si ¢ €MB. Como M = Axl1, se concluye que A = B,
como queriamos.

e Caso A, B € P: Sean, pues, X, Y C M tales que A = &x,B = ®y. Toma-
mos también los ¢x(z,v1,...,0%) v €1,...,¢x € M que definen a X y los
oy (y,wi,...,w) ydi,...,dp € M que definen a Y. Por hip(’)tesisj,\/y el hecho de
que A, B € P, cualquier ¢ € M cumple quee €' A & VA e ecVBe e B
Por tanto, por construcciéon de €', queda que
M E (¢x(e,cr,...,cx) ¢ dy(e,di,...,d;)). Ello nos asegura que X =Y y,
por tanto, A = &x = &y = B, como queriamos.

, se cumple que para todo ¢ € M

e Caso A e My B € P: Ello implica que para todo e € M se cumple e VB s

y sélo si e éMA, ademés de que B = &x para algin X C M. Si tomamos los
ox(v1,..., V%) Y C1,...,cp € M que definen a X se tiene que M = Vx(xéA >
ox(z,cq,y. .., ck)), contradiciendo que X sea del tipo (2).

A3: N EVaVy| CanCy— Tz(CzAVi[téEz o t=aVi=y)])]
Sean a,b € M. Buscamos un ¢ € N tal que N EC€cAVt[tEc+ (t=aVi=1D)].
Como M = Ax3, también ¢ = {a,b} € M C N. Falta la otra parte de la conjuncion.
Tomamos un d € N.

= Sid éMc, por Al se tiene que d € My, como M = Ax3, ello implica que ¢ = a
0 ¢ = b, como buscidbamos.

< El razonamiento es similar al de la otra direccion.

FC: Sea ¢ de Lypg una fp con no mas variables libres que z1,...,Z,, Y1,..., Yy, Bus-
camos probar que
N EVY, . Y32V, an (21, @) €2 4 d(@1, @0, Y1, .-, V) |

Sean By, ..., B, € N. Algunas de ellas seran clases propias y, otras, conjuntos. Reor-
denando, podemos suponer que sélo las k primeras son conjuntos y que el resto son
clases propias. Usemos, en consecuencia, minisculas para las k primeras y mayts-
culas para el resto.

La dificultad que presenta esta prueba es traducir ¢ a Lzp. Para hacerlo, primero
sustituimos las instancias de (z =Y,), (Y, =Y,) y (Y =Y,)en ¢ (cong > ke Y)Y,
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libres, sea quien sea la variable ) por otras equivalentes, a saber: Vi(t €z <> t €Yy),
Vit €Y, <>t €Y,) y Vi(t €Y, <> t €Y),), respectivamente.

Luego, tomamos aquellos ;(x1, . .., Tp, w1, ..., wy,) (enlenguaje Lyp) y c1,. .., ¢, €
M que definen a Bj;, con ¢ > k, como subcoleccion de M. Reemplazamos entonces
(xp €Yy) en la formula ¢ por ¢;(x,). De esta forma, M |= v;(a) si y solo si N =
(a€C;) parai > k. Por ejemplo, si By es la clase de todos los conjuntos transitivos en
ZF y By la de todos los conjuntos inductivos, tendrfamos que 3z [ (z € Y1) A (z€Y3) |
pasa a ser

Jx[Vy(ycax = Vi(téEy —téa)) » (0€ExAVy(yEax — S(y) €a)) ]

Los casos en los que Y, con p > k, aparezca a la izquierda de «€» pueden ser
sustituidos por cualquier contradiccion, como (z; # x1). Esto elimina Yyy1,...,Y,
de la lista de variables libres.

Por ultimo, como ¢ es fp, todas sus cuantificaciones son sobre conjuntos. Eliminamos,
pues, para cada una de ellas, la especificacion «€z» que la sucede. Por ejemplo:

Vo[ €z — Jy(Cy A (z,y) €Y3) ] pasa a ser VaIy((z,y) € Y3)

Denotamos ¢'(x1, ..., %y, Y1,...,Y%), que esta en lenguaje Lyp, al resultado del pro-
ceso de hacer todos esos cambios. Para acabar, definimos la formula ¢,)(z) =
Fz1,. . wn |z = (@1, x0) A (21, .., 20, Y1, ..., V)], cuyas variables libres son
:E,Yl,... ,Yk.

Entonces, para nuestros by, ..., bx € M queda que, por la construccién de ¢, para
cualesquiera ai,...,a, € M

Nl:Qs(al,...7an,b1,...7bk7Bk+1,...,
<M ): ¢/(a17"‘7an7b17'-~7bk) (52)
= M ): ¢(n)(<a1,...,an>,bl,...,bk)

e Caso ¢, es del tipo (1): En tal caso se tiene que se tiene que

Llamemos A a ese Z. Queremos demostrar, para terminar, que

N E3ZVay,. .. 2] /\Gxi — ((z1,...,2) €Z

<n

(—>(ZS(CCl,...,I’n,bb---,bk‘))]

Tomamos el mismo A. Sean ahora ay,...,a, € Mya:= (ai,...,a,). Si aéNA,
a éMA, ya que A € M. Entonces, M = ¢,)(a,b1,...,bx), por . Por ,
esto implica que N = ¢(aq,...,an,b1,...,by), terminando esta direccion del
bicondicional.

Como el reciproco funciona igual, ya hemos acabado.

e Caso ¢, es del tipo (2): Definiendo X = {a € M : M = ¢(a, by, ..., bx)}
C M tenemos que, por construcciéon, A := ®x cumple lo esperado, siguiendo
los pasos el caso anterior. En esta ocasion, A € P.
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Cl: NETz[CzA0€2A (Vo €2)(S(z) €2)]
Como M = Ax6, invocamos un ¢ € M tal que M = 0€cA (Vz€c)(S(z) €c). En tal
caso, como €M C &V se cumple que N/ = 0&c. Puesto que, ademas, N = A1, todo
a tal que a Ve verifica también que a € M, de modo que, por hipotesis, S(a) eMe.
Ello implica que S(a) éNc, terminando la prueba de C1.

C2 y C3 siguen el mismo proceso que C1: utilizar el mismo ¢ asignado a z por M
en Ax4 y Ax5 y probar, usando las propiedades de éN, que sigue cumpliendo su
misma funcién en N

Ce: N EVWYW [ CuAtinW — Fu( CoAVyly v+ (Fz € u)((z,y) EW)]) ]
Supongamos una F' € N funcional y un ¢ € M.
Buscamos ver que N |= Jv( €v AVyly € v < 3z € ¢)((z,y) € F)]).

e Caso F € M: Entonces existe e € M tal que M = Vyly € e <> Jx((z,y) € F)],
usando los axiomas de ZF igual que hicimos en el Lema apartado|(s)| (este
e seria rec(F')). Por tanto, por Ax2 (el Esquema de Separacion), también hay
un d € M tal que M = Vyly €d <> (Fz € ¢)((z,y) € F)], que seria F|c].
Queda ver que también N |= Vyly € d <> (Fz € ¢)((z,y) € F)]. Pero esto
es evidente, ya que ambos lados del bicondicional implican que los tales x,y
solamente pueden ser conjuntos, y €™ < &V,

e Caso F € P: En ese caso hay un X C M tal que F' = &x. Sean ¢x (z, w1, ..., wg)
y ¢1,...,cx € M aquellos que definen a X en M. Como M = Ax8, usan-
do ¢¥(x,y) = ¢x({(z,y)) (que tiene unicidad en y por ser F' funcional) tenemos
asegurada la existencia de d := F'[c|. Con un proceso similar al del caso anterior,
se tiene que N EVyly € d < (3x € ¢)({x,y) € F)].

D:NEVX[X#0-3yyeEXAynX =0)]
Observamos que este axioma no es exactamente la relativizacion de Ax7 a €, sino
la clausura universal de la versiéon para clases que dimos al final del capitulo 2, en
Sin embargo, sabemos que ésta es un teorema de ZF por el Teorema [2.30, De
este modo, tomando A € N con A # 0, por Ax7 tenemos que existe un b € M tal
que M E (be ANbN A =0). Esto implica que b eMA. Ademas, como bN A € M
(por Ax2, al ser b un conjunto) y no hay ¢ € tal que ¢ eMbn A, tampoco hay un ¢

tal que ¢ € bN A, terminando este apartado.

Volvemos al inicio: teniamos una sentencia ¢ tal que NBG F % y queriamos ver que
ZF + ¢. Hemos demostrado que nuestra Lypg-estructura satisface NBG y, por tanto,
también A = % En virtud Lema de Relativizacion, puesto que N = M, también
M =M, EM) £ ¢ en consecuencia.

En suma, hemos visto que, si NBG F ¢%, también M |= ¢ para cualquier modelo M
de ZF. Esto significa que ZF F ¢, como desedbamos. O

Recuperamos la distincién entre variables mintisculas y maytsculas.

Teorema 5.7. Si ¢ es un enunciado en Lzp, entonces NBG ¢ si y solo si ZF F .

Demostracion. La direcciéon de izquierda a derecha ha sido probada en el teorema anterior.
Queda el reciproco.

Para ello, solo hace falta comprobar que NBG F ¢% para todo ¢ € ZF. Esto no es
necesario para Ax1l, Ax2, Ax4, Ax5, Ax6 y Ax7, ya que sus relativizaciones son directa-
mente axiomas de NBG (A2, A3, C2, C3, C1 y D, respectivamente). Ax3, por su parte, es
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consecuencia de Ax8 junto con el resto, como vimos en el Lema [I.54] Respecto a Ax8, el
Esquema de Reemplazo, supongamos una féormula arbitraria ¢(x,y, wy,...,w,). Fijados
b1, ...,by, supongamos que

Va:VyVy’(gZ)(:v,y, bi,....bp) ANd(x,y b1, ..., by) >y = y’)

Usamos FC para definir la clase F' = {(z,y) | ¢(x,y,b1,...,b,)} que, por hipotesis, es
funcional. Sea ahora un a tal que € a. Entonces, por C4, hay un b tal que €b y Vy (y €b
(Fz € a)((z,y) € F)), o sea, Vy(y €b > (3z € a)p(x,y,b1,...,by)), como querfamos.

Sea entonces ¢ un enunciado en Lzp tal que ZF F ¢. Como hemos visto que NBG ZF¢
v ZF F ¢, el Lema de Relativizacion nos garantiza que NBG F ¢%. U

Resultado 6. (i) NBG es extension conservativa de ZF. Todo teorema de NBG sobre
conjuntos es también teorema de ZF, y viceversa.

(ii) Con(NBG) «» Con(ZF)

Demostracion. (i) El teorema anterior es la prueba.

(i) <« Por contrarreciproco: supongamos que NBG es inconsistente. Hay, pues, una
sentencia ¢ tal que NBG F ¢ y NBG  —¢. Entonces, por el Lema[1.6] tenemos
que NBG F 9% para cualquier ¢ en Lypg. En particular, fijando 1 queda que
NBG F ¢ y NBG F —%. Por el Teorema esto implica que ZF + ¢ y

ZF F =), ergo ZF es inconsistente también.

= Por contrarreciproco, el Lema de Relativizacion junto con el hecho de que
NBG F ZF¢® trivializan esta direcciéon de la prueba. O

Abandonamos la distincién entre letras usadas para constantes y para variables.

5.4. Axiomatizabilidad finita de NBG

El objetivo de esta seccion es demostrar que NBG es finitamente axiomatizable: defi-
nimos primero un sistema axiomatico alternativo (y finito) para la teoria de NBG, al que
llamaremos NBGgy, v luego demostramos que es equivalente al original.

Definiciéon 5.8. Definimos NBGg,:=NBG—FC+(Bloque B), siendo el Bloque B de axio-
mas el siguiente:

= Bloque B:

JAVVy [ (z,y) €A+ z €y ]
VAVBHCVz[méC’Ha:éA/\xéB]
VAEIBVJ:[:BéBH:BE/A]

VAIBVz |z € B +» Jy((z,y) € A) ]
VAIBVaVy[ (z,y) E B>z € A]
VAIBVaVy[ (y,z) € B« (z,y) € A]
VAIBYaVyz[ (z,2,y) € B <> (x,y,2) € A]
VAIBY2VYz[ (y,z, z) € B < (2,y,2) € A]

® N o e WD
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Este bloque trata de la existencia de clases. A la clase C' cuya existencia se asegura en

B2 la denotamos AN B, y es tinica por Extensionalidad. A la clase A cuya existencia brinda
B1 la denotamos £. Las clases B cuya existencia se garantiza en B3,... B8 se denotan
A¢ Dom(A), Ax V, A7l 5(A) y 7(A), respectivamente. B1 junto con B3 aseguran la
existenciade 0 = ENE®y V = 0F, tnicos por extensionalidad, ademas de AUB = (A*‘NB°)*
y A\ B:= AN B".
Nota. Observamos que no de todos los axiomas del bloque anterior se puede deducir la
unicidad de la clase cuya existencia garantizan. Por ejemplo, si A cumple lo que se le pide
en Bl, AU{0} y A\ {0} también (debido a que 0 no es un par ordenado) y son distintas.
En consecuencia, hemos cometido una pequena imprecision al hablar de «la clase [...]» en
el parrafo anterior. Sin embargo, muchas veces bastara con tomar cualquiera de ellas. Por
tanto, para agilizar la escritura, al hablar de £, 0(A), etcétera, nos referiremos a cualquiera
de todas las clases que satisfacen el cometido que se les demanda, sin particularizar.

Teorema 5.9. Todo axioma del Bloque B de NBGg, es consecuencia de NBG y, por
ende, NBG F NBGgy,.

Demostracion. Definimos 11, ..., 1g de la siguiente manera:
Pi(a,y) = (z € y)
a(z,A,B) =(x € ANz €B)
s(x, A) = (x €A)
Ya(z, A) = Fy((z,y) € A)
Vs, y, A) = ( €4)
Yoy, x, A) = ((z,y) € A)
Ur(z,2,y,A) = ((z,y,2) € A)
Us(y, @, 2, A) = ((z,y,2) € A)

Aplicando FC debidamente con cada ; conseguimos clases D; que demuestran cada axio-
ma respectivo Bi del Bloque B. O

Trabajaremos ahora con NBGg, hasta demostrar el Teorema [5.13

Lema 5.10. Dadas dos clases A, B eziste alguna clase C tal que para cualesquiera x,y se
tiene que (x,y) € C si y sélo six € A e y € B. Escribimos A X B para referirnos a alguna
de ellas.

Demostracion. Tomamos Cp .= AxV y Cy:=(BxV)~ 1 Entonces C := C; N Cy cumple
el enunciado. O

Lema 5.11. (de Permutacion) Se cumplen los siguientes enunciados en NBGgy,:

(i) VAIBVz,y, 2| (z,2,y) € B+ (z,y,2

(iii) VAIBYx,y, 2z

[( Al
(ii) VAIBVz,y, 2z [ y,2,2) € B <> ( ]

[zy, )€ B+ (x,y,2 ]

)

Demostracion. (i) Ponemos B := T(U(A)). Entonces para cualesquiera x,y, z se tiene
que (z,y,2) € A & (z,2,y) € 0(A) & (1, 2,y) € 7(0(A)).

). Entonces para cualesquiera z,y, z se tiene que

)
y) €0(A) & (y,2,7) €o(a(A)).

(ii) Ponemos B = o(c(A
(x,y,z2) € A & < x
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(iii) Ponemos B = o(7(A)). Entonces para cualesquiera x,y, z se tiene que
(x,9,2) € A= (y,m,2) €7(A) & (2,9,z) € o(7(4)). .

Lema 5.12. (de Seleccion) Se cumplen los siguientes enunciados en NBGgy :
(z,y) €A]
VAIBVz,y,z[(z,y,2) € B < (x,2) € A]
( €A

]

xl,...,$n,y1,...,ym>éB<—><x1,...,xn)éA}

(i) YAIBVz,y,z[ (z,y,2) € B+ (z,y) €
(i)
(ili) VAIBVz,y, 2] (z,y,2) € B 4 (y,2) €
(iv) VAEIBVJ:l,...,mn,yl,...,ym[<
(v) VAEIBVxl,...,xn,yl,...,ym[<:p1,...,xn_l,yl,...,ym,ﬂzn>éB & (xl,...,:cn>éA}
(vi) VAEIBVyl,...,ym,x1,w2[<y1,...,ym,xl,m2> € B+ (11,19) € A]

(vii) VAIBYY1, .. Yms [ (Y15 Ymsx) EB > 1 € A]

(viii) VAIBYz1,..., 20| (@1,...,20) € B ¢ Jy((z1,...,2n,y) € A) |

Demostracion. (i) Ponemos B := A x V. Entonces para cualesquiera x, y, z se tiene que
(r,y) EA & (n,y,2) EAX V.

(ii) Ponemos B = 7(0(A x V)). Entonces para cualesquiera z,y, z se tiene que
(0,5) € A (2,2,9) € AX V & (,2,2) €A x V) & (1,9, 2) € 7(0(A x V)

(iii) Ponemos B := o(A x V). Entonces para cualesquiera x,y, z se tiene que
(y,2) EA S (y,2,2) EAXV & (y,x,2) Ea(A X V).

(iv) Definimos By := A, B;y1 = B; x V' y B := B,,. Entonces, para m = 0, B cumple el
enunciado trivialmente. Si es cierto hasta m, para m+1 queda que para cualesquiera
Tl ooy Ty Yl -+ Yma1 S€ tiene que (x1, ..., 2n) EA S (T1,. .o, Ty Y1y - - - s Ym) € Bm
S (T1, - Ty Y1y - -+ Yma1) € Bma1 = B, donde la primera equivalencia se debe a
la hipotesis de induccién y la segunda a la definiciéon de Bj,41.

(v) Definimos By = A, Bit1 = 7(c(B; x V)) y B := B,,. Entonces, para m =
0, B cumple el enunciado trivialmente. Si es cierto hasta m, para m + 1 que-

da que para cualesquiera x1,...,%pn,Y1,...,Ym+1 Se tiene que (x1,...,2,)EA &
<$1a"-axnflvylv"'vyM7xn> EBm<:> <=Tla-~~axn)y17"'7ymvxnaym+1> =

({x1y ey Ty YLy ooy YUm)s Ty Ymt1) € B X V& ((T1, - oy Zny YLy - -+ Ym)s Ymt1s Tn)
=(T1,.yTn, Yl -y Ym+1, Tn) € Bmy1 = B, donde la primera equivalencia se debe

a la hipotesis de induccion y la tercera a la definicién de B,,11 y el apartado .

(vi) Ponemos B := o(Ax V) y, como en el apartado|(iii)| tenemos que (y1, ..., Ym, 1, T2)
= (Y1, Ym), 71, 72) € B & (21, 72) € A

(vii) B : =V x A cumple el enunciado.
(viii) B := Dom(A) satisface la condicion demandada. O

Teorema 5.13. (Teorema General de Existencia) NBGg, - NBG.
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Demostracion. Lo Gnico que tenemos que comprobar en realidad es que NBGg, + FC,
puesto que el resto de axiomas de NBG ya estan en NBGgy,.
Sea entonces ¢ una fp sin méas variables libres que z1,...,Zn, Y1,..., Y.

Primero de todo, observamos que podemos asumir que todas las férmulas atéomicas
que aparecen en ¢ son de la forma (x; € Y;) con x; conjunto, ya que (Y; € Y;) puede ser
reemplazada por Jy(y = Y; Ay €Y;) y (z; = x;) por Vu(u € z; <> u € ;) (y similarmente
para (z; € Yj), (Y; € z;) e (Y; €Yj) ). Por tanto, podemos reducir la cantidad de subcasos
del caso atémico de la induccién a sdlo dos.

» Caso ¢ atomica: Hay dos posibilidades: ¢ = (z, €x5) 0 ¢ = (x, €Y5), con 1I<r<ny

1< s<n. Buscamos, dadas clases Y7, ..., Y,,, otra clase A tal que (z1,...,2,) €A <
d(x1,...,xn, Y1,...,Yy) para cualesquiera x1, ..., .

(a)

Si ¢ = (z, € z5), podemos tener o bien 7 = s o r # s. Si r = s, tomamos
simplemente A := 0, ya que el Axioma C (Regularidad) implica que no hay a
tal que a € a, como vimos en capitulos anteriores.

En el caso r # s, definimos p := min{r, s} y ¢ := max{r, s}. Si r <s, entonces
(xy € x5) = (zp € x4), ponemos A; := &, y entonces

dxr, .. @0, Y1,..., V) = (xp €xq) © (xp,2q) €E = A4

Si, por el contrario, s <r, entonces (z, € z5) = (z,€1,), y definimos 4; == £L.
De ese modo,

A1, T, Y1, YY) = (g €xp) & (24, 2p) €E S (Tp, 24) cE =4

En resumen, ¢(z1,...,%n, Y1,...,Ym) & (zp, 24) € A1. Ahora usamos el Lema
5.12(vi)| para definir Ay de manera que se satisfaga
V1, .., Tpt1, Tp, Tq[ (1, .., Tp—1, Tp, Tq) € Az > (Tp, T4) € A1 |

Después, con el Lema [5.12(v)| invocamos un As tal que
Va1, .. xg[ (21, q) € Ag > (21, Tp_1, Tp, Tg) € As |

Finalmente, en virtud del Lema [5.12(iv)[ hay un A4 que verifica

Vxl,...,:cn“xl,...,a:n) éA4 <~ <1‘1,...,$q> €A3]
Concatenando las equivalencias y tomando A := Ay se tiene que, para x1, ..., Ty
cualesquiera,

¢(:L‘1,...,:L’n,Y1,...,Ym) = <l‘p,IL‘q> EAl = ... = <l‘1,...,{L‘n> éA4

Si ¢ = (x, € Yy), distinguimos entre los casos r<n y r =n.
Sir<n, A1 :=Ys; x V es tal que

VT, Tra1 [ (Tp,Trp1) € AL &> 2y € YS}

Ahora s6lo queda continuar como en el caso (a) para contruir Ay, A3y A = Ay.
Para r = n, hacemos lo mismo pero con A; = (A x V)~ para obtener
(xp_1,2,) & A1 > x, € Yy, El resto sigue igual.
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» Caso ¢ conjuncion: Si ¢ = (Y1 Ag) para ciertas formulas 11, 109, las variables libres
de Y1 y de 1 estén incluidas en la lista xq,...,x,,Y1,...,Y,,. Por tanto, dadas
ciertas clases Y7, ..., Yy, por hipotesis de induccion hay dos clases Ay, Ay tales que

le,...,l‘n[<x1,...,$n> EAl Hlbl(xl,...,xn,Yl,...,Ym)]
le,...,xn[(xl,...,xn> € Ay <—>¢2(a:1,...,33n,Yl,...,Ym)]
Por tanto, A := A1 N As cumple lo que se pedia: dados z1,..., T,

(X1, xn) EA S (21,...,mp) €E AL AN {21, .., 2,) € Ay
<:>'Lﬂ1($1,...,$n,Y1,...,Ym)A¢2(x1,...,xn,Y1,...,Ym)
<:>¢(x1,...,xn,Yl,...,Ym)

» Caso ¢ negacion: Similar al anterior pero tomando A := Af, donde A; era la clase
asociada a Y1,..., Y, vy ¢(x1,...,2,, Y1,...,Ys,) dada por la hipotesis de induccion.

= Caso ¢ cuantificaciéon existencial: Tenemos entonces que hay una férmula x tal que

¢ = Jrx(z1,..., 20, 2,Y1,...,Yy), estando todas las variables libres de x en la lista
Tlyeees Ty Ty Y1,y Yoo
Sean Y7, ...,Y,, clases. Por hipétesis de induccién, hay una clase A; tal que

Vxl,...,a:n,x[<x1,...,xn,x) €A <—>X(azl,...,mn,x,Yl,...,Ym)]
Poniendo A := ®om(A;) tenemos que, para cualesquiera x1, ..., Zy,

(T1,... xp) €A S Iz((21,...,20,2) € A1) & Fox(z1,..., 20, 3, Y1, ..., Vi)
S o(r1, .y xn, Y1, Y)

No es necesario comprobar los casos en los que ¢ es disyuncion/implicacion /bicondi-
cional /cuantificacion universal ya que, bajo equivalencia, estas pueden ser generadas
a partir de A, —, 3.

Esto termina la induccioén y, con ello, la demostracion del teorema. O

Resultado 7. NBGg, = NBG y, por ende, NBG es finitamente axiomatizable.

5.4.1. Dependencia de B6 del resto de axiomas de NBG

Para acabar, mostramos que el axioma B6 de NBGg, es en realidad consecuencia del
resto, haciendo que este pueda ser eliminado de la lista sin alterar la teoria de NBG.

Proposicion 5.14. NBGg, — B6 - B6.

Demostracion. Sea A una clase arbitraria. Buscamos demostrar la existencia de una clase
B tal que VaVy[ (y,z) € B + (z,y) € A].

Usando B5, B8 y B4, tomamos unas clases By :== AxV, By := 7(Bj) y B3 := Dom(B3).

Por légica de primer orden, sabemos que Vz¢ - ¢ - Jdx¢. Por tanto,

Vy((y,z) € B1) = 3y((y, ) € B1) (5:4)
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Por ello, junto con la definiciéon de Bj, tenemos las siguientes implicaciones:

Vo|z €A — Vy((y,z) € By) |

Vo[z € A— Jy((y,z) € By) | (5.5)
VaVy[ (y,x) € By — x € A]
Vo[ Jy((y,z) € By) » z € A (5.6)

Combinando (5.5) y (5.6) tenemos que
Va [ Jy((y,x) € By) <>z € A] (5.7)

Sean entonces x,y,z arbitrarios. Tenemos que (x,y) € By < Elz(<<x,y>,z> € Bg) &
32(({y,z),2) € B1) & (y,x) € A, donde hemos usado la definicion de Bs en la primera
equivalencia, la definicién de Bs en la segunda y . Por tanto, si B := B3, se cumple que

VaVy[ (y,z) € B <> (z,y) € A]
Como queriamos. O

Resultado 8. NBGg, no es independiente.
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6. Conclusiones

En a penas 50 paginas hemos conseguido demostrar (respecto de ZF y asumiendo que es
consistente):

= Que el Axioma de Regularidad es consistente y que el Axioma de la Potencia, el Axio-
ma del Infinito, el Esquema de Reemplazo y la existencia de cardinales inaccesibles
son independientes de ZF (ZFC para el altimo), todo con las técnicas introducidas
en los capitulos 3 y 4.

= Que NBG es una extension conservativa finitamente axiomatizable de ZF que admite
la existencia de clases propias, proveyendo para cada modelo de ZF un modelo de
NBG que lo extiende.

Redactar este documento me ha aportado mucho crecimiento personal y académico. He
aprendido a ser més auténomo en mi aprendizaje matemaético, a recopilar informacion
de diversas fuentes, a seleccionar aquella que me era 1util y a unificar los contenidos de
diversas obras con notaciones y detalles formales distintos, ademas de organizar yo mismo
mis horas de trabajo en el calendario (que no han sido pocas precisamente).

Con este proyecto he tenido mi primera toma de contacto con la légica matematica y la
teoria de modelos (dos ramas en las que, muy probablemente, me siga formando en el
futuro), y he podido aprender como éstas le son ttiles a la teoria de conjuntos.

El teorema de reflexiéon me dio dificultades al principio, crei que no iba a poder con él.
Ir6nicamente, un reto més rompecabezas que ese fue el de compatibilizar las convenciones
de notacién propias de todos estos campos de estudio, a veces superpuestas, para que no
hubiese duplicaciones de simbolos y el significado de cada simbolo fuese consistente durante
todo el texto. Pero, sin duda alguna, de lo que més orgulloso estoy es de la demostracién
del caracter conservativo de NBG como extension de ZF, por ser la més larga y compleja
del documento y por la aventura que supuso ser yo mismo quien se guiase a si mismo
a través de ella (a partir de la construccion inicial de N' dada por mi tutor, Enrique) y
diese cuenta de todos los detalles formales que debian ser considerados. Durante el dltimo
mes estuvimos buscando fuentes que me sirviesen de guia y no pudimos hallar ninguna.
Me ilusiona saber que ésta sera una buena referencia en espafol para dar a quien esté
interesado en una prueba rigurosa de tal teorema.

Sin duda una experiencia que me encantara repetir en el futuro con la tesis de fin de
maestria.
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