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Abstract

In probability theory, a probability distribution is infinitely divisible if it can be expressed
as the probability distribution of the sum of an arbitrary number of independent and iden-
tically distributed random variables. The objective of this work is to build a solid base of
knowledge that allows us to define the infinitely divisible laws and study their properties,
although we will also see other limit theorems of probability that are not strictly related
to it. We will thus make a brief introduction to probability and characteristic functions,
we will then study the asymptotic behavior of random series and, after that, in the third
chapter, we will get into the study of probability measures. In this section we will define
the weak convergence and the convolutions of probability measures. The propositions and
theorems of this section will accompany us throughout the rest of this work, since they
will be the basis for demonstrating numerous results in the fourth chapter. In addition,
these results will allow us to define the infinitely divisible laws and sutdy their proper-
ties. Finally, we will introduce the concept of the C'Poiss law of parameter u, to finish
demonstrating the Levy-Khintchine theorem.

Resum

A la teoria de la probabilitat, una distribucié de probabilitat és infinitament divisible si
es pot expressar com la distribucié de probabilitat de la suma d’un nombre arbitrari de
variables aleatories independents ideénticament distribuides. L’objectiu d’aquest treball
és construir una base solida de coneixements que ens permeti definir les lleis infinitament
divisibles i estudiar les seves propietats, encara que també es veuran altres resultats de
teoremes de pas al limit que no estan estrictament relacionats. Aixi doncs, veurem primer
una breu introduccié a la probabilitat i les funcions caracteristiques, estudiarem després el
comportament asimptotic de les series aleatories i, a continuacio, al tercer capitol entrarem
en l'estudi de les mesures de probabilitat. En aquesta seccié definirem la convergencia
feble de mesures de probabilitat i introduirem les convolucions de mesures de probabilitat.
Les proposicions i teoremes d’aquest apartat ens acompanyaran durant la resta del treball,
ja que aquestes seran la base per demostrar nombrosos resultats de teoremes limit centrals,
al quart capitol. Aix{ mateix, aquests resultats ens permetran definir les lleis infinitament
divisibles i estudiar les seves propietats. Finalment, introduirem el concepte de la llei
CPoiss de parametre p i acabarem demostrant el teorema de Levy-Khintchine.
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1 Introduccio a la probabilitat i les funcions caracteristiques

Aquest primer capitol el dedicarem a recordar alguns dels resultats basics i fonamentals
que es treballen a I'assignatura de Probabilitats, i a introduir les funcions caracteristiques,
les quals s6n noves per a mi i s’utilitzaran molt al llarg d’aquest treball. Les propietats
que veurem a continuacié que s’hagin treballat a cursos anteriors de Probabilitat no les
demostrarem, ja que no és ’objectiu d’aquest treball ni disposem del temps ni les pagines
necessaries. Aix0 no obstant, si que demostrarem alguns resultats basics sobre funcions
caracteristiques que he considerat més importants i que han aparegut més recurrentment
a les diferents proves d’aquest escrit, puix no podem perdre la rigorositat que ha de
caracteritzar als matematics.

1.1 Introduccié a la probabilitat

Al llarg de tot el treball estarem en un espai de probabilitat (€2,.4, P) on Q és 'espai
mostral i esta format per totes les possibles realitzacions o resultats del fenomen aleatori
que estudiem, A és una familia de parts de {2 que té estructura de o-algebra i P és una
aplicacié P : A — [0, 1] que anomenem probabilitat i satisfa
1. P(Q) =1,
2. Si {A,,n > 1} és una successié de conjunts de A disjunts dos a dos, aleshores
P(UX Ay) =50 P(Ay). (0—additivtat)
Recordem que A té estructura de o-algebra si compleix
(i) Qe A
(ii) Si A € A, aleshores A° € A.

(iii) Si{An,n > 1} C A, es compleix Up,>1 4, € A.

Es defineix com a espai mesurable, o de Borel, al parell ordenat (2, ), on € és un conjunt
i B és una o—algebra sobre 2. Per altra banda, anomenem espai de mesura a la terna
(Q, A, p) on A és una o-algebra de parts d’Q i : A — [0, o0] és o-additiva (amb u(0) = 0).
Un exemple important de mesura, que apareixera sovint al llarg d’aquest treball, és la
delta de Dirac en el punt x, definida com

S.(A) =14(z), A€ A,

i representa una mesura de massa total igual a 1 concentrada en el punt x.
Ara, si considerem un espai de mesura (€2, .4, 1), un espai mesurable (F, B) i una aplicacié
mesurable X : Q — E. L’aplicacié X indueix una mesura en l’espai (E, B) donada per

(no X~1)(B)=uw(X"'(B)), BeB.
Anomenem a ;0 X! com la mesura imatge de p per X. Aleshores es compleix:

Teorema 1.1. (Teorema de la mesura imatge) Sigui f : E — R una funcid mesurable.
Llavors f és integrable en lespai de mesura (E, B, poX 1) siinomés si foX és integrable
en (2, A, 1) i en aquest cas

[roxidu= [ fauox.

1



Podeu trobar la demostracié d’aquest teorema a la Proposicié 6.9 de la referencia [IJ.
Definim ara una variable aleatoria com una aplicacié X : 2 — R tal que

X YB)={weQ: X(w)eB}cA,

per tot B € B(R), on B(R) significa els Borelians de R. Aquesta aplicacid li fa correspondre
un valor real a cada element de ’espai mostral €.
Aleshores la llei d’una variable aleatoria X, denotada per Px, és la probabilitat sobre
(R, B(R)) definida com

Px(B) = P(X"'(B)),

per tot B € B(R). Observem que la probabilitat Px és en realitat la mesura imatge de P
per X. També definim la seva funcid de distribucié associada com una funcié F' : R — [0, 1]
tal que

F(z) = P(X <x).

Convé recordar que tota funcié de distribucié és creixent, continua per la dreta i satisfa
limy 100 F(z) = 11 limyy_o F(z) = 0, on x € R. Si aquesta variable aleatoria X és
integrable respecte P, definim [’esperanca matematica d’X com

E[X] = /Q XdP.

Aquesta és la integral d’X respecte la mesura P. Aleshores, pel teorema de la mesura
imatge, tenim que

E[X]:/QXdP:/Ra;(PoX1)dm:/xPX(dx).

R

Direm que una variable aleatoria és discreta si el conjunt X (2) és finit o numerable. En
aquest cas tenim que X : Q — {x;,7 € I C N} i, si és integrable, es compleix

E[X] =) z;P(X = ;).
i€l

Per altra banda, direm que és absolutament continua si existeix una funcié de densitat f
integrable tal que la seva funcié de distribucié F s’escriu

xX
)= [ f
—00
per tot x € R. Recordem que f és una funcié de densitat si satisfa:

(i) f =0,

(ii) f és integrable en el sentit de Riemann per R,
(iii) [* f(z)dz = 1.

Una variable aleatoria absolutament continua, integrable, amb densitat f té esperanca



1.2 Convergencia de variables aleatories

Resulta indispensable per seguir aquest treball recordar i entendre els diferents tipus de
convergencia de successions d’una variable aleatoria i les seves relacions. També convé
mencionar alguns resultats de Probabilitats que sén necessaris a moltes de les demostra-
cions que veurem durant aquest text.

El primer de tot és la Desigualtat de Txebitxev. Aquesta ens diu que si tenim una variable
aleatoria X, no negativa, i f : RT — R és una funcié creixent tal que E[f(X)] < oo. Si
a € RT compleix f(a) > 0, aleshores

1
f(a)

Suposem que tenim ara una successié de conjunts {A,,n > 1} d’un espai mesurable
(©,A). Es defineix

P{X >a}) < E[f(X)].

limsup A4, := ﬁ [j Ayg,

n=1k=n

lin%iann = [j ﬁ Ap.

n=1k=n

Notem que podem interpretar el limit superior de A,, com el conjunt {w € Q : w € A,
per infinits n}, i el limit inferior de A4,, com el conjunt {w € Q : w € A,, per per tots els
n, excepte potser un nombre finit}. Aleshores els Lemes de Borel Canteli ens diuen que:

(i) Si > 02, P(A,) < o0, on {A,,n > 1} és una successié de conjunts de A, aleshores
P({limsup,, A, }) = 0.

(ii) Si Yo7, P(A,) = o0, on {A,,n > 1} és una successié d’esdeveniments indepen-
dents, aleshores P({limsup,, 4,}) = 1.

Sigui ara una successié de variables aleatories, {X,,n > 1}. Direm que la successi6
convergeix quasi segurament a una variable aleatoria X si existeix un conjunt N € A de

probabilitat zero tal que
lim X, (w) =X (w)

n—o0

per tot w ¢ N.
Aleshores els lemes de Borel Canteli ens permeten demostrar que la successi6 {X,,n > 1}
convergeix quasi segurament cap a X si i només si per tot € > 0 es compleix

lim P({sup|X, — X|<e})=1
m—ro0 n>m

Un altre tipus de convergencia és la convegencia en probabilitat. Si tenim una successié de
variables aleatories { X,,,n > 1}, direm que convergeix en probabilitat cap a una variable
aleatoria X si

lim P({|X, — X|>¢})=0.

n—oo

Finalment, si {X,,,n > 1} és una successié de variables aleatories de 1’espai LP(€2, A, P)
amb 1 < p < oo. Direm que aquesta successié convergeix en mitjana d’ordre p cap a una
variable aleatoria X de LP(Q, A, P) si

lim E[| X, — X[P] =0.

n—oo



1.3 Funcions caracteristiques

Estudiem ara les funcions caracteristiques introduides per Paul Lévy. Aquestes ens per-
meten treballar amb una tecnica diferent la convergencia feble de probabilitats. Les
utilitzarem molt a la segona meitat d’aquest treball.

Si P és una probabilitat en R, la funcié caracteristica de P és una aplicacié pp : R — C
definida com

op(r) = /R e P(dz) = /R cos(tz)P(dx) + i / sin(tz) P(dz).

R

Notem que pp esta ben definida ja que les funcions sinus i cosinus son continues i fitades.
Ara, si X és una variable aleatoria, la funcié caracteristica de X és

px(t) = /ReitXPX(dm) = E[eitx},

on Px és la llei de X. D’aquesta definicié veiem directament certes propietats de les
funcions caracteristiques.

1. ¢x(0) =1 ja que [pe"P(dz) = P(R) = 1.

2. |px(t)| <1 per tot t € R, ja que |e*| < 1.

3. op(—t) = pp(t).

En efecte,

pp(—t) =

e~ P(dy) — /

A cos(—tx)P(dx) + Z/ sin(—tx)P(dx)

R

— 5

eite P(da) :/eitxP(dx)
R

cos(tz)P(dx) — z/

R
p(t).

sin(ta) P(dz) = /

R

I
©

4. Si X1,..., X, sén variables aleatories independents, aleshores

PX1 .4 X (1) = @x, (8) X oo X o, (8).
Efectivament,

E[e 0T 4X0] = Ble™] x . x B[] = ¢, (1) x ... x ox, (1)

5. @p(t) és uniformement continua. En efecte, qualsevols que siguin s,t € R, tenim

lop(t) —p(s)| =

/R(em — €Y P(dx)

< /]ei(ts)x — 1|P(dzx).
R

Com aquesta darrera integral esta afitada per 2 i tendeix a zero quan |t — s| tendeix
a zero, només cal aplicar el Teorema de la Convergencia dominada.

6. Propietat fonamental d’injectivitat. Aquesta ens diu que si ¢p, (t) = ¢p,(t) on P; i
P, son dues probabilitats en R, necessariament P, = P». Observem que la implicacié
contraria és evident.



Es pot provar utilitzant el Teorema de Stone-Weirestrass. Aquest ens diu que si
fixem un interval [—T, T, les combinacions lineals finites a coeficients complexos de
les funcions €%/ on k € 7 son denses en el conjunt de les funcions complexes
sobre [T, T] a valors complexos. Cal veure doncs que

/f AP, (z /f )dPy(z

per tota funcié real continua amb suport compacte. Fixem € > 0 i prenem T > 0 tal
que el suport de f estigui contingut en [T, 7] 1 P, ([-T,T]¢) <e, Po([-T,T]¢) < ¢
Pel que acabem de dir, existeix una funcié

~ " imk;x
r) = Zaj exp{ T] }
j=1

amb a] eC tal que sup|x|§T|f(x) f(z)| < e. Per hipotesi sabem que fR x)dP(z) =
fR x)dPy(x). També, com que f és 2T —periodica, tenim que

[ Flloc = sup |F(2)] <&+ | flloo-
z€[-T,T)

Per tant, si prenem 0 = | fR x)dP(z fR x)dPs(x

9 < f )dP; (z / F(2)dPy (z 2)dPs(x / f(z)dPs(x

(1.1)

/R (f(2) - F@))dPi(x) +

/ <f<x> ~ f(2)dPy(z).
R

Fixem-nos que

/ (f(2) - F@))dPi ()| <
R

| Jr@ - fw)dn@
{|=z|<T}

T) — dPi(x
+/M}\f F@)| dpr(a)
< P([-T,T))e +e(e + || flloo)-

Aplicant aquest raonament també a I’altre sumand de ((1.1]), obtenim
0 < e(P([-T,T]) + Po([-T,T1)) + 2e(e + || flloc) <261+ &+ [ f]loo)-

Com ¢ > 0 és arbitrari ja hem acabat.

A continuacid enunciarem i demostrarem la desigualtat de Paul Lévy. Aquesta és necessaria
per demostrar el teorema de Continuitat de Paul Lévy i també per demostrar el Teorema
de Levy-Khintchine. Els estudiarem més endavant, ja que per entendre’ls és necessari in-
troduir alguns conceptes que encara no hem vist. El primer d’aquests teoremes s’utilitzara
de forma recurrent al darrer capitol d’aquest treball per provar diferents resultats. El
teorema de Lévy-Khintchine sera 1"iltim teorema que veurem, quan parlem de lleis infini-
tament divisibles.



Teorema 1.2. (Desigualtat de Paul Lévy) Sigui P una probabilitat sobre R amb funcio
caracteristica . Aleshores, per tot a > 0,

P (x | > Z) < i/uu(l — o(t))dt.

Prova. Fent servir el Teorema de Fubini i el fet que la funcié sinus és imparell, operant
la integral de ’esquerra obtenim

R Y e
_ /R [i /_ 1;(1 —cos(tm)dt] dP(z) = /R 2 (1 - S”Z;ME)) dP(z)
) e

2
2P(m:]:ﬂ|>>.
u
O

D’aqui se’n dedueix un corol-lari que utilitzarem també en el darrer apartat, per demostrar
el Teorema de Levy-Khintchine.

Corol-lari 1.3. Si X és una variable aleatoria amb llei Px ¢ ¢ és la seva funcid carac-
teristica, aleshores eristeix o € (0,00) tal que per u > 0 és compleix:

P (\X\ > i) < Z/OUQ ~ Re(p(t))dt.

Prova. Tenim

Re(o(t)) = Re ( /]R emdpx(x)> _ /R cos(tz)dPy (z)).

i/ouu—}ze //1—costdeX( )dt.

A partir d’aqui, podem fer servir el mateix raonament del teorema anterior pero integrant
entre 0 i u en comptes de —u i u, i arribem a

o[- Retety > [ (1= apx (o)

> inf (1 - Sm(t)) P (\X\ > 1)
[t|>1 t U

siﬁ(t) )

Aleshores,

Aixi doncs, si prenem é = infpy> (1 — ja hem acabat. O



2 Series aleatories i criteris de convergencia

En aquest apartat ens interessara estudiar el comportament asimptotic de la successio de
sumes parcials

Sn=X1+Xo+ ...+ X,

on {X,,n > 1} és una successié de variables aleatories independents.

Sota certes condicions, veurem que la successio % convergeix en probabilitat (i quasi
segurament) cap a una constant. Si suposem que les variables X, sén indénticament
distribuides, aquesta constant sera la seva esperanca.

Proposicié 2.1. Sigui {X,,n > 1} una successid de variables aleatories incorrela-
cionades que satisfa B(X,?) < C per tot n > 1. Aleshores,

— E s
Sn (Sn) q. ,L2 0

n n—00

Prova. Primer demostrarem la convergencia en L?. Comencem estudiant la variancia.
Fent servir que les variables sén incorrelacionades,

2
Var(S,) = E [(Sn, — E(Sn)) (ZX E(X )

(2.1)
=E Z Z (Xi —E(X)(X; - E(X Z Var(X,
i=1 j=1
Aleshores obtenim facilment la convergencia en L?,
S —E(S,)|?
E ‘n —Var QZVar <—ZE nC’mO

Estudiem ara la convergencia q.s. Sense perdua de generalitat, podem suposar que les
variables X,, son centrades. En primer lloc, volem veure que

S 2 q.s
w17,
n n—o00

Sigui € > 0. Fent servir la desigualtat de Txebitxev i el mateix argument que a ({2.1)),
obtenim

P<712>8>< [Sg]:—Var( 46221/@7“ ——nC=—.

Per tant,

ZP(> ) an < 0.

Ara, definim

D, :=  max |Sk — Sp2].
n2<k<(n+1

7



Volem veure que —> 0. Primer de tot, fixem-nos que la incorrelacié ens dona

(n+l)2 n242n k
ED)<E| Y [Se-S|=> E| > X7|=
k=n?2 k=n2 I=n2+1
n242n n2+42n
=y Z EX7] < Y Z C < (2n)?
k=n? l=n2+1 k=n? l=n2+1

Fent servir aixo, obtenim

P <§; > g> < B (D] < (00 =
Aleshores, és clar que Y 2 ( > 5) < oo. Per Borel-Canteli es veu que = Dy —> 0.
Per acabar, fixem-nos que per n? < k < (n + 1),
Sk| _ ‘Sk — Su2t Snz| Sk = Spz| | [Sn2l _ Sk = Snz| | [Sn2l Do [Sn2]
k k - k ko~ n? n? - n2 n?

ISI

Ja hem vist que tant D =2 com convergeixen a zero quasi segurament. Prenent limits

|k|

veiem doncs que convergeix a zero quasi segurament, tal i com voliem veure.

O

Un exemple fonamental és el segiient: Siguin X, variables independents identicament
distribuides amb lleis de Bernoulli de parametre p. Aix0 significa que X, valdra 1 o
0 en funcié de si un esdeveniment Y ha passat o no a l'instant n, en una successié de
realitzacions independents d’un experiment aleatori. Aleshores el qliocient S—; representa
la freqiieéncia relativa d’aquest esdeveniment després de n realitzacions. Tenim doncs que
la successié de freqiiencies relatives convergeix quasi segurament cap a la probabilitat de
I’esdeveniment que estem considerant.

Estudiem ara el segiient teorema:

Teorema 2.2. Sigui {X,,,n > 1} una successid de variables aleatories independents tal
que existeir una successio {b,} — +o0o que satisfa:
n

a) > P(IXi] > by) ——0,
z 1

b) Z |X \ 1y x, |<bn}] — 0.

n—oo

n
Aleshores, si an = E[Xi1(x,1<b,})»
i=1

Sn—an P
bn, n—00
Prova. Definim Y,,, = X;1{x,<p,}> on j = 1,...,n. Definim també T,, = 377 | Vs .
Observem, en primer lloc, que

n
P(Sn #Ty) = P(Yn; # X, per algun j =1,..,n) <> P(Y, # X;).
j=1



Com Yy, = Xj si |[Xj| < by, tenim que P(Y,, # X;) = P(X; > b,). Aleshores, per la
hipotesi a), es veu

n—o0

P(Sp #£T,) < zn:P(Ynj £ X;) = En:P(Xj > by) — 0.
j=1 j=1

Per altra banda, fent servir b) i la desigualtat de Txebitxev, veurem que T"T_n‘“ 2, 0. Per
tot € > 0, tenim

1 2 1 2
p( > ) < BT~ ] = 5 BIT, - BT =

1 - 1 ¢
= ap Var( g Y,) = 2 g Var(Yy,;)
n n j

J=1 =1

T, —an

Var(T,)

e2h2

n n

IA

n—0o0

1 o 5
g > E[:] ——0.
j=1

Com que P(S,, # T,) 0i T"b_“" 2, 0, és facil veure que % 20, dones
mn

n—o00 n
S’VL - an Sn - a’l’b
P =P

§P<Tn—an
Od

A continuacié, estudiarem la Primera i la Segona desigualtat de Kolmogérov. Aquestes
ens serviran per demostrar el Teorema de les tres series de Kolmogérov.

S, — ap,
by

> e, 5, # Tn>

>5,Sn:Tn> +P(

> 5> + P(S, # T,) — 0.

n

Proposicié 2.3. (Primera desigualtat de Kolmogorov) Sigui { X,,n > 1} una successié de
variables aleatories independents, centrades tals que E(X?2) < co per tot n > 1, aleshores

UQ(STL)
P(max |55 > &) < —

on Var(S,) = a%(Sy).

Prova. Sigui My = Q, M, = {max;<j<x|S;| < €} per tot k& > 1. Observem que
M, C M,y C .. € M; C My. Considerem ara els conjunts Ay = Mp_1 — My =
{1Sj| <e,j=1,...,k —1,[Sk| > €}. Aleshores, si A = U}_, A, = {maxi<;<n|S;| > €},

2
volem veure que P(A) < % Com que les variables sén centrades,

o2(Sn) = B(S2) > /A (S)2dP = kzl /A (80— S+ 5P

Fixem-nos que (S, — S + S)? = (Sn — Sk)? + 2(S,, — Si)Sk + (Sk)?. El primer terme
és positiu i fAk(S” — Sk)SkdP = E[S(Sy, — Sk)1a,] = E[Sk14,|E[S, — Sk] = 0 ja que
E[S,, — Sk] = 0 per ser centrades i independents.

Amb aix0, si fem servir que en Ay, tenim [Si| > € i que A = U}_, Ay, veiem

Z/ (Su— S+ 502dP > S [ 2P > 2P(A).
k=1" A% k=1" Ak



Es a dir, 02(S,) > e2P(A) tal i com voliem veure. O

Estudiem ara la segona desigualtat de Kolmogorov.

Proposicié 2.4. (Segona desigualtat de Kolmogérov) Sigui {X,,,n > 1} una successio de
variables aleatories independents tals que E [| X, || < oo i existeir algun A > 0 que satisfa
| X, — E[X,]| < A q.s per tot n > 1, aleshores

4 (4e +2A)?
Pl I8l <)== )

Prova. Fent servir un raonament semblant a la demostracié anterior, definim primer els
conjunts My = Q, M}, = {maxi<j<i|S;| < e} per tot £ > 1. Observem que M, C
M,_1 C ... C My C M. Considerem ara els conjunts Ay = M1 — My, = {|Sj| < ¢e,j =
1,...,k—1, |Sk’ > 6}. Tenim My.11 = My — A1 1 A= U?Ak =Q - M,.

Definim també les variables centrades X; = X; — E(Xj) per tot j > 1. Per hipotesi,
\X;] < A. Sigui S; =5 _ X, amb Sy = 0. Ara definim aj, = % Jur, S,dP, ag = 0.

Volem demostrar
(4e +24)2

P(M,) < 22(5.)

Considerem en primer lloc

I:= / (Spi1 — ary1)?dP =1 — Iy,
My 1

on
L :2/ (S;g_ak+ak_ak+1+Xl,c+l)2dP 1 12:/ (Sllc_ak"'ak_akJrl""X’;H)?dP’
My, Agt1

jaque S;_ | = S; +Xj 1 Mpyy = My, — Apy1. Volem acotar la integral de U'esquerra de
la igualtat. Per fer-ho, acotem primer Is fent servir les segiients desigualtats:

|S]/<; - ak’ = Sk; — E[Sk] — P(ljwk) /M (Sk — E[Sk])dp‘
<[~ BIsi) - gy POE ~ BISD| < I8+

ap — agr1| = ‘P(ljwk) /Mk (S — E[Sk]) dP

1

 P(Mgy1) /Mk+1 (St = BlSk] + X1 — E[Xp41]) dP’

1 1
= Py /Mk (e~ ElSidP - 53— /Mk+1 (¢ — E[Sk] + A) dP

<et+et+A=2+A.

Aixi doncs,

, 2
IZ </ (|Sk|+€+2€+A+|Xk+1|> dPS (4€+2A)2P(Ak+1),
Api1
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on hem fet servir que, en Agy1, |Sk| < ei |X,;+1] < A. En conseqiiéncia, —Iy > —(4e +
24)*P(Aj1).
Ara, per acotar I7, fixem-nos que

/

(S — ar + ap — a1 + Xpi)? = (S — an)? + (ar, + ap1)® + (Xpsy)?
+2(S, — ag)(ay, + agp1) + 205, — ax) (Xpp)
+ 2(ag + ap1) (Xpp)-

Observem que E[1,7, (S, — ak)(X;;H)] =0iE[(ax— ak+1)(X,;+1)] = 0, per independeéncia
i ser centrades. També que

E[Lu, (S — ar)(ax — ar1)] = (ak — ax41)E[Lag, (S — ax)]
1

= (ap —a S.dP — P(My)———— | S,dP) =0,
(o kH)(Mk P = PO 5 [ s )

ja que ap = % ka S,;dP. Aleshores, si suprimim el terme (az — ap41)? > 0, podem
acotar [ inferiorment per

L > / (S, — ak)2dP—i—/ (X,;H)?dP _/ (S), — a)?dP + P(My)o*(Xjp1),
My, M;, My,

on en la darrera igualtat hem utilitzat la independencia de les variables. Per tant,

1 :/ (Sks1 — aki1)*dP Z/ (S, — ar)*dP + P(My)0® (Xp41) — (4 +24)° P(Ap41).
My 41 My,
(2.2)
Si considerem ara ©,, := 3}, ka+1(S/lf+1 — agy1)?dP — ka(S,/C — ay)?dP, com que
P(M,,) < P(My) per tot 1 <k <n — 1, tenim
n—1
0, > Y P(My)0*(Xj11) — (42 + 24)*P(Apy1)
k=0
> P(M,)o*(S,) — (4c + 2A4)2P(A),

on hem aplicant la desigualtat (2.2]). Per altra banda, la serie ©,, és telescdpica, per tant
es cancelaran tots els termes excepte 1"iltim i el primer. Com que ag = 0, S(/) = 0, tenim

0, = / (S, — an)?dP

- / n (Sn —E[S,] - P(len)/ (Sp — E[Sn}dp>2dp

n

< / (|Sn| +€)%dP < 4e*P(M,,).
M,

Aleshores, combinant les dos desigualtats, obtenim

P(M,)0?(S,) < 4*P(M,,) + (4¢ + 2A)*P(Q — M,,)
< (de + 24)*P(M,,) + (4e + 2A)*P(Q — M,,)
= (4e + 24)%.
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Com a observacié, donat que per hipotesi | X, — E[X,]| < 4, tenim que E|X,, — E[X,,]|?> <
A? i per tant té moment de segon ordre acotat.

A partir de les dues desigualtats de Kolmogérov podem establir el segiient criteri per
estudiar la convergencia quasi segura de series aleatories:

Teorema 2.5. (Les tres séries de Kolmogdrov) Sigui {X,,,n > 1} una successié de vari-
ables aleatories independents. Sigui A > 0. Definim Y, = X, 1{x,|<a}-
Aleshores > 2 | X, convergeix q.s si i només si convergeizen les tres séries:

a) 3 P(X,] > 4),
n=1

b)Y E(Y),
n=1

c) Z a2(Yy).
n=1

Prova. Suposem certes a), b) i ¢) i anem a veure que aixo implica la convergencia q.s de
> o2 Xp. Volem provar en primer lloc que Y 2 (Y, — E(Y},)) convergeix quasi segura-
ment. Considerem el segiient conjunt
: }
g (>
m

o0 oo o0
5= U N
és a dir que per tot m > 1 existeix un ng > 1 tal que per tot n > ng satisfa

n

> (Vi — E(Y)))

1=ng

m=1ng=1n=ng

n

1
2 (Vi—EM))| <
i=ng
Fixem-nos que
00 k 1 0o n 1
- N <=4 c - N < =%
N {nong%><<n > (Vi - E(¥) _m}_ N {Z(Y E(Y;)) _m}
n=no 1=n0 n=no 1=n0

Aleshores, la probabilitat del conjunt de I’esquerra sera menor o igual que la probabilitat
k
b, (Y~ E(Y))].

del conjunt de la dreta. A partir d’ara anomenem M, := maxy,<k<n
Per la Primera desigualtat de Kolgémorov tenim

o’ (Z (Y; - E(Y»))

1 -
P<Mn>>< ——
m m?

Per tant, la probabilitat del seu complementari és

1 n
P<Mn < m> >1-m*> oY),

1=ng

12



per tot m > 1. Aleshores, si fem servir aquesta desigualtat, tenim que

)= gt 2 ( 1 { <))

(Y;) és convergent. Aix0 implica que el limit en ng d’aquesta

n

> (Y - E[3])

n=no i=ng
oo
> lim lim [ 1—m? a2(Y;) | .
~ m—00 ng—00 ( Z ( 2)
i=ng

n 2
1=ng o

Per hipotesi, la serie >
és zero i, aleshores,
P(B) > 1.

Aix0 implica que P(B) = 1.

Aixi doncs, la serie > 7, (Y, — E(Y},)) convergeix quasi segurament. Per hipdtesi, la
serie Y > | E(Y},) també és convergent. Per tant, 7, Y, convergeix quasi segurament,
tal i com volifem veure. Per a) tenim » 7, P(|X,| > A) convergeix. Aix0 equival a dir
que la serie Y2 | P(X,, #Y,,) convergeix. Aleshores, per Borel Canteli tenim que {X,}
i {Y,} difereixen en un nombre finit de punts i, com > 7Y, convergeix, Y °, X, és
convergent quasi segurament.

Anem a demostrar I’altre implicacié. Suposem que Y > | X,, convergeix g.s. Sigui A > 0.
Suposem que > >, P(|X,| > A) = co. Per Borel Cantelli tenim P(|X,| > A infinites
vegades) = 1. Pero aix0 implicaria que la serie Y 2 | X,, no convergeix, cert per hipotesi.
Aleshores, Y 2, P(]X,,| > A) convergeix. Observem que pel mateix raonament d’abans,
tenim que > >, Y, és convergent.

Ara, per la segona desigualtat de Kolgémorov, tenim

k
‘ (4A +4)?
P({m 2V Sl}) s

;! Zi:no 02 (}/7/) .
Si la serie Y1 02(Y;) fos divergent, aquesta probabilitat tendiria a zero quan n — oo

i=ng
i=ng

per tot ng. Aixo voldria dir que la resta de la serie > 7, Y}, no estaria mai acotada per
1 g.s, és a dir que no seria convergent i per tant trobem una contradiccié.

Per acabar, observem que E(Y; —E(Y;)) = 0. Aleshores >, 0%(Y; —E(Y;)) =, 0*(V)) <
oo. Aixidoncs ), YV;—E(Y;) convergeix q.s, i com ), Y; és convergent, tenim que ). E(Y;
convergeix. O

Per acabar aquest apartat, demostrarem un ultim resultat respecte a series aleatories i
criteris de convergencia.

Teorema 2.6. Sigui {X,,,n > 1} una successid de variables aleatories independents.
Suposem que S, — . (|l| < 0o ¢.s), aleshores
P

S, — L.
q.s

Prova. Per tot € > 0 existeix un ng tal que per qualsevol n > ng es satisfa: P(|S,, — | >

5) < 5. Tenim doncs,

P(|Sn = S| > ) < P(ISm— 1| > 5) + P(ISn 1| > 5) <e.

13



Ara, fent servir que |z| — |y| < |z — y|, velem que

{150 = S| >} > [ {ISn — Skl < &[Sk — S| > 2¢}

k=m

n
> | { max | — S| < 26,180 — Skl < &,[Sk — S| > 2¢}.
Pl m<l<k

Fixem-nos que aquesta uni6 és disjunta. En efecte, si suposem que k = kg, tindrem que
per tot [ entre m i ko — 1 es satisfa |\S; — Sp| < 2¢ 1 [Sk, — Sm| > 2e. Si fem avancar la
k, k = ko + 1, aleshores el conjunt satisfa per tot [ entre m i ko que |S; — Sy,| < 2e, en
particular |Sg, — Spm| < 2. Amb aix0 i la independéncia de les variables aleatories tenim

_ > _ < _ —
e> P(|Sy — S| > ¢€) > ];np(mrg%ysl S| < 2e, |8k — S| > 26)P(|S, — Si| < €)

> in P(|S,, — S| <
> min (|Sn — Skl <e)

n
P S; — Sm| < 26,5k — S| > 2
sz: (mni?fk| ! ml| < 2¢, (S ml €)

=m

> (1 —¢)P( max |S; — S| > ).

m<l<n

Aixi doncs,
€

> P( max |S; — Sp| > ¢).
1—c¢ m<l<n

Si considerem ara el conjunt

pi= () U ) {5 sl <

m=1nop=1n=ng

analogament a la demostracié del teorema anterior, tenim que

m—0o0

m

1
P(B) > lim (1—17”1):1,

i aixo implica que .S, convergeix q.s.
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3 Convergencia feble de mesures de probabilitat

Fins ara hem estudiat diferents convergencies d’una successio de variables aleatories. No
obstant, en aquest apartat estudiarem aquests mateixos comportaments, pero referint-nos
a una successié de mesures de probabilitats sobre R. Considerem una successié { i, n > 1}
de mesures de probabilitat sobre R. El primer dubte que ens sorgeix segurament sera quan
direm que u, convergeix cap a una mesura de probabilitats u. Podriem pensar que la
definicié més natural seria dir que lim,, oo pn(B) = u(B) per tot B € B(R). No obstant
aixo, en alguns casos ens interessara poder dir que una successié de mesures de probabilitat
discretes, {un,n > 1}, convergeix cap a una llei continua p. Amb aquesta definicié aixo
no és possible, doncs si S és el conjunt numerable igual a la unié dels suports de les .,
tindrem 1, (S) = 1 per a tot n pero p(S) = 0. Aixi doncs, anem a donar la definici6é que
farem servir a partir d’ara.

Definicié 3.1. Sigui {un,n > 1}, una successié de mesures de probabilitat sobre R i
una mesura de probabilitat sobre R. Direm que aquesta successié convergeix feblement

cap a 1 escriurem Hn —> 12 si
n—

/f Yin(dz) — [ f(x)p(dz),

n—oo R
per tota funcié f : R — R continua i afitada.

Observacio. Genemlment st tenim {Xp,n > 1} una successié de variables aleatories,
escriurem X, —> X per dir que les lleis de les variables aleatories de la successio Xy,

convergeixen cap a la llei de X.

Fixem-nos que si f = 1, aleshores p,(R) — p(R).

En aquest apartat designem C,(R) com el conjunt de les funcions f : R — R continues i
afitades.

El segiient resultat caracteritza la convergencia feble en termes de les funcions de dis-
tribucié F),, i F, de p, i p, respectivament. Aquest resultat es demostra al curs de
Probabilitats i si esteu interessats en una demostracié podeu consultar Teorema 11.2 del
llibre Curs de Probabilitats de D. Nualart i M.Sanz. [1]

Teorema 3.2. Considerem F,(x) := pu((—o0,z]). Aleshores

fn = p = F, (z) = F,(z)
per tot punt de continuitat de F),.

Observaci6. D’aquest teorema es dedueir que si existeix el limit feble d’una successio
ln, aquest és inic. En efecte, si u i ' son dos limits, aleshores les seves funcions de
distribucio han de coincidir llevat de pot ser un conjunt numerable, © com son continues
per la dreta, son iguals. Aleshores u = p'.

Fizem-nos que quan parlem de convergéncia de la llei d’una successio de variables aleatories
cap a la llei d’una variable aleatoria, el limit no té perquée ser unic.

Presentem ara un nou concepte relatiu a les mesures de probabilitat.
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Definicié 3.3. Sigui M una familia de mesures de probabilitat sobre R.

(i) Direm que M és relativament compacte si tota successié d’elements de M té una
subsuccessié que convergeix feblement.

(ii) Direm que M és ajustada si per a tot € > 0 existeix un a > 0 tal que pu([—a,al¢) < e
per tota u € M.

A partir d’aquesta definicié i el Teorema de Helly-Bray, que veurem a continuacio, es pot
demostrar el que es coneix com a Teorema de Prokhorov. Aquest ens permet estudiar la
relacié entre una familia de mesures de probabilitat relativament compacte i una ajustada.
Gracies al Teorema de Prokhorov podrem establir un nou criteri de convergencia.

Anem a demostrar cadascun d’aquests resultats.

Teorema 3.4. (Teorema de Helly-Bray) Sigui {F,,n > 1} una successio de funcions de
R, a wvalors en [0, M], creizents i continues per la dreta. Aleshores ezisteiz una funcio
F :R — [0, M] creizent i continua per la dreta, i existeix una subsuccessio Fy, tal que

lim F,, () = F(x).

n—o0

per a tot punt de continuitat de F.

Prova. Fixem D := {z,,n > 1}, un subconjunt dens i numerable en R. L’objectiu és
construir una subsuccessié F),, tal que {F,, (z;),k > 1} convergeix cap a un cert limit y;,
per a tot 7 > 1.
Com que 0 < Fj(z1) < M per tot n > 1, per ser F,, una successié creixent i acotada,
existeix una subsuccessié {Fj ,(x1)} convergent cap a un limit y; € [0, M]. Si repetim
aquest argument, com que 0 < Fj, 1(x2) < M per tot n > 1, existeix una subsuccessié
{Fyn(z2)} convergent cap a un limit yo € [0, M]. En general, com que 0 < F, p(Tm41) <
M per tot n > 1, existeix una subsuccessié {Fp41n(Zm+1)} convergent cap a un limit
Ym+1 € [0, M]. Considerem doncs la successié Fy,, (z) = Fj p(x). Per cada z; € D, la
successié Fy, (x;) = Fj, p(x;) és una parcial de {F}(z;),k > 1} per k > j. Per tant,
Jim Fy, (25) = y5.
Definim ara la funcié Fp : D — [0, M] com Fp(x;) = y;. Observem que limy_,o F, () =
Fp(z) per tot € D. La funcié Fp és creixent, ja que si z < y, aleshores F),, (z) < F),, (y
per tot k > 1. Per tant, Fp(z) < Fp(y).
Sigui ara F': R — [0, M] definida per F(x) = inf{Fp(y) : y € D,y > x}. Aleshores F(z)
satisfa les condicions de ’enunciat. En efecte,
(1) Es creixent, ja que si 2, < o, aleshores inf{Fp(y) : y € D,y > 21} < inf{Fp(y) : y €
D,y > T2}
(2) Es continua per la dreta, ja que si prenem una successi6 {z,,n > 1} decreixent cap a x,
aleshores F'(z,) convergeix cap a F'(z). En efecte, suposem que F'(z,) decreix i convergeix
capaun b > F(z). Per la definicié de F(x) existeix un yo € D tal que yo > = i1 Fp(yo) > b.
Aleshores, per n prou gran, = < z, < yo; 1 en conseqiiéncia F(z,) < Fp(yp) < b, que és
una contradiccio.
(3) Finalment, veiem que en tot punt de continuitat de F', lim,_, Fy, (z) = F(z). En
efecte, si prenem y € D, y > z, fent servir que les funcions sén creixents tindrem

limsup F),, (z) < limsup F,, (y) = Fp(y),
k k
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ja que limy_,oo Fyy, () = Fp(z). Pel mateix raonament, si ' < y < z,y € D, aleshores

liminf F,,, (x) > liminf F,, (y) = Fp(y) > F(z'),
k—o0 k—ro00

per la definicié de F(z). Com aixd és cert per tot 2’ < x i F' és continua en el punt x,
obtenim lim infy_,o Fy, () > F(z) i en conseqiiencia F'(z) = lim, o Fr(z). O

Demostrem ara el Teorema de Prokhorov.

Teorema 3.5. (Teorema de Prokhorov) Sigui M una familia de mesures de probabilitat
en R. Aleshores M és ajustada si i només si M és relativament compacte.

Prova. Estudiem primer la implicacié cap a la dreta. Suposem que M és ajustada i
considerem una successié de mesures de probabilitat {u,,n > 1} € M. Per tot n > 1
prenem F;,, la funcié de distribucié de u,,. Aleshores, pel teorema de Helly-Bray, existeix
una subsuccessié de F,, {F,,,k > 1}, tal que limy_,o F, () = F(z) en tot punt de
continuitat de F, on la funcié F' : R — [0, 1] és creixent i continua per la dreta. Llavors,
és suficient provar que

lim F(z)=0 ¢ lim F(x)=1. (3.1)

T—r—00 T—r00

Fixem ¢ > 0 1 sigui @ > 0 tal que pp([—a,a]®) < e per tot n > 1. Sigui b >aic < —a
punts de continuitat de F'(z). Aleshores

Fo(b) = pn([a,a]) > 1 =,

Fa(e) < pn([a, a]) <e.

Si prenem el limit quan n — oo obtenim que F(b) > 1 —¢1i F(c) < e. Com aix0 és cert
per qualsevol € > 0, aleshores (3.1) és cert.

Demostrem ara la implicacié contraria. Suposem que M és relativament compacte. Si no
fos ajustada, existiria un € > 0 tal que per tot n > 1 existeix u, € M amb p,([—n,n]) >
. Per hipotesi existira una subsuccessié {p,,k > 1} tal que pp, # 1. Aleshores,

podem considerar la funcio
[ (@) = [lz] = (m = D" AL

Per tota ny > m tindrem

0 < e < limsup g, ([—nk, nkl¢) < hmsup/ [ (x)dpn, ()

k—o00 k—o00

- /R @) dp(e) < pl(-m+1,m - 11).

Si fem tendir m a infinit obtenim una contradiccié ja que tindriem u(@)) > 0. O
Aixi doncs, podem establir el segiient criteri de convergencia.

Teorema 3.6. Sigui {{n,n > 1} una successio ajustada de mesures de probabilitat en R
tal que totes les seves subsuccessions tenen el mateix limit p. Aleshores

UnL,u-

n—o0
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Prova. Suposem que {up,n > 1} no convergeix feblement cap a pu. Aleshores ha
d’existir una funcié f € CG(R) tal que { [ f(z)dun(x),n > 1} no convergeix cap a
fR AIXO 1mphca que existeix algun € > 0 i una subsuccessié {jn,,k > 1} tal
que | fR d,unk — Jp f( x)| > € per tot k > 1. Perd aixo contradiu el Teorema
de Prokhorov, ja que aquest ens dlu que ha d’existir una subsuccessi6 de {pn,,k > 1},
{Mnki ,i > 1}, que convergeix cap a p i per tant no pot complir la desigualtat. O

A continuacié estudiarem el Teorema de Continuitat de Paul Lévy. Aquest estableix
una relacié entre la convergencia feble d’una successié de mesures de probabilitat i la
successié de funcions caracteristiques associades, a la vegada que demostra que el limit
d’una successié de mesures de probabilitat també és una mesura de probabilitat.

Teorema 3.7. (Teorema de continuitat de Paul Lévy) Sigui {pn,n > 1} una successid de
mesures de probabilitat i {¢,,,n > 1} la successio de funcions caracteristiques associades.
Aleshores

(i) Si pn, ﬁ i, aleshores limy, o0 pp,, (t) = @, (t) per tot t € R.

(it) Silimy, o0 0p, (t) = @(t), on @(t) és una funcid continua en el zero, aleshores p(t)
és la funcid caracteristica d’una mesura de probabilitat , i pn, ——s .
n—oo

Prova. L’apartat (i) és una conseqiiencia immediata de la definicié de convergencia feble,
ja que les funcions sin(tx) i cos(tz) sén continues i afitades, i per tant

o) = [ @) [ (o) = (o)
R n—oo R
Per demostrar (ii) farem servir la desigualtat de Paul Lévy, que vam veure al primer
capitol d’aquest treball, i el Teorema de Convergencia Dominada. Aixi doncs, tenim

i ({o1e22) <2 1=

Per hipotesi, aquesta tltima expressié convergeix a é ffa(l —p(t))dt quan n — oo. Fixem-

nos també que
1 a
lim — [ (1 —¢(t))dt =2(1—¢(0)) =0,

a—0 a —a

on hem fet servir que ¢ és continua en el zero.
Fixem ¢ > 0 i sigui a > 0 tal que 0 < % [* (1 — ¢(t))dt < 5. A partir d’'un cert ng, per
tot n > ng, tindrem

i (|22 ) <o ({ostel 2 21) <2 [ mvnoia< 5 [ amppars <.

A més, per 1 < n < ng, existira a, > 0 tal que u([—an,a,]) < e. Per tant, si b =
max{ai, ..., any, 2}, tenim que sup,, p,, ([—b,b]¢) < € i per tant {4,,n > 1} és ajustada.
Pel lema anterior, si veiem que totes les subsuccessions convergents tenen el mateix limit,
igual a p, haurem provat que u, convergeix feblement cap a p. Suposem doncs que
{pn;,i > 1} és una subsuccessié convergent cap a una probabilitat v. Per la part (i)
tindrem

pu(t) = lim @y, (t) = (1),

i—00
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Aixo ens diu que ¢(t) és la funcié caracteristica d’una probabilitat, ja que sempre podem
trobar una subsuccessioé convergent, que designem per u = v i totes les parcials convergent
tenen limit u, aixi que ja hem acabat.

O

3.1 Convolucions de mesures de probabilitat

Introduim ara un nou concepte, el de convolucions de mesures de probabilitat. Aquest
jugara un paper important a I’hora de demostrar certs teoremes limits al segiient capitol
i a la vegada tindra un paper central en la definicié i 'estudi de les lleis infinitament
divisibles.

Definicié 3.8. Siguin g i pe dos mesures de probabilitat sobre R. Aleshores definim la
convolucié de p1 i pe com

(i % 2)(B) = [ pa(B = oy (),
onBeBR)iB—-—z={y:y+xz € B}.
Considerem ara 'aplicacié T': R x R — R, que envia (z,y) a  +y. Com és continua, T’

és (B(R) x B(R), B(R))-mesurable. Si considerem la mesura (y1 x pi2)oT () en (R, B(R))
induida per T' i la mesura pu; X p2 en (R x R, B(R) x B(R)), es compleix

o(B): = (% ) (TB) = [ 1z mydiata)din ()

:/ [/ d/m(af)] dua(y) = / p2(B = y)dp (y) = (1 * p2)(B).
R | J{z:zeB—y} R

Per tant, (p1 * p2) és una mesura. Fixem-nos que podriem canviar els paper de pg i pg
i fixar primer x i veuriem v(B) = (ug * p1)(B). Per tant pq % po = po * p1. Anem a
veure ara que la convolucié de mesures és associativa i existeix un element neutre. Siguin
Wi, pa, i3 C M, on M és el conjunt de mesures de probabilitat sobre R, aleshores

(3.2)

(1 o) * p13) (B) = /R i3(B — 2)d(p %)) = /R (B~ (& -+ y))dps () (),

(i ¢ a2 109) (B) = [ (s (B = )i ) = [ [ a8 =0 = ) ()
Amb aixo tenim que (p1 * p2) * g3 = p1 * (2 * p3). Observem que si definim dyoy(2) =

1 =0 N
{ 0’ i 0’ aquest sera ’element neutre. En efecte,

oy <m(B) = [ (B = a)dsio@) = [ (B) = (D).

Fixem-nos que la convolucié de mesures de probabilitat també és una probabilitat, doncs
i+ p2)®) = [ (R =2)dpn(a) = [ d(@pal®) = 1.
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Aleshores, podem calcular la seva funcié de distribucié. Sigui F' la funcié de distribucié
de p1 * pg, on F1 i Fy son les funcions de distribucié de pq i po respectivament, aleshores

F(x) = (n # o) (—00,2]) = /R 2 (—00, 2 — y]) dpa (y) = /R Fy(x — y)dFi(y). (3.3)

Aix{ doncs, si F1 1 Fy sén dues funcions de distribucio, definim la convolucié de Fy amb
Fi com

F(z) = /R Fy(z — y)dFi(y),

iescrivim F' = Fy % F,. La definicié es dedueix de (3.3)). En el cas que F sigui absolutament
continua i tingui una densitat f associada, si fi; és la densitat associada a ui i fo és la
densitat associada a ps, es compleix

Fa) = [ Fao - piario) = [ ( / ;ny(Z)dZ> fily)dy

:/R[/;fz(t—y)dt] fl(y)dy:/g; [/ng(t—y)fl(y)dy] dt.

Es a dir, la convolucié de py * o té com a funcié de densitat

£(t) = /R folt — ) f1 (w)dy. (3.4)

Definim la convolucié de fy amb f; com i escrivim f = f1 * fo. Pot ser interessant
tenir en compte que si X i Y son dues variables aleatories independents absolutament
continues, la funcié de densitat de Z = X + Y és la convolucié de les densitats de X i de
Y.Esa dir,

fevio = [ vt — ) () (3.5)

Per provar-ho, trobarem primer la funcié de distribucié de Z i, com es tracta d’una
variable aleatoria absolutament continua, la derivarem per trobar la seva densitat. Fent
servir que son independents, tenim que

[e%¢) t—x

') t—x
Fpt)=P(X 1Y <t) = / / f(,y)dydz = / Fx (@) fy (y)dady

—00 J —00

[ @ [ s
= /Oo fx(x)Fy(t - .T)dl‘,

on en la darrera igualtat hem aplicat la definicié de funcié de distribucié de Y. Ara, fent
servir la derivaci6 sota signe integral (veure [§]), si derivem respecte de t obtenim

9Pty = / Z () (¢ — ) = / Z fx (@) fy(t — z)dz,

tal i com voliem veure.
Finalment, podem calcular la funcié caracteristica de pq * ps.

Prurepa (1) = /R e d(py * po)(z) = /R ] T dpy () dps (y)

= / emd,ul(x)/ e“yduz(y) = Py (t)(pm (t)a
R

R
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on hem fet servir a la segona igualtat el teorema de la mesura imatge.
Ara, per tot £ > 1 definim el conjunt

CF = {f : R — R acotada, k-vegades derivable i amb derivades continues i acotades}.

Per tota funci6 f € C,f , definim la distancia entre dos mesures pu, v com:

k .
di(p; v) = sup {'/Rf(m)u(dx) — /Rf(m)u(dx) f e Cl]vaHf(Z)Hoo < 1} .
=0

Aleshores podem establir els segiients criteris de convergencia:

Proposicié 3.9. Siguin u, i u mesures de probabilitat. Aleshores

i ——— = Ik > 1, dp(pn; p) —— 0 <= Vk > 1,dp,(ptn; 1) — 0

n—oo n—00 n—oo

Prova. Suposem que existeix algun k > 1 tal que dg(pin, ) —— 0. Anem a veure
n—oo

que aixo0 implica g, — . Sigui x un punt de continuitat de F', on F és la funcié de
distribucié de p. Notem que podem trobar un conjunt de funcions fy,(x) € C;° tals que

1[—00,33} < fn(x) < 1[700’14,%},
i també funcions g, (x) € C;° tals que
1[ ooxff] < gn( ) < 1[—m,m]-

Observem que si dg,(pin, ) — 0 tenim que [ f(x)dpn(x) — Jg f(x)du(x). Aleshores,

Flo-a)=n((-o0r=2]) = [tmayin@ < [ m@inte)

= lim [ gu(z)dpm(r) = lm [ gn(2)dpm(r) < lim 1[7oo,x]dum(:c)

m—oo Jp m—oo JR m—o00
< Gm [ 1 udin(@) < Tim [ fu(@)dpn (e / fule)dp(a
m—oo | m—oo Jp

1

Per tant, si prenem limits en n als dos costats de la desigualtat obtenim

liminf F),, (x) = limsup F},, (x).

n—00 n—o0

Aixf doncs limy, o0 F, (z) = F(z) per tot punt de continuitat de F(z), i pel Teorema [3.2]
tenim que fi, —— f.
n—oo

w . . .« s N , .
Suposem ara que pu, —— . Volem demostrar la impicacié contraria, és a dir veure
n—o0

que Jk > 1 tal que dg(pn, p) — 0. Observem que com dy > dy > ...., si demostrem el
resultat per d; ja haurem acabat la demostracié. En efecte, provariem la primera doble
implicacié i la segona surt directament, doncs d’esquerra a dreta es veuria immediatament
per argument que acabem de dir, i de dreta a esquerra és trivial. Anem a veure-ho per
di. Agafem un ¢ fix, ¢ > 0. Tenim que R = (J;7(an,bs] on a, i b, sén punts de
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continuitat de F'(x) per tot n > 1 que satisfan b, — a, < . Aix0 és possible ja que els
punts de discontinuitat de F'(z) seran numerables, finits o no existiran. Ara, considerem
una funcié f e} tal que ||fHOo + 1f loe < 1. Aleshores, si prenem Iy, := (ag,by] i

Dy = UR ) dpin (@ fR :U)‘ tenim

e ‘/ @) + 3 (@) = 3 (1) = IREE
A F(ag)dpn(a +Z/ (ar) — f(z))dp(z)
+ Zf ar) [pn(Ix) — p(I)] ‘

/|f F @) dpn(e +z/|f flar) dp(e)

+ Z | f(ak) [pn(Ik) — p(Ix)]| -
k=1

Si fem el desenvolupament de Taylor de f(z) en ag, obtenim f(x) = f(ax) + Ro(z) on
Ro(z) = f'(a)(z — ai) (la resta de Lagrange) per a entre ay, i . Com que ||f [loo < 1,
aleshores |f(z) — f(ar)| < |r — ax| < e. Fent servir aixo, que u(R) < e i que || flloec <1
podem seguir acotant D,,:

ZEDY /I RZCEDY /] o) + 3101~ 1)

< 2e 4+ 3 n(li) — (L)
k=1

Per tant,

?gg{/f z)dpin (x /f )dp(x

Ara, per tal d’acotar Y ;o |pn(Ix) — ()| notem que |[A| = 2AT — A per tot A. Aix{
doncs

} <2: 43 Jually) — Iyl
k=1

D lin(Tk) = p(Te) = 2> [in(Tk) = p(TR)]T =D [in(T) — p(Ii)]-
k=1 k=1 k=1

El terme que s’esta restant s’anulara, ja que

> i) = pIe) =D pn(le) = > p(Ip) =1—1=0.
k=1 k=1

k=1

Per altra banda, si considerem la funcié gn(x) := S50, 2 [un(Ix) — p(Ix)] " L kg1 (),

tenim que
o

2 (1) = 1] = [ gn(o)ie

k=1
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Per hipotesi g, (z) — 0 per tot = € R, ja que p, —— . També
T—00 n—oo

lgn(z)| < ZQMn(Ik)l(k,k—H](x) = g(z).

k=1

Aleshores [, g(x)dz = >"32 2un(I;) = 2 < 00; i pel Teorema de Convergeéncia dominada,

o0 o0
/R g@)de =23 un(I) — p(T)]" — 3 ln(Te) — p(I)] ——> 0.
k=1 k=1
Aixi doncs,
sup { / f(z)dpn(x / f(z)dp(z } — 2e.
fECg n—o0
I, per tant, ja hem acabat. O

Abans de continuar, recuperem la igualtat vista a (3.2]). Si utilitzem la mateixa notaci6
que aleshores, tenim que (u1 X p12) o T~ = g * pg. Per tant, donada una funcié f € CF,
per un k > 1 qualsevol, es satisfa

/R F@)d(pn * o) / F@)d (11 % p2) o TV (2).

Si apliquem el teorema de la mesura imatge a (p; X p2) o 71, tenim

[ 1@t =)@ = [ @ (%) 0T @) = [ (FoThd(e)date) (3.6)
R R2

Aixi doncs, veiem una ultima proposicié abans de passar als teoremes limit centrals.
Proposicié 3.10. Siguin p1, 2, .., fhn @ V1, V2, .., Vn mesures de probabilitat. Aleshores
n
i (1 % ook s V1 % ok ) < de(ui;l/i).
i=1

Prova. Demostrarem I’enunciat per induccié. Comencem estudiant el cas n = 2. Siguin
W1, o 1 v1,v9 mesures de probabilitat. Aleshores, fent servir el que acabem de veure a

(3.6, tenim

di(p1 * po; V1 * V) = sup {
feck

d(py * p2)( / f(x)d(vy % 19)(x)

stgg{ /f x4 y)dp (z)dpa(y /f z + y)dp (x)dva(y )‘
'/f$+ydﬂl( )dva(y /f90+de1( )dva(y )'}
= sup {| [ ([ 6+ 0 st a0

. (/Rf(a: +y)(dp (z) — dV1(:c))> va(y)‘ }
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Si apliquem la desigualtat traingular,

g v < [ sup | [ 1o+ 0)dna(o) = dvalo) o)

feck

/ sup
R feck

= di(p1; 1) + di(p2; v2).

[+ i)dmto) - dmm»Mw@>

Ara suposem que ’enunciat és cert per n. Estudiem el cas n+1. Siguin g1, ..., fhn, fn+1
i vy, ...,Vn, Unt1 mesures de probabilitat. Prenem p = py * ... %y 1 v = v1 % ... % Uy,
Aleshores, com ja hem demostrat el cas per n=2 i per la hipotesi d’induccié tenim

dk(#l ¥k Upy13 V1 ¥ ¥ Upgl = dk(M * g 15V % Upy1) < dk(#% V) + dk(ﬂn+1; Vn+1)

<Y di(pas vi) + di (g1 Vo) O
i=1
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4 Teoremes limit centrals

Sense parlar de moment de manera gaire rigorosa, podem dir que el teorema del 1imit cen-
tral estableix la convergencia en llei cap a una distribucié normal de la successié de sumes
de variables aleatories independents (no necessariament idénticament distribuides), amb
moments de segon ordre finit. L’objectiu d’aquesta seccié és estudiar diferents resultats
de convergencies cap a una normal. Tindrem que Xj,..., X,, seran variables aleatories
independents amb lleis associades .Z(X1), ..., £ (X, ), respectivament. Observem que

LD Xi) = L(X1) * ... % L(Xy), (4.1)

on entenem que la llei de S =>"" | X; és igual a la convolucié de les lleis de X1, ..., X,,.
Per altra banda, recordem que donades dues variables aleatories X i Y tals que X ~
N(0, UX) 1Y ~ N(0,0%), es satisfa que X +Y ~ N(0,0% + 0%). Aleshores, si 02 =
S o2, per tot n > 1 es compleix

N(0,0%) = N(0,0%) * ... x N(0,02). (4.2)

El segiient resultat ens permetra demostrar el primer teorema de la historia sobre el
Teorema Central del limit, d’Abraham de Moivre.

Proposicié 4.1. Siguin X1, ..., X,, variables aleatbries independents, centrades i acotades
per C. (|X;] < C gq.s per toti=1,...,n). Definim o7 = E[X?] io =" 02 Aleshores

i=19;
ds (Z(S.):N (0,0%) < ¢ (1 T \E) o,

Prova. Per comengar, definim Y; ~ N(0,02). Si o? = Y, 12, temm tambe Y ~
N(0,02). Aleshores, per la Proposicié utilitzant les igualtats (4.1)) i (4.2), tenim
d3(Z(S,); N(0,0?) <Zd3 N(0,02)).

"

Sigui f € €} una funcié tal que ||flloo + [[f lloo + If lloo + 1/ lloo < 1. Si fem el
desenvolupament de Taylor de f(z) al voltant del zero, obtenim

1) = 10 + 5 O + 1302 1 Ry,

1"

on Ry(z) = fT@:ﬁ’ per a entre 0 i xz. Per tant, considerant variables X; i Y;, tindrem
g "
E[£(X)] = £(0) + /" (0) + E[Ra(X)],
2
g "
E[f(Y)] = £(0) + 5 f(0) + B[Rz (Y3)].

Aleshores, per w € €, essent Z(w) entre 01 X;(w), i Z(w) entre 0 i Y;(w), tenim

B [x3"(2) - v (2)].

B[f(X0) ~ f(¥)] =
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Fent servir que || f"”|| < 1, tenim que

dy(xiY) < ¢ (B[IXPF"(2)] + B[P (2)]) < ¢ (BIXP] + B [WP).

Per hipotesi, E [|X;]?] < CE [|X;|?] = Co?. Per altra banda, si ¥; ~ N(0,0?), aleshores

B[] = %/y s dy—\fo— <\f0 :
ds(L(X,): V) < é (caf 4 ﬁcﬁ) - % (1 + \E) o2.

d3($(sn);N(an'2)) < % (1 + i) Zzn;(f? = % (1 + 78r> o2,

Per tant,

Finalment,

a

Ara, enunciarem i demostrarem el primer teorema de la historia sobre el teorema Central
del limit. Va apareixer per primer cop 'any 1738 a la segona edicié de The Doctrine of
Chances d’Abraham de Moivre. Aquest va descobrir que si realitzavem n experiments de
Bernoulli independents, cadascun amb probabilitat d’exit p, la seva funcié de massa de
probabilitat convergia cap a una distribucié normal amb esperanca np i desviacié tipica

np(1l —p).
Teorema 4.2. Siguin {X,,n > 1} un conjunt de variables aleatories independents on
X; ~ Bernoulli(p). Aleshores

Y Xi—np  w

np(l —p) n—oo

on X ~ N(0,1).

Prova. Siguin X1, ..., X;; un conjunt de distribucions de Bernoulli independents. Aleshores

podem definir
Xi—p

= T
np(l —p)
per ¢ = 1,....n, on les variables Y; sén independents, centrades i acotades, ja que
Xi—p
np(l — p)

2 _ 2 Xi—p _ 1 o2( X :l
" <np(1—p)> =) 0T

2 _ Ny 2 _ N\ Xiop _ i Xiznp
Per tant 0° = > " ;07 = 1. Notem que S,, = Y ", T D) Aleshores,

< max(p, 1- p)
np(l —p)

També tenim que

per la Proposicié tenim

d3(Z(Sn), N(0,1)) < é (” \/i) maiﬁ’ffp? =
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4.1 Familia triangular i sistemes infinitessimals de variables aleatories

Considerem el segiient conjunt: {Xn]., 1 <j < kp,ky, — o0}, on les files sén variables
aleatories independents. Diem que aquest conjunt és una familia triangular de variables
aleatories.

Estudiem ara el segiient resultat.

Teorema 4.3. (Teorema de Lindeberg). Suposem que {Xy;,1 < j < ky, ky, — 00} és una
familia triangular i que les variables aleatories Xy, son centrades. Si compleiz:

kn
a) ZE[XEL]] — 02,
j=1

kn

b) ZE[XT%jl{IanN}] — 0 per tot 6 > 0. (Condicio de Lindeberg)
j=1

Aleshores: .

S, = ZXn]. ﬁ N(0,02).
j=1

Prova. Definim les variables aleatories X, ;s = Xp,;1{x, |<51- També definim S,5 =
;1<
E?il Xny5i005 = Z?il 0%(Xn,s). Aleshores, si d := d3(Z(Sy); N(0,0?)), tenim

d3(Z(S,); N(0,02)) < d3(Z(Sn); L (Sns — E[Sns])) + d5(L(Sns — E[Sns]); N(0,02%5))
+ d3(N(0,025); N(0,02)).

Anem a veure que tots els termes d’aquesta suma tendeixen a zero. En primer lloc,
fixem-nos que com E[X,,;] =01 X,,, = Xy, 1x, |<s} T Xn;1{|x,,.|>s6}- Aleshores
b b J'— J

E[anl{\an|§5}] + E[an1{|an|>5}] =0. (4.3)
Si movem un dels dos termes a l’altra banda de la igualtat, elevant tot al quadrat obtenim
E[Xy,1(x, |<s)]” = ElXn,6)* = B[Xy, Lx, 1=5))°.

Fent servir aix0, i que ng - XTQLJ_(; = X?zjl{\anb&}v tenim que 02(S,,) — 02(Sys) satisfa

kn kn kn
2
0< ZE[XTQL]] N ZE [Xns5 = E[Xnp]]” = Z (E[XEL]] N E[X?lﬂ] + E[an5]2>
j=1 j=1 j=1
i n
2 2 2
=Y E ([an1{|xnj\>5}] +EX, 1x,, >8] ) <2 ZE[anl{\anbé}] —0
=1 =1

per la hipotesis b). Per tant, tenim que

d3(N(0,075); N(0,0%)) — 0,
ja que lim, o0 025 = o2,

2
Anem a veure ara que S, — (S, — E[Sps]) i—> 0. Fent servir en la primera igualtat que
n oo
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E[S,] = 0, tenim

E [(Sn = (Sus = E[Sws])’] = El(Sa = Sus) — ElSn = Sus))’] = 02(Sn = Sus)

kn, kn
=0’ Z(an = Xnjs) | = ZUQ(an — Xnj6)
j=1 J=1
kn kn
< ZE[(XW - an5)2] - ZE[ngl{\anpé}] oo
i=1 =1

per la condicié de Lindeberg. Finalment, com que
| X6 — E[Xn,5]| < [ Xn,s| + [E[Xn,s]] < 29,

per la Proposicié tenim

d3($(sn5 - E[Sné]);N(O’Ug(S)) < é (1 + \/E) 0-721625'

Si prenem el limit superior veiem que

limsup d3 (Z(Sns — E[Sps]); N(0,025)) < L (1 + \/§> 0?26
T

n—o0 6

1
= (1 + \/§> 0226 — 0.
n—o00 6 s 0—0

i per tant

0 < limsupds (L(S,); N(0,07)) <

Ara definirem un nou tipus de families triangulars.

Definici6é 4.4. Diem que una familia triangular {an, 1 <j <kpy,k, — oo} és infinites-
simal si

nh—>Hc>lo lg;%)]in P (]Xn].] > 5) =0, per tot € > 0.
Observem que la condicié de Lindeberg implica que X,,; és un sistema triangular infinites-
simal. En efecte, si per tot € > 0 tenim Z?il E[ngl{anjba}] — 0, com que

kn o
;E[X’zjlﬂxnj'x}] = 52;]3 (1Xn,| > €) > €  Jax P (|Xy,| >¢) >0,
aleshores
kn
0<é? ligl_i}ip 1%2@ P (’Xn]’ > 6) < hﬂsolipjz;E[ngl{|an>5}] —0.

Per tant maxi<;j<k, P (’Xn]’ > 6) — 0.

Anem a veure que, sotes certes condicions, una familia triangular infinitessimal compleix
també la condicié de Lindeberg.
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Teorema 4.5. (Teorema de Feller). Sigui {X,,;,1 < j < kp,ky — oo} una familia
triangular inﬁnitessimal de variables aleatories centrades que compleix:

ZE n%oo 2’

w 2
b) Su=7_ Xn, —— N(0,0%).
Aleshores, compleizr la condicio de Lindeberg.

Prova. Per demostrar el Teorema de Feller necessitem veure en primer lloc que

kn

ZE[!Xn]|1{|Xn bey| =0, (4.4)
7=1

per tot € > 0. Aix0 ens permetra veure que ngl P(]Xn].] >e) —— 0 pertote >0. A
n—o0

la segona part de la prova demostrarem que es compleix la condicié de Lienberg.
Comencem doncs demostrant (4.4]). Per fer-ho, utilitzarem que si tinc una mesura sobre
R, p, tal que ‘—il és integrable, per la Desigualtat de Jensen es satisfa

/ 1 du > 1

S —

R |7 fR’x‘dﬂ
Aleshores, si ho apliquem a la llei de [ X, ]21{‘ Xoj|>ehs obtenim

/d$(|X B )—E 1y >E[|X B rl
Tl mil L2 ) = B | g oplix, 2a | 2 w7 L{1X0, | >¢)

Per tant,

1

1
1 2 1
E |:’)(|21{|an>6}:| E [’anlzl{anj‘>5}i| ‘> 1. (4.5)
nj

N

Amb aix0, anem a demostrar la primera part. Per la desigualtat de Schwarz,

E || Xn, [ x, (50| < B [1Xn, P10, 150 e Lix, et -

1/2
<B[1X0, Py, o0] P (X0 > €)1

D=

Si fem servir que E [IX b {\Xn |>8}} < ( P(|X,,| >€)) /2, aplicant a 1 la desigualtat

(4.5), obtenim

1
E [|an|1%|an\>6}} < EE (10, P1{| X, | > €}] P (X0, | > €)
1
< ZE X0, P max P (1Xn,] > ¢).
Ara, si ho sumem tot,
kn 1
0< z:lE [’an1{|xnj|>a}} < 2133’2 P (| Xy, >e ZE |an — — 0,
]:
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ja que maxi<j<g, P(|Xy,;| > €) tendeix a zero per ser un sistema triangular infinitessimal
i Z?gl E[| X, |?] tendeix a 0% < oco.

Demostrem ara la segona part. Fixat 6 > 0, podem definir X,, 5 = anl{\anIS(S}'
Aleshores S,,5 = Z?gl X5 1 E[Sps] = Z?Zl E[X,,;s5]. Demostrarem per una banda

Sy — E[Sns] % N(0,0?%), (4.6)

i per altra banda, definint 07 := liminf, E m E[X2

nys) Veurem que

Sus — BlSus] —— N(0,03). (4.7)

n—oo

2

Aleshores per la unicitat del limit tindrem o* = ag i aix0 prova la condicié de Lindeberg,

doncs i
ZE[|an|21{|XnJ\>6}] ZE | X, 7] ZE X, l]
j=1

i per tant
kn

0< hmsupZE [|an| L{x,, ‘>5}} < hmsupZE | X, | ] hmsupZE | X, 6 ]
n—oo n—roo G n—oo T
=02 - a§ =0

Veiem ara 1.) Observem que S5 — E[Sys] = Sns — Sn + Sn — E[Sns) — 0+X+0,

on X ~ N(0,0?). En efecte, per la primera part tenim

P (|Sps — Sn| >¢) < P( ns 7 Sn) < P(|1 X5, | > 6, per algun j =1, ..., k)

<ZPany>5 — 0.

n—o0

Per altra banda, com que les variables X,,; son centrades, es compleix novament la igualtat
(4.3). Aixi doncs, podem veure que

o ko
|E[Sns]| = ZE[anlﬂan\ga}] = ZE[an1{|an\>a}]
j=1 j=1
o
< EIXn [1gx,,55] —— 0.
j=1

Provem ara . Fixem-nos que l'existéncia de o = liminf Zl’?" E[Xg 5] implica que
existeix una parcial convergent que satisfa Z L E[X2 6] — o2. Per tant, ara podem

contruir un sistema triangular {X,, s — E[X, 5], j = 1 km,k‘m — o00}. Si velem que
compleix les dos condicions del Teorema de Lindeberg:

n,;
2(Sns) = > _E[X7 5] — B[X,,,6]* — 03,
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kn,
b) DB [1X0,5 — BlXual P, 150 — 0.
7j=1

tindrem S,,5 — E[Sp5] —— N(0,02) i ja haurem acabat. Demostrem a). De nou, si fem
n—oo
servir la igualtat (4.3)), tenim

0<> E[X,*=> E[X,, Lyx,, 6] < ZE[!an!1{|an|>a}]2 —0,
j=1 j= =1

per la primera part de la demostracié. Per tant,

n,
> (E[X) 5] — B[X,;]%) — a§ +0.
j=1

Ara veiem b). Per fer-ho, utilitzarem que |X,,;5 — E[X,, s]| <26 i que
€ €
{1Xn,5 = EXo,o)l > e} © {1 X0l > 5} < {1x,1 > 5},

. kn,
ja que .M [E[X, s]| — 0 quan [E[X,, s]| < §. Per tant,

o,
0= ZE {’Xnﬂ - E[an5]|21{)x S—E[X .5‘>€}:|
j=1 " "

Fon,

j=1

kon,

9 5
-

‘7:

novament per la primer part. Aix{ doncs, { X5 —E[Xy;6],5 = 1, ..., kn,, kn, — 00} satisfa

J )
la condicié de Lindeberg i, per tant, S,s — E[Sys] % N(0,0%), tal i com voliem veure.
n oo
O

Per acabar aquesta seccid, enunciarem i demostrarem el Teorema de Lyapunov.

Corol-lari 4.6. (Teorema de Lyapunov). Sigui {Xn;,j = 1,...,kn, kn — 00} un sistema
triangular de variables aleatories que satisfa:

kn
a)z E[ng] —— 02,
j=1

kn
246 o
b) 30 > 0 tal que ZEHan I — 0. (Condicio de Lyapunov)
j=1
Aleshores )

Sn:ZXn] mN(0,0’ )
j=1
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Prova: Es facil veure que la condicié de Lyapunov implica la condicié de Lindeberg, doncs
tenim que per tot € > 0

kn kn kn
> E[IX,, [*T] > Z [1 X0, |2 1{|an|>5] > & ZE[\XnJ\21{|an|>a}] >0
=1 =1

Com el primer terme tendeix a zero per hipotesi, ja hem acabat. O

4.2 Successions que no tendeixen cap a una normal: La Poisson com-
posta

Sigui { X, n > 1} una successié de variables aleatories tals que X,, ~ B(n,py,), on B(n,py,)
correspon a una Binomial de parametres n i p,. Suposem que {p,,n > 1} és una successi6
en [0,1] tal que lim,_,oc np, = A per algun A > 0. Aleshores tenim que

X, —— Poiss()\).

n—oo

Es a dir, la binomial convergeix cap a la llei de Poisson. No obstant, observem que la
binomial també es pot construir com By, (n,p,) = Z?:l Xn; on {Xy,,j=1,..,n;n > 1}
és un sistema triangular tal que X, ~ Bern(py,). Aleshores, podriem fer-nos la pregunta
de per que S, = Z;L:1 Xn; no convergeix cap a una distribucié normal. La resposta és
que no compleix la condicié de Lindeberg.
L’objectiu d’ara sera estudiar la llei de Poisson composta i les seves caracteristiques prin-
cipals.

Definicié 4.7. (LLei de Poisson composta). Sigui  una mesura finita sobre R. Per tot
B € B(R) definim

(Poiss(p))(B) = e H®) Z “*;“(3)7

on el primer terme sera ;) (B).

Observem que e #®) S %{‘(3) <> o %{‘(R) =1, en particular Poiss(u)(R) =
1. També veiem que Poiss(u)(B) > 0 per tot B € B(R) i Poiss(u)(#) = 0. Anem a
veure que és o — additiva. Es pot provar facilment degut a ’additivitat de les mesures:

Suposem que tenim A € B(R) i A = U2, A;, on A; N Aj = 0 per tot i # j. Aleshores

_u(®) i o k*' pa) Z Z ok ;‘!M(A i)
k=0

k=0 i=1
—Z _“R)Z'u* ZPO@SS

Per tant, acabem de veure que és una probabilitat.

Considerem ara {X,,n > 1} una successi6 de variables aleatories independents identica-
ment distribuides tals que X,, ~ v. Sigui N una variable aleatoria independent de les
X,’s tal que N ~ Poiss(\). Aleshores

N
S = ZXi ~ Poiss(p), amb p = Av.
i=1
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En efecte, sigui B € B(R), tenim
o] N
P(ScB)= (ZX eB):ZP(ZXieB,N:k)
k=0 =1
00 0 k G
_ . _ — k) — . -
=yr (ZX € BIN = k) P(N=k)=>» P (ZX c B> e
k=0 =1 =1

k=0
. vx..xv(B) b [T
=€ 4](:' A=t Z (B)7

k!
k=0 k=0

ja que p(R) = Av(R) = X i Newx. ) xv = (W) *.%) .« (). Calculem ara la seva funcié
caracteristica:

ps(t) = Be"] = BB [¢*S|N]]] = 3_ P(N = IE["S|N = 1]
k=0

o0 i k
Z% [ ith:1Xi] _ Ze Aj;' ox (t)F = exp{—X+ \px(t)}
k=0

k=0

[ - 1)du(w)} ,

on en la darrera igualtat hem utilitzat que p(R) = X i px(t) = [ e“du(z).

= exp

/—/H

Anem a estudiar algunes de les seves propietats.
Lema 4.8. Sigui {p,,n > 1} una successié de mesures de probabilitat. Es compleix:
1) Si pi, —— u, aleshores Poiss(py) —— Poiss(u),
n—oo n—oo
2) Poiss(d> 1 i) = Poiss(p1) * ... ¥ Poiss(py,),

3) sup acp(m) |(Poiss(u))(A) — p(A)] < p(R —{0})%.

Prova. Demostrem 1). Suposem que i, —— p. Aleshores sabem que ¢, (t) —
n—oo n—oo
©u(t) per tot t € R i pup,(R) — p(R). Per tant

@Poiss(,un)(t) = exp{(pun (t) - Nn(R)} n—>—oo> exp {QO;L (t) - :U’(R)} = PPoiss(p) (t)

Veiem 2),

PPoiss(3 1, w) = €XP {/ e dz Ml } = exp {Z/ e d:U’Z )}
H (pPOZSS(ul

i per les propietats de les funcions caracteristiques tenim que Poiss(d ;- p1;) = Poiss(p)*
.. % Poiss(up,).

Finalment, anem a provar 3). Cal tenir en compte alguns preliminars abans de de-
mostrar la desigualtat. En primer lloc, per A € B(R), considerem la mesura v que satisfa
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v(A) = p(A) — u({0})dg01(A). Observem que v = pr_goy. Aleshores si v(R) = ¢ > 0,
treiem que p(R — {0})? = v(R)? = 2. Per altra banda, tenim que que
1= p(R) = v(R) + u({0})d;01 (R) = & + p({0}).

Per tant ({0}) = 1—&. Finalment, si considerem la funcié f(z) = e=* — 14, es compleix
que f(0) =01 f'(x) = e *+x > 0. Per tant, f(z) és creixent i per e > 0 tenime > 1—e~=.
Demostrem ara la desigualtat. Suposem primer que ((Poiss(u))(A)—p(A)) > 0. Aleshores

0 < (Poiss(p))(A) — u(A)) < (Poiss(v))(A) — v(A) — (1 - €)dg03(A).
Per comoditat definim ¢(A) = (Poiss(v))(A) — v(A) — (1 — €)dg03(A). Fixem-nos que
UK. kv v xw
(Poiss(v))(A) = e V(®) Z k'(A) =e° <(5{0}(A) +v(A) + Z k'(A)) :

k=0 k=2

xT

Aleshores

k=2
X Lk
< (€7 — 1+ e)8(oy(A) + (e — Du(A) +e= ) =
k=2
o0 €k
=(e*—1+e)5(y(A) + (e * = w(A) +e° ( 0 5>
k=1

Com € > 1 — e~ %, el primer terme que acompanya 5{0}(35) és positiu. També tenim que
e ® — 1 és negatiu i v(A) > 0. Per tant, si eliminem el segon terme i substituim doy ()
per 1, obtenim

BA)<eC—l+ete(ef—e)<e —l+etl—e—ce=¢(l—eF) <e2

Suposem ara que (pu(A) — Poiss(p)(A)) > 0. Raonant de forma semblant a abans, tenim
que

e v B wp(A)
0<v(A)+(1-e)dpy(A4) —e <5{0}(A) +r(A)+) k,)
k=2 :
> UV *x k) * UV
= (L A+ (L e — ey () - e S Tt
k=2

<(1—e®)u(A) <ev(A) <&

on de la segona igualtat a la tercera desigualtat hem eliminat el segon terme i el tercer
terme, ja que (1 —e — e %) < 0 per tenir 1 — e ¢ < €, i el tercer terme és clarament
negatiu.

Per tant, sup scpr) [Poiss(u(A)) — p(A)| < p(R — {0})2. O

Amb aquestes propietats, podem relacionar una serie de Poisson composta amb la llei de
la suma d’una successié de variables aleatories independents.

Proposicié 4.9. Sigui X1, ..., X,, variables aleatories independents. Definim S, = Y 1" | X;
ie; = P(X; #0). Aleshores

0, := sup
AEB(R)

Poiss (Z g()g)) (A) — Z(Sn)(A)

=1

n

2

< E €5
i=1
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Prova. En primer lloc, per la propietat 2) de la proposicié anterior i per la igualtat (4.1])
de l'inici d’aquest capitol, tenim

0, = sup |Poiss (L (X1)) * ... * Poiss(ZL(Xp))(A) — Z(X1) * ...« Z(X,)(A)]
AEB(R)

Aleshores volem demostrar la segiient desigualtat,
6, < sup [Poiss(Z(X,)(4) - L(X,)(A)]. (4.8)
7 AcB(R)

Per fer la prova raonarem per induccié, de la mateixa manera que a la Proposicio [3.10
Aquest cop, pero, ho veurem només pel cas n = 2, ja que la resta de la demostraci6 és
analoga. Definim per comoditat 9, := Y ;" | |Poiss(Z(X;))(A) — Z(X;)(4)]. Estudiem
doncs ¥y = |Poiss(Z(X1) + Z(X2))(A) — Z (X1 + X2)(A4)|. Tenim

P9 =

/R? 14(z + y)dPoiss(Z(X1))(x)dPoiss(L(X2))(y)

_ /RQ 1a(x + y)dg(Xﬂ(CC)dg(XQ)(y)‘

/R [/R La(z +y) (dPoiss(ZL(X2)(y) — d.,%(Xz)(y))] dPoiss(.ZL(X1))(x)
_/R UR La(z +y) (d2(X1) () —dPoiss(ﬁ(Xl))(x))} dg(XQ)(y)‘

= /R Bl { /R La(z +y) [dPoiss(Z(X2)(y) — d.i”(Xz)(yﬂ} dPoiss(ZL(X1))(x)

v e { [ 1ate+ ez (i) - dPoiss(f(Xm(x)\} 02(X2) ().

Fixem-nos que com estem prenent el suprem de tots els B(R), és indiferent prendre com
a indicador 14(z + @) 0 14(e). Fent servir aixo en els dos indicadors, tenim que

=i B { [ 1) dpoiss(2060) - a2 (X2) ()]} dPoiss( 2 061) @)

[ s { [ 1a@)laz () - dPoiss(ﬂXl))(:c)r}d.iﬂ(xz)(y).

AEB(R)
Ara, si integrem tot, obtenim

Yo < sup |Poiss(L(X2))(A) — L (X2)(A)|+ sup [-Z(X1)(A) — Poiss(L(X1))(A)],
AeB(R) AeB(R)

tal i com voliem veure. Aleshores, per la desigualtat (4.8)), utilitzant la propietat 3) de la
proposicié anterior, obtenim

60 <Y sup [Poiss(Z(X:))(A4) —Z(X)(A)| < Y 12(X) (R~ {0})”
=1

i—1 AEB(R)
=> P(X; #£07=> .
=1 =1
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5 Lleis infinitament divisibles

Comencem aquest apartat amb una definicié.

Definicié 5.1. Sigui ¢ una mesura de probabilitat. Direm que p és infinitament divisible
si per tot n > 1 existeix una mesura de probabilitat wu, tal que pu = p, * ON tn. Direm
que py, és la arrel n-essima de p.

Un exemple de llei infinitament divisible pot ser Claram%nt la llei Normal, doncs si tenim
N(m,o?), aleshores per tot n > 1 puc construir N (2, Z-) tal que

2 2
m m
N(m,02) =N < “) «.W x N < U) .
n’n n’'n
Un altre exemple seria la distribucié de Poisson, ja que si tinc una distribucié de Poisson
de parametre p, Poiss(u), sempre podrem expressar p com pu =y .- £ i, pel Lema

i=1n
Poiss(u) = Poiss (H) SO (E) .
n n

No obstant aixo, aquesta tasca no sempre sera tan facil. El primer objectiu d’aquest
apartat és caracteritzar les lleis infinitament divisibles a partir de les seves funcions car-
acteristiques.

Anem a veure que podem definir les lleis infinitament divisibles a partir de la suma d’un
nombre arbitrari de variables aleatories.

Definicié 5.2. Sigui X una variable aleatoria. Direm que X té llei infinitament divisibile si
i només si per tot n > 1 existeixen variables aleatories Y7, ..., Y;, independents identicament
distribuides tals que la llei de X es correspon a la llei de la serie Y i | Y;, 2 (30, Yi).

Per tant, podem caracteritzar les lleis infinitament divisibles a partir de les funcions
caracteristiques, pero també com a limits de sumes parcials de sistemes infinitessimals.
Anem a veure que la Definicié [5.2| és equivalent a la primera.

Proposicié 5.3. Sigui u una llei de probabilitat. Aleshores u €s infinitament divisible si i
només si és el limit de les sumes parcials d’un sistema triangular {X,;,j =1,...,n;n > 1}
tal que Xy, ..., Xy, son independents idénticaments distribuides per tot n > 1.

Prova. Suposem que p és infinitament divisible. Volem demostrar que p és el limit
de les sumes parcials d’un sistema triangular. Per definicié tenim que per tot n > 1
existeix una mesura de probabilitat p, tal que g = pn % ..™.. % p,. Aleshores, podem
considerar X, , ..., Xp, variables aleatories independents indenticament distribuides tals
que Xy, ~ pn per i = 1,..,n. Per tant, si S, = > 1" | X,,,, tenim

Anem a veure la implicacié contraria. Suposem que p és el limit de les sumes parcials
s . . - . oy w . .
d’un sistema triangular. Sigui doncs S,, que satisfa S, —— u. Si S, convergeix a u,
n—oo

podem fixar r > 1 i considerar una parcial convergent, {Sy,.,n, > 1}, que satisfa

Ny —>00

S =Y Xni 1 Z(Sn,) —2 p.
=1
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Aleshores podem construir

ZW =X, 14 4 Xy,

n

Z® = Xy i1 4 o+ Xnom

Zr(zr) = an,(r—l)n—l-l +...+ X”r:’""’

que sén independents i indenticament distribuides. Si demostrem que .Z (Z,(Lj )) és ajus-
tada, pel Teorema tindrem que existeix una subsuccessié6 de Z T(L]), ZT(LZ), tal que
< (Zy(fl)) m v. Per veure que és ajustada farem servir el teorema de Prokhorov
(Teorema. Aquest ens diu que sera suficient veure que és relativament compacte. Per
tant, volem demostrar que per tot J > 0 existeix un ¢ (>) 0 tal que sup,, P(\Z,sj )\ >¢) < 4.
1

Sigui § > 0. Com sén i.i.d és suficient veure-ho per Z, /. Tenim
1/r

1/r
PZM > &)= P2V > ¢) ] / HP zZU) > ¢)

1/r
= P(Zél) > 5’“_727(17‘) > 5)l/r <p ZZ,(Lj) S e
j=1

= P(Sp, > re)t/".

1)

Analogament obtenim P(ZTS < —¢) < P(S,, < —re)'/". Per tant,

P (|Z(1)] > s) < P(S,. >re)Y" + P(S, < —re)l/".

Com {S,,,,n, > 1} és convergent, pel Teorema de Prokhorov tenim que és ajustada. Aixi
doncs existeix un €’ > 0 tal que que

6 T
sup P15, 1> <) < (3) -
ny 2
Aleshores, prenent € = 57, tenim que
S\"r
sup P(|Z(V] > ¢) < 2 <2> = .
n

En conseqiiéncia, existeix una subsuccessio, Z,(fl), de Z ( ) tal que Z(Z Y )) T> v per
n;—00

tot j=1,...,r. Amb aix0 veiem que ja hem acabat, doncs

g(g}ﬁ)) % . % g(gﬁ;)) = %(Sn;r) — s u=v=x L)

n;—00

O

Abans de continuar recordem un lema técnic d’analisi, que ens serd 1til per demostrar
algunes propietats de les lleis infinitament divisibles.

Lema 5.4. Sigui f : [-T,T] — C, per 0 < T < oo, una funcié continua tal que f(0) =1
i f(t) # 0 per tot t, aleshores existeix una unica funcié \ : [=T,T] — C continua que
satisfa M(0) = 0 i X = f(¢).
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La demostracié d’aquest lema podeu trobar-la al capitol 17 de la referencia [3].

També ens interessara desenvolupar algunes propietats de les funcions caracteristiques
d’una llei infinitament divisible.

Observem que si ¢, (t) i ¢, (t) son les funcions caracteristiques de dues lleis infinitament
divisibles, p i v respectivament, aleshores ¢,,(t)p, (t) sera la funcié caracteristica de p* v,
que també és infinitament divisible. Si p i v son infinitament divisibles, per definici6 tenim
que per tot n > 1 existexen mesures de probabilitat wu,, i v, tals que pu = py * RO i 1
V= Uy * RO V,. Per tant,

— n ; _ n
Pu = SDHn Loy = SOVYL'
També veiem que

ou)eu(t) = @, () ep, (1) = 0 s, (1) = P (t).

Per altra banda, observem que ©,(t) = ¢, (—t) també sera la funcié caracteristica d’una
llei infinitament divisible. Aix{ doncs, es complira

Pu(t) = Pp, ()"

Finalment, notem que |, (¢)|? sera la funcié caracteristica d’una llei infinitament divisible,

ja que [pu(t)* = @u(t)pu(t)-
Ara estudiem les segiients propietats de les lleis infinitament divisibles.

Proposicié 5.5. Sigui pn una llei infinitament divisible i ¢, la seva funcid caracteristica,
aleshores es verifica

1) ¢,(t) #0 per tot t € R,

2) Si py, €s la seva arrel n-éssima, aleshores p, €és unica,

3) Si wuy, €s la seva arrel n-éssima, aleshores pu, ﬁ 35015

4) Si {vp,m > 1} és una successid de mesures de probabilitat infinitament divisibles i

w , . . ..
v, — v, aleshores v és infinitament divisible.
n—oo

Prova. Demostrem 1). Acabem de veure |¢,(t)[* és la funcié caracteristica d’una llei

| 2

infinitament divisible, ja que |¢,(t)]* = @u(t)pu(t). Si veiem que |p,(t)|* # 0, aleshores
tindrem que ¢, (t) # 0. Per facilitar la notaci6, definim 1 (t) := [p,(t)|>. Com que 1(t)
és infinitament divisible, aleshores t(t)!/" també ho és. A més, tenim que

Y)Y —— Lm0

n—o0

ja que les funcions caracteristiques estan acotades per 1 i

1

. ny _ 1500 L _
Jim log(y(¢)") = lim —log(y(t)) = 0.
Fixem-nos que per ser una funcié caracteristica, 1(0) = 1 > 0 i per tant 1gy4)>03(0) = 1.
Aixd també significa que existex un entorn U de 0 on ¢(t) > 0. Aleshores per tot ¢ € U
Liyy>0y(t') = 1, i per tant 1gy)503(t) és continua en un entorn del zero. Pel teorema de
Paul-Levy tenim que 1;,;)>0) és una funci6 caracteristica. Les funcions caracteristiques
s6n uniformement continues i, com en zero tenim 1gy)>03(0) = 1, aixo implica que
Liy@>03(t) = 1 per tot t. Aixi doncs, ¥(t) > 0 per tot t i, en conseqiiencia, ¢, (t) # 0
per tot t.
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Demostrem 2). Suposem que f, és una arrel n-essima de p. Per la propietat 1) tenim
que ¢, (t) # 0 per tot t. Aleshores, pel Lema existeix una tunica funcié A : R — C
continua, tal que A\(0) = 01 ¢,(t) = e*?). Fixem-nos que ¢, (t) # 0 per tot ¢t € R, ja
que @u(t) = ou, ()" i @u(t) # 0 per tot t. Aixo implica que existeix una tnica aplicacié
An i R — C continua, tal que A, (0) = 01 ¢, (t) = e*®). Per tant Mt = () Tenim
de fet que A\, (t) = % i aquesta és tnica, i amb aix0 ja tenim determinada de manera
Unica ’arrel n-éssima de pu.

Demostrem 3). Acabem de veure que si p, és una arrel n-essima de pu, aleshores tenim

que pu(t) = M i que Oun (t) = 2. Aixi doncs Oun (t) — d=1= Py (1)

Finalment, demostrem 4). Suposem que v, —~— v on v, s6n lleis infinitament divisibles.
n—oo

Aleshores, per la Proposicié existeix un sistema triangular {X,,,,j = 1,...,n,n > 1}

tal que S, = Z;‘:l Xn; ~ vp. Per tant, v, ~ Z’;:l Xn,; # v. Aleshores, novament

per la Proposicié tenim que v és infinitament divisible.

O
El segiient resultat estableix una relacié entre les lleis infinitament divisibles i la llei de
Poisson composta.

Proposicioé 5.6. u és una llei infinitament divisible si i només si és el limit feble d’una
llei de Poisson composta.

Prova. La implicacié de dreta a esquerra és trivial, doncs a I'inici d’aquesta seccié ja hem
vist que la Poisson composta és una llei infinitament divisible.

Anem a veure la implicacié contraria. Si p és infinitament divisible, aleshores per tot
n > 1 existeix una mesura de probabilitat p, tal que g = g, * ... % p,. Acabem de

veure que si g, és una arrel n-éssima de p, tenim que existeix una aplicacié A(¢) tal
. At
que ¢, (t) = e i, (t) = e . Considerem la llei de Poisson Composta Poiss(np,).

Volem veure que ¢ pgiss(nu,)(t) = u(t). En efecte,

o oissiomnny (1) = { (€% — Dndpin(a >}=exp{n<%<t>—1>}
o {n (% >}=exp{n(j12<:,1’:+l—1)}

ooy Sa)

t)
Observem que > o, ]j‘flk T = %Z 9 k, k > tendeix a zero quan n tendeix a infinit, ja

que la suma és finita. Per tant

o A(t)F
@Poiss(nun)(t) = exp{ A(t) + Z klrr(lk)—l> } — e)\(t) = So,u,(t)'
k=2 """

5.1 Teorema de Lévy-Khintchine

La resta d’aquest apartat el dedicarem a demostrar el teorema de Lévy-Khintchine. Per
fer-ho, necessitem donar algunes definicions noves i posteriorment demostrar dos lemes
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que ens permetran provar el teorema.

Definicié 5.7. Sigui p una mesura sobre R no necessariament finita. Diem que p és una
mesura de Lévy si:

a) p({0}) =0,
b) [p(@* A1)du < co.

Hi ha algunes definicions equivalents que poden ser interessants tenir en compte.
Proposicié 5.8. b) és equivalent a:

i) Ezxisteiz un e > 0 tal que p({|z| > ¢e}) < o0 i f| z2dp < .
i1) Per tote > 0, pu({|x| > ¢€}) < 00 i f‘

iii) [ T2z dp < oo.

z|<e

r?du < oo.

z|<e

Prova. Veiem en primer lloc que b) implica i). Prenent £ = 1 tenim que (2 A1) = 22 si

|z] <11 (22 A1) =1si|z| > 1. Aleshores,

u({Jz] > 1) = /

dp < /(:1:2 A1)dp < 0.
{]z|>1} R

Per altra banda,

/ 2idp = / (z% A 1)dp < /(a:2 A1)dp < oo.
{l=[<1} {lzl<1} R

Mirem ara que i) implica 7). Suposem que existeix un € > 0 que satisfa 7). Sigui ara
g1 > 0. Sieg > ¢, aleshores {|z| > 1} C {|z| > ¢}. Per tant,

plfle] > e1}) < p({lz| > e}) < oc.

Per altra banda, tindrem

2
/ 22dy = / z2dy + 6?/ %dﬂ
{lzl<er} {lzl<e} {e<|z|<er} €1

< / 2 dp+ efp({e < |z| < e1}) < oo
{lz|<c)

Suposem ara que € > £1. Aleshores {|z| < &1} C {|z| < &} i, per tant,

/ z2dp < / z2dp < oco.
{lz|<er} {lz|<e}

A més,

.CEQ

p{lz) > e1}) = p({lzl > e}) + p({er < fa] <e}) < p(lz| > €}) +/ dpu

o)
{e1<|zl<e} €1

1
< ul{lz] > 1) + 2/ 22dp < oo,
e Jijol<e)

Si g1 = ¢ és clar que &7 satisfa 'enunciat ja que € ho fa per hipotesi.
Anem a provar que i) implica b). Ho podem veure directament, doncs prenent ¢ = 1
tenim

/R(a:Q/\l)du(x) _ /{_w 1d,u(:v)—|—/[_1 22du(z) = p({]e] > 1})+/ 22du(z) < oo.

A] {lel<1}
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;s . . . 2 . 2

També és clar que b) implica iii). Fixem-nos que 117 <1i 1_”;62 < 22, per tant
2 .

Tz S (1A 2?). Tenim doncs

x? 9
/R ] +x2d,u(m) < /R(l A z%)dp(x) < oo.

Finalment, suposem que [p l_f%d,u(m) < 0o. Si |z| > 1, aleshores
x? S x? 1
1+a% = 222 2

Si |z| < 1, aleshores

z? x?

>
1422~

5

PN . 1 2 2 . N .
Amb aix0 tenim que (1 A7) < Ti.7 1, en conseqiiencia,

2
2 < [ 2 )
/R(l/\x)d,u(x)_/Rler2<oo

Acabem de veure que #i7) implica b), i ja hem acabat. O

Definim un segon concepte.

Definicio 5.9. Direm que a : R — R és un centrament si « és continua i existeix un
entorn I/ al voltant del zero i una constant C' tal que

la(z) — x| < Ca? (5.1)
per tot x € U.
Un exemple de centrament és la funcié a(z) = 1357 doncs
2
| oz | o= 9
) — 2| = ‘m—x‘ = ‘1+x s

Un altre cas seria a(r) = 211 1)() + L(—oo,—1)(¥) + 1(1,00)(2), ja que |a(z) — x| < 0 per
tot z € [—1,1].

Introduim ara les C'Poiss(u).

Definicié 5.10. Sigui p una mesura de Leévy. Per tot € > 0 considerem p.(x) = pu({|x| >
e})iCe = [pa(z)du(z) = f{lx\>8} a(z)du(x), on a(x) és un centrament. Aleshores el
limit feble de ¢, * Poiss(u:) que satisfa
Sc. * Poiss(p.) —— CPoiss(p).
e—0

convergeix a una probabilitat que definim com C'Poiss(p).

Anem a veure que, en efecte, la C'Poiss(u) esta ben definida.

Proposicié 5.11. 0¢, * Poiss(u) convergeix feblement cap a una probabilitat.
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Prova. Per demostrar la proposicié utilitzarem el Teorema de continuitat de Paul Lévy.
Aix{ doncs, estudiarem primer el limit de la funcié caracteristica de dc. * Poiss(pe) 1
després caldra veure que el limit és continu en el 0.

Estudiem la convergencia de la funcié caracteristica.

. prssuota ) =% exp { [ (€ = (o)}
exp{ =it [ alwucte) + [ (€ - (o)}
— exp { /{ PG ita(az)du(x)} .

itx

Notem que g:(z) = 1y (e™® — 1 — ita(z)) convergeix puntualment cap a g(z) =
(e —1 —ita(x))1{y=0y si € = 0. Per demostrar la convergéncia uniforme necessitem
aplicar el Teorema de Convergencia Dominada. Per tant, cal veure que g(z) és mesurable
i acotar g.(x) per una funcié integrable. Clarament g.(z) < g(x), per tant és suficient
veure que g(x) és integrable. Recordem que p és una mesura de Lévy, i per definicié
satisfa que p({0}) = 0 i que [(2* A1)dp < co. Hem de veure que (e"* — 1 — ita(x)) és
integrable respecte aquesta mesura. Necessitem distingir dos casos: Quan |z| < 1 i quan
|z| > 1. Fixem t.

Si |z| > 1, tenim que

€' — 1 —ita(z)| < || + 1] + [ita(z)| < 1+ 1 + [ta(z)]. (5.2)

Fixem-nos que per |z| > 1, tenim |a(z)| < |a(z) — z| + |z| < C2? + 22 = K22, per ser un
centrament. Aixi doncs |en® — 1 —ita(x)| < 2+ |t| K22, que és integrable respecte de p.
Sifz| <1,

e — 1 —ita(z)| = [ — 1 —itx + itz — ita(x)|< [ — 1 +itx| + |it(z — a(x))].

Respecte el primer terme,

itw o (it , - (ita)* 2 |\ (it)F k2 2
e — 1 —itx| = Z k' —l—ztx = Z =7 Z < 2°Kj.
k=0 k=2 k=2

Respecte el segon,
lit(x — a(z)| < [t|Cz?,

ja que a(x) és un centrament. Per tant,
e — 1 —ita(z)| < Kijz? + |t|C2?® < Kz

Es a dir, quan |z| < 1 tenim que (¢/** — 1 — ita(z)) també esta acotada per una funcié
mesurable respecte la mesura de Lévy. Aixi doncs, g(z) esta acotada per una funcié inte-
grable respecte la mesura de Lévy per tot « € R. Per tant, pel Teorema de Convergencia
Dominada, tenim que

/ (e — 1 —ita(x)dp(z) — (€™ =1 —ite(x)dp(z),
{lz]>¢} =20 Jr—{0}

perd 1({0}) = 0. Es a dir, la funcié caracteristica de d¢. * Poiss(u.) convergeix cap a
t) = exp{ [z ("™ —1—ita(x))du(x)}. Per acabar, necessitem veure que ¢(t) és continua
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en el zero. Considerem doncs una successié {t,}5°
que ¢(t,) — #(0) si i només si

— 017 = sup,|tn| < co. Tenim

n=1

/ (" — 1 — ita(z))du(z) —> 0 = / (® = 1 — 0)du(). (5.3)
R R

Per veure que es satisfa , agafem les funcions f,(z) = €"* — 1 —it,a(x). Clarament
fu(x) = f(x) = 0sin — oo per tot x. Siapliquem el Teorema de Convergencia Dominada
veurem que ¢(t) és continua en el zero. Es evident que f (z) = 0 és mesurable respecte p,
ja que una mesura de Lévy satisfa u({0}) = 0. Només falta acotar f,(x) per una funcié
integrable respecte . Novament necessitem distingir els casos on |z| > 11 |z] < 1.

Si x| > 1, tenim que

|6itnx _1- itnoz(x)| < |6itnx| + |1’ + |Ztn06(1')‘ <1+1 +T|Oz($)‘7

i pel mateix raonament que a (5.2)) es veu que 2 + T'|a(x)| és integrable respecte p.
Si |z| < 1, aleshores

(e,
. . t
€17 1~ ityala)] < |6 — 1~ ityz| + |itn(az) — )] < |3 U ’,’f) +|TCa?
k=2
Tk+2‘x’k e Tk+2|5]k
< TCx? < g2 TCz?
S oy e

=0

Tk+2|5’k
2 L4 TC | < Ka?
T (kzzo(km)!* O = Ko

IN

que també és integrable. Aixi doncs, per tot n podem acotar |f,(z)| per una funcié
integrable respecte de p, i pel Teorema de la Convergencia Dominada tenim que

/ fn(x)dp(z) — 0,
R

i en conseqiiéncia ¢(t) és continua en el zero. Pel Teorema de continuitat de Paul Lévy
podem concloure que ¢(t) és la funcié caracteristica d’una probabilitat, la C'Poiss(u), i
que

dc. * Poiss(pie) ﬁ CPoiss().

O
Ara només ens queda demostrar dos lemes tecnics per poder enunciar i demostrar el
Teorema de Lévy-Khintchine.

Lema 5.12. Sigui v una llei infinitament divisible i v, la seva arrel n-éssima. Aleshores

1/a
lim sup nvy, ([—a, al®) < aa/ |Re(log(p(w)))|du
n—00 0

per tot a > 0, on o és una constant universal.

Prova. Abans de comencar, considerem la funcié A(t) que satisfa ¢, (t) = e*®). Observem

que log(p, (t)) = A(t). Recordem que si z = a +ib € C, es compleix e* = e = et =
e®(cos(b) 4 isin(b)). Aixi doncs |e*| = e* i per tant tenim que

1> |, ()] = [ = feO®),
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D’aqui deduim que Re(A(t)) <0, és a dir, |Re(A(t)| = —Re(A(t)).
Provem ara que
lim nliy, (£) — 1] = A(t)

n—oo

uniformement en tot interval tancat I. En efecte, tenim que

A®) — At)*
n(w, () — 1) = nex =A®)+)_ T
— k!
Aleshores, si prenem I un interval tancat,
oo
sup |n(ey, (1) — 1 < sup <
sup (i, (6) = 1) - Zk anl

1 3 M*M? 0
T n prrd nk(k-f—Q)! n—00

on M = sup,cr|A(t)]. Per tant, acabem de veure que convergeix uniformement. D’aqui es
pot veure que

n(Re(py,)(t) — 1) —— Re(A(t)). (5.4)

n—oo

Ara, pel Corol-lari existeix un a € (0,00) tal que

1/a
nvy([—a,al®) < naa/o (1 — Re(py,, (t))dt.

Combinant aquesta desigualtat amb el 1imit (5.4)), obtenim

1/a 1/a
nvy([—a,al®) < noza/o (1 — Re(py,, (t))dt —— aa/o |Re(A(t))]dt.

n—o0

Estudiem el segiient lema.

Lema 5.13. Sigui v una llei infinitament divisible i v, la seva arrel n-éssima. Aleshores

lim sup/ z*nuy, (dz) < oo.
n—o0 [ 1 1]
Prova. Per comengar, fem el desenvolupament de Taylor de 1 — cos(x) al voltant del zero.

Tenim

1 —cos(x) = x— Ty Ry(x). on Ry(zx)= siz!(c) ()5

i ¢ és un punt entre 0 i x. Aleshores sin(c) té el mateix signe que sin(x), que és el mateix
que el de z°. Per tant R4(x) > 0 i d’aqui treiem que

z?2 ozt 1 22 1 1
1 —cos(z) 2 of :332(5—?) 21’2(5—*) = Bz?

ja que si x € [—1,1] aleshores 22 < 1. Aix{ doncs,
(1—Re(yy, (1)) :/(1—cos(m))nyn(dx) 2/ (1—cos(x))nvy(dx) > 6/ znuy, (d).
R [~1,1] L1

Pel lema anterior tenim que limsup,,_,., n(1 — Re(¢,, (t))) = |Re(A(t))| < oo i obtenim
doncs el resultat que voliem. O

Finalment, ja podem enunciar i demostrar el teorema de Lévy-Khintchine.

44



Teorema 5.14. Sigui v una mesura de probabilitat infinitament divisible sobre R. Aleshores
ezisteiz B € R, 02 > 0 i p mesura de Lévy tals que

v = N(B,0%) x CPoiss().

Fizat el centrament de la C'Poiss(p), la terna (8,0%, 1) esta univocament determinada
per v.

Prova. Per comencar, fixem-nos que si v, és una arrel n-éssima de v, aleshores

log(py) = nlog(ww,)-

Al llarg de la demostracié modificarem el terme esquerra de la igualtat per després passar
al limit. Com aquesta sera lleugerament llarga, ’anirem demostrant per parts.

Primera part

Considerem f(z) = M — 1, per tot z € C, |z| <1, 2 # 0. Fixem-nos que fent el

desenvolupament de Taylor de f(z) es pot veure facilment que lim,_,o f(z) = 0, doncs

+z2 z3+ ‘<\
T s

—_

Z|
2

1 24 )< :
U+ ) < 5 50O

Observem també que log(z) = (f(z — 1) +1)(z — 1), ja que

(Fe =1+ Dz - 1) = B o 1) = 1og().

Aleshores
log(pu(t)) = nlog(pw, (t) = n(f(pu,(t) — 1) + 1)(¢w,(t) — 1)
=n(h,(t) +1) / (em — D, (dz),

R

T

a7 Aleshores,

on hem pres h,(t) = f(pu, (t) —1). Agafem ara el centrament a(z) =

() + (h(t) +1) / i

R1+x

itx

log(p,(t)) = (hn(t)—l—l)/(em—l— nvy(dx). (5.5)

R 1 +x
Segona, part
Sigui B, = [ TizMn(dz). Aquesta integral existeix sempre, ja que |75z < 11wy

és una probabilitat. Definim ~, = fR L’ﬁ%nyn(dx). Pel mateix raonament, tenim que
Yn < 00 per tot n. Anem a veure que limsup,,_, . v, < co. Ho demostrem per casos.
Size[-1,1]

72
/[ nup(dz) < nvp([—1,1]9),

,171]c 1 + [L‘2

i pel Lema sabem que limsup,,_, . nv,([—1,1]¢) < oco.

Size[-1,1],
72 9
nvp(dx) < x“nvy (dx),
[_

11y 14 2? ~1,1]

i pel Lema sabem que limsup,,_, . f[_l 1 ’nuy,(dr) < oco.

Ara, per cada n, definim la mesura

1 22
Tn(dx) = %mm/n(dx).
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Notem que, per definicid, 7, és una mesura de probabilitat. Si recuperem ’equacié ([5.5|)
i la modifiquem obtenim

log(gu (£) = (hn(t) + 1) /

, it 1+2°
(eztx -1 nr > Yn +2JI Tn(d$) + ’Lt(hn(t) + 1)Bn
R—{0} v

1442
(5.6)

Per comoditat definim g(z,t) = (/® — 1 — ﬁ;)lyz per tot x # 0.
Tercera part
Si suposem que Yy (hy(t) + 1) [ (@, t)7(dz) convergeix uniformement quan n — oo en
t € [—a,a] per 0 < a < oo (ho veurem i farem servir a la cinquena part d’aquesta
demostracid), aleshores (3, convergeix a un limit finit. Efectivament:
Si tenim en compte que el primer sumand de la banda dreta de la igualtat convergeix
uniformement en t i la part esquerra de la igualtat no depén de n, aleshores existeix el limit
limy, o0 (A (t) + 1) Bn. A més, com ¢, (t) — 1 uniformement en t, ja que v, — 50}
quan n — 0o, tenim que

lim (h,(t) +1) = lim (f(ou, () —1)+1)= f(0)+1=1.

n—oo n—oo
Tenim doncs que existeix el limit de 8, quan n tendeix a infinit. Anem a veure que és
finit. Per fer-ho, considerem la funcid

H(t) == nh—>Holo exp{itﬂn(hn(w + 1)}

Per la igualtat (/5.6]), sabem

eut®) = oxp { (304 1) [ oo t)mlan) ) + it (0)+ 15, |

Aleshores
H(O) = ) Jim exp { (b)) + 1) [ g(o. o)},

que convergeix uniformement en t € [—a,a] per hipotesi. Aixo implica que H(t) és
continua en t per ¢ € [—a,al, la qual cosa ens permet agafar una successié de t, — 0
i passar al limit simultaniament. Considerem ara {t, := t/f,,n > 1} i suposem que
limy, 00 B, = £00. Aleshores t,, — 0 i, per continuitat, tenim
H(0) = lim H(t,) = lim exp{it,On(hn(tn) +1)}.
n—oo

n—00

Fixem-nos que t,8, — t i que hy(t,)+1= f(py,, (t/Bn—1)+1— f(0)+1=1. Per tant
H(0) = li_)rn exp{itnBn(hn(t) + 1)} = e,

pero t és arbitrari i per tant tenim una contradiccié. Aixi doncs, —oo < limy, o0 Bn < 00.
Quarta part

Ara fixem-nos que g(z,t) esta definida per tot ¢ € R i per tot z € R — {0} i és continua.
Ens interessa poder definir g(z,t) de manera que aquesta sigui continua també en x = 0.
Observem que

o(.t) = <€m . itx > L+a2? e —1 (e —1)2? itz

T1v2) 22 2 2 a2

it 1

: e itx , 1
(BZtI—1)+<w2—x2—12> :(6Ztm—1)+$2 <




Aleshores, si estudiem el limit de g(x,t) quan  — 0, tenim

2. (itx)k

itx

hmg(:c t) —ili)% ((e - 1)+ g peTx >

k=2

) t ot Zt k k: 2

= i itr v
2 (<6 2" 23
12
Per tant, podem definir g(0,¢) = lim, 0 g(x,t) = —t?/2, i obtenim una funcié g(z,t)

continua per tot t i per tot x.
Ara veiem que si t € [—a,al, g(x,t) esta uniformement acotada. Si |zt| < 1,

0 (oK % ko0 (ko k-2
o (itz)"| (itx) (it)*z
PO S St I S Y
k=2 k=1 k=2
o . [o Ol o0 oo
B (itz)* o= iF(tx)k 2 1, 1
= itz + ) o +£2) - §1+Zg+t Zy
k=2 k=2 k=2 k=2
<1+(1+d5)C =k
Si |zt| > 1, fixem-nos que |t| > ﬁ Per tant,
it itr 1+ 22 it 1 + 2| it
= —1- L (e -1 kil
gl )] = (€~ 1= 12 )AL < feite 1] é

1
<2||=
<*(z

Aix{ doncs, g(z,t) és continua per tot z € R i per tot ¢ € R, i esta uniformement acotada,
tal i com voliem veure.

Cinquena part

A la segona part hem vist que limsup,,_,., v < o0o. Aleshores liminf, ,oov, = 0 0
liminf, yoo v =1 # 0.

Suposem que lim inf,, o 7, = 0. Aleshores existeix una subsuccessio tal que lim,/ o Y =
0. Com que g(z,t) esta uniformement acotada quan t € [—a,a] i 7, és una probabilitat,
la integral [ g(x,t)7,(dz) també esta acotada uniformement en n it € [—a,a]. Per tant,

1
+1> + [t] ‘m' <2(|| + 1) +[#*] < 2(1 +a®) + a® = ko.

n’/—oo

lim (1 + k() ynr /Rg(x,t)Tn/ (dz) =0

uniformement en ¢ € [—a,al, ja que lim,/_, %/ = 0. Pel que hem vist a la tercera part
de la demostraci6, com que vy (hn(t) + 1) [ g(@, )7 (dx) convergeix uniformement en
t € [—a,a] quan n* — oo, el limit lim,/_,o, 5,y = B existeix i és finit. D’aqui veiem que

pu(t) = lim exp {(hn/ &+ 1w |

n/—o00 R

g(x, )1 (dz) + it,@n/} = ¢t

Per tant ¢, (t) = ¢#, que és la funcié caracteristica d’una constant corresponent a la
N(B,0).

Suposem ara que liminf, .o v, = n # 0. Aleshores existeix una subsuccessié de =, tal
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que lim, o v = 1. Es pot veure doncs que la successié {7,} és ajustada i aplicar el
Teorema de Prokohorov. Per comprovar-ho, fixem-nos primer que

o) = [ ) == [ ey

Tn [—a,a]® 1+ y2

< 1/ nuy,(dy) = im/n([—a,a])c.
Tn J[-a,a)c

n

Pel Lema sabem que per tot a > 0 es compleix

n—oo

1/a
lim sup nvy, ([—a, al®) < aa/o |Re(log(pu(t)))|dt.

Aleshores, per una n prou gran es satisfa

aaq

aa [a 1/a
/[_a’a]C Tn(dx) < %/0 |Re(log(u(1)))| < 17/2/0 |Re(log (¢ ()],

i com que el log(y,(t)) és continu en l'origen,

a— 00

1/a
lim a/o |Re(log(py(t)))|dt = 0.

Aix{ doncs, per tot € > 0 existeix un a tal que sup7,([—a,a]) < e i pel Teorema de
Prokhorov existeix una subsuccessié convergent {7,, } tal que 7,, ——— 7. Aleshores,
N —r00

tenim que
im [ g(z,t)r, (dz) = / o, )7 (dz)

N —00 R R
per ser g(x,t) acotada i 7 una probabilitat, i a més com que g(x,t) és uniformement
acotada tenim que la convergencia és uniforme en t € [—a,a]l. Per tant v, (hy, () +
1) [g 9(x,t)7y, (dz) convergeix uniformement en ¢t € [—a,a] quan ny tendeix a infinit i,
per la tercera part, aixo implica que el limit lim,, o Bn, = B existeix i és finit. D’aqui
veiem

pu(®) = 1 exp { (s 0) = 11, [ 9o, Or (0) + i, |

it it 1+ 2? ,
= —1- d g .
exp {n/R <e 1+a:2> . T(x) +itp

2

Si prenem n7(0) = 0 i recordem que g(0,t) = _th’ obtenim

t2 ; it 14 22
_ . 2 itr 1
wu(t) = exp {ztﬂ o5 + 77/]12{_{0} <e 1 T $2> 2 dT(l’)} .

Definim com a p la mesura sobre R que satisfa

1+ 22
2

w({0}) =0 i u(B)=1q / r(dz).

B—{0} <

Per la Proposicid [5.8] veiem que p és una mesura de Lévy, ja que

z? 22 1422
/]R 1+ 22 dp(w) = /R oy 1 +a% 22 nr(dz) = n7(R = {0}) < oo

48



Aixi doncs,

o?t? ; itx
©u(t) = exp {itﬂ — Tt + /R (em -1- 1_:%2) u(dm)} . (5.7)

Amb aixo provem que, efectivament, existeixen 3,02 i p tals que v = N (B, 02)*C Poiss(i).

Unicitat
Suposem que existeixen 81,32 € R,0%,05 > 01 u1, po mesures de Levy (utilitzant el
centrament a(z) = 1755) tals que

N(B1,03%) % CPoiss(p) = N(Bz,03) x CPoiss(uz).

Aixo implica que les seves funcions caracteristiques, definides com ({5.7]), han de ser iguals.
En particular, les seves parts reals han de coincidir. Per tant,

o’%t2 J%tQ
- +/(cos(:1:) — Dy (de) = ——=— +/(cos(:c) — Dpa(dz).
2 R 2 R
Agrupant termes,
03 — ot

57 = [ (cos(ta) = 1) = pa) ).
2 2

Sigui € > 0. Si alllem 05 — o7 1 escrivim (cos(tz) — 1) (1 — p2) com (1 —cos(tzx))(pe — p1),
obtenim

1 — cos(t 1 — cos(t
o3 —0f = / 2#(;&2 — pu)(dx) + / 2#(@ — ) (da).
{|e|<e} ¢ {|a|>e} t

Desenvolupant el polinomi de Taylor de 1 — cos(u) al voltant del zero, tenim
2

1 —cos(u) = u? + Ra(u), on Ra(u) =

sin(c)
K]

u® <0,

per alguna c entre 0 i u. Es satisfa doncs la desigualtat |1 — cos(tx)| < % Per tant

[ )

s/' (1 + pi2) (d).
{|lz|<e}

Per altra banda és clar que |1 — cos(tx)| < 2. Tenim doncs

/ QLOS(M)(M — ) (da)| < 4
{lz[>e}

3 < plm({lz] > e}) + pa({la] > €})).

Aleshores,
4
o5 — o] < /{| - }fUQ(m +p2)(de) + 5 (m({lz] > e}) + pa({lz] > €}))

— 22 (1 + p2)(dz) — 0.
t—o0 {‘:Eléé} e—0

Per tant, 0? = 03. Seguint amb 'argument que les seves funcions caracteristiques han de

ser iguals, si mirem (5.7) i tenim en compte que a% = a%, obtenim la igualtat

) it 1tx ) it 1x .
itf + /R <€t -1- sz) p(dz) = itfy + /R <€t —-1- ng) pz(dx) + 2k(t) i,
(5.8)
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on k(t) € N. Per la continuitat dels altres termes tenim que k(¢) és continua a valors en
N i per tant és constant. En ¢ = 0, la igualtat (5.8) queda com

0+ /R(eo —1—0)py(dz) =0+ /R(eo — 1 — 0)pa(dx) + 2k(t)mi.

Aix{ doncs k(0) = 0 i, per continuitat, k(¢t) = 0 per tot t.
Siguin t; i to € R. Escrivim ara la igualtat (5.8) amb ¢ = ¢; +¢2 i k(¢) = 0. Si agrupem
els termes, obtenim

i(t1 +t2)(B1 — fa) = /

<€i(t1+tz)m _ W) (g — p1)(dz).
R

14 22
Procedim de la mateixa manera per t; — to,

<ez’(t1—tz)r _ W) (p2 — p1)(d).

i(t1 —t2)(B1 — B2) = / 1+ 22

R

Finalment, repetim per ¢

i) - ) = [ (aﬁﬂf - i“”‘"‘) (2 — ) ().

1+ 22

Si sumem les dues primeres igualtats i restem la tercera dues vegades, obtenim

i[(t1 +t2) + (1 — t2) — 2] (Br — Bo) = /

R
it ) + ( — L) — 2t
1+ 22

(ei(tl-i-tg)x + ei(tl—tz)cc . 2€it11‘

)(Mz = ) (da).

Com que (t1 + t2) + (t1 — t2) — 2t = 0, tenim que
0= / NPT 4 e — 9 (g — ) (da)
R

Fixem-nos que e%2% 4 e~#2% = cos(tow) + i sin(tox) + cos(—taw) +isin(—tax) = 2 cos(tax),
ja que la funcié cosinus és parell i la funcié sinus és imparell. Aixi doncs,

0= /Reitlx[eit” + e 2% _ 9] (g — py)(dx) = /Reit”Q[cos(tgx) — (1 — pe2)(dz).

Aixo vol dir que les mesures de densitat (1 — cos(tex))p2(dz) i (1 — cos(tex))pi(dx) tenen
la mateixa transformada de Fourier, per tant sén la mateixa mesura. Es a dir, Bl = W2
en el conjunt de x on cos(taxr) — 1 # 0. No obstant, per tot x # 0 existeix un ¢y tal que
cos(tax) # 11 per tant pp = po. D’aqui treiem que 1 = fo.

O
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