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Treball de final de Grau

Lleis infinitament divisibles i
teoremes de pas al ĺımit de
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Abstract

In probability theory, a probability distribution is infinitely divisible if it can be expressed
as the probability distribution of the sum of an arbitrary number of independent and iden-
tically distributed random variables. The objective of this work is to build a solid base of
knowledge that allows us to define the infinitely divisible laws and study their properties,
although we will also see other ĺımit theorems of probability that are not strictly related
to it. We will thus make a brief introduction to probability and characteristic functions,
we will then study the asymptotic behavior of random series and, after that, in the third
chapter, we will get into the study of probability measures. In this section we will define
the weak convergence and the convolutions of probability measures. The propositions and
theorems of this section will accompany us throughout the rest of this work, since they
will be the basis for demonstrating numerous results in the fourth chapter. In addition,
these results will allow us to define the infinitely divisible laws and sutdy their proper-
ties. Finally, we will introduce the concept of the CPoiss law of parameter µ, to finish
demonstrating the Levy-Khintchine theorem.

Resum

A la teoria de la probabilitat, una distribució de probabilitat és infinitament divisible si
es pot expressar com la distribució de probabilitat de la suma d’un nombre arbitrari de
variables aleatòries independents idènticament distribüıdes. L’objectiu d’aquest treball
és construir una base sòlida de coneixements que ens permeti definir les lleis infinitament
divisibles i estudiar les seves propietats, encara que també es veuran altres resultats de
teoremes de pas al ĺımit que no estan estrictament relacionats. Aix́ı doncs, veurem primer
una breu introducció a la probabilitat i les funcions caracteŕıstiques, estudiarem després el
comportament asimptòtic de les sèries aleatòries i, a continuació, al tercer caṕıtol entrarem
en l’estudi de les mesures de probabilitat. En aquesta secció definirem la convergència
feble de mesures de probabilitat i introduirem les convolucions de mesures de probabilitat.
Les proposicions i teoremes d’aquest apartat ens acompanyaran durant la resta del treball,
ja que aquestes seran la base per demostrar nombrosos resultats de teoremes ĺımit centrals,
al quart caṕıtol. Aix́ı mateix, aquests resultats ens permetran definir les lleis infinitament
divisibles i estudiar les seves propietats. Finalment, introduirem el concepte de la llei
CPoiss de paràmetre µ i acabarem demostrant el teorema de Levy-Khintchine.
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1 Introducció a la probabilitat i les funcions caracteŕıstiques

Aquest primer caṕıtol el dedicarem a recordar alguns dels resultats bàsics i fonamentals
que es treballen a l’assignatura de Probabilitats, i a introduir les funcions caracteŕıstiques,
les quals són noves per a mi i s’utilitzaran molt al llarg d’aquest treball. Les propietats
que veurem a continuació que s’hagin treballat a cursos anteriors de Probabilitat no les
demostrarem, ja que no és l’objectiu d’aquest treball ni disposem del temps ni les pàgines
necessàries. Això no obstant, śı que demostrarem alguns resultats bàsics sobre funcions
caracteŕıstiques que he considerat més importants i que han aparegut més recurrentment
a les diferents proves d’aquest escrit, puix no podem perdre la rigorositat que ha de
caracteritzar als matemàtics.

1.1 Introducció a la probabilitat

Al llarg de tot el treball estarem en un espai de probabilitat (Ω,A, P ) on Ω és l’espai
mostral i està format per totes les possibles realitzacions o resultats del fenomen aleatori
que estudiem, A és una famı́lia de parts de Ω que té estructura de σ-àlgebra i P és una
aplicació P : A → [0, 1] que anomenem probabilitat i satisfà

1. P (Ω) = 1,

2. Si {An, n ≥ 1} és una successió de conjunts de A disjunts dos a dos, aleshores
P (∪∞

n=1An) =
∑∞

n=1 P (An). (σ−additivtat)

Recordem que A té estructura de σ-àlgebra si compleix

(i) Ω ∈ A.

(ii) Si A ∈ A, aleshores Ac ∈ A.

(iii) Si {An, n ≥ 1} ⊂ A, es compleix ∪n≥1An ∈ A.

Es defineix com a espai mesurable, o de Borel, al parell ordenat (Ω,B), on Ω és un conjunt
i B és una σ−àlgebra sobre Ω. Per altra banda, anomenem espai de mesura a la terna
(Ω,A, µ) onA és una σ-àlgebra de parts d’Ω i µ : A → [0,∞] és σ-additiva (amb µ(∅) = 0).
Un exemple important de mesura, que apareixerà sovint al llarg d’aquest treball, és la
delta de Dirac en el punt x, definida com

δx(A) = 1A(x), A ∈ A,

i representa una mesura de massa total igual a 1 concentrada en el punt x.
Ara, si considerem un espai de mesura (Ω,A, µ), un espai mesurable (E,B) i una aplicació
mesurable X : Ω → E. L’aplicació X indueix una mesura en l’espai (E,B) donada per

(µ ◦X−1)(B) = µ(X−1(B)), B ∈ B.

Anomenem a µ ◦X−1 com la mesura imatge de µ per X. Aleshores es compleix:

Teorema 1.1. (Teorema de la mesura imatge) Sigui f : E → R una funció mesurable.
Llavors f és integrable en l’espai de mesura (E,B, µ◦X−1) si i només si f ◦X és integrable
en (Ω,A, µ) i en aquest cas ∫

Ω
(f ◦X)dµ =

∫
E
fd(µ ◦X−1).
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Podeu trobar la demostració d’aquest teorema a la Proposició 6.9 de la referència [1].
Definim ara una variable aleatòria com una aplicació X : Ω → R tal que

X−1(B) = {ω ∈ Ω : X(ω) ∈ B} ∈ A,

per totB ∈ B(R), on B(R) significa els Borelians de R. Aquesta aplicació li fa correspondre
un valor real a cada element de l’espai mostral Ω.
Aleshores la llei d’una variable aleatòria X, denotada per PX , és la probabilitat sobre
(R,B(R)) definida com

PX(B) = P (X−1(B)),

per tot B ∈ B(R). Observem que la probabilitat PX és en realitat la mesura imatge de P
per X. També definim la seva funció de distribució associada com una funció F : R → [0, 1]
tal que

F (x) = P (X ≤ x).

Convé recordar que tota funció de distribució és creixent, cont́ınua per la dreta i satisfà
limx→+∞ F (x) = 1 i limx→−∞ F (x) = 0, on x ∈ R. Si aquesta variable aleatòria X és
integrable respecte P , definim l’esperança matemàtica d’X com

E[X] =

∫
Ω
XdP.

Aquesta és la integral d’X respecte la mesura P. Aleshores, pel teorema de la mesura
imatge, tenim que

E[X] =

∫
Ω
XdP =

∫
R
x(P ◦X−1)dx =

∫
R
xPX(dx).

Direm que una variable aleatòria és discreta si el conjunt X(Ω) és finit o numerable. En
aquest cas tenim que X : Ω → {xi, i ∈ I ⊆ N} i, si és integrable, es compleix

E[X] =
∑
i∈I

xiP (X = xi).

Per altra banda, direm que és absolutament cont́ınua si existeix una funció de densitat f
integrable tal que la seva funció de distribució F s’escriu

F (x) =

∫ x

−∞
f(t)dt,

per tot x ∈ R. Recordem que f és una funció de densitat si satisfà:

(i) f ≥ 0,

(ii) f és integrable en el sentit de Riemann per R,

(iii)
∫∞
−∞ f(x)dx = 1.

Una variable aleatòria absolutament cont́ınua, integrable, amb densitat f té esperança

E[X] =

∫ ∞

−∞
xf(x)dx.
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1.2 Convergència de variables aleatòries

Resulta indispensable per seguir aquest treball recordar i entendre els diferents tipus de
convergència de successions d’una variable aleatòria i les seves relacions. També convé
mencionar alguns resultats de Probabilitats que són necessaris a moltes de les demostra-
cions que veurem durant aquest text.
El primer de tot és la Desigualtat de Txebitxev. Aquesta ens diu que si tenim una variable
aleatòria X, no negativa, i f : R+ → R+ és una funció creixent tal que E[f(X)] < ∞. Si
a ∈ R+ compleix f(a) > 0, aleshores

P ({X ≥ a}) ≤ 1

f(a)
E[f(X)].

Suposem que tenim ara una successió de conjunts {An, n ≥ 1} d’un espai mesurable
(Ω,A). Es defineix

lim sup
n

An :=
∞⋂
n=1

∞⋃
k=n

Ak,

lim inf
n

An :=
∞⋃
n=1

∞⋂
k=n

Ak.

Notem que podem interpretar el ĺımit superior de An com el conjunt {w ∈ Ω : w ∈ An
per infinits n}, i el ĺımit inferior de An com el conjunt {w ∈ Ω : w ∈ An per per tots els
n, excepte potser un nombre finit}. Aleshores els Lemes de Borel Canteli ens diuen que:

(i) Si
∑∞

n=1 P (An) < ∞, on {An, n ≥ 1} és una successió de conjunts de A, aleshores
P ({lim supnAn}) = 0.

(ii) Si
∑∞

n=1 P (An) = ∞, on {An, n ≥ 1} és una successió d’esdeveniments indepen-
dents, aleshores P ({lim supnAn}) = 1.

Sigui ara una successió de variables aleatòries, {Xn, n ≥ 1}. Direm que la successió
convergeix quasi segurament a una variable aleatòria X si existeix un conjunt N ∈ A de
probabilitat zero tal que

lim
n→∞

Xn(w) = X(w)

per tot w /∈ N .
Aleshores els lemes de Borel Canteli ens permeten demostrar que la successió {Xn, n ≥ 1}
convergeix quasi segurament cap a X si i només si per tot ε > 0 es compleix

lim
m→∞

P ({ sup
n≥m

|Xn −X| ≤ ε}) = 1.

Un altre tipus de convergència és la convegència en probabilitat. Si tenim una successió de
variables aleatòries {Xn, n ≥ 1}, direm que convergeix en probabilitat cap a una variable
aleatòria X si

lim
n→∞

P ({|Xn −X| > ε}) = 0.

Finalment, si {Xn, n ≥ 1} és una successió de variables aleatòries de l’espai Lp(Ω,A, P )
amb 1 ≤ p <∞. Direm que aquesta successió convergeix en mitjana d’ordre p cap a una
variable aleatòria X de Lp(Ω,A, P ) si

lim
n→∞

E[|Xn −X|p] = 0.
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1.3 Funcions caracteŕıstiques

Estudiem ara les funcions caracteŕıstiques introdüıdes per Paul Lévy. Aquestes ens per-
meten treballar amb una tècnica diferent la convergència feble de probabilitats. Les
utilitzarem molt a la segona meitat d’aquest treball.
Si P és una probabilitat en R, la funció caracteŕıstica de P és una aplicació φP : R → C
definida com

φP (x) =

∫
R
eitxP (dx) =

∫
R
cos(tx)P (dx) + i

∫
R
sin(tx)P (dx).

Notem que φP està ben definida ja que les funcions sinus i cosinus son cont́ınues i fitades.
Ara, si X és una variable aleatòria, la funció caracteŕıstica de X és

φX(t) =

∫
R
eitXPX(dx) = E[eitX ],

on PX és la llei de X. D’aquesta definició veiem directament certes propietats de les
funcions caracteŕıstiques.

1. φX(0) = 1 ja que
∫
R e

0P (dx) = P (R) = 1.

2. |φX(t)| ≤ 1 per tot t ∈ R, ja que |eitx| ≤ 1.

3. φP (−t) = φP (t).

En efecte,

φP (−t) =
∫
R
e−itxP (dx) =

∫
R
cos(−tx)P (dx) + i

∫
R
sin(−tx)P (dx)

=

∫
R
cos(tx)P (dx)− i

∫
R
sin(tx)P (dx) =

∫
R
eitxP (dx) =

∫
R
eitxP (dx)

= φP (t).

4. Si X1, ..., Xn són variables aleatòries independents, aleshores

φX1+...+Xn(t) = φX1(t)× ...× φXn(t).

Efectivament,

E[eit(X1+...+Xn)] = E[eitX1 ]× ...×E[eitXn ] = φx1(t)× ...× φXn(t).

5. φP (t) és uniformement cont́ınua. En efecte, qualsevols que siguin s, t ∈ R, tenim

|φP (t)− φP (s)| =
∣∣∣∣∫

R
(eitx − eisx)P (dx)

∣∣∣∣ ≤ ∫
R
|ei(t−s)x − 1|P (dx).

Com aquesta darrera integral està afitada per 2 i tendeix a zero quan |t− s| tendeix
a zero, només cal aplicar el Teorema de la Convergència dominada.

6. Propietat fonamental d’injectivitat. Aquesta ens diu que si φP1(t) = φP2(t) on P1 i
P2 son dues probabilitats en R, necessàriament P1 ≡ P2. Observem que la implicació
contrària és evident.
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Es pot provar utilitzant el Teorema de Stone-Weirestrass. Aquest ens diu que si
fixem un interval [−T, T ], les combinacions lineals finites a coeficients complexos de
les funcions eiπkx/T on k ∈ Z son denses en el conjunt de les funcions complexes
sobre [−T, T ] a valors complexos. Cal veure doncs que∫

R
f(x)dP1(x) =

∫
R
f(x)dP2(x),

per tota funció real cont́ınua amb suport compacte. Fixem ε > 0 i prenem T > 0 tal
que el suport de f estigui contingut en [−T, T ] i P1([−T, T ]c) ≤ ε, P2([−T, T ]c) ≤ ε.
Pel que acabem de dir, existeix una funció

f̃(x) =
m∑
j=1

aj exp{
iπkjx

T
}

amb aj ∈ C tal que sup|x|≤T |f̃(x)−f(x)| < ε. Per hipòtesi sabem que
∫
R f̃(x)dP1(x) =∫

R f̃(x)dP2(x). També, com que f̃ és 2T−periòdica, tenim que

∥f̃∥∞ = sup
x∈[−T,T ]

|f̃(x)| ≤ ε+ ∥f∥∞.

Per tant, si prenem θ =
∣∣∫

R f(x)dP1(x)−
∫
R f(x)dP2(x)

∣∣,
θ ≤

∣∣∣∣∫
R
f(x)dP1(x)−

∫
R
f̃(x)dP1(x)

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫
R
f̃(x)dP2(x)−

∫
R
f(x)dP2(x)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫
R
(f(x)− f̃(x))dP1(x)

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫
R
(f̃(x)− f(x))dP2(x)

∣∣∣∣ . (1.1)

Fixem-nos que∣∣∣∣∫
R
(f(x)− f̃(x))dP1(x)

∣∣∣∣ ≤ ∫
{|x|≤T}

∣∣∣f(x)− f̃(x)
∣∣∣ dP1(x)

+

∫
{|x|>T}

∣∣∣f(x)− f̃(x)
∣∣∣ dP1(x)

≤ P1([−T, T ])ε+ ε(ε+ ∥f∥∞).

Aplicant aquest raonament també a l’altre sumand de (1.1), obtenim

θ ≤ ε(P1([−T, T ]) + P2([−T, T ])) + 2ε(ε+ ∥f∥∞) ≤ 2ε(1 + ε+ ∥f∥∞).

Com ε > 0 és arbitrari ja hem acabat.

A continuació enunciarem i demostrarem la desigualtat de Paul Lévy. Aquesta és necessària
per demostrar el teorema de Continüıtat de Paul Lévy i també per demostrar el Teorema
de Levy-Khintchine. Els estudiarem més endavant, ja que per entendre’ls és necessari in-
troduir alguns conceptes que encara no hem vist. El primer d’aquests teoremes s’utilitzarà
de forma recurrent al darrer caṕıtol d’aquest treball per provar diferents resultats. El
teorema de Lévy-Khintchine serà l’últim teorema que veurem, quan parlem de lleis infini-
tament divisibles.
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Teorema 1.2. (Desigualtat de Paul Lévy) Sigui P una probabilitat sobre R amb funció
caracteŕıstica φ. Aleshores, per tot a > 0,

P

(
x : |x| > 2

u

)
≤ 1

u

∫ u

−u
(1− φ(t))dt.

Prova. Fent servir el Teorema de Fubini i el fet que la funció sinus és imparell, operant
la integral de l’esquerra obtenim

1

u

∫ u

−u
(1− φ(t))dt =

1

u

∫ u

−u
(1− eitx)dt =

1

u

∫ u

−u

∫
R
(1− eitx)dP (x)dt

=

∫
R

[
1

u

∫ u

−u
(1− cos(tx)dt

]
dP (x) =

∫
R
2

(
1− sin(ux)

ux

)
dP (x)

≥
∫
{|ux|≥2}

2

(
1− sin(ux)

ux

)
dP (x)

≥ 2 inf
|t|≥2

(
1− sin(t)

t

)
P

(
x : |x| > 2

u

)
≥ P

(
x : |x| > 2

u

)
.

2

D’aqúı se’n dedueix un corol·lari que utilitzarem també en el darrer apartat, per demostrar
el Teorema de Levy-Khintchine.

Corol·lari 1.3. Si X és una variable aleatòria amb llei PX i φ és la seva funció carac-
teŕıstica, aleshores existeix α ∈ (0,∞) tal que per u > 0 és compleix:

P

(
|X| > 1

u

)
≤ α

u

∫ u

0
(1−Re(φ(t)))dt.

Prova. Tenim

Re(φ(t)) = Re

(∫
R
eitxdPX(x)

)
=

∫
R
cos(tx)dPX(x)).

Aleshores,
1

u

∫ u

0
(1−Re(φ(t)))dt =

1

u

∫ u

0

∫
R
(1− cos(tx)dPX(x)dt.

A partir d’aqúı, podem fer servir el mateix raonament del teorema anterior però integrant
entre 0 i u en comptes de −u i u, i arribem a

1

u

∫ u

0
(1−Re(φ(t)))dt ≥

∫
{|xu|≥1}

(
1− sin(ux)

ux

)
dPX(x)

≥ inf
|t|≥1

(
1− sin(t)

t

)
P

(
|X| > 1

u

)
Aix́ı doncs, si prenem 1

α = inf |t|≥1(1−
sin(t)
t ) ja hem acabat. 2
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2 Sèries aleatòries i criteris de convergència

En aquest apartat ens interessarà estudiar el comportament asimptòtic de la successió de
sumes parcials

Sn = X1 +X2 + ...+Xn,

on {Xn, n ≥ 1} és una successió de variables aleatòries independents.
Sota certes condicions, veurem que la successió Sn

n convergeix en probabilitat (i quasi
segurament) cap a una constant. Si suposem que les variables Xn són indènticament
distribüıdes, aquesta constant serà la seva esperança.

Proposició 2.1. Sigui {Xn, n ≥ 1} una successió de variables aleatòries incorrela-
cionades que satisfà E(Xn

2) < C per tot n ≥ 1. Aleshores,

Sn −E(Sn)

n

q.s, L2

−−−−→
n→∞

0.

Prova. Primer demostrarem la convergència en L2. Comencem estudiant la variància.
Fent servir que les variables són incorrelacionades,

V ar(Sn) = E
[
(Sn −E(Sn))

2
]
= E

( n∑
i=1

Xi −E(Xi)

)2


= E

 n∑
i=1

n∑
j=1

(Xi −E(Xi))(Xj −E(Xj))

 =

n∑
i=1

V ar(Xi).

(2.1)

Aleshores obtenim fàcilment la convergència en L2,

E

[∣∣∣∣Sn −E(Sn)

n

∣∣∣∣2
]
=

1

n2
V ar(Sn) =

1

n2

n∑
i=1

V ar(Xi) ≤
1

n2

n∑
i=1

E(Xi)
2 ≤ 1

n2
nC −−−→

n→∞
0.

Estudiem ara la convergència q.s. Sense pèrdua de generalitat, podem suposar que les
variables Xn son centrades. En primer lloc, volem veure que

Sn2

n2
q.s−−−→

n→∞
0.

Sigui ε > 0. Fent servir la desigualtat de Txebitxev i el mateix argument que a (2.1),
obtenim

P

(
Sn2

n2
> ε

)
≤ 1

n4ε2
E
[
S2
n2

]
=

1

n4ε2
V ar (Sn2) =

1

n4ε2

n2∑
i=1

V ar(Xi) ≤
1

n4ε2
n2C =

C

n2ε
.

Per tant,
∞∑
n=1

P

(
Sn2

n2
> ε

)
≤

∞∑
n=1

C

n2ε
<∞.

Per Borel Canteli tenim |Sn2

n2 | −→
q.s

0 i, en conseqüència,
Sn2

n2

q.s−−−→
n→∞

0.

Ara, definim
Dn := max

n2≤k<(n+1)2
|Sk − Sn2 |.
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Volem veure que Dn
n2

q.s−−−→
n→∞

0. Primer de tot, fixem-nos que la incorrelació ens dona

E(D2
n) ≤ E

(n+1)2−1∑
k=n2

|Sk − S2
n|2
 =

n2+2n∑
k=n2

E

 k∑
l=n2+1

X2
l

 =

=
n2+2n∑
k=n2

k∑
l=n2+1

E[X2
l ] ≤

n2+2n∑
k=n2

k∑
l=n2+1

C < (2n)2C.

Fent servir això, obtenim

P

(
Dn

n2
> ε

)
≤ 1

n4ε2
E
[
|Dn|2

]
≤ 1

n4ε2
(2n)2C =

4C

n2ε2
.

Aleshores, és clar que
∑∞

n=1 P
(
Dn
n2 > ε

)
<∞. Per Borel-Canteli es veu que Dn

n2 −→
q.s

0.

Per acabar, fixem-nos que per n2 ≤ k < (n+ 1)2,∣∣∣∣Skk
∣∣∣∣ = ∣∣∣∣Sk − Sn2 + Sn2

k

∣∣∣∣ ≤ |Sk − Sn2 |
k

+
|Sn2 |
k

≤ |Sk − Sn2 |
n2

+
|Sn2 |
n2

≤ Dn

n2
+

|Sn2 |
n2

.

Ja hem vist que tant Dn
n2 com

|Sn2 |
n2 convergeixen a zero quasi segurament. Prenent ĺımits

veiem doncs que |Sk|
k convergeix a zero quasi segurament, tal i com voĺıem veure.

2

Un exemple fonamental és el següent: Siguin Xn variables independents idènticament
distribüıdes amb lleis de Bernoulli de paràmetre p. Això significa que Xn valdrà 1 o
0 en funció de si un esdeveniment Y ha passat o no a l’instant n, en una successió de
realitzacions independents d’un experiment aleatori. Aleshores el qüocient Sn

n representa
la freqüència relativa d’aquest esdeveniment després de n realitzacions. Tenim doncs que
la successió de freqüències relatives convergeix quasi segurament cap a la probabilitat de
l’esdeveniment que estem considerant.

Estudiem ara el següent teorema:

Teorema 2.2. Sigui {Xn, n ≥ 1} una successió de variables aleatòries independents tal
que existeix una successió {bn} → +∞ que satisfà:

a)

n∑
i=1

P (|Xi| > bn) −−−→
n→∞

0,

b)
n∑
i=1

1

b2n
E
[
|Xi|21{|Xi|≤bn}

]
−−−→
n→∞

0.

Aleshores, si an =
n∑
i=1

E[Xi1{|Xi|≤bn}],

Sn − an
bn

P−−−→
n→∞

0.

Prova. Definim Ynj = Xj1{|Xj |≤bn}, on j = 1, ..., n. Definim també Tn =
∑n

j=1 Ynj .
Observem, en primer lloc, que

P (Sn ̸= Tn) = P (Ynj ̸= Xj , per algun j = 1, .., n) ≤
n∑
j=1

P (Ynj ̸= Xj).
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Com Ynj = Xj si |Xj | ≤ bm, tenim que P (Ynj ̸= Xj) = P (Xj > bn). Aleshores, per la
hipòtesi a), es veu

P (Sn ̸= Tn) ≤
n∑
j=1

P (Ynj ̸= Xj) =

n∑
j=1

P (Xj > bn) −−−→
n→∞

0.

Per altra banda, fent servir b) i la desigualtat de Txebitxev, veurem que Tn−an
bn

p−→ 0. Per
tot ε > 0, tenim

P

(∣∣∣∣Tn − an
bn

∣∣∣∣ > ε

)
≤ 1

ε2b2n
E
[
|Tn − an|2

]
=

1

ε2b2n
E[|Tn −E[Tn]|2] =

1

ε2b2n
V ar(Tn)

=
1

ε2b2n
V ar(

n∑
j=1

Ynj ) =
1

ε2b2n

n∑
j=1

V ar(Ynj )

≤ 1

ε2b2n

n∑
j=1

E[Y 2
nj
] −−−→
n→∞

0.

Com que P (Sn ̸= Tn) −−−→
n→∞

0 i Tn−anbn

p−→ 0, és fàcil veure que Sn−an
bn

p−→ 0, doncs

P

(∣∣∣∣Sn − an
bn

∣∣∣∣ > ε

)
= P

(∣∣∣∣Sn − an
bn

∣∣∣∣ > ε, Sn = Tn

)
+ P

(∣∣∣∣Sn − an
bn

∣∣∣∣ > ε, Sn ̸= Tn

)
≤ P

(∣∣∣∣Tn − an
bn

∣∣∣∣ > ε

)
+ P (Sn ̸= Tn) −→ 0.

2

A continuació, estudiarem la Primera i la Segona desigualtat de Kolmogórov. Aquestes
ens serviran per demostrar el Teorema de les tres sèries de Kolmogórov.

Proposició 2.3. (Primera desigualtat de Kolmogórov) Sigui {Xn, n ≥ 1} una successió de
variables aleatòries independents, centrades tals que E(X2

n) <∞ per tot n ≥ 1, aleshores

P ( max
1≤j≤n

|Sj | > ε) ≤ σ2(Sn)

ε2
.

on V ar(Sn) = σ2(Sn).

Prova. Sigui M0 = Ω, Mk = {max1≤j≤k|Sj | ≤ ε} per tot k ≥ 1. Observem que
Mn ⊆ Mn−1 ⊆ ... ⊆ M1 ⊆ M0. Considerem ara els conjunts Ak = Mk−1 − Mk =
{|Sj | ≤ ε, j = 1, ..., k − 1, |Sk| > ε}. Aleshores, si A = ∪nk=1Ak = {max1≤j≤n|Sj | > ε},
volem veure que P (A) ≤ σ2(Sn)

ε2
. Com que les variables són centrades,

σ2(Sn) = E(S2
n) ≥

∫
A
(Sn)

2dP =

n∑
k=1

∫
Ak

(Sn − Sk + Sk)
2dP.

Fixem-nos que (Sn − Sk + Sk)
2 = (Sn − Sk)

2 + 2(Sn − Sk)Sk + (Sk)
2. El primer terme

és positiu i
∫
Ak

(Sn − Sk)SkdP = E[Sk(Sn − Sk)1Ak
] = E[Sk1Ak

]E[Sn − Sk] = 0 ja que
E[Sn − Sk] = 0 per ser centrades i independents.
Amb això, si fem servir que en Ak tenim |Sk| > ε i que A = ∪nk=1Ak, veiem

n∑
k=1

∫
Ak

(Sn − Sk + Sk)
2dP ≥

n∑
k=1

∫
Ak

S2
kdP ≥ ε2P (A).
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És a dir, σ2(Sn) ≥ ε2P (A) tal i com voĺıem veure. 2

Estudiem ara la segona desigualtat de Kolmogórov.

Proposició 2.4. (Segona desigualtat de Kolmogórov) Sigui {Xn, n ≥ 1} una successió de
variables aleatòries independents tals que E [|Xn|] <∞ i existeix algun A > 0 que satisfà
|Xn −E[Xn]| ≤ A q.s per tot n ≥ 1, aleshores

P ( max
1≤j≤n

|Sj | ≤ ε) ≤ (4ε+ 2A)2

σ2(Sn)
.

Prova. Fent servir un raonament semblant a la demostració anterior, definim primer els
conjunts M0 = Ω, Mk = {max1≤j≤k|Sj | ≤ ε} per tot k ≥ 1. Observem que Mn ⊆
Mn−1 ⊆ ... ⊆ M1 ⊆ M0. Considerem ara els conjunts Ak = Mk−1 −Mk = {|Sj | ≤ ε, j =
1, ..., k − 1, |Sk| > ε}. Tenim Mk+1 =Mk −Ak+1 i A = ∪n1Ak = Ω−Mn.
Definim també les variables centrades X

′
j = Xj − E(Xj) per tot j ≥ 1. Per hipòtesi,

|X ′
j | ≤ A. Sigui S

′
j =

∑j
k=1X

′
k amb S

′
0 = 0. Ara definim ak =

1
P (Mk)

∫
Mk

S
′
kdP , a0 = 0.

Volem demostrar

P (Mn) ≤
(4ε+ 2A)2

σ2(Sn)
.

Considerem en primer lloc

I :=

∫
Mk+1

(S
′
k+1 − ak+1)

2dP = I1 − I2,

on

I1 :=

∫
Mk

(S
′
k−ak+ak−ak+1+X

′
k+1)

2dP i I2 =

∫
Ak+1

(S
′
k−ak+ak−ak+1+X

′
k+1)

2dP,

ja que S′
k+1 = S′

k +X ′
k+1 i Mk+1 =Mk −Ak+1. Volem acotar la integral de l’esquerra de

la igualtat. Per fer-ho, acotem primer I2 fent servir les següents desigualtats:

|S′
k − ak| =

∣∣∣∣Sk −E[Sk]−
1

P (Mk)

∫
Mk

(Sk −E[Sk])dP

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣Sk −E[Sk]−

1

P (Mk)
P (Mk)(ε−E[Sk])

∣∣∣∣ ≤ |Sk|+ ε,

i

|ak − ak+1| =
∣∣∣∣ 1

P (Mk)

∫
Mk

(Sk −E[Sk]) dP

− 1

P (Mk+1)

∫
Mk+1

(Sk −E[Sk] +Xk+1 −E[Xk+1]) dP

∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣ 1

P (Mk)

∫
Mk

(ε−E[Sk]) dP − 1

P (Mk+1)

∫
Mk+1

(ε−E[Sk] +A) dP

∣∣∣∣∣
≤ ε+ ε+A = 2ε+A.

Aix́ı doncs,

I2 ≤
∫
Ak+1

(
|Sk|+ ε+ 2ε+A+ |X ′

k+1|
)2
dP ≤ (4ε+ 2A)2P (Ak+1),
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on hem fet servir que, en Ak+1, |Sk| < ε i |X ′
k+1| ≤ A. En conseqüència, −I2 ≥ −(4ε +

2A)2P (Ak+1).
Ara, per acotar I1, fixem-nos que

(S
′
k − ak + ak − ak+1 +X

′
k+1)

2 = (S
′
k − ak)

2 + (ak + ak+1)
2 + (X

′
k+1)

2

+ 2(S
′
k − ak)(ak + ak+1) + 2(S

′
k − ak)(X

′
k+1)

+ 2(ak + ak+1)(X
′
k+1).

Observem que E[1Mk
(S

′
k−ak)(X

′
k+1)] = 0 i E[(ak−ak+1)(X

′
k+1)] = 0, per independència

i ser centrades. També que

E[1Mk
(S

′
k − ak)(ak − ak+1)] = (ak − ak+1)E[1Mk

(S
′
k − ak)]

= (ak − ak+1)

(∫
Mk

S
′
kdP − P (Mk)

1

P (Mk)

∫
Mk

S
′
kdP

)
= 0,

ja que ak = 1
P (Mk)

∫
Mk

S
′
kdP . Aleshores, si suprimim el terme (ak − ak+1)

2 ≥ 0, podem
acotar I1 inferiorment per

I1 ≥
∫
Mk

(S
′
k − ak)

2dP +

∫
Mk

(X
′
k+1)

2dP =

∫
Mk

(S
′
k − ak)

2dP + P (Mk)σ
2(Xk+1),

on en la darrera igualtat hem utilitzat la independència de les variables. Per tant,

I =

∫
Mk+1

(S
′
k+1−ak+1)

2dP ≥
∫
Mk

(S
′
k−ak)2dP +P (Mk)σ

2(Xk+1)− (4ε+2A)2P (Ak+1).

(2.2)
Si considerem ara Θn :=

∑n−1
k=0

∫
Mk+1

(S
′
k+1 − ak+1)

2dP −
∫
Mk

(S
′
k − ak)

2dP , com que

P (Mn) ≤ P (Mk) per tot 1 ≤ k ≤ n− 1, tenim

Θn ≥
n−1∑
k=0

P (Mk)σ
2(Xk+1)− (4ε+ 2A)2P (Ak+1)

≥ P (Mn)σ
2(Sn)− (4ε+ 2A)2P (A),

on hem aplicant la desigualtat (2.2). Per altra banda, la sèrie Θn és telescópica, per tant
es cancelaran tots els termes excepte l’últim i el primer. Com que a0 = 0, S

′
0 = 0, tenim

Θn =

∫
Mn

(S
′
n − an)

2dP

=

∫
Mn

(
Sn −E[Sn]−

1

P (Mn)

∫
Mn

(Sn −E[Sn]dP

)2

dP

≤
∫
Mn

(|Sn|+ ε)2dP ≤ 4ε2P (Mn).

Aleshores, combinant les dos desigualtats, obtenim

P (Mn)σ
2(Sn) ≤ 4ε2P (Mn) + (4ε+ 2A)2P (Ω−Mn)

≤ (4ε+ 2A)2P (Mn) + (4ε+ 2A)2P (Ω−Mn)

= (4ε+ 2A)2.

2
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Com a observació, donat que per hipòtesi |Xn−E[Xn]| ≤ A, tenim que E|Xn−E[Xn]|2 ≤
A2 i per tant té moment de segon ordre acotat.

A partir de les dues desigualtats de Kolmogórov podem establir el següent criteri per
estudiar la convergència quasi segura de sèries aleatòries:

Teorema 2.5. (Les tres sèries de Kolmogórov) Sigui {Xn, n ≥ 1} una successió de vari-
ables aleatòries independents. Sigui A > 0. Definim Yn = Xn1{|Xn|≤A}.
Aleshores

∑∞
n=1Xn convergeix q.s si i només si convergeixen les tres sèries:

a)
∞∑
n=1

P (|Xn| > A),

b)
∞∑
n=1

E(Yn),

c)
∞∑
n=1

σ2(Yn).

Prova. Suposem certes a), b) i c) i anem a veure que això implica la convergència q.s de∑∞
n=1Xn. Volem provar en primer lloc que

∑∞
n=1(Yn − E(Yn)) convergeix quasi segura-

ment. Considerem el següent conjunt

B =

∞⋂
m=1

∞⋃
n0=1

∞⋂
n=n0

{∣∣∣∣∣
n∑

i=n0

(Yi −E(Yi))

∣∣∣∣∣ ≤ 1

m

}
,

és a dir que per tot m ≥ 1 existeix un n0 ≥ 1 tal que per tot n ≥ n0 satisfà∣∣∣∣∣
n∑

i=n0

(Yi −E(Yi))

∣∣∣∣∣ ≤ 1

m
.

Fixem-nos que

∞⋂
n=n0

{
max

n0≤k≤n

∣∣∣∣∣
k∑

i=n0

(Yi −E(Yi))

∣∣∣∣∣ ≤ 1

m

}
⊆

∞⋂
n=n0

{∣∣∣∣∣
n∑

i=n0

(Yi −E(Yi))

∣∣∣∣∣ ≤ 1

m

}
.

Aleshores, la probabilitat del conjunt de l’esquerra serà menor o igual que la probabilitat

del conjunt de la dreta. A partir d’ara anomenemMn := maxn0≤k≤n

∣∣∣∑k
i=n0

(Yi −E(Yi))
∣∣∣.

Per la Primera desigualtat de Kolgómorov tenim

P

(
Mn >

1

m

)
≤

σ2

(
n∑

i=n0

(Yi −E(Yi))

)
1
m2

.

Per tant, la probabilitat del seu complementari és

P

(
Mn ≤ 1

m

)
≥ 1−m2

n∑
i=n0

σ2(Yi),
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per tot m ≥ 1. Aleshores, si fem servir aquesta desigualtat, tenim que

P (B) = lim
m→∞

lim
n0→∞

P

( ∞⋂
n=n0

{∣∣∣∣∣
n∑

i=n0

(Yi −E[Yi])

∣∣∣∣∣ ≤ 1

m

})

≥ lim
m→∞

lim
n0→∞

(
1−m2

∞∑
i=n0

σ2(Yi)

)
.

Per hipòtesi, la sèrie
∑n

i=n0
σ2(Yi) és convergent. Això implica que el ĺımit en n0 d’aquesta

és zero i, aleshores,
P (B) ≥ 1.

Això implica que P (B) = 1.
Aix́ı doncs, la sèrie

∑∞
n=1 (Yn −E(Yn)) convergeix quasi segurament. Per hipòtesi, la

sèrie
∑∞

n=1E(Yn) també és convergent. Per tant,
∑∞

n=1 Yn convergeix quasi segurament,
tal i com voĺıem veure. Per a) tenim

∑∞
n=1 P (|Xn| > A) convergeix. Això equival a dir

que la sèrie
∑∞

n=1 P (Xn ̸= Yn) convergeix. Aleshores, per Borel Canteli tenim que {Xn}
i {Yn} difereixen en un nombre finit de punts i, com

∑∞
n=1 Yn convergeix,

∑∞
n=1 Xn és

convergent quasi segurament.

Anem a demostrar l’altre implicació. Suposem que
∑∞

n=1Xn convergeix q.s. Sigui A > 0.
Suposem que

∑∞
n=1 P (|Xn| > A) = ∞. Per Borel Cantelli tenim P (|Xn| > A infinites

vegades) = 1. Però això implicaria que la sèrie
∑∞

n=1Xn no convergeix, cert per hipòtesi.
Aleshores,

∑∞
n=1 P (|Xn| > A) convergeix. Observem que pel mateix raonament d’abans,

tenim que
∑∞

n=1 Yn és convergent.
Ara, per la segona desigualtat de Kolgómorov, tenim

P

({
max

n0≤k≤n

∣∣∣∣∣
k∑

i=n0

Yi

∣∣∣∣∣ ≤ 1

})
≤ (4A+ 4)2∑n

i=n0
σ2(Yi)

.

Si la sèrie
∑n

i=n0
σ2(Yi) fos divergent, aquesta probabilitat tendiria a zero quan n → ∞

per tot n0. Això voldria dir que la resta de la sèrie
∑∞

n=1 Yn no estaria mai acotada per
1 q.s, és a dir que no seria convergent i per tant trobem una contradicció.
Per acabar, observem que E(Yi−E(Yi)) = 0. Aleshores

∑
i σ

2(Yi−E(Yi)) =
∑

i σ
2(Yi) <

∞. Aix́ı doncs
∑

i Yi−E(Yi) convergeix q.s, i com
∑

i Yi és convergent, tenim que
∑

iE(Yi)
convergeix. 2

Per acabar aquest apartat, demostrarem un últim resultat respecte a sèries aleatòries i
criteris de convergència.

Teorema 2.6. Sigui {Xn, n ≥ 1} una successió de variables aleatòries independents.
Suposem que Sn −→

p
l. (|l| <∞ q.s), aleshores

Sn −→
q.s

l.

Prova. Per tot ε > 0 existeix un n0 tal que per qualsevol n ≥ n0 es satisfà: P (|Sn − l| >
ε
2) <

ε
2 . Tenim doncs,

P (|Sn − Sm| > ε) ≤ P (|Sm − l| > ε

2
) + P (|Sn − l| > ε

2
) < ε.
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Ara, fent servir que |x| − |y| ≤ |x− y|, veiem que

{|Sn − Sm| > ε} ⊃
n⋃

k=m

{|Sn − Sk| < ε, |Sk − Sm| > 2ε}

⊃
n⋃

k=m

{ max
m<l<k

|Sl − Sm| ≤ 2ε, |Sn − Sk| < ε, |Sk − Sm| > 2ε}.

Fixem-nos que aquesta unió és disjunta. En efecte, si suposem que k = k0, tindrem que
per tot l entre m i k0 − 1 es satisfà |Sl − Sm| ≤ 2ε i |Sk0 − Sm| > 2ε. Si fem avançar la
k, k = k0 + 1, aleshores el conjunt satisfà per tot l entre m i k0 que |Sl − Sm| ≤ 2ε, en
particular |Sk0 − Sm| ≤ 2ε. Amb això i la independència de les variables aleatòries tenim

ε > P (|Sn − Sm| > ε) ≥
n∑

k=m

P ( max
m<l<k

|Sl − Sm| ≤ 2ε, |Sk − Sm| > 2ε)P (|Sn − Sk| < ε)

≥ min
m≤k≤n

P (|Sn − Sk| < ε)

×
n∑

k=m

P ( max
m<l<k

|Sl − Sm| ≤ 2ε, |Sk − Sm| > 2ε)

> (1− ε)P ( max
m<l<n

|Sl − Sm| > ε).

Aix́ı doncs,
ε

1− ε
> P ( max

m<l<n
|Sl − Sm| > ε).

Si considerem ara el conjunt

B :=

∞⋂
m=1

∞⋃
n0=1

∞⋂
n=n0

{
max
n0≤l≤n

|Sl − Sm| <
1

m

}
,

anàlogament a la demostració del teorema anterior, tenim que

P (B) ≥ lim
m→∞

(
1−

1
m

1− 1
m

)
= 1,

i això implica que Sn convergeix q.s.

2
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3 Convergència feble de mesures de probabilitat

Fins ara hem estudiat diferents convergències d’una successió de variables aleatòries. No
obstant, en aquest apartat estudiarem aquests mateixos comportaments, però referint-nos
a una successió de mesures de probabilitats sobre R. Considerem una successió {µn, n ≥ 1}
de mesures de probabilitat sobre R. El primer dubte que ens sorgeix segurament serà quan
direm que µn convergeix cap a una mesura de probabilitats µ. Podŕıem pensar que la
definició més natural seria dir que limn→∞ µn(B) = µ(B) per tot B ∈ B(R). No obstant
això, en alguns casos ens interessarà poder dir que una successió de mesures de probabilitat
discretes, {µn, n ≥ 1}, convergeix cap a una llei cont́ınua µ. Amb aquesta definició això
no és possible, doncs si S és el conjunt numerable igual a la unió dels suports de les µn,
tindrem µn(S) = 1 per a tot n però µ(S) = 0. Aix́ı doncs, anem a donar la definició que
farem servir a partir d’ara.

Definició 3.1. Sigui {µn, n ≥ 1}, una successió de mesures de probabilitat sobre R i µ
una mesura de probabilitat sobre R. Direm que aquesta successió convergeix feblement
cap a µ i escriurem µn

w−−−→
n→∞

µ si∫
R
f(x)µn(dx) −−−→

n→∞

∫
R
f(x)µ(dx),

per tota funció f : R → R cont́ınua i afitada.

Observació. Generalment, si tenim {Xn, n ≥ 1} una successió de variables aleatòries,
escriurem Xn

w−−−→
n→∞

X per dir que les lleis de les variables aleatòries de la successió Xn

convergeixen cap a la llei de X.

Fixem-nos que si f ≡ 1, aleshores µn(R) → µ(R).
En aquest apartat designem Cb(R) com el conjunt de les funcions f : R → R cont́ınues i
afitades.
El següent resultat caracteritza la convergència feble en termes de les funcions de dis-
tribució Fµn i Fµ de µn i µ, respectivament. Aquest resultat es demostra al curs de
Probabilitats i si esteu interessats en una demostració podeu consultar Teorema 11.2 del
llibre Curs de Probabilitats de D. Nualart i M.Sanz. [1]

Teorema 3.2. Considerem Fµ(x) := µ ((−∞, x]). Aleshores

µn
w−→ µ ⇐⇒ Fµn(x) → Fµ(x)

per tot punt de continüıtat de Fµ.

Observació. D’aquest teorema es dedueix que si existeix el ĺımit feble d’una successió
µn, aquest és únic. En efecte, si µ i µ′ són dos ĺımits, aleshores les seves funcions de
distribució han de coincidir llevat de pot ser un conjunt numerable, i com són cont́ınues
per la dreta, són iguals. Aleshores µ = µ′.
Fixem-nos que quan parlem de convergència de la llei d’una successió de variables aleatòries
cap a la llei d’una variable aleatòria, el ĺımit no té perquè ser únic.

Presentem ara un nou concepte relatiu a les mesures de probabilitat.

15



Definició 3.3. Sigui M una famı́lia de mesures de probabilitat sobre R.
(i) Direm que M és relativament compacte si tota successió d’elements de M té una
subsuccessió que convergeix feblement.
(ii) Direm que M és ajustada si per a tot ε > 0 existeix un a > 0 tal que µ([−a, a]c) < ε
per tota µ ∈ M.

A partir d’aquesta definició i el Teorema de Helly-Bray, que veurem a continuació, es pot
demostrar el que es coneix com a Teorema de Prokhorov. Aquest ens permet estudiar la
relació entre una famı́lia de mesures de probabilitat relativament compacte i una ajustada.
Gràcies al Teorema de Prokhorov podrem establir un nou criteri de convergència.
Anem a demostrar cadascun d’aquests resultats.

Teorema 3.4. (Teorema de Helly-Bray) Sigui {Fn, n ≥ 1} una successió de funcions de
R, a valors en [0,M ], creixents i cont́ınues per la dreta. Aleshores existeix una funció
F : R → [0,M ] creixent i cont́ınua per la dreta, i existeix una subsuccessió Fnk

tal que

lim
n→∞

Fnk
(x) = F (x).

per a tot punt de continüıtat de F.

Prova. Fixem D := {xn, n ≥ 1}, un subconjunt dens i numerable en R. L’objectiu és
construir una subsuccessió Fnk

tal que {Fnk
(xj), k ≥ 1} convergeix cap a un cert ĺımit yj ,

per a tot j ≥ 1.
Com que 0 ≤ Fn(x1) ≤ M per tot n ≥ 1, per ser Fn una successió creixent i acotada,
existeix una subsuccessió {F1,n(x1)} convergent cap a un ĺımit y1 ∈ [0,M ]. Si repetim
aquest argument, com que 0 ≤ Fn,1(x2) ≤ M per tot n ≥ 1, existeix una subsuccessió
{F2,n(x2)} convergent cap a un ĺımit y2 ∈ [0,M ]. En general, com que 0 ≤ Fm,n(xm+1) ≤
M per tot n ≥ 1, existeix una subsuccessió {Fm+1,n(xm+1)} convergent cap a un ĺımit
ym+1 ∈ [0,M ]. Considerem doncs la successió Fnk

(x) = Fk,k(x). Per cada xj ∈ D, la
successió Fnk

(xj) = Fk,k(xj) és una parcial de {Fj,k(xj), k ≥ 1} per k ≥ j. Per tant,

lim
n→∞

Fnk
(xj) = yj .

Definim ara la funció FD : D → [0,M ] com FD(xj) = yj . Observem que limk→∞ Fnk
(x) =

FD(x) per tot x ∈ D. La funció FD és creixent, ja que si x ≤ y, aleshores Fnk
(x) ≤ Fnk

(y)
per tot k ≥ 1. Per tant, FD(x) ≤ FD(y).
Sigui ara F : R → [0,M ] definida per F (x) = inf{FD(y) : y ∈ D, y > x}. Aleshores F (x)
satisfà les condicions de l’enunciat. En efecte,
(1) És creixent, ja que si x1 ≤ x2, aleshores inf{FD(y) : y ∈ D, y > x1} ≤ inf{FD(y) : y ∈
D, y > x2}.
(2) És cont́ınua per la dreta, ja que si prenem una successió {zn, n ≥ 1} decreixent cap a x,
aleshores F (zn) convergeix cap a F (x). En efecte, suposem que F (zn) decreix i convergeix
cap a un b > F (x). Per la definició de F (x) existeix un y0 ∈ D tal que y0 > x i FD(y0) > b.
Aleshores, per n prou gran, x ≤ zn < y0; i en conseqüència F (zn) ≤ FD(y0) < b, que és
una contradicció.
(3) Finalment, veiem que en tot punt de continüıtat de F , limn→∞ Fnk

(x) = F (x). En
efecte, si prenem y ∈ D, y > x, fent servir que les funcions són creixents tindrem

lim sup
k

Fnk
(x) ≤ lim sup

k
Fnk

(y) = FD(y),
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ja que limk→∞ Fnk
(x) = FD(x). Pel mateix raonament, si x′ < y < x, y ∈ D, aleshores

lim inf
k→∞

Fnk
(x) ≥ lim inf

k→∞
Fnk

(y) = FD(y) ≥ F (x′),

per la definició de F (x′). Com això és cert per tot x′ < x i F és cont́ınua en el punt x,
obtenim lim infk→∞ Fnk

(x) ≥ F (x) i en conseqüència F (x) = limn→∞ Fn(x). 2

Demostrem ara el Teorema de Prokhorov.

Teorema 3.5. (Teorema de Prokhorov) Sigui M una famı́lia de mesures de probabilitat
en R. Aleshores M és ajustada si i només si M és relativament compacte.

Prova. Estudiem primer la implicació cap a la dreta. Suposem que M és ajustada i
considerem una successió de mesures de probabilitat {µn, n ≥ 1} ⊂ M. Per tot n ≥ 1
prenem Fn, la funció de distribució de µn. Aleshores, pel teorema de Helly-Bray, existeix
una subsuccessió de Fn, {Fnk

, k ≥ 1}, tal que limk→∞ Fnk
(x) = F (x) en tot punt de

continüıtat de F, on la funció F : R → [0, 1] és creixent i cont́ınua per la dreta. Llavors,
és suficient provar que

lim
x→−∞

F (x) = 0 i lim
x→∞

F (x) = 1. (3.1)

Fixem ε > 0 i sigui a > 0 tal que µn([−a, a]c) < ε per tot n ≥ 1. Sigui b ≥ a i c < −a
punts de continüıtat de F (x). Aleshores

Fn(b) ≥ µn([a, a]) > 1− ε,

i
Fn(c) ≤ µn([a, a]

c) < ε.

Si prenem el ĺımit quan n → ∞ obtenim que F (b) > 1 − ε i F (c) < ε. Com això és cert
per qualsevol ε > 0, aleshores (3.1) és cert.
Demostrem ara la implicació contrària. Suposem que M és relativament compacte. Si no
fos ajustada, existiria un ε > 0 tal que per tot n ≥ 1 existeix µn ∈ M amb µn([−n, n]c) ≥
ε. Per hipòtesi existirà una subsuccessió {µnk

, k ≥ 1} tal que µnk

w−−−→
n→∞

µ. Aleshores,

podem considerar la funció

fm(x) = [|x| − (m− 1)]+ ∧ 1.

Per tota nk ≥ m tindrem

0 < ε ≤ lim sup
k→∞

µnk
([−nk, nk]c) ≤ lim sup

k→∞

∫
R
fm(x)dµnk

(x)

=

∫
R
fm(x)dµ(x) ≤ µ([−m+ 1,m− 1]c).

Si fem tendir m a infinit obtenim una contradicció ja que tindŕıem µ(∅) > 0. 2

Aix́ı doncs, podem establir el següent criteri de convergència.

Teorema 3.6. Sigui {µn, n ≥ 1} una successió ajustada de mesures de probabilitat en R
tal que totes les seves subsuccessions tenen el mateix ĺımit µ. Aleshores

µn
w−−−→

n→∞
µ.
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Prova. Suposem que {µn, n ≥ 1} no convergeix feblement cap a µ. Aleshores ha
d’existir una funció f ∈ Cb(R) tal que {

∫
R f(x)dµn(x), n ≥ 1} no convergeix cap a∫

R f(x)dµ(x). Això implica que existeix algun ε > 0 i una subsuccessió {µnk
, k ≥ 1} tal

que |
∫
R f(x)dµnk

(x) −
∫
R f(x)dµ(x)| ≥ ε per tot k ≥ 1. Però això contradiu el Teorema

de Prokhorov, ja que aquest ens diu que ha d’existir una subsuccessió de {µnk
, k ≥ 1},

{µnki
, i ≥ 1}, que convergeix cap a µ i per tant no pot complir la desigualtat. 2

A continuació estudiarem el Teorema de Continüıtat de Paul Lévy. Aquest estableix
una relació entre la convergència feble d’una successió de mesures de probabilitat i la
successió de funcions caracteŕıstiques associades, a la vegada que demostra que el ĺımit
d’una successió de mesures de probabilitat també és una mesura de probabilitat.

Teorema 3.7. (Teorema de continüıtat de Paul Lévy) Sigui {µn, n ≥ 1} una successió de
mesures de probabilitat i {φµn , n ≥ 1} la successió de funcions caracteŕıstiques associades.
Aleshores

(i) Si µn
w−−−→

n→∞
µ, aleshores limn→∞ φµn(t) = φµ(t) per tot t ∈ R.

(ii) Si limn→∞ φµn(t) = φ(t), on φ(t) és una funció cont́ınua en el zero, aleshores φ(t)

és la funció caracteŕıstica d’una mesura de probabilitat µ, i µn
w−−−→

n→∞
µ.

Prova. L’apartat (i) és una conseqüència immediata de la definició de convergència feble,
ja que les funcions sin(tx) i cos(tx) són cont́ınues i afitades, i per tant

φµn(t) =

∫
R
eitxdµn(x) −−−→

n→∞

∫
R
eitxdµ(x) = φµ(t).

Per demostrar (ii) farem servir la desigualtat de Paul Lévy, que vam veure al primer
caṕıtol d’aquest treball, i el Teorema de Convergència Dominada. Aix́ı doncs, tenim

µn

({
x : |x| ≥ 2

a

})
≤ 1

a

∫ a

−a
(1− φµn(t))dt.

Per hipòtesi, aquesta última expressió convergeix a 1
a

∫ a
−a(1−φ(t))dt quan n→ ∞. Fixem-

nos també que

lim
a→0

1

a

∫ a

−a
(1− φ(t))dt = 2(1− φ(0)) = 0,

on hem fet servir que φ és cont́ınua en el zero.
Fixem ε > 0 i sigui a > 0 tal que 0 ≤ 1

a

∫ a
−a(1 − φ(t))dt ≤ ε

2 . A partir d’un cert n0, per
tot n ≥ n0, tindrem

µn

([
−2

a
,
2

a

]c)
≤ µn

({
x : |x| ≥ 2

a

})
≤ 1

a

∫ a

−a
(1−φµn(t))dt ≤

1

a

∫ a

−a
(1−φ(t))dt+ε

2
≤ ε.

A més, per 1 ≤ n ≤ n0, existirà an > 0 tal que µ([−an, an]) ≤ ε. Per tant, si b =
max{a1, ..., an0 ,

2
a}, tenim que supn µn([−b, b]c) ≤ ε i per tant {µn, n ≥ 1} és ajustada.

Pel lema anterior, si veiem que totes les subsuccessions convergents tenen el mateix ĺımit,
igual a µ, haurem provat que µn convergeix feblement cap a µ. Suposem doncs que
{µni , i ≥ 1} és una subsuccessió convergent cap a una probabilitat ν. Per la part (i)
tindrem

φν(t) = lim
i→∞

φµni
(t) = φ(t).
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Això ens diu que φ(t) és la funció caracteŕıstica d’una probabilitat, ja que sempre podem
trobar una subsuccessió convergent, que designem per µ = ν i totes les parcials convergent
tenen ĺımit µ, aix́ı que ja hem acabat.

2

3.1 Convolucions de mesures de probabilitat

Introdüım ara un nou concepte, el de convolucions de mesures de probabilitat. Aquest
jugarà un paper important a l’hora de demostrar certs teoremes ĺımits al següent caṕıtol
i a la vegada tindrà un paper central en la definició i l’estudi de les lleis infinitament
divisibles.

Definició 3.8. Siguin µ1 i µ2 dos mesures de probabilitat sobre R. Aleshores definim la
convolució de µ1 i µ2 com

(µ1 ∗ µ2)(B) =

∫
R
µ2(B − x)µ1(dx),

on B ∈ B(R) i B − x = {y : y + x ∈ B}.

Considerem ara l’aplicació T : R×R −→ R, que envia (x, y) a x+ y. Com és cont́ınua, T
és (B(R)×B(R),B(R))-mesurable. Si considerem la mesura (µ1×µ2)◦T−1(·) en (R,B(R))
indüıda per T i la mesura µ1 × µ2 en (R× R,B(R)× B(R)), es compleix

ν(B) : = (µ1 × µ2)(T
−1(B)) =

∫
R2

1{T−1(B)}dµ2(x)dµ1(y)

=

∫
R

[∫
{x:x∈B−y}

dµ2(x)

]
dµ1(y) =

∫
R
µ2(B − y)dµ1(y) = (µ1 ∗ µ2)(B).

(3.2)

Per tant, (µ1 ∗ µ2) és una mesura. Fixem-nos que podŕıem canviar els paper de µ2 i µ1
i fixar primer x i veuŕıem ν(B) = (µ2 ∗ µ1)(B). Per tant µ1 ∗ µ2 = µ2 ∗ µ1. Anem a
veure ara que la convolució de mesures és associativa i existeix un element neutre. Siguin
µ1, µ2, µ3 ⊂ M, on M és el conjunt de mesures de probabilitat sobre R, aleshores

((µ1 ∗ µ2) ∗ µ3) (B) =

∫
R
µ3(B − x)d(µ1 ∗ µ2)(x) =

∫
R2

µ3(B − (x+ y))dµ1(x)dµ2(y),

i

(µ1 ∗ (µ2 ∗ µ3)) (B) =

∫
R
(µ2 ∗ µ3)(B − x)dµ1(x) =

∫
R

∫
R
µ3(B − x− y)dµ2(y)dµ1(x).

Amb això tenim que (µ1 ∗ µ2) ∗ µ3 = µ1 ∗ (µ2 ∗ µ3). Observem que si definim δ{0}(x) ={
1, x = 0,
0, x ̸= 0.

aquest serà l’element neutre. En efecte,

δ{0} ∗ µ1(B) =

∫
R
µ1(B − x)dδ{0}(x) =

∫
R
µ1(B) = µ1(B).

Fixem-nos que la convolució de mesures de probabilitat també és una probabilitat, doncs

(µ1 ∗ µ2)(R) =
∫
R
µ2(R− x)dµ1(x) =

∫
R
dµ1(x)µ2(R) = 1.
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Aleshores, podem calcular la seva funció de distribució. Sigui F la funció de distribució
de µ1 ∗ µ2, on F1 i F2 son les funcions de distribució de µ1 i µ2 respectivament, aleshores

F (x) = (µ1 ∗ µ2) ((−∞, x]) =

∫
R
µ2 ((−∞, x− y]) dµ1(y) =

∫
R
F2(x− y)dF1(y). (3.3)

Aix́ı doncs, si F1 i F2 són dues funcions de distribució, definim la convolució de F2 amb
F1 com

F (x) =

∫
R
F2(x− y)dF1(y),

i escrivim F = F1∗F2. La definició es dedueix de (3.3). En el cas que F sigui absolutament
cont́ınua i tingui una densitat f associada, si f1 és la densitat associada a µ1 i f2 és la
densitat associada a µ2, es compleix

F (x) =

∫
R
F2(x− y)dF1(y) =

∫
R

(∫ x−y

−∞
f2(z)dz

)
f1(y)dy

=

∫
R

[∫ x

−∞
f2(t− y)dt

]
f1(y)dy =

∫ x

−∞

[∫
R
f2(t− y)f1(y)dy

]
dt.

És a dir, la convolució de µ1 ∗ µ2 té com a funció de densitat

f(t) =

∫
R
f2(t− y)f1(y)dy. (3.4)

Definim la convolució de f2 amb f1 com (3.4) i escrivim f = f1 ∗ f2. Pot ser interessant
tenir en compte que si X i Y son dues variables aleatòries independents absolutament
cont́ınues, la funció de densitat de Z = X + Y és la convolució de les densitats de X i de
Y. És a dir,

fX+Y (t) =

∫ ∞

−∞
fY (t− y)fX(y)dx. (3.5)

Per provar-ho, trobarem primer la funció de distribució de Z i, com es tracta d’una
variable aleatòria absolutament cont́ınua, la derivarem per trobar la seva densitat. Fent
servir que son independents, tenim que

FZ(t) = P (X + Y ≤ t) =

∫ ∞

−∞

∫ t−x

−∞
f(x, y)dydx =

∫ ∞

−∞

∫ t−x

−∞
fX(x)fY (y)dxdy

=

∫ ∞

−∞
fX(x)

∫ t−x

−∞
fY (y)dydx

=

∫ ∞

−∞
fX(x)FY (t− x)dx,

on en la darrera igualtat hem aplicat la definició de funció de distribució de Y. Ara, fent
servir la derivació sota signe integral (veure [8]), si derivem respecte de t obtenim

d

dt
FZ(t) =

∫ ∞

−∞
fX(x)

d

dt
FY (t− x)dx =

∫ ∞

−∞
fX(x)fY (t− x)dx,

tal i com voĺıem veure.
Finalment, podem calcular la funció caracteŕıstica de µ1 ∗ µ2.

φµ1∗µ2(t) =

∫
R
eitxd(µ1 ∗ µ2)(x) =

∫
R2

eit(x+y)dµ1(x)dµ2(y)

=

∫
R
eitxdµ1(x)

∫
R
eitydµ2(y) = φµ1(t)φµ2(t),
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on hem fet servir a la segona igualtat el teorema de la mesura imatge.
Ara, per tot k ≥ 1 definim el conjunt

Ckb = {f : R → R acotada, k-vegades derivable i amb derivades cont́ınues i acotades}.

Per tota funció f ∈ Ckb , definim la distància entre dos mesures µ, ν com:

dk(µ; ν) = sup

{∣∣∣∣∫
R
f(x)µ(dx)−

∫
R
f(x)ν(dx)

∣∣∣∣ , f ∈ Ckb ,
k∑
i=0

∥f (i)∥∞ ≤ 1

}
.

Aleshores podem establir els següents criteris de convergència:

Proposició 3.9. Siguin µn i µ mesures de probabilitat. Aleshores

µn
w−−−→

n→∞
µ⇐⇒ ∃k ≥ 1, dk(µn;µ) −−−→

n→∞
0 ⇐⇒ ∀k ≥ 1, dk(µn;µ) −−−→

n→∞
0

Prova. Suposem que existeix algun k ≥ 1 tal que dk(µn, µ) −−−→
n→∞

0. Anem a veure

que això implica µn −→ µ. Sigui x un punt de continüıtat de F , on F és la funció de
distribució de µ. Notem que podem trobar un conjunt de funcions fn(x) ∈ C∞

b tals que

1[−∞,x] ≤ fn(x) ≤ 1[−∞,x+ 1
n
],

i també funcions gn(x) ∈ C∞
b tals que

1[−∞,x− 1
n
] ≤ gn(x) ≤ 1[−∞,x].

Observem que si dk(µn, µ) −−−→
n→∞

0 tenim que
∫
R f(x)dµn(x) −−−→n→∞

∫
R f(x)dµ(x). Aleshores,

F

(
x− 1

n

)
= µ

((
−∞, x− 1

n

])
=

∫
R
1[−∞,x− 1

n
]dµ(x) ≤

∫
R
gn(x)dµ(x)

= lim
m→∞

∫
R
gn(x)dµm(x) = lim

m→∞

∫
R
gn(x)dµm(x) ≤ lim

m→∞

∫
R
1[−∞,x]dµm(x)

≤ lim
m→∞

∫
R
1[−∞,x]dµm(x) ≤ lim

m→∞

∫
R
fn(x)dµm(x) =

∫
R
fn(x)dµ(x)

≤
∫
R
1[−∞,x+ 1

n
]dµ(x) = F

(
x+

1

n

)
.

Per tant, si prenem ĺımits en n als dos costats de la desigualtat obtenim

lim inf
n→∞

Fµn(x) = lim sup
n→∞

Fµn(x).

Aix́ı doncs limn→∞ Fµn(x) = F (x) per tot punt de continüıtat de F (x), i pel Teorema 3.2

tenim que µn
w−−−→

n→∞
µ.

Suposem ara que µn
w−−−→

n→∞
µ. Volem demostrar la impicació contrària, és a dir veure

que ∃k ≥ 1 tal que dk(µn, µ) −→ 0. Observem que com d1 ≥ d2 ≥ ...., si demostrem el
resultat per d1 ja haurem acabat la demostració. En efecte, provaŕıem la primera doble
implicació i la segona surt directament, doncs d’esquerra a dreta es veuria immediatament
per l’argument que acabem de dir, i de dreta a esquerra és trivial. Anem a veure-ho per
d1. Agafem un ε fix, ε > 0. Tenim que R =

⋃∞
n=1(an, bn] on an i bn són punts de
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continüıtat de F (x) per tot n ≥ 1 que satisfan bn − an < ε. Això és possible ja que els
punts de discontinüıtat de F (x) seran numerables, finits o no existiran. Ara, considerem
una funció f ∈ C1

b tal que ∥f∥∞ + ∥f ′∥∞ ≤ 1. Aleshores, si prenem Ik := (ak, bk] i
Dn :=

∣∣∫
R f(x)dµn(x)−

∫
R f(x)dµ(x)

∣∣ tenim
Dn =

∣∣∣∣∣
∫
R
f(x)dµn(x) +

∞∑
k=1

f(ak)µn(Ik)−
∞∑
k=1

f(ak)µn(Ik)−
∫
R
f(x)dµ(x)

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ ∞∑
k=1

∫
Ik

(f(x)− f(ak)dµn(x) +
∞∑
k=1

∫
Ik

(f(ak)− f(x))dµ(x)

+

∞∑
k=1

f(ak) [µn(Ik)− µ(Ik)]

∣∣∣∣
≤

∞∑
k=1

∫
Ik

|f(x)− f(ak)| dµn(x) +
∞∑
k=1

∫
Ik

|f(x)− f(ak)| dµ(x)

+

∞∑
k=1

|f(ak) [µn(Ik)− µ(Ik)]| .

Si fem el desenvolupament de Taylor de f(x) en ak, obtenim f(x) = f(ak) + R0(x) on
R0(x) = f

′
(α)(x − ak) (la resta de Lagrange) per α entre ak i x. Com que ∥f ′∥∞ < 1,

aleshores |f(x) − f(ak)| < |x − ak| < ε. Fent servir això, que µ(R) < ε i que ∥f∥∞ < 1
podem seguir acotant Dn:

Dn ≤
∞∑
k=1

∫
Ik

ε µn(x) +

∞∑
k=1

∫
Ik

ε dµ(x) +

∞∑
k=1

|f(ak)|[µn(Ik)− µ(Ik)]

≤ 2ε+

∞∑
k=1

|µn(Ik)− µ(Ik)|.

Per tant,

sup
f∈C1

b

{∣∣∣∣∫
R
f(x)dµn(x)−

∫
R
f(x)dµ(x)

∣∣∣∣} ≤ 2ε+

∞∑
k=1

|µn(Ik)− µ(Ik)|.

Ara, per tal d’acotar
∑∞

k=1|µn(Ik) − µ(Ik)| notem que |A| = 2A+ − A per tot A. Aix́ı
doncs

∞∑
k=1

|µn(Ik)− µ(Ik)| = 2
∞∑
k=1

[µn(Ik)− µ(Ik)]
+ −

∞∑
k=1

[µn(Ik)− µ(Ik)].

El terme que s’està restant s’anularà, ja que

∞∑
k=1

µn(Ik)− µ(Ik) =
∞∑
k=1

µn(Ik)−
∞∑
k=1

µ(Ik) = 1− 1 = 0.

Per altra banda, si considerem la funció gn(x) :=
∑∞

k=1 2 [µn(Ik)− µ(Ik)]
+ 1(k,k+1](x),

tenim que

2
∞∑
k=1

[µn(Ik)− µ(Ik)]
+ =

∫
R
gn(x)dx.
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Per hipòtesi gn(x) −−−→
x→∞

0 per tot x ∈ R, ja que µn
w−−−→

n→∞
µ. També

|gn(x)| ≤

∣∣∣∣∣
∞∑
k=1

2µn(Ik)1(k,k+1](x)

∣∣∣∣∣ = g(x).

Aleshores
∫
R g(x)dx =

∑∞
k=1 2µn(Ik) = 2 <∞; i pel Teorema de Convergència dominada,∫

R
g(x)dx = 2

∞∑
k=1

[µn(Ik)− µ(Ik)]
+ −

∞∑
k=1

[µn(Ik)− µ(Ik)] −−−→
n→∞

0.

Aix́ı doncs,

sup
f∈C1

b

{∣∣∣∣∫
R
f(x)dµn(x)−

∫
R
f(x)dµ(x)

∣∣∣∣} −−−→
n→∞

2ε.

I, per tant, ja hem acabat. 2

Abans de continuar, recuperem la igualtat vista a (3.2). Si utilitzem la mateixa notació
que aleshores, tenim que (µ1 × µ2) ◦ T−1 = µ1 ∗ µ2. Per tant, donada una funció f ∈ Ckb ,
per un k ≥ 1 qualsevol, es satisfà∫

R
f(x)d(µ1 ∗ µ2)(x) =

∫
R
f(x)d

(
(µ1 × µ2) ◦ T−1

)
(x).

Si apliquem el teorema de la mesura imatge a (µ1 × µ2) ◦ T−1, tenim∫
R
f(x)d(µ1 ∗ µ2)(x) =

∫
R
f(x)d

(
(µ1 × µ2) ◦ T−1

)
(x) =

∫
R2

(f ◦ T )dµ1(x)dµ2(y). (3.6)

Aix́ı doncs, veiem una última proposició abans de passar als teoremes ĺımit centrals.

Proposició 3.10. Siguin µ1, µ2, .., µn i ν1, ν2, .., νn mesures de probabilitat. Aleshores

dk(µ1 ∗ ... ∗ µn; ν1 ∗ ... ∗ νn) ≤
n∑
i=1

dk(µi; νi).

Prova. Demostrarem l’enunciat per inducció. Comencem estudiant el cas n = 2. Siguin
µ1, µ2 i ν1, ν2 mesures de probabilitat. Aleshores, fent servir el que acabem de veure a
(3.6), tenim

dk(µ1 ∗ µ2; ν1 ∗ ν2) = sup
f∈Ck

b

{∣∣∣∣∫
R
f(x)d(µ1 ∗ µ2)(x)−

∫
R
f(x)d(ν1 ∗ ν2)(x)

∣∣∣∣}
≤ sup

f∈Ck
b

{ ∣∣∣∣∫
R
f(x+ y)dµ1(x)dµ2(y)−

∫
R
f(x+ y)dµ1(x)dν2(y)

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∫
R
f(x+ y)dµ1(x)dν2(y)−

∫
R
f(x+ y)dν1(x)dν2(y)

∣∣∣∣ }
= sup

f∈Ck
b

{ ∣∣∣∣∫
R

(∫
R
f(x+ y)(dµ2(y)− dν2(y))

)
dµ1(x)

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∫
R

(∫
R
f(x+ y)(dµ1(x)− dν1(x))

)
dν2(y)

∣∣∣∣ }.
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Si apliquem la desigualtat traingular,

dk(µ1 ∗ µ2; ν1 ∗ ν2) ≤
∫
R
sup
f∈Ck

b

∣∣∣∣∫
R
f(x+ y)(dµ2(y)− dν2(y))

∣∣∣∣ dµ1(x)
+

∫
R
sup
f∈Ck

b

∣∣∣∣∫
R
f(x+ y)(dµ1(x)− dν1(x))

∣∣∣∣ dν2(y)
= dk(µ1; ν1) + dk(µ2; ν2).

Ara suposem que l’enunciat és cert per n. Estudiem el cas n+1. Siguin µ1, ..., µn, µn+1

i ν1, ..., νn, νn+1 mesures de probabilitat. Prenem µ = µ1 ∗ ... ∗ µn i ν = ν1 ∗ ... ∗ νn.
Aleshores, com ja hem demostrat el cas per n=2 i per la hipòtesi d’inducció tenim

dk(µ1 ∗ ... ∗ µn+1; ν1 ∗ ... ∗ νn+1 = dk(µ ∗ µn+1; ν ∗ νn+1) ≤ dk(µ; ν) + dk(µn+1; νn+1)

≤
n∑
i=1

dk(µi; νi) + dk(µn+1; νn+1). □
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4 Teoremes ĺımit centrals

Sense parlar de moment de manera gaire rigorosa, podem dir que el teorema del ĺımit cen-
tral estableix la convergència en llei cap a una distribució normal de la successió de sumes
de variables aleatòries independents (no necessàriament idènticament distribüıdes), amb
moments de segon ordre finit. L’objectiu d’aquesta secció és estudiar diferents resultats
de convergències cap a una normal. Tindrem que X1, ..., Xn seran variables aleatòries
independents amb lleis associades L (X1), ...,L (Xn), respectivament. Observem que

L (

n∑
i=1

Xi) = L (X1) ∗ ... ∗ L (Xn), (4.1)

on entenem que la llei de S =
∑n

i=1Xi és igual a la convolució de les lleis de X1, ..., Xn.
Per altra banda, recordem que donades dues variables aleatòries X i Y tals que X ∼
N(0, σ2X) i Y ∼ N(0, σ2Y ), es satisfà que X + Y ∼ N(0, σ2X + σ2Y ). Aleshores, si σ2 =∑n

i=1 σ
2
i , per tot n ≥ 1 es compleix

N(0, σ2) = N(0, σ21) ∗ ... ∗N(0, σ2n). (4.2)

El següent resultat ens permetrà demostrar el primer teorema de la història sobre el
Teorema Central del ĺımit, d’Abraham de Moivre.

Proposició 4.1. Siguin X1, ..., Xn variables aleatòries independents, centrades i acotades
per C. (|Xi| ≤ C q.s per tot i = 1, ..., n). Definim σ2i = E[X2

i ] i σ =
∑n

i=1 σ
2
i . Aleshores

d3
(
L (Sn);N

(
0, σ2

))
≤ C

6

(
1 +

√
8

π

)
σ2.

Prova. Per començar, definim Yi ∼ N(0, σ2i ). Si σ2 =
∑n

i=1 σ
2
i , tenim també Y ∼

N(0, σ2). Aleshores, per la Proposició 3.10, utilitzant les igualtats (4.1) i (4.2), tenim

d3(L (Sn);N(0, σ2) ≤
n∑
i=1

d3(L (Xi);N(0, σ2i )).

Sigui f ∈ C3
b una funció tal que ∥f∥∞ + ∥f ′∥∞ + ∥f ′′∥∞ + ∥f ′′′∥∞ < 1. Si fem el

desenvolupament de Taylor de f(x) al voltant del zero, obtenim

f(x) = f(0) + f
′
(0)x+

f
′′
(0)

2
x2 +R2(x),

on R2(x) =
f
′′′
(α)
6 x3 per α entre 0 i x. Per tant, considerant variables Xi i Yi, tindrem

E [f(Xi)] = f(0) +
σ2

2
f

′′
(0) +E[R2(Xi)],

E [f(Yi)] = f(0) +
σ2

2
f

′′
(0) +E[R2(Yi)].

Aleshores, per w ∈ Ω, essent Z(w) entre 0 i Xi(w), i Z̄(w) entre 0 i Yi(w), tenim

E [f(Xi)− f(Yi)] =
1

6
E
[
X3
i f

′′′
(Z)− Y 3

i f
′′′
(Z̄)
]
.
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Fent servir que ∥f ′′′∥ < 1, tenim que

d3(Xi;Yi) ≤
1

6

(
E
[
|Xi|3f

′′′
(Z)
]
+E

[
|Yi|3f

′′′
(Z̄)
])

≤ 1

6

(
E
[
|Xi|3

]
+E

[
|Yi|3

])
.

Per hipòtesi, E
[
|Xi|3

]
≤ CE

[
|Xi|2

]
= Cσ2i . Per altra banda, si Yi ∼ N(0, σ2i ), aleshores

E[|Yi|] =
2

σ2i
√
2π

∫
R
y3e

− y2

2σ2
i dy =

√
8

π
σ3i ≤

√
8

π
Cσ2i .

Per tant,

d3(L (Xi);Yi) ≤
1

6

(
Cσ2i +

√
8

π
Cσ2i

)
=
C

6

(
1 +

√
8

π

)
σ2i .

Finalment,

d3(L (Sn);N(0, σ2)) ≤ C

6

(
1 +

√
8

π

)
n∑
i=1

σ2i =
C

6

(
1 +

√
8

π

)
σ2.

2

Ara, enunciarem i demostrarem el primer teorema de la història sobre el teorema Central
del ĺımit. Va aparèixer per primer cop l’any 1738 a la segona edició de The Doctrine of
Chances d’Abraham de Moivre. Aquest va descobrir que si realitzàvem n experiments de
Bernoulli independents, cadascun amb probabilitat d’èxit p, la seva funció de massa de
probabilitat convergia cap a una distribució normal amb esperança np i desviació t́ıpica√
np(1− p).

Teorema 4.2. Siguin {Xn, n ≥ 1} un conjunt de variables aleatòries independents on
Xi ∼ Bernoulli(p). Aleshores ∑n

i=1Xi − np√
np(1− p)

w−−−→
n→∞

X,

on X ∼ N(0, 1).

Prova. SiguinX1, ..., Xn un conjunt de distribucions de Bernoulli independents. Aleshores
podem definir

Yi :=
Xi − p√
np(1− p)

,

per i = 1, ..., n, on les variables Yi són independents, centrades i acotades, ja que∣∣∣∣∣ Xi − p√
np(1− p)

∣∣∣∣∣ ≤ max(p, 1− p)√
np(1− p)

.

També tenim que

σ2i = σ2

(
Xi − p√
np(1− p)

)
=

1

np(1− p)
σ2(Xi) =

1

n
.

Per tant σ2 =
∑n

i=1 σ
2
i = 1. Notem que Sn =

∑n
i=1

Xi−p√
np(1−p)

=
∑n

i=1Xi−np√
np(1−p)

. Aleshores,

per la Proposició 4.1, tenim

d3(L (Sn), N(0, 1)) ≤ 1

6

(
1 +

√
8

n

)
max(p, 1− p)√

np(1− p)
−−−→
n→∞

0.

2
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4.1 Famı́lia triangular i sistemes infinitessimals de variables aleatòries

Considerem el següent conjunt: {Xnj , 1 ≤ j ≤ kn, kn → ∞}, on les files són variables
aleatòries independents. Diem que aquest conjunt és una famı́lia triangular de variables
aleatòries.
Estudiem ara el següent resultat.

Teorema 4.3. (Teorema de Lindeberg). Suposem que {Xnj , 1 ≤ j ≤ kn, kn → ∞} és una
famı́lia triangular i que les variables aleatòries Xnj són centrades. Si compleix:

a)

kn∑
j=1

E[X2
nj
] −→ σ2,

b)

kn∑
j=1

E[X2
nj
1{|Xnj |>δ}] −→ 0 per tot δ > 0. (Condició de Lindeberg)

Aleshores:

Sn =

kn∑
j=1

Xnj

w−−−→
n→∞

N(0, σ2).

Prova. Definim les variables aleatòries Xnjδ = Xnj1{|Xnj |≤δ}. També definim Snδ =∑kn
j=1Xnjδ i σ

2
nδ =

∑kn
j=1 σ

2(Xnjδ). Aleshores, si d := d3(L (Sn);N(0, σ2)), tenim

d3(L (Sn);N(0, σ2)) ≤ d3(L (Sn);L (Snδ −E[Snδ])) + d3(L (Snδ −E[Snδ]);N(0, σ2nδ))

+ d3(N(0, σ2nδ);N(0, σ2)).

Anem a veure que tots els termes d’aquesta suma tendeixen a zero. En primer lloc,
fixem-nos que com E[Xnj ] = 0 i Xnj = Xnj1{|Xnj |≤δ} +Xnj1{|Xnj |>δ}. Aleshores

E[Xnj1{|Xnj |≤δ}] +E[Xnj1{|Xnj |>δ}] = 0. (4.3)

Si movem un dels dos termes a l’altra banda de la igualtat, elevant tot al quadrat obtenim

E[Xnj1{|Xnj |≤δ}]
2 = E[Xnjδ]

2 = E[Xnj1{|Xnj |>δ}]
2.

Fent servir això, i que X2
nj

−X2
njδ

= X2
nj
1{|Xnj |>δ}, tenim que σ2(Sn)− σ2(Snδ) satisfà

0 ≤
kn∑
j=1

E[X2
nj
]−

kn∑
j=1

E
[
Xnjδ −E[Xnjδ]

]2
=

kn∑
j=1

(
E[X2

nj
]−E[X2

njδ
] +E[Xnjδ]

2
)

=

kn∑
j=1

E
(
[X2

nj
1{|Xnj |>δ}] +E[Xnj1{|Xnj |>δ}]

2
)
≤ 2

kn∑
j=1

E[X2
nj
1{|Xnj |>δ}] −−−→n→∞

0,

per la hipòtesis b). Per tant, tenim que

d3(N(0, σ2nδ);N(0, σ2)) −→ 0,

ja que limn→∞ σ2nδ = σ2.

Anem a veure ara que Sn − (Sn −E[Snδ])
L2

−−−→
n→∞

0. Fent servir en la primera igualtat que
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E[Sn] = 0, tenim

E
[
(Sn − (Snδ −E[Snδ]))

2
]
= E[((Sn − Snδ)−E[Sn − Snδ])

2] = σ2(Sn − Snδ)

= σ2

 kn∑
j=1

(Xnj −Xnjδ)

 =

kn∑
j=1

σ2(Xnj −Xnjδ)

≤
kn∑
j=1

E[(Xnj −Xnjδ)
2] =

kn∑
j=1

E[X2
nj
1{|Xnj |>δ}] −−−→n→∞

0,

per la condició de Lindeberg. Finalment, com que∣∣Xnjδ −E[Xnjδ]
∣∣ ≤ |Xnjδ|+ |E[Xnjδ]| < 2δ,

per la Proposició 4.1, tenim

d3(L (Snδ −E[Snδ]);N(0, σ2nδ)) ≤
1

6

(
1 +

√
8

π

)
σ2nδ2δ.

Si prenem el ĺımit superior veiem que

lim sup
n→∞

d3
(
L (Snδ −E[Snδ]);N(0, σ2nδ)

)
≤ 1

6

(
1 +

√
8

π

)
σ22δ

i per tant

0 ≤ lim sup
n→∞

d3
(
L (Sn);N(0, σ2)

)
≤ 1

6

(
1 +

√
8

π

)
σ22δ −−−→

δ→0
0.

2

Ara definirem un nou tipus de famı́lies triangulars.

Definició 4.4. Diem que una famı́lia triangular {Xnj , 1 ≤ j ≤ kn, kn → ∞} és infinites-
simal si

lim
n→∞

max
1≤j≤kn

P
(
|Xnj | > ε

)
= 0, per tot ε > 0.

Observem que la condició de Lindeberg implica que Xnj és un sistema triangular infinites-

simal. En efecte, si per tot ε > 0 tenim
∑kn

j=1E[X2
nj
1{|Xnj |>ε}] −→ 0, com que

kn∑
j=1

E[X2
nj
1{|Xnj |>ε}] ≥ ε2

kn∑
j=1

P
(
|Xnj | > ε

)
≥ ε2 max

1≤j≤kn
P
(
|Xnj | > ε

)
≥ 0,

aleshores

0 ≤ ε2 lim sup
n→∞

max
1≤j≤kn

P
(
|Xnj | > ε

)
≤ lim sup

n→∞

kn∑
j=1

E[X2
nj
1{|Xnj |>ε}] −→ 0.

Per tant max1≤j≤kn P
(
|Xnj | > ε

)
−→ 0.

Anem a veure que, sotes certes condicions, una famı́lia triangular infinitessimal compleix
també la condició de Lindeberg.
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Teorema 4.5. (Teorema de Feller). Sigui {Xnj , 1 ≤ j ≤ kn, kn → ∞} una famı́lia
triangular infinitessimal de variables aleatòries centrades que compleix:

a) σ2(Sn) =

kn∑
j=1

E[X2
nj
] −−−→
n→∞

σ2,

b) Sn =

kn∑
j=1

Xnj

w−−−→
n→∞

N(0, σ2).

Aleshores, compleix la condició de Lindeberg.

Prova. Per demostrar el Teorema de Feller necessitem veure en primer lloc que

kn∑
j=1

E
[
|Xnj |1{|Xnj |>ε}

]
−−−→
n→∞

0, (4.4)

per tot ε > 0. Això ens permetrà veure que
∑kn

j=1 P (|Xnj | > ε) −−−→
n→∞

0 per tot ε > 0. A

la segona part de la prova demostrarem que es compleix la condició de Lienberg.
Comencem doncs demostrant (4.4). Per fer-ho, utilitzarem que si tinc una mesura sobre
R, µ, tal que 1

|x| és integrable, per la Desigualtat de Jensen es satisfà∫
R

1

|x|
dµ ≥ 1∫

R|x|dµ
.

Aleshores, si ho apliquem a la llei de |Xnj |21{|Xnj |>ε}, obtenim∫
R

1

|x|
dL

(
|Xnj |21{|Xnj |>ε}

)
= E

[
1

|Xnj |2
1{|Xnj |>ε}

]
≥ E

[
|Xnj |21{|Xnj |>ε}

]−1
.

Per tant,

E

[
1

|Xnj |2
1{|Xnj |>ε}

] 1
2

E
[
|Xnj |21{|Xnj |>ε}

] 1
2 ≥ 1

1
2 . (4.5)

Amb això, anem a demostrar la primera part. Per la desigualtat de Schwarz,

E
[
|Xnj |12{|Xnj |>ε}

]
≤ E

[
|Xnj |21{|Xnj |>ε}

]1/2
E
[
12{|Xnj |>ε}

]
]1/2

≤ E
[
|Xnj |21{|Xnj |>ε}

]1/2
P
(
|Xnj | > ε

)1/2
1.

Si fem servir que E
[

1
|Xnj |2

1{|Xnj |>ε}

] 1
2 ≤

(
1
ε2
P (|Xnj | > ε)

)1/2
, aplicant a 1 la desigualtat

(4.5), obtenim

E
[
|Xnj |12{|Xnj |>ε}

]
≤ 1

ε
E
[
|Xnj |21{|Xnj | > ε}

]
P
(
|Xnj | > ε

)
≤ 1

ε
E
[
|Xnj |2

]
max

1≤j≤kn
P
(
|Xnj | > ε

)
.

Ara, si ho sumem tot,

0 ≤
kn∑
j=1

E
[
|Xnj1{|Xnj |>ε}

]
≤ 1

ε
max

1≤j≤kn
P
(
|Xnj | > ε

) kn∑
j=1

E
[
|Xnj |2

]
−−−→
n→∞

0,
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ja que max1≤j≤kn P (|Xnj | > ε) tendeix a zero per ser un sistema triangular infinitessimal

i
∑kn

j=1E[|Xnj |2] tendeix a σ2 <∞.
Demostrem ara la segona part. Fixat δ > 0, podem definir Xnjδ = Xnj1{|Xnj |≤δ}.

Aleshores Snδ =
∑kn

j=1Xnjδ i E[Snδ] =
∑kn

j=1E[Xnjδ]. Demostrarem per una banda

Snδ −E[Snδ]
w−−−→

n→∞
N(0, σ2), (4.6)

i per altra banda, definint σ2δ := lim infn→∞
∑kn

j=1E[X2
njδ]

, veurem que

Snδ −E[Snδ]
w−−−→

n→∞
N(0, σ2δ ). (4.7)

Aleshores per la unicitat del ĺımit tindrem σ2 = σ2δ i això prova la condició de Lindeberg,
doncs

kn∑
j=1

E
[
|Xnj |21{|XnJ

|>δ}

]
=

kn∑
j=1

E
[
|Xnj |2

]
−

kn∑
j=1

E
[
|Xnjδ|

2
]
,

i per tant

0 ≤ lim sup
n→∞

kn∑
j=1

E
[
|Xnj |21{|Xnj |>δ}

]
≤ lim sup

n→∞

kn∑
j=1

E
[
|Xnj |2

]
− lim sup

n→∞

kn∑
j=1

E
[
|Xnjδ|

2
]

= σ2 − σ2δ = 0.

Veiem ara (4.6). Observem que Snδ −E[Snδ] = Snδ − Sn + Sn −E[Snδ] −−−→
n→∞

0 +X + 0,

on X ∼ N(0, σ2). En efecte, per la primera part tenim

P (|Snδ − Sn| > ε) ≤ P (Snδ ̸= Sn) ≤ P (|XnJ | > δ, per algun j = 1, ..., kn)

≤
kn∑
j=1

P (|Xnj | > δ) −−−→
n→∞

0.

Per altra banda, com que les variablesXnj són centrades, es compleix novament la igualtat
(4.3). Aix́ı doncs, podem veure que

|E[Snδ]| =

∣∣∣∣∣∣
kn∑
j=1

E[Xnj1{|XnJ
|≤δ}]

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
kn∑
j=1

E[Xnj1{|Xnj |>δ}]

∣∣∣∣∣∣
≤

kn∑
j=1

E[|Xnj |1{|XnJ
>δ}] −−−→

n→∞
0.

Provem ara (4.7). Fixem-nos que l’existència de σ2δ = lim inf
∑kn

j=1E[X2
njδ

] implica que

existeix una parcial convergent que satisfà
∑kni

j=1E[X2
njδ

] −−−→
n→∞

σ2δ . Per tant, ara podem

contruir un sistema triangular {Xnjδ − E[Xnjδ], j = 1, .., kni , kni → ∞}. Si veiem que
compleix les dos condicions del Teorema de Lindeberg:

a) σ2(Snδ) =

kni∑
j=1

E[X2
njδ

]−E[Xnjδ]
2 −→ σ2δ ,
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b)

kni∑
j=1

E
[
|Xnjδ −E[Xnjδ]|

21{|Xnj |>ε}

]
−→ 0,

tindrem Snδ −E[Snδ]
w−−−→

n→∞
N(0, σ2δ ) i ja haurem acabat. Demostrem a). De nou, si fem

servir la igualtat (4.3), tenim

0 ≤
kni∑
j=1

E[Xnjδ]
2 =

kni∑
j=1

E[Xnj1{|Xnj |>δ}]
2 ≤

kni∑
j=1

E[|Xnj |1{|Xnj |>δ}]
2 −−−→
n→∞

0,

per la primera part de la demostració. Per tant,

kni∑
j=1

(E[X2
njδ

]−E[Xnjδ]
2) −−−→

n→∞
σ2δ + 0.

Ara veiem b). Per fer-ho, utilitzarem que |Xnjδ −E[Xnjδ]| < 2δ i que{
|Xnjδ −E[Xnjδ]| > ε

}
⊂
{
|Xnjδ| >

ε

2

}
⊂
{
|Xnj | >

ε

2

}
,

ja que
∑kni

j=1|E[Xnjδ]| → 0 quan |E[Xnjδ]| < ε
2 . Per tant,

0 ≤
kni∑
j=1

E

[
|Xnjδ −E[Xnjδ]|

21{∣∣∣Xnjδ
−E[Xnjδ

∣∣∣>ε}
]

≤ (2δ)2
kni∑
j=1

P
(∣∣Xnjδ −E[Xnjδ]

∣∣ > ε
)

≤ (2δ)2
kni∑
j=1

P
(∣∣Xnj

∣∣ > ε

2

)
−−−→
n→∞

0,

novament per la primer part. Aix́ı doncs, {Xnjδ−E[Xnjδ], j = 1, ..., kni , kni → ∞} satisfà

la condició de Lindeberg i, per tant, Snδ −E[Snδ]
∞−−−→

n→∞
N(0, σ2δ ), tal i com voĺıem veure.

2

Per acabar aquesta secció, enunciarem i demostrarem el Teorema de Lyapunov.

Corol·lari 4.6. (Teorema de Lyapunov). Sigui {Xnj , j = 1, ..., kn, kn → ∞} un sistema
triangular de variables aleatòries que satisfà:

a)

kn∑
j=1

E[X2
nj
] −−−→
n→∞

σ2,

b) ∃δ > 0 tal que

kn∑
j=1

E[|X2+δ
nj

|] −−−→
n→∞

0. (Condició de Lyapunov)

Aleshores

Sn =

kn∑
j=1

Xnj

w−−−→
n→∞

N(0, σ2).
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Prova: És fàcil veure que la condició de Lyapunov implica la condició de Lindeberg, doncs
tenim que per tot ε > 0

kn∑
j=1

E[|Xnj |2+δ] ≥
kn∑
j=1

E[|Xnj |2+δ1{|Xnj |>ε] ≥ ε2
kn∑
j=1

E[|XnJ |
21{|Xnj |>ε}] ≥ 0.

Com el primer terme tendeix a zero per hipòtesi, ja hem acabat. 2

4.2 Successions que no tendeixen cap a una normal: La Poisson com-
posta

Sigui {Xn, n ≥ 1} una successió de variables aleatòries tals queXn ∼ B(n, pn), on B(n, pn)
correspon a una Binomial de paràmetres n i pn. Suposem que {pn, n ≥ 1} és una successió
en [0, 1] tal que limn→∞ npn = λ per algun λ > 0. Aleshores tenim que

Xn
w−−−→

n→∞
Poiss(λ).

És a dir, la binomial convergeix cap a la llei de Poisson. No obstant, observem que la
binomial també es pot construir com Bn(n, pn) =

∑n
j=1Xnj on {Xnj , j = 1, ..., n;n ≥ 1}

és un sistema triangular tal que Xnj ∼ Bern(pn). Aleshores, podŕıem fer-nos la pregunta
de per què Sn =

∑n
j=1Xnj no convergeix cap a una distribució normal. La resposta és

que no compleix la condició de Lindeberg.
L’objectiu d’ara serà estudiar la llei de Poisson composta i les seves caracteŕıstiques prin-
cipals.

Definició 4.7. (LLei de Poisson composta). Sigui µ una mesura finita sobre R. Per tot
B ∈ B(R) definim

(Poiss(µ))(B) = e−µ(R)
∞∑
k=0

µ ∗ ... ∗ µ(B)

k!
,

on el primer terme serà δ{0}(B).

Observem que e−µ(R)
∑∞

k=0
µ∗...∗µ(B)

k! ≤
∑∞

k=0,
µ∗...∗µ(R)

k! = 1, en particular Poiss(µ)(R) =
1. També veiem que Poiss(µ)(B) ≥ 0 per tot B ∈ B(R) i Poiss(µ)(∅) = 0. Anem a
veure que és σ − additiva. Es pot provar fàcilment degut a l’additivitat de les mesures:
Suposem que tenim A ∈ B(R) i A = ∪∞

i=1Ai, on Ai ∩Aj = ∅ per tot i ̸= j. Aleshores

e−µ(R)
∞∑
k=0

µ ∗ ... ∗ µ(A)
k!

= e−µ(R)
∞∑
k=0

∞∑
i=1

µ ∗ ... ∗ µ(Ai)
k!

=

∞∑
i=1

e−µ(R)
∞∑
k=0

µ ∗ ... ∗ µ(Ai)
k!

=

∞∑
i=1

Poiss(µ)(Ai).

Per tant, acabem de veure que és una probabilitat.
Considerem ara {Xn, n ≥ 1} una successió de variables aleatòries independents identica-
ment distribüıdes tals que Xn ∼ ν. Sigui N una variable aleatòria independent de les
Xn’s tal que N ∼ Poiss(λ). Aleshores

S =

N∑
i=1

Xi ∼ Poiss(µ), amb µ = λν.
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En efecte, sigui B ∈ B(R), tenim

P (S ∈ B) = P

(
N∑
i=1

Xi ∈ B

)
=

∞∑
k=0

P

(
N∑
i=1

Xi ∈ B,N = k

)

=
∞∑
k=0

P

(
N∑
i=1

Xi ∈ B|N = k

)
P (N = k) =

∞∑
k=0

P

(
k∑
i=1

Xi ∈ B

)
λk

k!
e−λ

= e−λ
∞∑
k=0

ν ∗ ... ∗ ν(B)

k!
λk = e−µ(R)

k∑
k=0

µ ∗ ... ∗ µ
k!

(B),

ja que µ(R) = λν(R) = λ i λkν ∗ ..k).. ∗ ν = (λν) ∗ ..k).. ∗ (λν). Calculem ara la seva funció
caracteŕıstica:

φS(t) = E[eitS ] = E[E
[
eitS |N ]

]
] =

∞∑
k=0

P (N = k)E[eitS |N = k]

=
∞∑
k=0

λk

k!
e−λE

[
eit

∑k
i=1Xi

]
=

∞∑
k=0

e−λ
λk

k!
φX(t)

k = exp{−λ+ λφX(t)}

= exp

{∫
R
(eitx − 1)dµ(x)

}
,

on en la darrera igualtat hem utilitzat que µ(R) = λ i φX(t) =
∫
R e

itxdµ(x).

Anem a estudiar algunes de les seves propietats.

Lema 4.8. Sigui {µn, n ≥ 1} una successió de mesures de probabilitat. Es compleix:

1) Si µn
w−−−→

n→∞
µ, aleshores Poiss(µn)

w−−−→
n→∞

Poiss(µ),

2) Poiss(
∑n

i=1 µi) = Poiss(µ1) ∗ ... ∗ Poiss(µn),

3) supA∈B(R) |(Poiss(µ))(A)− µ(A)| ≤ µ(R− {0})2.

Prova. Demostrem 1). Suposem que µn
w−−−→

n→∞
µ. Aleshores sabem que φµn(t) −−−→

n→∞
φµ(t) per tot t ∈ R i µn(R) −→ µ(R). Per tant

φPoiss(µn)(t) = exp{φµn(t)− µn(R)} −−−→
n→∞

exp {φµ(t)− µ(R)} = φPoiss(µ)(t).

Veiem 2),

φPoiss(
∑n

i=1 µi)
= exp

{∫
R
(eitx − 1)d

n∑
i=1

µi(x)

}
= exp

{
n∑
i=1

∫
R
(eitx − 1)dµi(x)

}

=

n∏
i=1

φPoiss(µi)(t).

i per les propietats de les funcions caracteŕıstiques tenim que Poiss(
∑n

i=1 µi) = Poiss(µ1)∗
... ∗ Poiss(µn).
Finalment, anem a provar 3). Cal tenir en compte alguns preliminars abans de de-
mostrar la desigualtat. En primer lloc, per A ∈ B(R), considerem la mesura ν que satisfà
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ν(A) = µ(A) − µ({0})δ{0}(A). Observem que ν = µ|R−{0}. Aleshores si ν(R) = ε ≥ 0,
treiem que µ(R− {0})2 = ν(R)2 = ε2. Per altra banda, tenim que que

1 = µ(R) = ν(R) + µ({0})δ{0}(R) = ε+ µ({0}).

Per tant µ({0}) = 1−ε. Finalment, si considerem la funció f(x) = e−x−1+x, es compleix
que f(0) = 0 i f ′(x) = e−x+x ≥ 0. Per tant, f(x) és creixent i per ε ≥ 0 tenim ε ≥ 1−e−ε.
Demostrem ara la desigualtat. Suposem primer que ((Poiss(µ))(A)−µ(A)) ≥ 0. Aleshores

0 ≤ (Poiss(µ))(A)− µ(A)) ≤ (Poiss(ν))(A)− ν(A)− (1− ε)δ{0}(A).

Per comoditat definim θ(A) = (Poiss(ν))(A)− ν(A)− (1− ε)δ{0}(A). Fixem-nos que

(Poiss(ν))(A) = e−ν(R)
∞∑
k=0

ν ∗ ... ∗ ν(A)
k!

= e−ε

(
δ{0}(A) + ν(A) +

∞∑
k=2

ν ∗ ..k).. ∗ ν(A)
k!

)
.

Aleshores

θ(A) = e−ε

(
δ{0}(A) + ν(A) +

∞∑
k=2

ν ∗ ..k).. ∗ ν(A)
k!

)
− ν(A)− (1− ε)δ{0}(A)

≤ (e−ε − 1 + ε)δ{0}(A) + (e−ε − 1)ν(A) + e−ε
∞∑
k=2

εk

k!

= (e−ε − 1 + ε)δ{0}(A) + (e−ε − 1)ν(A) + e−ε

( ∞∑
k=1

εk

k!
− ε

)
.

Com ε ≥ 1 − e−ε, el primer terme que acompanya δ{0}(x) és positiu. També tenim que
e−ε − 1 és negatiu i ν(A) ≥ 0. Per tant, si eliminem el segon terme i substitüım δ{0}(x)
per 1, obtenim

θ(A) ≤ e−ε − 1 + ε+ e−ε(eε − ε) ≤ e−ε − 1 + ε+ 1− e−ε − εe−ε = ε(1− e−ε) ≤ ε2.

Suposem ara que (µ(A)− Poiss(µ)(A)) ≥ 0. Raonant de forma semblant a abans, tenim
que

0 ≤ ν(A) + (1− ε)δ{0}(A)− e−ε

(
δ{0}(A) + ν(A) +

∞∑
k=2

ν ∗ ..k).. ∗ ν(A)
k!

)

= (1− e−ε)ν(A) + (1− ε− e−ε)δ{0}(A)− e−ε
∞∑
k=2

ν ∗ ..k).. ∗ ν(A)
k!

≤ (1− e−ε)ν(A) ≤ εν(A) ≤ ε2.

on de la segona igualtat a la tercera desigualtat hem eliminat el segon terme i el tercer
terme, ja que (1 − ε − e−ε) ≤ 0 per tenir 1 − e−ε ≤ ε, i el tercer terme és clarament
negatiu.
Per tant, supA∈B(R) |Poiss(µ(A))− µ(A)| ≤ µ(R− {0})2. 2

Amb aquestes propietats, podem relacionar una sèrie de Poisson composta amb la llei de
la suma d’una successió de variables aleatòries independents.

Proposició 4.9. Sigui X1, ..., Xn variables aleatòries independents. Definim Sn =
∑n

i=1Xi

i εi = P (Xi ̸= 0). Aleshores

θn := sup
A∈B(R)

∣∣∣∣∣Poiss
(

n∑
i=1

L (Xi)

)
(A)− L (Sn)(A)

∣∣∣∣∣ ≤
n∑
i=1

ε2i .
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Prova. En primer lloc, per la propietat 2) de la proposició anterior i per la igualtat (4.1)
de l’inici d’aquest caṕıtol, tenim

θn = sup
A∈B(R)

|Poiss (L (X1)) ∗ ... ∗ Poiss(L (Xn))(A)− L (X1) ∗ ... ∗ L (Xn)(A)|

Aleshores volem demostrar la següent desigualtat,

θn ≤
n∑
i=1

sup
A∈B(R)

|Poiss(L (Xi))(A)− L (Xi)(A)| . (4.8)

Per fer la prova raonarem per inducció, de la mateixa manera que a la Proposició 3.10.
Aquest cop, però, ho veurem només pel cas n = 2, ja que la resta de la demostració és
anàloga. Definim per comoditat ϑn :=

∑n
i=1 |Poiss(L (Xi))(A)− L (Xi)(A)|. Estudiem

doncs ϑ2 = |Poiss(L (X1) + L (X2))(A)− L (X1 +X2)(A)|. Tenim

ϑ2 =

∣∣∣∣ ∫
R2

1A(x+ y)dPoiss(L (X1))(x)dPoiss(L (X2))(y)

−
∫
R2

1A(x+ y)dL (X1)(x)dL (X2)(y)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ ∫
R

[∫
R
1A(x+ y) (dPoiss(L (X2)(y)− dL (X2)(y))

]
dPoiss(L (X1))(x)

−
∫
R

[∫
R
1A(x+ y) (dL (X1)(x)− dPoiss(L (X1))(x))

]
dL (X2)(y)

∣∣∣∣
≤
∫
R

sup
A∈B(R)

{∫
R
1A(x+ y) |dPoiss(L (X2)(y)− dL (X2)(y)|

}
dPoiss(L (X1))(x)

+

∫
R

sup
A∈B(R)

{∫
R
1A(x+ y) |dL (X1)(x)− dPoiss(L (X1))(x)|

}
dL (X2)(y).

Fixem-nos que com estem prenent el suprem de tots els B(R), és indiferent prendre com
a indicador 1A(z + •) o 1A(•). Fent servir això en els dos indicadors, tenim que

ϑ2 ≤
∫
R

sup
A∈B(R)

{∫
R
1A(y) |dPoiss(L (X2)(y)− dL (X2)(y)|

}
dPoiss(L (X1))(x)

+

∫
R

sup
A∈B(R)

{∫
R
1A(x) |dL (X1)(x)− dPoiss(L (X1))(x)|

}
dL (X2)(y).

Ara, si integrem tot, obtenim

ϑ2 ≤ sup
A∈B(R)

|Poiss(L (X2))(A)− L (X2)(A)|+ sup
A∈B(R)

|L (X1)(A)− Poiss(L (X1))(A)|,

tal i com voĺıem veure. Aleshores, per la desigualtat (4.8), utilitzant la propietat 3) de la
proposició anterior, obtenim

θn ≤
n∑
i=1

sup
A∈B(R)

|Poiss(L (Xi))(A)− L (Xi)(A)| ≤
n∑
i=1

|L (Xi)(R− {0})|2

=
n∑
i=1

P (Xi ̸= 0)2 =
n∑
i=1

ε2i .

2
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5 Lleis infinitament divisibles

Comencem aquest apartat amb una definició.

Definició 5.1. Sigui µ una mesura de probabilitat. Direm que µ és infinitament divisible
si per tot n ≥ 1 existeix una mesura de probabilitat µn tal que µ = µn ∗ ..n).. ∗µn. Direm
que µn és la arrel n-èssima de µ.

Un exemple de llei infinitament divisible pot ser clarament la llei Normal, doncs si tenim
N(m,σ2), aleshores per tot n ≥ 1 puc construir N(mn ,

σ2

n ) tal que

N(m,σ2) = N

(
m

n
,
σ2

n

)
∗ ..n).. ∗N

(
m

n
,
σ2

n

)
.

Un altre exemple seria la distribució de Poisson, ja que si tinc una distribució de Poisson
de paràmetre µ, Poiss(µ), sempre podrem expressar µ com µ =

∑n
i=1

µ
n i, pel Lema 4.8,

Poiss(µ) = Poiss
(µ
n

)
∗ ..n).. ∗

(µ
n

)
.

No obstant això, aquesta tasca no sempre serà tan fàcil. El primer objectiu d’aquest
apartat és caracteritzar les lleis infinitament divisibles a partir de les seves funcions car-
acteŕıstiques.
Anem a veure que podem definir les lleis infinitament divisibles a partir de la suma d’un
nombre arbitrari de variables aleatòries.

Definició 5.2. Sigui X una variable aleatòria. Direm que X té llei infinitament divisibile si
i només si per tot n ≥ 1 existeixen variables aleatòries Y1, ..., Yn independents identicament
distribüıdes tals que la llei de X es correspon a la llei de la sèrie

∑n
i=1 Yi, L (

∑n
i=1 Yi).

Per tant, podem caracteritzar les lleis infinitament divisibles a partir de les funcions
caracteŕıstiques, però també com a ĺımits de sumes parcials de sistemes infinitessimals.
Anem a veure que la Definició 5.2 és equivalent a la primera.

Proposició 5.3. Sigui µ una llei de probabilitat. Aleshores µ és infinitament divisible si i
només si és el ĺımit de les sumes parcials d’un sistema triangular {Xnj , j = 1, ..., n;n ≥ 1}
tal que Xn1 , ..., Xnn són independents idènticaments distribüıdes per tot n ≥ 1.

Prova. Suposem que µ és infinitament divisible. Volem demostrar que µ és el ĺımit
de les sumes parcials d’un sistema triangular. Per definició tenim que per tot n ≥ 1
existeix una mesura de probabilitat µn tal que µ = µn ∗ ..n).. ∗ µn. Aleshores, podem
considerar Xn1 , ..., Xnn variables aleatòries independents indenticament distribüıdes tals
que Xni ∼ µn per i = 1, .., n. Per tant, si Sn =

∑n
i=1Xni , tenim

L

(
n∑
i=1

Xni

)
w−−−→

n→∞
µ.

Anem a veure la implicació contrària. Suposem que µ és el ĺımit de les sumes parcials
d’un sistema triangular. Sigui doncs Sn que satisfà Sn

w−−−→
n→∞

µ. Si Sn convergeix a µ,

podem fixar r ≥ 1 i considerar una parcial convergent, {Snr , nr ≥ 1}, que satisfà

Snr =

nr∑
i=1

Xnr,i i L (Snr)
w−−−−→

nr→∞
µ.
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Aleshores podem construir

Z(1)
n = Xnr,1 + ...+Xnr,n,

Z(2)
n = Xnr,n+1 + ...+Xnr,2n

...

Z(r)
n = Xnr,(r−1)n+1 + ...+Xnr,rn,

que són independents i indenticament distribüıdes. Si demostrem que L (Z(j)
n ) és ajus-

tada, pel Teorema 3.6 tindrem que existeix una subsuccessió de Z(j)
n , Z(j)

ni , tal que

L (Z(j)
ni )

w−−−−→
ni→∞

ν. Per veure que és ajustada farem servir el teorema de Prokhorov

(Teorema 3.5). Aquest ens diu que serà suficient veure que és relativament compacte. Per

tant, volem demostrar que per tot δ > 0 existeix un ε > 0 tal que supn P (|Z
(j)
n | > ε) ≤ δ.

Sigui δ > 0. Com són i.i.d és suficient veure-ho per Z(1)
n . Tenim

P (Z(1)
n > ε) =

[
P (Z(1)

n > ε)r
]1/r

=

 r∏
j=1

P (Z(j)
n > ε)

1/r

= P (Z(1)
n > ε, ...,Z(r)

n > ε)1/r ≤ P

 r∑
j=1

Z(j)
n > rε

1/r

= P (Snr > rε)1/r.

Anàlogament obtenim P (Z(1)
n < −ε) ≤ P (Snr < −rε)1/r. Per tant,

P
(
|Z(1)| > ε

)
≤ P (Snr > rε)1/r + P (Snr < −rε)1/r.

Com {Snr , nr ≥ 1} és convergent, pel Teorema de Prokhorov tenim que és ajustada. Aix́ı
doncs existeix un ε′ > 0 tal que que

sup
nr

P (|Snr | > ε′) ≤
(
δ

2

)r
.

Aleshores, prenent ε = ε′

r tenim que

sup
n
P (|Z(1)

n | > ε) ≤ 2

(
δ

2

)r 1
r

= δ.

En conseqüència, existeix una subsuccessió, Z(j)
ni , de Z(j)

n tal que L (Z(j)
ni )

w−−−−→
ni→∞

ν per

tot j=1,...,r. Amb això veiem que ja hem acabat, doncs

L (Z(1)
ni

) ∗ ... ∗ L (Z(r)
ni

) = L (Sni,r)
w−−−−→

ni→∞
µ = ν ∗ ..k).. ∗ ν.

2

Abans de continuar recordem un lema tècnic d’anàlisi, que ens serà útil per demostrar
algunes propietats de les lleis infinitament divisibles.

Lema 5.4. Sigui f : [−T, T ] −→ C, per 0 ≤ T ≤ ∞, una funció cont́ınua tal que f(0) = 1
i f(t) ̸= 0 per tot t, aleshores existeix una única funció λ : [−T, T ] −→ C cont́ınua que
satisfà λ(0) = 0 i eλ(t) = f(t).
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La demostració d’aquest lema podeu trobar-la al caṕıtol 17 de la referència [3].
També ens interessarà desenvolupar algunes propietats de les funcions caracteŕıstiques
d’una llei infinitament divisible.
Observem que si φµ(t) i φν(t) són les funcions caracteŕıstiques de dues lleis infinitament
divisibles, µ i ν respectivament, aleshores φµ(t)φν(t) serà la funció caracteŕıstica de µ∗ν,
que també és infinitament divisible. Si µ i ν son infinitament divisibles, per definició tenim
que per tot n ≥ 1 existexen mesures de probabilitat µn i νn tals que µ = µn ∗ ..n).. ∗ µn i
ν = νn ∗ ..n).. ∗ νn. Per tant,

φµ = φnµn i φν = φnνn .

També veiem que

φµ(t)φν(t) = φnµn(t)φ
n
νn(t) = φnµn∗νn(t) = φµ∗ν(t).

Per altra banda, observem que φµ(t) = φµ(−t) també serà la funció caracteŕıstica d’una
llei infinitament divisible. Aix́ı doncs, es complirà

φµ(t) = φµn(t)
n.

Finalment, notem que |φµ(t)|2 serà la funció caracteŕıstica d’una llei infinitament divisible,

ja que |φµ(t)|2 = φµ(t)φµ(t).
Ara estudiem les següents propietats de les lleis infinitament divisibles.

Proposició 5.5. Sigui µ una llei infinitament divisible i φµ la seva funció caracteŕıstica,
aleshores es verifica
1) φµ(t) ̸= 0 per tot t ∈ R,
2) Si µn és la seva arrel n-èssima, aleshores µn és única,
3) Si µn és la seva arrel n-èssima, aleshores µn

w−−−→
n→∞

δ{0},

4) Si {νn, n ≥ 1} és una successió de mesures de probabilitat infinitament divisibles i
νn

w−−−→
n→∞

ν, aleshores ν és infinitament divisible.

Prova. Demostrem 1). Acabem de veure |φµ(t)|2 és la funció caracteŕıstica d’una llei

infinitament divisible, ja que |φµ(t)|2 = φµ(t)φµ(t). Si veiem que |φµ(t)|2 ̸= 0, aleshores
tindrem que φµ(t) ̸= 0. Per facilitar la notació, definim ψ(t) := |φµ(t)|2. Com que ψ(t)
és infinitament divisible, aleshores ψ(t)1/n també ho és. A més, tenim que

ψ(t)1/n −−−→
n→∞

1{|ψ(t)|>0},

ja que les funcions caracteŕıstiques estan acotades per 1 i

lim
n→∞

log(ψ(t)1/n) = lim
n→∞

1

n
log(ψ(t)) = 0.

Fixem-nos que per ser una funció caracteŕıstica, ψ(0) = 1 > 0 i per tant 1{ψ(t)>0}(0) = 1.
Això també significa que existex un entorn U de 0 on ψ(t) > 0. Aleshores per tot t′ ∈ U
1{ψ(t)>0}(t

′) = 1, i per tant 1{ψ(t)>0}(t) és cont́ınua en un entorn del zero. Pel teorema de
Paul-Lèvy tenim que 1{ψ(t)>0} és una funció caracteŕıstica. Les funcions caracteŕıstiques
són uniformement cont́ınues i, com en zero tenim 1{ψ(t)>0}(0) = 1, això implica que
1{ψ(t)>0}(t) ≡ 1 per tot t. Aix́ı doncs, ψ(t) > 0 per tot t i, en conseqüència, φµ(t) ̸= 0
per tot t.
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Demostrem 2). Suposem que µn és una arrel n-èssima de µ. Per la propietat 1) tenim
que φµ(t) ̸= 0 per tot t. Aleshores, pel Lema 5.4, existeix una única funció λ : R → C
cont́ınua, tal que λ(0) = 0 i φµ(t) = eλ(t). Fixem-nos que φµn(t) ̸= 0 per tot t ∈ R, ja
que φµ(t) = φµn(t)

n i φµ(t) ̸= 0 per tot t. Això implica que existeix una única aplicació
λn : R −→ C cont́ınua, tal que λn(0) = 0 i φµn(t) = eλn(t). Per tant eλ(t) = enλn(t). Tenim

de fet que λn(t) = λ(t)
n i aquesta és única, i amb això ja tenim determinada de manera

única l’arrel n-èssima de µ.

Demostrem 3). Acabem de veure que si µn és una arrel n-èssima de µ, aleshores tenim

que φµ(t) = eλ(t) i que φµn(t) = e
λ(t)
n . Aix́ı doncs φµn(t) −−−→n→∞

e0 = 1 = φδ{0}(t).

Finalment, demostrem 4). Suposem que νn
w−−−→

n→∞
ν on νn són lleis infinitament divisibles.

Aleshores, per la Proposició 5.3, existeix un sistema triangular {Xnj , j = 1, ..., n, n ≥ 1}
tal que Sn =

∑n
j=1Xnj ∼ νn. Per tant, νn ∼

∑n
j=1Xnj

w−−−→
n→∞

ν. Aleshores, novament

per la Proposició 5.3, tenim que ν és infinitament divisible.

2

El següent resultat estableix una relació entre les lleis infinitament divisibles i la llei de
Poisson composta.

Proposició 5.6. µ és una llei infinitament divisible si i només si és el ĺımit feble d’una
llei de Poisson composta.

Prova. La implicació de dreta a esquerra és trivial, doncs a l’inici d’aquesta secció ja hem
vist que la Poisson composta és una llei infinitament divisible.
Anem a veure la implicació contrària. Si µ és infinitament divisible, aleshores per tot
n ≥ 1 existeix una mesura de probabilitat µn tal que µ = µn ∗ ..n).. ∗ µn. Acabem de
veure que si µn és una arrel n-èssima de µ, tenim que existeix una aplicació λ(t) tal

que φµ(t) = eλ(t) i φµn(t) = e
λ(t)
n . Considerem la llei de Poisson Composta Poiss(nµn).

Volem veure que φPoiss(nµn)(t) = φµ(t). En efecte,

φPoiss(nµn)(t) = exp

{∫
R
(eitx − 1)ndµn(x)

}
= exp {n (φµn(t)− 1)}

= exp
{
n
(
e

λ(t)
n − 1

)}
= exp

{
n

( ∞∑
k=1

λ(t)k

nkk!
+ 1− 1

)}

= exp

{(
λ(t) +

∞∑
k=2

λ(t)k

k!nk−1

)}
.

Observem que
∑∞

k=2
λ(t)k

k!nk−1 = 1
n

∑∞
k=2

λ(t)k

k!nk−2 tendeix a zero quan n tendeix a infinit, ja
que la suma és finita. Per tant

φPoiss(nµn)(t) = exp

{(
λ(t) +

∞∑
k=2

λ(t)k

k!nk−1

)}
−−−→
n→∞

eλ(t) = φµ(t).

2

5.1 Teorema de Lévy-Khintchine

La resta d’aquest apartat el dedicarem a demostrar el teorema de Lévy-Khintchine. Per
fer-ho, necessitem donar algunes definicions noves i posteriorment demostrar dos lemes
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que ens permetran provar el teorema.

Definició 5.7. Sigui µ una mesura sobre R no necessàriament finita. Diem que µ és una
mesura de Lévy si:
a) µ({0}) = 0,

b)
∫
R(x

2 ∧ 1)dµ <∞.

Hi ha algunes definicions equivalents que poden ser interessants tenir en compte.

Proposició 5.8. b) és equivalent a:

i) Existeix un ε > 0 tal que µ({|x| > ε}) <∞ i
∫
|x|≤ε x

2dµ <∞.

ii) Per tot ε > 0, µ({|x| > ε}) <∞ i
∫
|x|≤ε x

2dµ <∞.

iii)
∫
R

x2
1+x2

dµ <∞.

Prova. Veiem en primer lloc que b) implica i). Prenent ε = 1 tenim que (x2 ∧ 1) = x2 si
|x| ≤ 1 i (x2 ∧ 1) = 1 si |x| > 1. Aleshores,

µ({|x| > 1}) =
∫
{|x|>1}

dµ ≤
∫
R
(x2 ∧ 1)dµ <∞.

Per altra banda,∫
{|x|≤1}

x2dµ =

∫
{|x|≤1}

(x2 ∧ 1)dµ ≤
∫
R
(x2 ∧ 1)dµ <∞.

Mirem ara que i) implica ii). Suposem que existeix un ε > 0 que satisfà i). Sigui ara
ε1 > 0. Si ε1 > ε, aleshores {|x| > ε1} ⊂ {|x| > ε}. Per tant,

µ({|x| > ε1}) ≤ µ({|x| > ε}) <∞.

Per altra banda, tindrem∫
{|x|≤ε1}

x2dµ =

∫
{|x|≤ε}

x2dµ+ ε21

∫
{ε<|x|≤ε1}

x2

ε21
dµ

≤
∫
{|x|≤ε}

x2dµ+ ε21µ({ε < |x| ≤ ε1}) <∞.

Suposem ara que ε > ε1. Aleshores {|x| < ε1} ⊂ {|x| < ε} i, per tant,∫
{|x|<ε1}

x2dµ ≤
∫
{|x|<ε}

x2dµ <∞.

A més,

µ({|x| > ε1}) = µ({|x| > ε}) + µ({ε1 < |x| ≤ ε}) ≤ µ({|x| > ε}) +
∫
{ε1<|x|≤ε}

x2

ε21
dµ

< µ({|x| > ε}) + 1

ε21

∫
{|x|≤ε}

x2dµ <∞.

Si ε1 = ε és clar que ε1 satisfà l’enunciat ja que ε ho fa per hipòtesi.
Anem a provar que ii) implica b). Ho podem veure directament, doncs prenent ε = 1
tenim∫
R
(x2∧1)dµ(x) =

∫
[−1,1]c

1dµ(x)+

∫
[−1,1]

x2dµ(x) = µ({|x| > 1})+
∫
{|x|≤1}

x2dµ(x) <∞.
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També és clar que b) implica iii). Fixem-nos que x2

1+x2
< 1 i x2

1+x2
≤ x2, per tant

x2

1+x2
≤ (1 ∧ x2). Tenim doncs∫

R

x2

1 + x2
dµ(x) ≤

∫
R
(1 ∧ x2)dµ(x) <∞.

Finalment, suposem que
∫
R

x2

1+x2
dµ(x) <∞. Si |x| > 1, aleshores

x2

1 + x2
≥ x2

2x2
=

1

2
.

Si |x| ≤ 1, aleshores
x2

1 + x2
≥ x2

2
.

Amb això tenim que 1
2(1 ∧ x

2) ≤ x2

1+x2
i, en conseqüència,∫

R
(1 ∧ x2)dµ(x) ≤

∫
R

x2

1 + x2
<∞.

Acabem de veure que iii) implica b), i ja hem acabat. 2

Definim un segon concepte.

Definició 5.9. Direm que α : R −→ R és un centrament si α és cont́ınua i existeix un
entorn U al voltant del zero i una constant C tal que

|α(x)− x| ≤ Cx2 (5.1)

per tot x ∈ U .

Un exemple de centrament és la funció α(x) = x
1+x2

, doncs

|α(x)− x| =
∣∣∣∣ x

1 + x2
− x

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ x2

1 + x2

∣∣∣∣ ≤ x2.

Un altre cas seria α(x) = x1[−1,1](x) + 1(−∞,−1)(x) + 1(1,∞)(x), ja que |α(x)− x| ≤ 0 per
tot x ∈ [−1, 1].

Introdüım ara les CPoiss(µ).

Definició 5.10. Sigui µ una mesura de Lèvy. Per tot ε > 0 considerem µε(x) = µ({|x| >
ε}) i Cε =

∫
R α(x)dµε(x) =

∫
{|x|>ε} α(x)dµ(x), on α(x) és un centrament. Aleshores el

ĺımit feble de δCε ∗ Poiss(µε) que satisfà

δCε ∗ Poiss(µε)
w−−−→
ε→0

CPoiss(µ).

convergeix a una probabilitat que definim com CPoiss(µ).

Anem a veure que, en efecte, la CPoiss(µ) està ben definida.

Proposició 5.11. δCϵ ∗ Poiss(µ) convergeix feblement cap a una probabilitat.
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Prova. Per demostrar la proposició utilitzarem el Teorema de continüıtat de Paul Lévy.
Aix́ı doncs, estudiarem primer el ĺımit de la funció caracteŕıstica de δCε ∗ Poiss(µε) i
després caldrà veure que el ĺımit és continu en el 0.
Estudiem la convergència de la funció caracteŕıstica.

φδCε∗Poiss(µε)(x)(t) = e−itCε exp

{∫
R
(eitx − 1)dµε(x)

}
= exp

{
−it

∫
R
α(x)dµε(x) +

∫
R
(eitx − 1)dµε(x)

}
= exp

{∫
{|x|>ε}

(eitx − 1− itα(x)dµ(x)

}
.

Notem que gε(x) = 1{|x|>ε}(e
itx − 1 − itα(x)) convergeix puntualment cap a g(x) =

(eitx − 1 − itα(x))1{|x|>0} si ε → 0. Per demostrar la convergència uniforme necessitem
aplicar el Teorema de Convergència Dominada. Per tant, cal veure que g(x) és mesurable
i acotar gε(x) per una funció integrable. Clarament gε(x) ≤ g(x), per tant és suficient
veure que g(x) és integrable. Recordem que µ és una mesura de Lévy, i per definició
satisfà que µ({0}) = 0 i que

∫
R(x

2 ∧ 1)dµ < ∞. Hem de veure que (eitx − 1− itα(x)) és
integrable respecte aquesta mesura. Necessitem distingir dos casos: Quan |x| < 1 i quan
|x| ≥ 1. Fixem t.
Si |x| ≥ 1, tenim que

|eitx − 1− itα(x)| ≤ |eitx|+ |1|+ |itα(x)| ≤ 1 + 1 + |t||α(x)|. (5.2)

Fixem-nos que per |x| ≥ 1, tenim |α(x)| ≤ |α(x)− x|+ |x| ≤ Cx2 + x2 = Kx2, per ser un
centrament. Aix́ı doncs |eitnx − 1− itα(x)| ≤ 2 + |t|Kx2, que és integrable respecte de µ.
Si |x| < 1,

|eitx − 1− itα(x)| = |eitx − 1− itx+ itx− itα(x)|≤ |eitx − 1 + itx|+ |it(x− α(x))|.

Respecte el primer terme,

|eitx − 1− itx| =

∣∣∣∣∣
∞∑
k=0

(itx)k

k!
− 1− itx

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
∞∑
k=2

(itx)k

k!

∣∣∣∣∣ = x2

∣∣∣∣∣
∞∑
k=2

(it)kxk−2

k!

∣∣∣∣∣ ≤ x2K1.

Respecte el segon,
|it(x− α(x)| ≤ |t|Cx2,

ja que α(x) és un centrament. Per tant,

|eitx − 1− itα(x)| ≤ K1x
2 + |t|Cx2 ≤ Kx2.

És a dir, quan |x| < 1 tenim que (eitx − 1 − itα(x)) també està acotada per una funció
mesurable respecte la mesura de Lévy. Aix́ı doncs, g(x) està acotada per una funció inte-
grable respecte la mesura de Lévy per tot x ∈ R. Per tant, pel Teorema de Convergència
Dominada, tenim que∫

{|x|>ε}
(eitx − 1− itα(x)dµ(x) −−−→

ε→0

∫
R−{0}

(eitx − 1− itα(x)dµ(x),

però µ({0}) = 0. És a dir, la funció caracteŕıstica de δCε ∗ Poiss(µε) convergeix cap a
ϕ(t) = exp{

∫
R(e

itx−1− itα(x))dµ(x)}. Per acabar, necessitem veure que ϕ(t) és cont́ınua
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en el zero. Considerem doncs una successió {tn}∞n=1 −→ 0 i T = supn|tn| < ∞. Tenim
que ϕ(tn) −→ ϕ(0) si i només si∫

R
(eitx − 1− itα(x))dµ(x) −→ 0 =

∫
R
(e0 − 1− 0)dµ(x). (5.3)

Per veure que es satisfà (5.3), agafem les funcions fn(x) = eitnx− 1− itnα(x). Clarament
fn(x) → f(x) = 0 si n→ ∞ per tot x. Si apliquem el Teorema de Convergència Dominada
veurem que ϕ(t) és cont́ınua en el zero. És evident que f(x) ≡ 0 és mesurable respecte µ,
ja que una mesura de Lévy satisfà µ({0}) = 0. Només falta acotar fn(x) per una funció
integrable respecte µ. Novament necessitem distingir els casos on |x| ≥ 1 i |x| < 1.
Si |x| ≥ 1, tenim que

|eitnx − 1− itnα(x)| ≤ |eitnx|+ |1|+ |itnα(x)| ≤ 1 + 1 + T |α(x)|,

i pel mateix raonament que a (5.2) es veu que 2 + T |α(x)| és integrable respecte µ.
Si |x| < 1, aleshores

|eitnx − 1− itnα(x)| ≤ |eitnx − 1− itnx|+ |itn(α(x)− x)| ≤

∣∣∣∣∣
∞∑
k=2

(itnx)
k

k!

∣∣∣∣∣+ |TCx2|

≤ x2
∞∑
k=0

T k+2|x|k

(k + 2)!
+ TCx2 ≤ x2

∞∑
k=0

T k+2|δ|k

(k + 2)!
+ TCx2

≤ x2

( ∞∑
k=0

T k+2|δ|k

(k + 2)!
+ TC

)
≤ Kx2;

que també és integrable. Aix́ı doncs, per tot n podem acotar |fn(x)| per una funció
integrable respecte de µ, i pel Teorema de la Convergència Dominada tenim que∫

R
fn(x)dµ(x) −→ 0,

i en conseqüència ϕ(t) és cont́ınua en el zero. Pel Teorema de continüıtat de Paul Lévy
podem concloure que ϕ(t) és la funció caracteŕıstica d’una probabilitat, la CPoiss(µ), i
que

δCε ∗ Poiss(µε)
w−−−→
ε→0

CPoiss(µ).

2

Ara només ens queda demostrar dos lemes tècnics per poder enunciar i demostrar el
Teorema de Lévy-Khintchine.

Lema 5.12. Sigui ν una llei infinitament divisible i νn la seva arrel n-èssima. Aleshores

lim sup
n→∞

nνn([−a, a]c) ≤ αa

∫ 1/a

0
|Re(log(φ(u)))|du

per tot a > 0, on α és una constant universal.

Prova. Abans de començar, considerem la funció λ(t) que satisfà φν(t) = eλ(t). Observem
que log(φν(t)) = λ(t). Recordem que si z = a+ ib ∈ C, es compleix ez = ea+ib = eaeib =
ea(cos(b) + i sin(b)). Aix́ı doncs |ez| = ea i per tant tenim que

1 ≥ |φν(t)| = |eλ(t)| = eRe(λ(t)).
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D’aqúı dedüım que Re(λ(t)) ≤ 0, és a dir, |Re(λ(t)| = −Re(λ(t)).
Provem ara que

lim
n→∞

n[φνn(t)− 1] = λ(t)

uniformement en tot interval tancat I. En efecte, tenim que

n(φνn(t)− 1) = n(e
1
n
λ(t) − 1) = λ(t) +

∞∑
k=2

λ(t)k

k!nk−1
.

Aleshores, si prenem I un interval tancat,

sup
t∈I

∣∣n(φνn(t)− 1)− λ(t)
∣∣ ≤ sup

t∈I

∣∣∣∣∣
∞∑
k=2

λ(t)k

nk−1

1

k!

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑
k=2

Mk

nk−1(k)!

=
1

n

∞∑
k=0

MkM2

nk(k + 2)!
−−−→
n→∞

0.

on M = supt∈I |λ(t)|. Per tant, acabem de veure que convergeix uniformement. D’aqúı es
pot veure que

n(Re(φνn)(t)− 1) −−−→
n→∞

Re(λ(t)). (5.4)

Ara, pel Corol·lari 1.3, existeix un α ∈ (0,∞) tal que

nνn([−a, a]c) ≤ nαa

∫ 1/a

0
(1−Re(φνn(t))dt.

Combinant aquesta desigualtat amb el ĺımit (5.4), obtenim

nνn([−a, a]c) ≤ nαa

∫ 1/a

0
(1−Re(φνn(t))dt −−−→n→∞

αa

∫ 1/a

0
|Re(λ(t))|dt.

2

Estudiem el següent lema.

Lema 5.13. Sigui ν una llei infinitament divisible i νn la seva arrel n-èssima. Aleshores

lim sup
n→∞

∫
[−1,1]

x2nνn(dx) <∞.

Prova. Per començar, fem el desenvolupament de Taylor de 1− cos(x) al voltant del zero.
Tenim

1− cos(x) =
x2

2!
− x4

4!
+R4(x). on R4(x) =

sin(c)

5!
(x)5

i c és un punt entre 0 i x. Aleshores sin(c) té el mateix signe que sin(x), que és el mateix
que el de x5. Per tant R4(x) ≥ 0 i d’aqúı treiem que

1− cos(x) ≥ x2

2!
− x4

4!
= x2(

1

2
− x2

4!
) ≥ x2(

1

2
− 1

4!
) = βx2

ja que si x ∈ [−1, 1] aleshores x2 ≤ 1. Aix́ı doncs,

(1−Re(φνn(1))) =
∫
R
(1−cos(x))nνn(dx) ≥

∫
[−1,1]

(1−cos(x))nνn(dx) ≥ β

∫
−1,1]

x2nνn(dx).

Pel lema anterior tenim que lim supn→∞ n(1 − Re(φνn(t))) = |Re(λ(t))| < ∞ i obtenim
doncs el resultat que voĺıem. 2

Finalment, ja podem enunciar i demostrar el teorema de Lévy-Khintchine.
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Teorema 5.14. Sigui ν una mesura de probabilitat infinitament divisible sobre R. Aleshores
existeix β ∈ R, σ2 ≥ 0 i µ mesura de Lévy tals que

ν = N(β, σ2) ∗ CPoiss(µ).

Fixat el centrament de la CPoiss(µ), la terna (β, σ2, µ) està uńıvocament determinada
per ν.

Prova. Per començar, fixem-nos que si νn és una arrel n-èssima de ν, aleshores

log(φν) = n log(φνn).

Al llarg de la demostració modificarem el terme esquerra de la igualtat per després passar
al ĺımit. Com aquesta serà lleugerament llarga, l’anirem demostrant per parts.
Primera part

Considerem f(z) = log(z+1)
z − 1, per tot z ∈ C, |z| ≤ 1, z ̸= 0. Fixem-nos que fent el

desenvolupament de Taylor de f(z) es pot veure fàcilment que limz→0 f(z) = 0, doncs

|f(z)| = |−z
2
+
z2

3
− z3

4
+ ...| ≤ |z|

2
(1 + |z|+ |z2|+ ...) ≤ |z|

2

1

1− |z|
−−−→
z→0

0.

Observem també que log(z) = (f(z − 1) + 1)(z − 1), ja que

(f(z − 1) + 1)(z − 1) =
log(z)

z − 1
(z − 1) = log(z).

Aleshores

log(φν(t)) = n log(φνn(t)) = n(f(φνn(t)− 1) + 1)(φνn(t)− 1)

= n(hn(t) + 1)

∫
R
(eitx − 1)νn(dx),

on hem pres hn(t) = f(φνn(t)− 1). Agafem ara el centrament α(x) = x
1+x2

. Aleshores,

log(φν(t)) = (hn(t)+1)

∫
R
(eitx−1− itx

1 + x2
)nνn(dx)+(hn(t)+1)

∫
R

itx

1 + x2
nνn(dx). (5.5)

Segona part
Sigui βn :=

∫
R

x
1+x2

nνn(dx). Aquesta integral existeix sempre, ja que | x
1+x2

| ≤ 1 i νn

és una probabilitat. Definim γn =
∫
R

x2

1+x2
nνn(dx). Pel mateix raonament, tenim que

γn <∞ per tot n. Anem a veure que lim supn→∞ γn <∞. Ho demostrem per casos.
Si x ∈ [−1, 1]c, ∫

[−1,1]c

x2

1 + x2
nνn(dx) ≤ nνn([−1, 1]c),

i pel Lema 5.12. sabem que lim supn→∞ nνn([−1, 1]c) <∞.
Si x ∈ [−1, 1], ∫

[−1,1]

x2

1 + x2
nνn(dx) ≤

∫
[−1,1]

x2nνn(dx),

i pel Lema 5.13 sabem que lim supn→∞
∫
[−1,1] x

2nνn(dx) <∞.
Ara, per cada n, definim la mesura

τn(dx) =
1

γn

x2

1 + x2
nνn(dx).
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Notem que, per definició, τn és una mesura de probabilitat. Si recuperem l’equació (5.5)
i la modifiquem obtenim

log(φν(t) = (hn(t) + 1)

∫
R−{0}

(
eitx − 1− itx

1 + x2

)
γn

1 + x2

x2
τn(dx) + it(hn(t) + 1)βn.

(5.6)

Per comoditat definim g(x, t) = (eitx − 1− itx
1+x2

)1+x
2

x2
per tot x ̸= 0.

Tercera part
Si suposem que γn(hn(t) + 1)

∫
R g(x, t)τn(dx) convergeix uniformement quan n → ∞ en

t ∈ [−a, a] per 0 < a < ∞ (ho veurem i farem servir a la cinquena part d’aquesta
demostració), aleshores βn convergeix a un ĺımit finit. Efectivament:
Si tenim en compte que el primer sumand de la banda dreta de la igualtat (5.6) convergeix
uniformement en t i la part esquerra de la igualtat no depèn de n, aleshores existeix el ĺımit
limn→∞(hn(t) + 1)βn. A més, com φνn(t) −−−→n→∞

1 uniformement en t, ja que νn
w−→ δ{0}

quan n→ ∞, tenim que

lim
n→∞

(hn(t) + 1) = lim
n→∞

(f(φνn(t)− 1) + 1) = f(0) + 1 = 1.

Tenim doncs que existeix el ĺımit de βn quan n tendeix a infinit. Anem a veure que és
finit. Per fer-ho, considerem la funció

H(t) := lim
n→∞

exp{itβn(hn(t) + 1)}.

Per la igualtat (5.6), sabem

φν(t) = exp

{(
γn(hn(t) + 1)

∫
R
g(x, t)τn(dx)

)
+ it(hn(t) + 1)βn

}
.

Aleshores

H(t) = φν(t) lim
n→∞

exp

{
−γn(hn(t) + 1)

∫
R
g(x, t)τn(dx)

}
,

que convergeix uniformement en t ∈ [−a, a] per hipòtesi. Això implica que H(t) és
cont́ınua en t per t ∈ [−a, a], la qual cosa ens permet agafar una successió de tn → 0
i passar al ĺımit simultàniament. Considerem ara {tn := t/βn, n ≥ 1} i suposem que
limn→∞ βn = ±∞. Aleshores tn → 0 i, per continüıtat, tenim

H(0) = lim
n→∞

H(tn) = lim
n→∞

exp{itnβn(hn(tn) + 1)}.

Fixem-nos que tnβn → t i que hn(tn) + 1 = f(φνn(t/βn− 1)+ 1 → f(0)+ 1 = 1. Per tant

H(0) = lim
n→∞

exp{itnβn(hn(t) + 1)} = eit,

però t és arbitrari i per tant tenim una contradicció. Aix́ı doncs, −∞ < limn→∞ βn <∞.
Quarta part
Ara fixem-nos que g(x, t) està definida per tot t ∈ R i per tot x ∈ R− {0} i és cont́ınua.
Ens interessa poder definir g(x, t) de manera que aquesta sigui cont́ınua també en x = 0.
Observem que

g(x, t) =

(
eitx − 1− itx

1 + x2

)
1 + x2

x2
=
eitx − 1

x2
+

(eitx − 1)x2

x2
− itx

x2

=
(
eitx − 1

)
+

(
eitx

x2
− 1

x2
− itx

x2

)
=
(
eitx − 1

)
+

1

x2

( ∞∑
k=2

(itx)k

k!

)
.
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Aleshores, si estudiem el ĺımit de g(x, t) quan x→ 0, tenim

lim
x→0

g(x, t) = lim
x→0

(
(eitx − 1) +

∞∑
k=2

(itx)k

x2k!

)

= lim
x→0

(
(eitx − 1)− t2

2
+

∞∑
k=3

(it)kxk−2

k!

)

= − t
2

2
.

Per tant, podem definir g(0, t) = limx→0 g(x, t) = −t2/2, i obtenim una funció g(x, t)
cont́ınua per tot t i per tot x.
Ara veiem que si t ∈ [−a, a], g(x, t) està uniformement acotada. Si |xt| ≤ 1,

|g(x, t)| =

∣∣∣∣∣(eitx − 1) +
∞∑
k=2

(itx)k

x2k!

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
∞∑
k=1

(itx)k

k!
+

∞∑
k=2

(it)kxk−2

k!

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣itx+
∞∑
k=2

(itx)k

k!
+ t2

∞∑
k=2

ik(tx)k−2

k!

∣∣∣∣∣ ≤ 1 +
∞∑
k=2

1

k!
+ t2

∞∑
k=2

1

k!

≤ 1 + (1 + a2)C = k1.

Si |xt| > 1, fixem-nos que |t| > 1
|x| . Per tant,

|g(x, t)| =
∣∣∣∣(eitx − 1− itx

1 + x2
)
1 + x2

x2

∣∣∣∣ ≤ ∣∣eitx − 1
∣∣ ∣∣∣∣1 + x2

x2

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ itx
∣∣∣∣

≤ 2

(∣∣∣∣ 1x2
∣∣∣∣+ 1

)
+ |t|

∣∣∣∣1x
∣∣∣∣ < 2(|t2|+ 1) + |t2| ≤ 2(1 + a2) + a2 = k2.

Aix́ı doncs, g(x, t) és cont́ınua per tot x ∈ R i per tot t ∈ R, i està uniformement acotada,
tal i com voĺıem veure.
Cinquena part
A la segona part hem vist que lim supn→∞ γn < ∞. Aleshores lim infn→∞ γn = 0 o
lim infn→∞ γn = η ̸= 0.
Suposem que lim infn→∞ γn = 0.Aleshores existeix una subsuccessió tal que limn′→∞ γn′ =
0. Com que g(x, t) està uniformement acotada quan t ∈ [−a, a] i τn és una probabilitat,
la integral

∫
R g(x, t)τn(dx) també està acotada uniformement en n i t ∈ [−a, a]. Per tant,

lim
n′→∞

(1 + kn′(t))γn′

∫
R
g(x, t)τn′(dx) = 0

uniformement en t ∈ [−a, a], ja que limn′→∞ γn′ = 0. Pel que hem vist a la tercera part
de la demostració, com que γn(hn′(t) + 1)

∫
R g(x, t)τn′(dx) convergeix uniformement en

t ∈ [−a, a] quan n‘ → ∞, el ĺımit limn′→∞ βn′ = β existeix i és finit. D’aqúı veiem que

φν(t) = lim
n′→∞

exp

{
(hn′(t) + 1)γn′

∫
R
g(x, t)τn′(dx) + itβn′

}
= eitβ.

Per tant φν(t) = eitβ, que és la funció caracteŕıstica d’una constant corresponent a la
N(β, 0).
Suposem ara que lim infn→∞ γn = η ̸= 0. Aleshores existeix una subsuccessió de γn tal
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que limn′→∞ γn′ = η. Es pot veure doncs que la successió {τn} és ajustada i aplicar el
Teorema de Prokohorov. Per comprovar-ho, fixem-nos primer que

τn([−a, a]c) =
∫
[−a,a]c

τn(dx) =
1

γn

∫
[−a,a]c

y2

1 + y2
nνn(dy)

≤ 1

γn

∫
[−a,a]c

nνn(dy) =
1

γn
nνn([−a, a])c.

Pel Lema 5.12, sabem que per tot a > 0 es compleix

lim sup
n→∞

nνn([−a, a]c) ≤ αa

∫ 1/a

0
|Re(log(φν(t)))|dt.

Aleshores, per una n prou gran es satisfà∫
[−a,a]c

τn(dx) ≤
αa

γn

∫ 1/a

0
|Re(log(φν(t)))| ≤

αa

η/2

∫ 1/a

0
|Re(log(φν(t)))|,

i com que el log(φν(t)) és cont́ınu en l’origen,

lim
a→∞

a

∫ 1/a

0
|Re(log(φν(t)))|dt = 0.

Aix́ı doncs, per tot ε > 0 existeix un a tal que sup τn([−a, a]c) < ε i pel Teorema de
Prokhorov existeix una subsuccessió convergent {τnk

} tal que τnk

w−−−−→
nk→∞

τ . Aleshores,

tenim que

lim
nk→∞

∫
R
g(x, t)τnk

(dx) =

∫
R
g(x, t)τ(dx)

per ser g(x, t) acotada i τ una probabilitat, i a més com que g(x, t) és uniformement
acotada tenim que la convergència és uniforme en t ∈ [−a, a]. Per tant γnk

(hnk
(t) +

1)
∫
R g(x, t)τnk

(dx) convergeix uniformement en t ∈ [−a, a] quan nk tendeix a infinit i,
per la tercera part, això implica que el ĺımit limnk→∞ βnk

= β existeix i és finit. D’aqúı
veiem

φν(t) = lim
nk→∞

exp

{
(hnk

(t)− 1)γnk

∫
R
g(x, t)dτnk

(x) + itβnk

}
= exp

{
η

∫
R

(
eitx − 1− itx

1 + x2

)
1 + x2

x2
dτ(x) + itβ

}
.

Si prenem ητ(0) = σ2 i recordem que g(0, t) = −t2
2 , obtenim

φν(t) = exp

{
itβ − σ2

t2

2
+ η

∫
R−{0}

(
eitx − 1− itx

1 + x2

)
1 + x2

x2
dτ(x)

}
.

Definim com a µ la mesura sobre R que satisfà

µ({0}) = 0 i µ(B) = η

∫
B−{0}

1 + x2

x2
τ(dx).

Per la Proposició 5.8 veiem que µ és una mesura de Lévy, ja que∫
R

x2

1 + x2
dµ(x) =

∫
R−{0}

x2

1 + x2
1 + x2

x2
ητ(dx) = ητ(R− {0}) <∞.
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Aix́ı doncs,

φν(t) = exp

{
itβ − σ2t2

2
+

∫
R

(
eitx − 1− itx

1 + x2

)
µ(dx)

}
. (5.7)

Amb això provem que, efectivament, existeixen β, σ2 i µ tals que ν = N(β, σ2)∗CPoiss(µ).

Unicitat
Suposem que existeixen β1, β2 ∈ R, σ21, σ22 ≥ 0 i µ1, µ2 mesures de Lèvy (utilitzant el
centrament α(x) = x

1+x2
) tals que

N(β1, σ
2
1) ∗ CPoiss(µ1) = N(β2, σ

2
2) ∗ CPoiss(µ2).

Això implica que les seves funcions caracteŕıstiques, definides com (5.7), han de ser iguals.
En particular, les seves parts reals han de coincidir. Per tant,

−σ
2
1t

2

2
+

∫
R
(cos(x)− 1)µ1(dx) = −σ

2
2t

2

2
+

∫
R
(cos(x)− 1)µ2(dx).

Agrupant termes,
σ22 − σ21

2
t2 =

∫
R
(cos(tx)− 1)(µ1 − µ2)(dx).

Sigui ε > 0. Si äıllem σ22 −σ21 i escrivim (cos(tx)−1)(µ1−µ2) com (1− cos(tx))(µ2−µ1),
obtenim

σ22 − σ21 =

∫
{|x|≤ε}

2
1− cos(tx)

t2
(µ2 − µ1)(dx) +

∫
{|x|>ε}

2
1− cos(tx)

t2
(µ2 − µ1)(dx).

Desenvolupant el polinomi de Taylor de 1− cos(u) al voltant del zero, tenim

1− cos(u) =
u2

2
+R2(u), on R2(u) = −sin(c)

3!
u3 ≤ 0,

per alguna c entre 0 i u. Es satisfà doncs la desigualtat |1− cos(tx)| ≤ t2x2

2 . Per tant∣∣∣∣∣
∫
{|x|≤ε}

2
1− cos(tx)

t2
(µ2 − µ1)(dx)

∣∣∣∣∣ ≤
∫
{|x|≤ε}

x2(µ1 + µ2)(dx).

Per altra banda és clar que |1− cos(tx)| ≤ 2. Tenim doncs∣∣∣∣∣
∫
{|x|>ε}

2
1− cos(tx)

t2
(µ2 − µ1)(dx)

∣∣∣∣∣ ≤ 4

t2
(µ1({|x| > ε}) + µ2({|x| > ε})).

Aleshores,

|σ22 − σ21| ≤
∫
{|x|≤ε}

x2(µ1 + µ2)(dx) +
4

t2
(µ1({|x| > ε}) + µ2({|x| > ε}))

−−−→
t→∞

∫
{|x|≤ε}

x2(µ1 + µ2)(dx) −−−→
ε→0

0.

Per tant, σ21 = σ22. Seguint amb l’argument que les seves funcions caracteŕıstiques han de
ser iguals, si mirem (5.7) i tenim en compte que σ21 = σ22, obtenim la igualtat

itβ1 +

∫
R

(
eitx − 1− itx

1 + x2

)
µ1(dx) = itβ1 +

∫
R

(
eitx − 1− itx

1 + x2

)
µ2(dx) + 2k(t)πi,

(5.8)
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on k(t) ∈ N. Per la continüıtat dels altres termes tenim que k(t) és cont́ınua a valors en
N i per tant és constant. En t = 0, la igualtat (5.8) queda com

0 +

∫
R
(e0 − 1− 0)µ1(dx) = 0 +

∫
R
(e0 − 1− 0)µ2(dx) + 2k(t)πi.

Aix́ı doncs k(0) = 0 i, per continüıtat, k(t) = 0 per tot t.
Siguin t1 i t2 ∈ R. Escrivim ara la igualtat (5.8) amb t = t1 + t2 i k(t) ≡ 0. Si agrupem
els termes, obtenim

i(t1 + t2)(β1 − β2) =

∫
R

(
ei(t1+t2)x − i(t1 + t2)x

1 + x2

)
(µ2 − µ1)(dx).

Procedim de la mateixa manera per t1 − t2,

i(t1 − t2)(β1 − β2) =

∫
R

(
ei(t1−t2)x − i(t1 − t2)x

1 + x2

)
(µ2 − µ1)(dx).

Finalment, repetim per t1

i(t1)(β1 − β2) =

∫
R

(
ei(t1)x − i(t1)x

1 + x2

)
(µ2 − µ1)(dx).

Si sumem les dues primeres igualtats i restem la tercera dues vegades, obtenim

i[(t1 + t2) + (t1 − t2)− 2t1](β1 − β2) =

∫
R

(
ei(t1+t2)x + ei(t1−t2)x − 2eit1x

− i[(t1 + t2) + (t1 − t2)− 2t1]x

1 + x2

)
(µ2 − µ1)(dx).

Com que (t1 + t2) + (t1 − t2)− 2t1 = 0, tenim que

0 =

∫
R
eit1x[eit2x + e−it2x − 2](µ2 − µ1)(dx)

Fixem-nos que eit2x+ e−it2x = cos(t2x)+ i sin(t2x)+cos(−t2x)+ i sin(−t2x) = 2 cos(t2x),
ja que la funció cosinus és parell i la funció sinus és imparell. Aix́ı doncs,

0 =

∫
R
eit1x[eit2x + e−it2x − 2](µ2 − µ1)(dx) =

∫
R
eit1x2[cos(t2x)− 1](µ1 − µ2)(dx).

Això vol dir que les mesures de densitat (1− cos(t2x))µ2(dx) i (1− cos(t2x))µ1(dx) tenen
la mateixa transformada de Fourier, per tant són la mateixa mesura. És a dir, µ1 = µ2
en el conjunt de x on cos(t2x) − 1 ̸= 0. No obstant, per tot x ̸= 0 existeix un t2 tal que
cos(t2x) ̸= 1 i per tant µ1 = µ2. D’aqúı treiem que β1 = β2.

2
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