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Abstract

The main objective of this research is the study of cooperative games with transferable
utility. Specifically, we will examine the three most common used solutions: the Shapley
value, the egalitarian solution, and the egalitarian surplus solution. These solutions aim
to determine how to reach an agreement in a cooperative situation among players. On one
hand, we will present the common properties shared by these solutions, namely efficiency,
symmetry, and additivity. On the other hand, we will examine the properties that diffe-
rentiate them. Additionally, we will deepen into the detailed axiomatic characterizations
that are crucial for their proper definition, providing several examples to illustrate the
independence of these properties.

Resum

L’objectiu principal d’aquest treball és ’estudi dels joc cooperatius d’utilitat transferible.
En concret, estudiarem les tres solucions més utilitzades en ells: el valor de Shapley,
la solucié igualitaria i la solucid igualitaria del surplus. Aquestes solucions tracten de
determinar com es pot arribar a un acord en una situacié de cooperacié entre jugadors.
Per una banda, presentarem les propietats comuns entre elles, la eficiencia, la simetria
i 'additivitat, i d’altra banda, estudiarem les propietats que les diferencien. A més,
estudiarem en detall les seves caracteritzacions axiomatiques, molt necessaries per definir-
les adequadament, aportant diversos exemples per veure la independencia de les propietats
d’aquestes.

2020 Mathematics Subject Classification. 91A06, 91A12, 91A30, 91B16



Agraiments

Abans d’entrar en materia, m’agradaria dedicar un apartat d’aquest treball a donar
agraiments a totes aquelles persones que directa o indirectament han estat al meu costat
donant-me suport. No només durant la realitzacié d’aquest treball, també a aquelles que
ho han fet durant aquesta carrera, que per diferents motius acadeémics i personals, m’ha
fet experimentar un gran creixement personal.

En primer lloc, donar les gracies al Dr. Pere Calleja Cortés i al Dr. Xavier Jarque Ribera
per haver-me donat ’oportunitat de treballar amb ells. Els vull agrair la seva predisposicié
a ajudar-me durant tot el procés. Ha sigut un plaer poder treballar al vostre costat.

M’agradaria fer especial mencié a la meva familia, que han estat sempre al meu costat
i m’han donat el seu suport quan més ho he necessitat. En primer lloc als meus pares,
que han fet lo impossible perque pugui ser qui soc. A continuacié als meus germans, Leo
i Jaume, els meus pilars, els que m’acompanyen i em recolzen en cada aventura. També
volia donar les gracies a la meva familia “adoptiva”, persones molt especials que m’han
ensenyat de veritat el significat del que és lluitar. A més, volia agrair al meu avi Leonardo,
que sempre em mostra el seu orgull cap a mi i m’ajuda cada dia a créixer. I en especial
a la meva briixola, la meva forca per seguir avant, perque encara que fa poc que em
va deixar fisicament, segueix acompanyant-me en aquest cami, a la meva avia Teresita,
gracies.

Per 1ltim vull agrair als meus amics i amigues, per recolzar-me i animar-me en els moments
més dificils, aquells que han viscut en mi aquests 1ltims quatre anys. En primer lloc als
que m’han acompanyat durant la carrera, Oscar, Elena, Ivan, Joan, Ignasi, Natalia, Aina
i tots els altres matematics de Principi de I'Entrepa, amb especial menci6 a Anita, que ha
estat al meu costat en tot moment, sense vosaltres hauria sigut molt complicat continuar
endavant. També als que ho han fet d’'una forma diferent, Inefables, en especial a Laia
i Arantxa, que m’han ajudat quan més ho he necessitat. I per acabar, al que camina al
meu costat cada dia, al que m’agafa de la ma quan les coses no van tan bé, Marti.

A tots vosaltres, moltes gracies.

ii



Index
1 Introduccié 1

2 Jocs cooperatius d’utilitat transferible i la seva estructura d’espai vec-

torial 4

3 Solucions 10
3.1 Elwvalorde Shapley . . . . . . .. .. .. . 10
3.1.1 Definicié . . . . . . . .. 10

3.2 Lasolucié igualitaria . . . . . . . .. ... L 0 12
3.3 La soluci6 igualitaria del surplus . . . . . . .. ... ... ... ... ... 12

4 Propietats o axiomes 15
4.1 Propietats comuns . . . . . . ... Lo 15
4.2 Propietats diferenciadores. El paper dels jugadors “inutils” . . . .. ... 16
4.3 Propietats que farem servir de forma teécnica . . . . . ... ... ... .. 21

5 Caracteritzacions axiomatiques 23
6 Independéncia logica dels axiomes 35
7 Conclusions 46

Referéncies 47

iii



1 Introduccio

Per comencar a introduir el tema que desenvoluparem, és important saber que és un
joc. Un joc modelitza situacions de conflicte i cooperacié. A través d’aquests jocs, es
representen i simulen situacions en les quals els jugadors han d’interactuar entre ells per
tal d’assolir objectius especifics, és a dir, els jugadors han de col-laborar o competir entre
ells. La col-laboracié implica treballar conjuntament, compartir recursos i coneixements,
i prendre decisions de manera col-lectiva per assolir els objectius establerts. En canvi, la
competencia involucra la rivalitat entre jugadors, on cada un busca superar als altres per
aconseguir el seu propi exit individual.

Per entendre millor la teoria de jocs, parlarem de la classificacié classica del matematic
John Von Neumann i I’economista Oskar Morgenstern, els quals en 1944 van publicar el
llibre ” Theory of games and economic behaviour”, on van investigar dos tipus de proble-
mes diferents de la teoria de jocs. El primer, sén els jocs no cooperatius, on els agents
competeixen entre ells per aconseguir una meta individual. En aquests jocs, la utilitat
d’un jugador dependra en gran mesura de les accions i decisions preses pels altres ju-
gadors, és a dir, els jugadors se centren en desenvolupar una estrategia que li permeti
superar als seus oponents i maximitzar els seus propis beneficis, tenint en compte les
possibles respostes i accions dels altres jugadors. El segon sén els jocs cooperatius, on els
agents treballen conjuntament per assolir un objectiu comi. En aquests jocs, els jugadors
col-laboren i prenen decisions de manera conjunta, tenint en compte els interessos i les
necessitats de tots els membres de ’equip.

En aquest treball, ens centrarem en els jocs cooperatius, 'objectiu dels quals és donar
una resposta a com distribuir els guanys obtinguts en I'accié conjunta entre els jugadors.
Els possibles repartiments d’aquests guanys poden tenir un impacte directe en la utilitat
o benefici que cada jugador obté, és a dir, pot causar increments i disminucions de la
utilitat de cada jugador. Dins dels jocs cooperatius parlarem dels joc cooperatius d’utilitat
transferible, que sén aquells en que hi ha diverses maneres de distribuir els diners obtinguts
de les diferents coalicions. Aquestos es poden transferir d’un agent a un altre i es poden
dividir en tantes parts com vulguem, cada una d’elles és una possible solucié o proposta
per aquest repartiment.

La solucié més utilitzada per abordar la qiliestié de com repartir els guanys en els jocs coo-
peratius d’utilitat transferible és el valor de Shapley, basat en el concepte de marginalitat,
desenvolupat pel matematic i economista Lloyd Shapley, qui més avant va ser premiat
amb el Premi Nobel en 2012, una de les causes per les quals va rebre aquest premi va
ser la seva contribucié als jocs cooperatius. Aquesta solucié determina la importancia de
cada jugador en un joc, calculant les seves contribucions marginals en totes les possibles
ordenacions dels jugadors en el joc, és a dir, analitza com afecta la participacié d’un ju-
gador especific al valor que pot obtenir la societat en cas de cooperar. No obstant aixo,
hi ha altres solucions que es basen en el concepte d’igualitarisme. Parlarem de la solucid
igualitaria, que reparteix els guanys entre tots els jugadors a parts iguals i també de la
solucié igualitaria del surplus, que en primer lloc garanteix a cada jugador el seu valor
individual, és a dir, el valor que aporta en un joc aquest jugador si no coopera amb ningui
més, és a dir, de manera individual. Un vegada fet aixo, reparteix la resta de beneficis



entre tots els jugadors a parts iguals.

Aquestes tres solucions es diferencien en el que considerarem un jugador “inttil” a I’hora
d’aportar beneficis en un joc cooperatiu. Ens referim com a “initils” als segiients tipus
de jugadors. Un jugador nul, és un jugador que no aporta cap benefici quan coopera
amb altres jugadors, la seva participacié no té cap impacte en el resultat del joc. Un
jugador és anul-lador, si les coalicions que el contenen no generen cap guany, és a dir, el
guany de qualsevol coalicié que el contingui és zero. Un jugador fals, és un jugador que
no aporta cap benefici addicional quan coopera amb altres jugadors, només aporta el seu
valor individual. Per tultim, un jugador és falsificador si les coalicions que el contenen
generen un guany igual a la suma dels valors individuals de tots els jugadors que formen
la coalicid, és a dir, només s’obtenen els beneficis individuals dels jugadors que participen,
cap benefici addicional.

Tot i que hem vist que aquestes tres solucions mencionades varien en la manera del
repartiment dels guanys obtinguts, totes elles compleixen algunes propietats en comu.
Una d’aquestes propietats es 'eficiencia, que implica que tots els beneficis obtinguts per
la cooperacié dels participants d’un joc sén distribuits, de manera que no es queda cap
benefici sense repartir ni tampoc es reparteix més del que s’ha obtingut. Es a dir, el
sumatori de totes les parts en que s’ha dividit el benefici obtingut, és exactament igual
al guany obtingut en la cooperacié de tots els jugadors. A més, també compleixen la
simetria, que vol dir que si dos jugadors sén simetrics, és a dir, que aporten el mateix
benefici quan cooperen amb la resta de jugadors, aleshores també rebran el mateix. Per
altim I'additivitat, és a dir, la solucié ha de ser invariant per a qualsevol descomposicié
additiva del joc.

A més a més, per estudiar i entendre millor les tres solucions mencionades: el valor de
Shapley, la solucié igualitaria i la solucié igualitaria del surplus, mencionarem i demos-
trarem tres teoremes molt importants que sén caracteritzacions axiomatiques necessaries
per definir adequadament aquestes tres solucions. Una caracteritzacié axiomatica és una
estructura que tracta d’identificar propostes de repartiment o solucions mitjancant les
propietats que verifiquen aquesta solucid, on totes aquestes propietats sén necessaries,
és a dir, ni sobren ni falten axiomes. El primer teorema que veurem, és que el valor de
Shapley és I'inica solucié que verifica les propietats d’eficiencia, simetria, additivitat i la
propietat del jugador nul, amb aquest teorema ens quedara molt més clara aquesta solucid
i sabrem interpretar-la d’una manera molt més directa. El segon teorema important, i on
també coneixerem molt més aquesta solucid, és que la solucié igualitaria és I'inica solu-
cié que satisfa les propietats d’eficiencia, simetria, additivitat i la propietat del jugador
anul-lador. L’dltim teorema que veurem i demostrarem, és que la solucié igualitaria del
surplus és I'inica solucié que compleix les propietats d’eficiencia, simetria, additivitat i
la propietat del jugador falsificador. Amb aquests tres teoremes i amb algun altre que
utilitzarem de manera técnica per fer aquestes demostracions, ens quedaran molt més
clares totes les propietats utilitzades, que ja hem mencionat i definit anteriorment. Aixi
mateix, com ja hem dit que totes les propietats sén igual de necessaries en cada carac-
teritzacié axiomatica, dedicarem un capitol del treball a veure-ho mitjancant exemples,
on en cada exemple es compliran tres de les quatre propietats, de manera que deixarem
clara la independencia d’aquestes.



D’entrada, en el Capitol 2 d’aquest treball, ens centrarem en els jocs cooperatius d’utilitat
transferible i la seva estructura d’espai vectorial, definint els conceptes basics per tal
d’entendre-ho de forma clara. També definirem conceptes més técnics que necessitarem
per fer algunes demostracions més avant. En el Capitol 3, definirem les tres solucions que
hem mencionat i les interpretarem d’una manera més detallada, perque ens quedi clara
la diferéncia entre totes elles. A més, veurem un exemple d’un mateix joc perod amb tres
solucions diferents, de manera que podrem veure clarament que existeixen molts factors
que ens impedeixen opinar objectivament sobre quina solucié és millor. En el Capitol
4, definirem totes les propietats mencionades anteriorment, tant les que sén comuns en
totes les solucions, com les que s’encarreguen de diferenciar les solucions que hem definit.
D’aquestes propietats diferenciadores, veurem totes les relacions que hi ha entre elles.
També veurem algunes propietats que farem servir de forma tecnica en el Capitol 5, per
estudiar i demostrar els teoremes mencionats. Aixi mateix, en el Capitol 5 entrarem
en detall en les caracteritzacions axiomatiques que hem nombrat anteriorment. Veurem
la demostracié de cada una d’elles de manera detallada i clara. A més, veurem altres
teoremes que ens seran necessaris per fer aquestes demostracions. Per acabar, en el
Capitol 6, veurem la independeéncia de totes les propietats utilitzades en cada axiomatica
mitjangcant exemples de solucions, de manera que en cada exemple es compleixen tres de
les quatre propietats. D’aquesta manera, podrem concloure que les quatre propietats sén
necessaries per cada teorema, i que cap d’aquestes és implicacié de les altres.



2 Jocs cooperatius d’utilitat transferible i la seva estructura
d’espai vectorial

Els jocs cooperatius d’utilitat transferible sén una branca de la teoria de jocs que s’ocupa
d’estudiar situacions de cooperacié entre agents racionals. Els agents treballen conjunta-
ment per aconseguir un objectiu comu i busquen una combinacié d’accions que maximitzi
el benestar social, és a dir, allo que és optim per a la societat. La principal caracteristica
dels jocs cooperatius d’utilitat transferible és la falta d’un comportament estrategic per
part dels agents. Aix0 vol dir, que els jugadors no prenen decisions amb 'objectiu de
superar als altres o aconseguir un avantatge individual, siné que col-laboren entre ells per
maximitzar el benestar col-lectiu.

Un aspecte clau en els jocs cooperatius és la nocié d’utilitat transferible, significa que els
beneficis obtinguts per la cooperacié dels jugadors en un joc, es consideren perfectament
divisibles i transferibles entre els agents. Aix0 permet que es pugui assignar una valo-
racié numerica, és a dir, una quantitat de diners a cada coalicié de jugadors, i aquestes
valoracions es poden utilitzar per determinar la distribucié optima dels beneficis entre els
agents.

En tot aquest treball considerarem que hi ha un conjunt de jugadors arbitrari fix, N =
{1,2,...,n}. A més, anomenarem coalicié als subconjunts de jugadors i els representarem
amb lletres majuscules S, T, R....

Definicié 2.1. Un joc cooperatiu en forma caracteristica és un parell ordenat (N, v) on

1. N={1,2,...,n} és el conjunt finit de jugadors i

2. v és la funcid caracteristica v : 2V — R, on 2V = {S | S C N}, que assigna a tota
coalicic S C N el seu valor v(S) € R. Amb la condicié que v(0)) = 0.

Denotarem per G el conjunt de tots els jocs cooperatius definits sobre el conjunt N =
{1,2,...,n} fix.

Definicié 2.2. Direm que un joc v € G és 0-normalitzat, si per toti € N, v(i) = 0.

A més a més, si v i vo sén jocs 0-normalitzats, aleshores v1 + v9 1 A - v1 també sén jocs
0-normalitzats.

En els jocs cooperatius del conjunt GV, poden definir les segiients operacions. Donats
dos jocs vi,va € GV, i un escalar A € R. Per a tot S C N, definirem:

e La suma (v1 +v2)(S) = v1(S) + v2(S5)
e El producte per un escalar (- v1)(S) := A-v1(S5).
Es a dir, la suma de dos jocs en un conjunt S, és igual a la suma per separat dels jocs

en el conjunt S. I el producte d’un escalar i un joc en un conjunt S, és igual al joc en el
conjunt S multiplicat pel producte escalar.



Tenint en compte aquestes operacions de suma i producte escalar dels jocs cooperatius,
deduim que (GV, +, - ,R) és un espai vectorial.

Definirem ara el joc zero “0”, és un joc (N,0) € GV, que assigna el valor 0 a qualsevol
coalicig, és a dir, per a qualsevol S C N, 0(S) = 0. Més avant el veurem aplicat a la
practica.

De tots els tipus de jocs cooperatius que hi ha, ens interessen especialment els jocs d’u-
nanimitat, perqué a continuacié demostrarem que formen una base de GV.

Definicié 2.3. Donat N = {1,2,...,n} i una coalicic T C N, T # 0, definim el joc
d’unanimitat associat a T, que denotarem com ur, de la segiient manera:

1 siTCS,
“T(S)_{ 0 siT¢S8.

Es a dir, amb els jocs d’unanimitat obtindrem w7 (S) = 1, en cas que la coalici6 T' C S.
Per contra, obtindrem up(S) = 0, en cas que la coalicié 7' Z S. A continuacié, veurem
que efectivament els jocs d’unanimitat formen una base de GV

Proposicié 2.4. El conjunt {ur |0 # T C N} és una base de GV .

Demostracid. Sabem que existeixen 2™ - 1 jocs d’unanimitat, un per a cada coalicié no
buida que es pot formar, i que la dimensié de GV és 2" - 1. Per demostrar que aquests
jocs sén una base, hem de mostrar que sén linealment independents.

Volem veure que Z Arur = 0 <— A = 0 per tot T.
P0£TCN

< Es evident que si per tot T és cert que Ar = 0, aleshores Z Arur = 0.
0£TCN
= Demostrarem aquest fet per induccié.
Considerem el cas inicial, demostrarem que Ay = 0 per tot T tal que |T] = 1.
Sigui S = {i}, aleshores
Z )\TUT(S) = Z )\TUT(i) = Z )\TUT(i) + Z )\TUT(’i)
PATCN PATCN PDATCN PATCN
T#{i} T={i}
=04+ Nui(i) =X -1 =0.

La tercera igualtat és degut a que per tot T'C N tal que {i} # T, aleshores T'  {i}. Per
tant, d’aqui veiem que \; = 0 per tot 7 € V.

A continuacié, demostrem que Ar = 0 per tot T tal que |T'| = 2.
Sigui S = {ij}, tenim:

Z )\TUT(’ij) = /\Z’U,Z(Zj) + )\Ju](m) + )\z]uzj(lj) = )\z‘ -1 + )\j -1 + /\z'j -1=0.
0£TCN



La primera igualtat és degut a que per tot 7' # {{i},{j},{ij}} es compleix que T" Z {ij}
i per tant, up(ij) = 0. Considerant que A\; = A; = 0 pel cas inicial, deduim que \;; = 0
per a tota coalicié {ij} C N.

Finalment, demostrarem que Ar = 0 per tot T tal que |T| > 2. Sigui R = {i1,...,i7} una
coalicié arbitraria de ¢t > 2 jugadors.

Suposem que Ag = 0 per a tot S tal que |S| < |R|. Aleshores,

PATCN P£ATCR P£ATCR
=Ag-14+ D> Apl=Ag-1+0=0.
0ATCR

La primera igualtat es segueix de que per tot T tal que T' € R, up(R) = 0. Mentre que la
penultima igualtat és degut a que per hipotesi d’induccié Ay = 0 per tot T' C R, ja que
|T| < |R|. D’aqui deduim que Ar = 0 per a un R arbitrari.

Amb aix0, queda demostrada la independencia lineal dels jocs d’unanimitat. A més a
més, com hi ha exactament 2" — 1 jocs d’unanimitat, podem concloure que formen una

base de G¥. |

Aixo implica que qualsevol joc cooperatiu es pot descompondre de forma tnica com a
combinacié lineal de jocs d'unanimitat. Per tot v € G™, existeixen uns coeficients Ay per
a T C N tals que:

v = Z )\T-UT.

0ATCN

Exemple de tots els jocs d’unanimitat de 3 jugadors.

Considerem N = {1,2,3}. A continuacid, veurem tots els possibles jocs d’unanimitat uyp.
Examinem totes les coalicions possibles T' C N tal que T' no sigui el buit. Sigui:

T={1}
ul(l) = 1,U1(2) = O,U1(3) = 0,
U1(12) = 1,U1(13) = 1,U1(23) = 0,
uy(123) = 1.
T={2}
uz(1l) = 0,u2(2) = 1,uz(3) =0,
UQ(12) = 1,u2(13) = 0,’LL2(23) = 1,
up(123) = 1.
T={3}
U3(1) = 07“3(2) = 07“3(3) = 17
ug(12) = 0, ug(13) = 1,u3(23) = 1,



u3(123) = 1.

T={12}
ulg(l) = O,U12(2) = O,U12(3) = 0,
u12(12) = 1,u12(13) = 0,u12(23) = 0,
U12(123) =1.
T={13}
u13(1) = O,U13(2) == O,U13(3) = 0,
u13(12) = 0,u13(13) = 1,u13(23) = 0,
u13(123) = 1.
T={23}
up3(1) = 0,up3(2) = 0, u23(3) = 0,
u23(12) = 0,u23(23) = 0,u23(23) = 1,
UQ3(123) =1.
T={123}

u123(1) = 0,u123(2) = 0,u123(3) =0,
’U,123(12) = 0, U123(13) = O,U123(23) = 0,
u123(123) =1.

Acabem de veure tots els jocs d’'unanimitat que hi ha si tenim tres jugadors. Com ja hem
dit anteriorment, hi ha en total 2 — 1 jocs, en aquest cas, 7 jocs diferents.

A continuacié, definirem els jocs canonics i també demostrarem que formen la base
canonica dels jocs cooperatius.

Definicié 2.5. Donat N = {1,2,...,n} i una coalicic T C N, T # 0, definim el joc
canonic associat a T, que denotarem wr, de la segient manera:

1 siT=0S5,
“’T(S):{ 0 siT#8S.

Es a dir, si analitzem el joc candnic, obtindrem que wp(S) = 1, en cas que la coalicié
T = S. Per contra, obtindrem que wr(S) = 0, en cas que la coalicié T' # S.

Proposicié 2.6. El conjunt {wr | ) # T C N} és una base de G.

Demostracio. Sabem que existeixen 2" - 1 jocs, un per a casa coalicidé no buida que es
pot formar, i que la dimensié de G és 2" - 1. Per demostrar que aquests jocs sén una
base, hem de mostrar que sén linealment independents.

Volem veure que Z Arwr = 0 +— Ap = 0 per tot T.
0ATCN



< Es evident que si per tot T, Ay = 0, es compleix que Z Arup = 0.
0ATCN
= Agafem una S C N arbitraria. Aleshores,

S Mwr(S) = > Apwp(S) + Asws(S) =0+ Ag-1=0.

0ATCN 0£TCN
T#S

La segona igualtat és degut a que si T' # S, wp(S) = 0. Per tant, d’aqui veiem que A\g = 0
per a qualsevol S arbitraria.

Aleshores, queda demostrada la independeéncia lineal dels jocs canonics. A més, com hi
ha exactament 2" — 1 jocs canonics, podem concloure que formen una base de GV. [

Aixo implica que qualsevol joc cooperatiu es por descompondre de forma tnica com a
combinacié lineal de jocs canonics. Per tot v € G", existeixen uns coeficients Ay per a
T C N tals que:

Exemple de tots els jocs canonics de 3 jugadors.

Considerem N = {1,2,3}. Veurem tots els possibles jocs canonics wr. Examinem totes
les coalicions possibles T' C N tal que T no sigui el buit. Sigui:

T={1}
wl(l) = 1,’(1)1(2) = 0,101(3) = O,
w1(12) = 0, w1 (13) = 0,w;(23) = 0,

wy(123) = 0.
T={2}
wg(l) = 0,11)2(2) = 1,w2(3) = 0,
wy(12) = 0, wy(13) = 0, wy(23) = 0,
wy(123) = 0.
T={3}
’wg(l) == 0,’[03(2) == 0,103(3) == ]_,
w3(12) = 0,w3(13) = 0, w3(23) = 0,
ws(123) = 0.
T={12}
wlg(l) = 0, w12(2) = 0,'[1)12(3) = 0,
w12(12) = 1,’LU12(13) = 0,w12(23) = 0,
U}12(123) =0.
T={13}

w13(1) = 0, w13(2) = O,w13(3) = 0,



w13(12) = 0,w13(13) = 1, w13(23) = 0,

w13(123) =0.
T={23}
wa3(1) = 0,we3(2) = 0,wa3(3) =0,
w23(12) = 0, w23(23) = 0, w23(23) = 1,
wa3(123) = 0.
T={123}

w123(1) = 0, w123(2) = 0, w123(3) = 0,
w123(12) = 0, w123(13) = 0, w123(23) = 0,
QU123(123) =1.

Aquests sén tots els jocs canonics que tenim en tres jugadors. Tant els jocs d’unanimitat
com els jocs canonics ens seran necessaris més avant quan vulguem expressar els jocs
cooperatius com a combinacié lineal d’aquests dos tipus de jocs.



3 Solucions

Una solucié en els jocs cooperatius és un concepte fonamental per determinar com es pot
arribar a un acord en una situacié de cooperacié entre jugadors. Esa dir, és una proposta
per al repartiment dels beneficis o dels guanys obtinguts per la participacié conjunta de
tota la societat, entre tots els jugadors participants. Com que assumim que es forma la
coalicié total N, la societat actua conjuntament.

Es important tenir en compte que una solucié és una recomanacié, mai una imposicié.
Aquesta distinci6 és essencial, ja que una solucié ha de ser presentada com una opcié o
una proposta, respectant que pugui ser acceptada o rebutjada. Es important recordar que
una solucié pot ser efectiva per a un problema en particular, pero no necessariament per a
un altre. Per tant, és imprescindible tenir sempre present el context i les caracteristiques
especifiques del problema que ha donat lloc a la necessitat de buscar una solucié.

Definicié 3.1. Una solucid és una funcié que assigna cada joc de G a un vector de
R”™:
F: GV — R”
(N,v) — F(N,v)

Si no hi ha confusié i com que N és fix, denotarem F(N,v) = F(v) = (F1(v), ..., Fr(v)),
on F;(v) s’'interpreta com la quantitat que el jugador ¢ ha de rebre en el joc (N, v) segons
la solucié F.

3.1 El valor de Shapley

La solucié més utilitzada en la Teoria de jocs cooperatius és el valor de Shapley. Aquest
concepte va ser introduit pel matematic i economista Lloyd Shapley en 1953, qui va ser
considerat per molts experts com la personificacié de la teoria de jocs, i va ser reconegut
amb el Premi Nobel per aquest desenvolupament el 2012.

El valor de Shapley, es basa en el principi de contribucié marginal de cada jugador. La
idea principal d’aquesta solucié és saber quant aporta cada jugador, tenint en compte
totes les possibles ordenacions dels jugadors i calculant la mitjana de les contribucions
marginals de cada jugador en cadascuna d’aquestes ordenacions. Aquesta solucié tracta
d’estudiar aquestes contribucions individuals de cada jugador en totes les coalicions en
que hi participa. A més, té en compte 'ordre d’arribada de cada jugador, assumint que
tots els ordres sén igual de probables.

3.1.1 Definicid

Per entendre millor el concepte el valor de Shapley, comencarem definint que és un ordre.
Un ordre o permutacié dels jugadors es refereix a una seqiiéncia especifica en la que
els jugadors s’uneixen a la coalicié per cooperar i formar N. Representarem 'ordre dels
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jugadors com 6 = (i1, 12, ...,iy), on 4; indica el jugador en la posicié j. En total, hi ha
n! maneres diferents d’ordenar als jugadors, on n recordem que és el nombre total de
jugadors en el joc. A més, cal tenir en compte que la notacié (i) = j, indica que el
jugador i ocupa la posicié j en aquesta permutacié especifica.

Definim S,, com el conjunt de tots els ordres possibles, sigui § = (i1, ig, ..., i) un ordre i
(N,v) un joc qualsevol associat a 6, aleshores definim m?(v) com el vector de contribucions
marginals associat a 6. Les contribucions marginals es calculen de la segiient manera:

5 (v) = (i) - v(0) on v(0) = 0,

11

0

’I’)’LZ-2 (’U) = ’L)(ilig) - U(il),

m{ (v) = v(i1...in) - V(i1.--Tp—1)-

On v(iy...i;) representa el valor obtingut per la coalicié formada pels jugadors i1, ..., i ,
i cada contribucié marginal mesura el canvi del valor de la coalicié quan s’uneix un nou
jugador a ella en 'ordre establert, és a dir, mesura l'impacte individual de cada jugador
en el valor de la coalici6. Per exemple, la contribucié marginal mfj (v), representa la
diferencia del valor de la coalicié (i1...i;) quan s'uneix el jugador i;, amb el valor de la
coalici6 dels jugadors que hi havia abans (i1...i;_1) en l'ordre establert. En aquest cas
seria, U(il...ij) - U(’L'l...ijfl).

Definicié 3.2. Definim el valor de Shapley com la solucié ¢ tal que:

6(v) = % 3wl (), (3.1)

" 0esS,

on recordem que n! sén totes les ordenacions possibles dels jugadors. Aquesta férmula,
fa la suma de les contribucions marginals de tots els jugadors tenint en compte totes
les possibles ordenacions dels jugadors. Després, fa la mitjana d’aquestes dividint-lo pel
nombre total d’ordenacions.

Definicié 3.3. A més, ¢p(v) = (¢1(v), ..., dn(v)), per a tot i € N, tenim:

gi(v):= D y(S)-[o(SU{i}) —u(5)], (3.2)

SCN\{i}

on y(S) = stn=s=Dl 4 s s el nombre de jugadors que hi ha a la coalicic S, €és a dir,
|S] =s.

Per entendre millor la Definicié 3.3, considerem un jugador ¢ i una coalicié S tal que
i ¢ S. La diferencia v(S U {i}) - v(S) representa la contribucié marginal del jugador i en
la coalici6 S.
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Ara bé, per interpretar el coeficient de ponderacié v(S), hem de veure en quantes de
les n! ordenacions possibles dels jugadors, el jugador ¢ entra després de la coalicié S.
Suposem que el jugador ¢ s’incorpora després dels jugadors d’S, aixo pot haver succeit de
s! ordenacions possibles, ja que els jugadors d’S que ja estaven abans que el jugador i, es
poden ordenar de s! maneres possibles. Un cop 4 s’ha incorporat, els jugadors que s’han
incorporat després d’S i d’i, els del conjunt N\ (SU{i}), on [N\ (SU{i})|=n—(s+1),
poden ordenar-se de (n — s — 1)! maneres diferents. Per tant, el nombre de vegades en
que v(S U {i}) — v(S) sera utilitzat per al calcul del pagament associat a ¢ de i sera
s!-(n—s—1)!. Finalment, dividirem aquest resultat per totes les ordenacions possibles
en N, n! per obtenir un coeficient de ponderacié relatiu.

3.2 La solucié igualitaria

Definicié 3.4. Definim la solucio igualitaria, com la solucio E tal que per qualsevol
jocv e GN i per a toti € N, tenim:

v(N)

(3.3)

Observem que aquesta solucié divideix el valor total v(N) entre el nimero total de juga-
dors n d’igual manera, sense tenir en compte les seves contribucions marginals o 'ordre
d’arribada, de manera que tots els jugadors rebran el mateix.

3.3 La solucié igualitaria del surplus

Definicié 3.5. Definim la solucio igualitaria del surplus, com la solucié ES tal que
per a qualsevol joc v € GV i per a tot i € N tenim:

i (3.4)

Observem que aquesta solucié distribueix a cada jugador el seu valor individual i tot el

que sobra, és a dir, el valor total menys la suma de tots els valors individuals de tots els
jugadors, ho divideix de manera igual entre el nimero total de jugadors n.

Veurem a continuacié, un exemple d’un joc v i calcularem aquestes tres solucions.

Exemple 3.6. Considerem N = {1,2,3} i sigui v un joc de G amb els segiients valors:

v(l) =1,v(2) =0,v(3) = 2,v(12) = 3,v(13) = 3,v(23) = 2,v(123) = 10. Aleshores:

Utilitzem el valor de Shapley: Per la férmula (3.2),

sy = Y 2(8)- (s u 1) - ()] = PEZIZD ) o)
SCN\{1} '
JHE-1- D — D f(12)—v() + 2B 1= D! _3} — Dt a3y —u(@)+ 28 _3? — D 23)—0(23)]
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2! 1! 1! 2! 2 3 1 8 22 11
=5 =0t g B0+ g B2+ 5 [0-2=C+ ot to="T=—o

3! 3! 3! 3! 3 3
sy = Y 218)- w(s U ) ()] = PEIZD g —uqo)
SCN\{2}
PR ) o) P f@s) o)+ 22 o 128) o139
2! 1! 1! 2! 2 14 16 8
=3 [0 — 0]+§ 3 — ]+§ [2 - ]+§ [10_3]:6+€:€:§‘
)= Y 2(8)- (s U ) ()] = LEITD 5 o)
SCN\{3}
PR sy o PO p2s) o)+ 22 o 128) -o(12)
2! 1! 1! 2! 4 2 2 14 22 11
= S-GB4+ 20+ 108 =+ ot = =

Per tant, ¢(v) = (13—1, %, %)

Utilitzem la soluci6 igualitaria: Per la férmula (3.3),

Ei(v) = U(nN) = L??;EQ(U) — ”(nN) 1—30,133(11) _ U(TJZV) _ ?_

U(N)_Zv(i) 10— (14042 710
B () = (1) + gt =1 Q042 14 7.0
o(V) = 3 u(i)
ESQ(U)—U(2)+ ’]\;TN —0 10(1;0+2) g:g
o(N) = 3" u(i)
BSy(0) = v(3) + —— 3 g OTUEOHD T

Per tant, ES(v) = (%?7 %’ %)

En aquest exemple, podem observar clarament la diferéncia entre les tres solucions que
hem definit. Observem que en cada solucié utilitzem una distribucié diferent, pero no
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podem afirmar quina d’elles és la correcta o quina és millor que les altres, ja que per a
cada agent sera una diferent. Depenent de si v(7) és molt gran, de lo grans que siguin les
contribucions marginals de i, o la quantitat de beneficis que tenim en la igualitaria del
surplus un cop hem repartit els valors individuals, alguns agents preferiran una d’elles i
uns altres agents una altra. Per tot aix0, introduirem un punt de vista axiomatic que
intenta discutir sobre quina és la millor solucié basant-se en quines son les seves propietats
o els axiomes que les caracteritzen.
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4 Propietats o axiomes

Nosaltres, en aquest treball prenem una perspectiva axiomatica. Es a dir, estudiem les
solucions mitjancant les propietats que compleixen. No només aixo, siné que plantejarem
conjunts d’axiomes/propietats que caracteritzen les solucions que proposem, és a dir, per
a avaluar i analitzar les solucions proposades.

4.1 Propietats comuns

Aquestes tres propietats sén comuns a les tres solucions que hem definit, és a dir, totes
elles les compleixen. Més avant, en el Capitol 5 ho veurem mitjancant les contribuci-
ons axiomatiques que les defineixen. A continuacid, les definirem i veurem un exemple
d’alguna d’elles perque ens quedi més clara la seva definicio.

1. Eficiéncia: La solucié6 F' compleix el criteri d’eficiencia, si per a qualsevol joc
v € GV es reparteix el total de guanys v(N), entre tots els jugadors. En altres

n
paraules, ZFz(v) = v(N).

i=1
La suma de totes les reparticions a tots els jugadors, sera igual al total dels guanys
del joc. Es a dir, no es reparteix més beneficis dels que generen ni tampoc es queden
beneficis sense repartir.

2. Simetria: Dos jugadors 7, 7 sén simetrics en un joc v, si sén intercanviables. Qual-
sevol coalicié que no els conté, li és indiferent ajuntar-se a {i} o a {j}. Es a dir,
v(SU{i}) = v(SU{j}), per atot S C N tal que i,j & S.

Una solucié F satisfa la simetria si qualsevol joc v € GV, i per a qualsevol parell de
jugadors i, j € N simetrics en v, es compleix que Fj(v) = Fj(v).

Si dos jugadors sén simetrics, és a dir, generen els mateixos beneficis individualment
i també amb la unié a qualsevol coalicid, aleshores la seva reparticié també sera igual.
Exemple 4.1. Considerem N = {1,2,3} i el joc v:

v(1l) =0,v(2) = 0,v(3) = 0,v(12) = 1,v(13) = 5,v(23) = 5,v(123) = 10.

Observem que v(1) = v(2), v(13) = v(23), és a dir, 1 i 2 sén simetrics perque tenen
el mateix valor individual i el mateix valor si se junten en 3. Com F compleix la
propietat de simetria, F}(v) = F(v).

3. Additivitat. Una solucié F satisfa ’additivitat si donats dos jocs qualsevol (N, v1)
i (N, vg), es compleix que F(v; + vg) = F(v1) + F(vg).

La solucié F ha de ser invariant per qualsevol descomposicié additiva del joc, és a
dir, si un joc es divideix en dos subgrups més petits, aleshores el valor total del joc
és igual a la suma dels valors de cada subgrup per separat.
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Exemple 4.2. Considerem N = {1,2,3} i els jocs v1,v2 1 v = v + v, on v és el
projecte cooperatiu resultant d’agregar-ne dos de diferents vy i vo, amb els valors:

’l)1(1> = 0,@1(2) = 0,’1)1(3) = 0,’(]1(12) = 1,1]1(13) = 2,1}1(23) = 1,1}1(123) = 5.

(1) = 1,v2(2) = 0,v2(3) = 1,v2(12) = 2,15(13) = 1,v2(23) = 2,v2(123) = 3.
v(l) =1,v(2) =0,v(3) = 1,v(12) = 3,v(13) = 3,v(23) = 3,v(123) = 8.
Si una solucié F és additiva, aleshores F'(v) = F(v1) + F(va).

4.2 Propietats diferenciadores. El paper dels jugadors “inutils”

Fins ara, hem parlat de les tres propietats que sén comuns a totes les solucions definides.
No obstant aix0, existeixen altres propietats que sén necessaries per diferenciar el valor
de Shapley, de la soluci6 igualitaria i de la solucié igualitaria amb surplus. Ens centrarem
en les propietats diferenciadores, les que ens permeten examinar el paper dels jugadors
“inutils” als jocs cooperatius.

1. Jugador nul: Un jugador i és considerat un jugador nul en el joc v € GV, si per a
tot S C N tal que ¢ € S, es compleix que v(SU{i}) = v(S). Una solucié F satisfa la
propietat del jugador nul si per qualsevol joc v, i per a qualsevol jugador nul ¢ € N
en v, es compleix que F;(v)=0.

Un jugador és un jugador nul si no aporta cap benefici als altres jugadors, és a dir,
el valor d'una coalicié amb aquest jugador és igual al valor d’aquesta coalicié sense
el jugador. Aleshores, si una solucié compleix la propietat del jugador nul, aquest
jugador nul no rebra cap pagament.

Exemple 4.3. Considerem N = {1,2,3} i els segiients valors del joc v:
v(1) = 0,0(2) = 1,v(3) = 1,v(12) = 1,v(13) = 1,v(23) = 5,v(123) = 5.

Observem que v(12) = v(2), v(13) = v(3), v(123) = v(23). En aquest cas 1 és un
jugador nul ja que quan es junta amb les altres coalicions no aporta cap benefici.
Si una solucié F satisfa la propietat del jugador nul, Fy(v) = 0.

2. Jugador anul-lador: Direm que el jugador 7 és un jugador anul-lador en el joc
v € GV siperatot SC N ambi € S, tenim v(S) = 0. Una solucié F' compleix
la propietat del jugador anul-lador si per qualsevol joc v, i per qualsevol jugador
anul-lador ¢ € N en v, F;(v) = 0.

Un jugador és un jugador anul-lador si les coalicions que el contenen no generen cap
guany. Per tant, si una solucié compleix la propietat del jugador anul-lador, aquest
jugador no rebra cap pagament.

Exemple 4.4. Considerem N={1,2,3}, i els segiients valors per al joc v:
v(1) = 0,0(2) = 1,v(3) = 1,v(12) = 0,v(13) = 0,v(23) = 5,v(123) = 0.

Observem que 1 és un jugador anul-lador ja que per a tot S amb 1 € S, tenim
v(S) =0, és a dir, v(1) = v(12) = v(13) = v(123) = 0. Aleshores, si la solucié F
satisfa la propietat del jugador anul-lador, Fi(v) = 0.
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3. Jugador fals: Direm que un jugador ¢ és considerat un jugador fals en un joc
v €GN, siper tot S C N tal que i € S, v(SU{i}) - v(S) = v(i). Una soluci6 F
compleix la propietat del jugador fals si per qualsevol joc v, i per qualsevol jugador
fals i € N en el joc v, es compleix que F;(v) = v(i).

Un jugador és un jugador fals si no aporta cap benefici addicional als altres juga-
dors, és a dir, el valor d’una coalicié amb aquest jugador menys el valor d’aquesta
coalicié sense el jugador, és el valor individual del jugador fals. Aleshores, si una
solucié compleix la propietat del jugador fals, aquest jugador no rebra cap pagament
addicional, només rebra el seu valor individual.

Exemple 4.5. Considerem N = {1,2,3} i el segiient joc v:
v(1) = 1,0(2) = 4,v(3) = 3,v(12) = 5,v(13) = 4,v(23) = 9,v(123) = 10.

Observem que 1 € N és un jugador fals en el joc v, perque per tot S C N tal que
i &S, es compleix que v(12) —v(2) = v(1), v(13) —v(3) = v(1), v(123) — v(23) =
v(1), és a dir, no aporta cap benefici addicional. Aleshores, com 1 és un jugador
fals i F' compleix la propietat del jugador fals, Fi(v) = v(1) = 1.

4. Jugador falsificador Direm que un jugador ¢ € N és un jugador falsificador en
un joc v € GV, si per tot S C N tal que i € S, es compleix que v(S) = Zv({]})
JES
Una solucié F' compleix la propietat del jugador falsificador, si per qualsevol joc v,
i per qualsevol jugador falsificador ¢ € N en el joc v, F;(v) = v(i).

Un jugador és un jugador falsificador si les coalicions que el contenen generen un
guany igual a la suma dels valors individuals dels jugadors d’eixa coalicié. Per tant,
si una solucié compleix la propietat del jugador falsificador, aquest jugador només
rebra el seu valor individual.

Exemple 4.6. Considerem N = {1,2,3} i els valors del joc v:
v(1) = 2,0(2) = 8,v(3) = 15,v(12) = 10,v(13) = 17,v(23) = 20, v(123) = 25.

Observem que 1 € N és un jugador falsificador en el joc v, ja que per qualsevol
S C NonlesS, escompleix v(12) = v(1) + v(2), v(13) = v(1) + v(3) i v(123)
= v(1) +v(2) + v(3). Per tant, si F' compleix la propietat del jugador falsificador,
Fi(v) =v(1) = 2.

A continuacié, veurem totes les relacions que hi ha entre les propietats que hem definit.
Mirarem si alguna d’aquestes propietats esta implicada per alguna altra, és a dir, és
una versié feble, o per contra, si alguna propietat implica una altra, és una versié forta.
D’aquesta manera entendrem millor com s’interrelacionen entre elles, i veurem una visié
més completa i clara dels axiomes que hem definit.

Proposicié 4.7. La propietat del jugador nul no implica la propietat del jugador
anul-lador. El reciproc tampoc és cert.

Demostracio. = Primer veiem que la propietat del jugador nul no implica la propietat
del jugador anul-lador
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En la demostracié del Teorema 5.1, veurem que el valor de Shapley compleix la propietat
del jugador nul.

Veiem ara, que aquesta solucié no compleix la propietat del jugador anul-lador. Con-
siderem N = {1,2,3} i els valors de contribucié:

v(1) = 0,0(2) = 0,v(3) = 0,v(12) = 0,v(13) = 0,v(23) = 1,v(123) = 0.

Es cert que el jugador 1 és un jugador anul-lador, ja que per a tot S C N tal que 1 € S,
es compleix que v(S) = 0. Aleshores, calculem

b1(0) = 0'(3‘3(')‘1)' (1) = v(0)] + W - [0(12) = v(2)]
+1'(3‘3}‘1)' [v(13) — v(3)] + 2'(3_3?_1)' [v(123) — v(23)]
2!(3 -2 —1)! 2!
:(3!).[0_1]:3!.(_1)7&0.

Es a dir, el valor de Shapley no compleix la propietat del jugador anul-lador.

< Per acabar la demostracié veiem que la propietat del jugador anul-lador no implica
la propietat del jugador nul

En la demostracié del Teorema 5.3, provarem que la solucié igualitaria F, compleix la
propietat del jugador anul-lador.

Veiem que aquesta solucié no compleix la propietat del jugador nul. Considerem
N={1,2,3} i els segiients valors del joc v:

v(l) =0,v(2) = 1,v(3) = 1,v(12) = 1,v(13) = 1,v(23) = 5,v(123) = 5.

Observem que v(12) = v(2), v(13) = v(3), v(123) = v(23). En aquest cas 1 és un jugador
nul ja que quan es junta amb les altres coalicions no aporta cap benefici.

En canvi, Eq(v) = U‘(Jif\fl) = g £ 0. 0

Proposicié 4.8. La propietat del jugador anul-lador no implica la propietat del juga-
dor falsificador. El reciproc tampoc €és cert.

Demostracio. = Primer veiem es compleix la propietat del jugador anul-lador, pero
no es compleix la propietat del jugador falsificador.

En la demostracié del Teorema 5.3, veurem que la solucié igualitaria E, compleix la pro-
pietat del jugador anul-lador. Aleshores, ens falta veure que no compleix la propietat
del jugador falsificador. Considerem N = {1,2,3} i els valors de v:

v(1) = 0,0(2) = 1,v(3) = 50,v(12) = 1,v(13) = 50,v(23) = 0,v(123) = 51.

Observem que 1 és un jugador falsificador en el joc v, ja que per a qualsevol S C N on
1 €S, es compleix v(12) = v(1) + v(2), v(13) = v(1) + v(3), v(123) = v(1) + v(2) + v(3).

En canvi:
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< Per acabar veiem que es compleix la propietat del jugador falsificador, pero no es
compleix la propietat del jugador anul-lador.

En la demostracié del Teorema 5.5, provarem que la solucid igualitaria del surplus ES,
compleix la propietat del jugador falsificador.

Aleshores, veiem ara que FES no compleix la propietat del jugador anul-lador. Consi-
derem N = {1,2,3} i els valors del joc v:

v(l) =0,v(2) = 1,v(3) = 1,v(12) = 0,v(13) = 0,v(23) = 5,v(123) = 0.

Observem que 1 és un jugador anul-lador, ja que per tot S tal que 1 € S, es compleix que
v(S) = 0. En canvi,

v(N) = ()
ESy(v) = v(1) + i :0+O_(O_§1+1):—§¢0.

Per tant, ES no compleix la propietat del jugador anul-lador. O

Proposicié 4.9. La propietat del jugador fals no implica la propietat del jugador
falsificador. El reciproc tampoc és cert.

Demostracié. = Primer veiem que la propietat del jugador fals no implica la propietat
del jugador falsificador

En la demostracié del Corol-lari 5.2, veurem que el valor de Shapley ¢ compleix la
propietat del jugador fals. Aleshores, ens falta veure que no compleix la propietat del
jugador falsificador. Considerem N = {1,2,3} i els valors del joc v:

v(l) =2,v(2) = 8,v(3) = 15,v(12) = 10,v(13) = 17,v(23) = 20,v(123) = 25.
Observem que 1 € N és un jugador falsificador en el joc v, ja que per qualsevol S C N on

1 €S, es compleix v(12) = v(1) +v(2), v(13) = v(1) + v(3) i v(123) = v(1) + v(2) + v(3).
En canvi:

o) = 2=y oo+ BT ) — o)
1NEB-1-1)! 213 =2 —-1)! 2! 1!
+(3!) [0(13) = o(3)] + (3,) [0(123) —v(23)] = ;-2 -0+ 5 [10-8

1! 2! 4 2 2 10 18
+3! [17 5]+3! [25 0] 6+6+6+6 5 3#v(1)

< Ara veurem que la propietat del jugador falsificador no implica la propietat del
jugador fals

En la demostracié del Teorema 5.5, veurem que la solucié igualitaria del surplus ES
compleix la propietat del jugador falsificador. Aleshores, ens falta veure que ES no
compleix la propietat del jugador fals. Considerem N = {1,2,3} i el segiient joc v:

v(l) =1,v(2) = 4,v(3) = 3,v(12) = 5,v(13) = 4,v(23) = 9,v(123) = 10.
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Observem que 1 € N és un jugador fals en el joc v, perque per tot S C N tal quei &€ S, es
compleix que v(12) —v(2) = v(1), v(13) — v(3) = v(1), v(123) — v(23) = v(1). En canvi,

ESi(v) =v(1) + 0= +443)

2
=14+ #v(1) =1
- 3 +37#u(1)

Proposicié 4.10. Sigui F una solucio que compleiz la propietat del jugador fals, ales-
hores F també complira la propietat del jugador nul. El reciproc no és cert.

Demostracio. = Primer demostrarem que una solucié F' que compleix la propietat del
jugador fals també compleix la propietat del jugador nul.

Recordem que un jugador i € N és un jugador fals en un joc v, si per tot S C N \ {i},
v(SU{i}) - v(S) = v(i) i un jugador j € N és un jugador nul, si per tot S C N \ {j},
v(SU{j}) = v(S).

Suposem que existeix una solucié F' que compleix la propietat del jugador fals, és a dir,
que si existeix un jugador i € N tal que ¢ és un jugador fals, F;(v) = v(i).

Volem veure que aleshores també complira la propietat del jugador nul.

Sigui ¢ € N un jugador nul, és a dir, per tot S C N \ {i}, es compleix que v(S U {j})
= v(5), que és equivalent a dir, v(SU{j}) - v(S) = 0. Com sabem que i és un jugador
nul, v(i) = 0, per tant, ¢ també és un jugador fals. Com que F' compleix la propietat del
jugador fals, F;(v) = v(i) = 0. Hem arribat a que F;(v) = 0, per tant, F' compleix la
propietat del jugador nul.

< Per demostrar que el reciproc no és cert, veurem un contraexemple:

Definim la soluci6 F;(v) = v(i) — Z (v(SU{i}) —v(9)), per a tot i € N compleix la
SCN\{i}
propietat del jugador nul, ja que si i € N és un jugador nul, es compleix que v(S U {i}) -
v(S) = 0, en particular, si S = {0}, v(i) = v(0) = 0. Per tant, F;(v) =0 — Z 0=0.
SCN\{i}
Per tant, F' compleix la propietat del jugador nul.

Considerem ara N = {1,2,3} i el joc v amb els segiients valors:
v(l) =1,v(2) = 4,v(3) = 3,v(12) = 5,v(13) = 4,v(23) = 9,v(123) = 10

Observem que 1 € N és un jugador fals en el joc v, perque per tot S C N tal que i € S,
es compleix que v(12) —v(2) = v(1),v(13) —v(3) = v(1),v(123) — v(23) = v(1). En canvi:

Fi(v)=v(l)= Y (@SU{1})=v(s)) = v(1) = [(v(1) = v(B)) + (v(12) — v(2))

SCN\{1}

+(v(13) —v(3)) + (v(123) —v(23))] = v(1) — [v(1)+v(1)+v(1)+v(1)] = 3-v(1) = 3 # v(1).

Per tant, veiem que F' no compleix la propietat del jugador fals. O
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Per tant, acabem de veure:

NUL X ANUL.LADOR

R

—X—
FALS = FALSIFICADOR

Es a dir, només la propietat del jugador fals implica la propietat del jugador nul, totes
les altres propietats no s’impliquen.

4.3 Propietats que farem servir de forma téecnica

Aquestes dues propietats ens seran tutils per demostrar un teorema més tecnic, que sera
necessari per una altra demostracio.

1. Jugador anul-lador per als jocs 0-normalitzats: Una solucié F' compleix la
propietat del jugador anul-lador per als jocs O-normalitzats si per a qualsevol joc v
O-normalitzat, i qualsevol jugador ¢ anul-lador en v, es compleix F;(v) = 0.

Un jugador és anul-lador si les coalicions que el contenen no generen cap guany, i
un joc es O-normalitzat si tots els valors individuals sén 0. Per tant, si una solucié
compleix la propietat del jugador anul-lador per als jocs O-normalitzats, aquest
jugador no rebra cap pagament.

2. Invariancia: Una solucié F satisfa la invariancia, si per a tot v € GV, per tot
d € R, i per tot € € R" es compleix per tot i € N, Fi(d-v+€) =d- F;(v) + e;, on
(d-v+¢é) € GN ve donat per (d- v+ €)(S) :d'v(S)—i—Zei, per tot S C N

€S
Una solucié que satisfa la invariancia, sera invariant, és a dir, no canvia davant
de canvis d’escala i/o origen. D’una banda, un canvi d’escala pot ser per exemple
un canvi en la moneda de mesura, com ’euro o el dolar. D’altra banda, un canvi
d’origen es refereix a tenir o no en compte per exemple la riquesa inicial de cada un
dels agents.

A continuacié, com hem vist abans, mirarem les interrelacions que hi ha entre aquestes
propietats, sense entrar tant en detall, ja que aquestes propietats les utilitzarem de forma
més tecnica i molt excepcionalment.

Proposicié 4.11. Sigui F una solucio que satisfa la propietat del jugador anul-lador,
aleshores F també satisfa la propietat del jugador anul-lador per als jocs 0-normalit-
zats.

Demostracid. = Aquesta demostracié és trivial, sigui £’ una solucié que satisfa la propi-
etat del jugador anul-lador, sabem que aleshores sigui ¢ € N un jugador anul-lador en un
joc v, es compleix que Fj(v) = 0. Aleshores, directament veiem que F' satisfa la propietat
del jugador anul-lador per als jocs O-normalitzats. U
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Proposicié 4.12. Sigui F una solucio que satisfa la propietat del jugador falsifica-
dor, aleshores F també satisfa la propietat del jugador anul-lador per als jocs O-
normalitzats.

Demostracio. = Suposem que la solucié F' satisfa la propietat del jugador falsificador i
sigui v € GY un joc 0-normalitzat i i € N un jugador anullador en v. Com que v és
O-normalitzat, per tot j € N, v(j) = 0. A més a més, com que i és un jugador anul-lador,

per tot S C N tal quei € S, v(S) =0 = Zv(j). Per tant, com que per tot S C N tal

jeS
que i € S, v(S) = Z v(7), @ és un jugador falsificador. I per la hipotesi, com F' compleix
jes
la propietat del jugador falsificador, Fj(v) = 0. Per tant, F' compliex la propietat del
jugador anul-lador per als jocs O-normalitzats. O
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5 Caracteritzacions axiomatiques

En aquest apartat, veurem els resultats principals d’aquest treball. Per entendre-ho de
manera clara, direm que una caracteritzacié axiomatica és una estructura que tracta
d’identificar propostes de repartiment o solucions mitjancant les propietats o axiomes
que verifiquen aquesta solucid, on totes aquestes propietats son necessaries, és a dir, ni
sobren ni falten axiomes. Aquesta caracteritzacié axiomatica ens permet coneixer a fons
aquestes propietats i ’objectiu és prendre una decisié normativa de les diferents propostes
de repartiment, és a dir, una decisié basada en uns criteris.

Parlarem de tres solucions, les tres que ja hem mencionat anteriorment: El valor de Sha-
pley, la solucié igualitaria i la soluci6 igualitaria del surplus. Totes elles seran introduides
per un teorema que les relaciona amb els seus respectius axiomes.

Teorema 5.1. El valor de Shapley és [inica solucié que verifica els ariomes d’eficién-
cia, simetria, jugador nul i additivitat.

Demostracié. = Primer de tot, verificarem que el valor de Shapley compleixi les quatre
propietats esmentades.

1. Eficiencia: Volem demostrar que Zn: ¢i(v) = v(N).
i=1
Donat 6 = (iy, ..., 4,), demostrarem primer que el vector m®(v) és eficient.
De fet,
> md(v) = mi, (v) + My (v) + ...+ M, (V)
ieEN
= ’U(il) + ’U(ilig) — U(il) + U(i1i2i3> — ’U(ilig) =+ ...+ U(len) — Q}(’il...in_l)
=v(i1...7n) = V().

Aleshores, com me(v) =v(N), de (3.1) ens queda:

ieN

- n n 1 9 1 n 9
Do)=Y — Y mi) =3 Y mi(v)
i=1 i=1 " 0eS, T i=10eS,

= ST ) = () = o),
0eSn

Per tant, queda demostrat que compleix la propietat d’eficiencia.

2. Simetria: Ara veurem que si per un joc v € GV es dona que, v(SU{i}) = v(SU{j})
per a tot S C N tal que i,j ¢ S, s"Tha de complir que ¢;(v) = ¢;(v), és a dir
¢i(v) — ¢j(v) = 0. Aleshores:

i(v) —¢i(0) = Y AS)-[(SU{i) ()= D AS)-[(SU{j}) —v(S)]

SCN\{i} SCN\{j}
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= Y WS- pEuh) -vS+ Y A8 - (S Ufi}) —v(S)]
ng];f}g{i} sg];\efg{i}

= Y A wEUEH —eS)] - Y S S Ui} - v(9)).
SCh) SCN\(G}

Ara,si SCN\{i}ij¢ S, iamés, SCN\{j}ii¢&S, aleshores S C N\ {7,j}.
Per tant,

Y S S Ul —oS)) = D S (S U} —v(9)]
ngj;g{z‘} ngég{j}

= Y ) S U}) —u(S) —o(Su{ih +uS)]= Y, y(S)-0=0.

SCN\{i.j} SCN\{i.j}

La pentltima igualtat es segueix de que com 4, j ¢ S per hipotesi sabem que v(S U
{i}) = v(S U {j}), anul-lant-se aixi entre elles. Per acabar de veure que ¢;(v) —
¢j(v) = 0, demostrarem que

Y A9 S Ul —u@S) = D A SUh —vS)  (5.1)
sgjzgg{i} Sgg\efg{j}

Considerem S C N \ {i} tal que j € S. Definim T' = (S\ {j} U {i}) i observem que
T CN\{jtiieS. A mésamés, per construccié, T és tinic i conté s — 1+ 1
jugadors, de manera que | S |=s =t = | T |. Aix0 implica que v(S) = (7).

Ara, demostrarem que [v(S U {i}) —v(S5)] = [v(T'U{j}) — v(T)]. Observem que
(Sufip) = (S\{ru{stu{ip) = (S\ {7y u{ip u{s}) = (TU{5}).

Laltima igualtat és per definicié de T, per tant, v(S U {i}) = v(T U {j}). Cal
demostrar també que v(S) = v(T'), per aixo, tenim:

v(S) = v(S\ {7t U{i}) = v(S\ {7} U {i}) = o(T).

La segona igualtat és segueix de la hipotesi de simetria, ja que S\ {j} no conté ni
j ni 4. L’dltima igualtat és per definicié de T'. Amb aix0, queda demostrat que:

V() - [w(S U{i}) = v(S)] = (T) - [u(T'U{j}) —o(T)] (5.2)
Com que per a cada S C N \ {i} tal que j € S, li podem assignar una unica
T C N\ {j} tal que i € T on (5.2) es compleix, podem concloure que (5.1) és cert.

Per tant, ¢;(v) — ¢;(v) = 0 i es compleix la propietat de simetria.

. Jugador nul: Per demostrar aquesta propietat, veurem que per un joc v € GV on
i és un jugador nul, és a dir, v(S U {i}) = v(S) per a tot S C N \ {i}, es compleix
gbl(v) =0.

Aix0 es pot veure de forma directa, ja que si v(S U {i}) = v(S) llavors v(SU{i}) —
v(S) = 0. Aixi, de (3.2) ens queda

¢i(v) = Y S-S Ui —v(S) = Y (8)-0=0.

SCN\{i} SCN\{d}
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4. Additivitat: Per acabar, demostrarem que donats dos jocs qualsevol (N, v1) i (N,
v2), es compleix:

d(v1 + v2) = d(v1) + B(v2).
Per (3.2), siguii € N: ¢;(vi +v9) := Z Y(S) - [(v1 +v2)(SU{i}) — (v1 +v2)(9)].
SCN\{i}
Com anteriorment ja hem vist que (v1 + v2)(S) = v1(5) + v2(9),

$i(v) = Y (S) - [r1(SULi}) +va(S U{i}) — v1(S) — va(9)]

SCN\{i}

= > S [(SU{i}) = vi(S) + va(S U {i}) — v2(S)]

SCN\{i}

= D> ) (S U{i) —o(S+ Y A(S) - [ea(S U{}) — va(S)]

SCN\{i} SCN\{i}
= ¢i(v1) + ¢di(v2).

En resum, hem demostrat que el valor de Shapley compleix les quatre propietats menci-
onades.

< Demostrarem ara que si una solucié compleix aquestes quatre propietats llavors és el
valor de Shapley. Per fer-ho, utilitzarem la descomposicié tnica de qualsevol joc coope-
ratiu en termes de jocs d’'unanimitat. Es a dir, per tot v € G", podem escriure:

on recordem que per tot T'C N,

1 siTCS,
“T(S>_{ 0 siT¢S.

Suposem ara que existeix una solucié F' que compleix les quatre propietats. Sigui (N, v)
un joc, aleshores

F)y=F( > Ar-ur)= Y.  FQr-ur).

PATCN PATCN
L’dltima igualtat és per additivitat, de manera que per obtenir F'(v) només necessitem
coneixer F'(A\p - ur) per a cada T.

Sigui T" C N, per tal d’aplicar la propietat del jugador nul en el joc up, agafem un
jugador i ¢ T. Volem demostrar que per a tot S C N \ {i} es compleix (A7 - ur)(S) =
(Ar - up)(SU{i}). Aixd ho podem veure de la segiient manera:
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1. SiT C S, tenim:

()\T . ’U,T)(S) = >\T . UT(S) = )\T . 1,

()\T . ’LLT)(S U {Z}) =Ap- UT(S U {l}) =Ar-1,
on I'iltima igualtat és degut a que com T' C S, aleshores 7' C (S U {i}).

2. D’altra banda, si T' Z S, llavors:

(A7 -ur)(S) = Ar-ur(S) =Ar-0=0,

()\T . UT)(S U {Z}) = A7 - UT(S U {Z}) =Ar-0=0,
on I'ultima igualtat es segueix de que com T'Z S i ¢ ¢ T, aleshores T' Z (S U {i}).

Aleshores, com hem demostrat que per a tot ¢ &€ T', i és un jugador nul, per I'axioma del
jugador nul, F;(Ar - ur) = 0.

Sigui T' C N, per tal de poder aplicar '’axioma de la simetria en el joc ur, volem verificar
que qualsevol parell de jugadors ¢, j € T s6n simetrics.

1. Suposem que T'Z S, com que j € T'i j ¢ (S U{i}), aleshores T' Z (S U {i}) i,
)\T'UT(SU{Z}) =Ar-0=0.
D’altra banda, com que i € T'ii ¢ (SU{j}), aleshores T'Z (S U {i}) i,

/\TuT(SU{j}) =Ar-0=0.
2. Suposem que T'C S, aleshores T'C (SU{i}) i T C (SU{j}). Per tant,

A - uT(SU {Z}) =A-1=Ap- UT(S U {j})

Aleshores, i, j s6n simetrics. Aixo implica que, com F' compleix la propietat de la simetria,
tots els jugadors de la coalicié T rebran el mateix pagament. Per a tot 7,5 € T, tenim

Fi(AT . ”U,T) = Fj()\T . ’U,T).

Ara, per tal de determinar F'(Ap - ur) per a tot T C N, considerem el cas en que 7' conté
unicament un jugador. Sigui T = {j},

(AT uT)(N) = )\T UT(N) = >\T - 1.

Com que per la propietat del jugador nul F;(Ar - ur) = 0 per tot i € T, per Paxioma de

Veficiencia, F;(Ar - ur) = Ap.

En el cas en que T conté més d’un jugador, sigui |T'| > 2. Sii & T, F;(Ap-ur) = 0, per la

proposicié del jugador nul. Per contra, si,j € T, F;(Ar-ur) = Fj(Ar - ur) per simetria.

A més a més, per eficiencia, es verifica que Z F;(Ar - ur) = Ap. Aixi doncs, tenim :
iEN
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A
Fi(Ar-ur) = ﬁ

per a tot ¢ € T'. Per tant, per a tota T C N, F;(Ap-urp) és inica. I per Padditivitat de F':

Fu)=F( Y A-ur)= Y  FQr-up),

0ATCN 0£TCN

i per tant, F'(v) també és tnica.

Amb aix0, hem demostrat que existeix una tinica solucié que compleix els quatre axiomes.
A més, ja hem comprovat que el valor de Shapley compleix aquests axiomes,per tant,
aquesta solucio6 és el valor de Shapley. O

Corol-lari 5.2. El valor de Shapley es caracteritza per les propietats d’eficiéncia, sime-
tria, additivitat i la propietat del jugador fals.

Demostracio. = En la demostracié previa del Teorema del valor de Shapley, hem com-
provat que el valor de Shapley compleix les propietats d’eficiencia, simetria i additivitat.
Ara volem demostrar que també satisfa la propietat del jugador fals.

Volem demostrar que, per a un jugador fals i € N en un joc qualsevol v € G, aleshores
es compleix que ¢;(v) = v(i). Un jugador i és un jugador fals si per tot S C N \ {i}, es
compleix v(S U {i}) — v(S) = v(i). Aleshores,

gi(v):= Y AS) - P(SUlih) —uS)) = D AS)-w@) =0@) - Y ().

SCN\{i} SCN\{i} SCN\{i}

La segona igualtat es segueix de la hipotesi de que i és un jugador fals. Aleshores, només

slln—s—1)!
ens queda calcular Z ~v(S) = Z (n') Aplicant combinatoria i mirant

SCN\{i} SCN\{i}
totes les opcions possibles ens queda:

5 sl(n _nf —1! <n - 1) 0l(n —n(!) -, (n - 1) 1(n _rj —1)!

SCN\{i}
+<n 5 1> 2!(n —n? - (Z - ;) (n—2)!(n ;!n +2-1)!
+<Z - D (n—1)!(n ;!n +1-1)! (7(:_—&)(!)! . O!(nnT 1)! (izn—_Qi?i! ' 1!(nnT 2)!
+(7(1n—_3;!);! ' Ql(nn? L (fzn—_Qil)i! ' U(nﬂ: = (fzn—_&)(!)! ' 0!(nn? =
_ (n;!n! . (n;!n! - (n;!l)! . (n;!l)! . (nT—L!l)! o % L

Per tant, ¢;(v) = v(i) - ( Z v(S)) = v(i) - 1 = v(i). Amb aix0, queda demostrat que
SCN\{i}
el valor de Shapley compleix les quatre propietats.

27



< Per aquesta demostracio, aplicarem la Proposicié 4.10. Suposem que tenim una
solucié F' que compleix les propietats d’eficiencia, simetria, additivitat i la propietat del
jugador fals. Segons la proposicié esmentada, com F compleix la propietat del jugador
fals, llavors F' compleix també la propietat del jugador nul. Ara, pel Teorema 5.1, sabem
que si una solucié F' satisfa les propietats d’eficiencia, simetria, jugador nul i additivitat,
aquesta solucio és el valor de Shapley. U

Acabem de caracteritzar el valor de Shapley. A continuacid, caracteritzarem les soluci-
ons igualitaries. Primerament, ens centrarem amb la solucié igualitaria i després farem
la solucié igualitaria del surplus. D’aquesta manera, podrem veure clarament que les
propietats dels jugadors “inutils” sén crucials.

Teorema 5.3. La solucid igualitaria és lunica solucid que satisfa les propietats d’
eficiéncia, simetria, additivitat i la propietat del jugador anul-lador.

Demostracié. = Primer de tot, verificarem que la solucié igualitaria compleixi les quatre
propietats. Recordem que F;(v) = %N) per a tot i € N. Demostrarem cada una de les
propietats:

n
1. Eficiencia: Volem demostrar que Z Ei(v) = v(N).

=1

N Ei(v) = Z@ G S
i=1

n n
=1

2. Simetria: Sigui v € GV i4,j € N, si es compleix que v(S U {i}) = v(S U {j}) per a
tot S C N tal que i,j € 5, és evident que
v(V)

Ei(v) = Ej(v) = =

3. Additivitat: Donats dos jocs vy i v, hem de veure que E;(v1+vy) = E;(v1)+ E;(ve),
per a tot ¢ € N:
(1 +v2)(N) _ ni(N) +0a(N) _ oi(N) | va(N)

Ei(vi +v2) = - = - = + " = Ej(v1) + Ei(v2).

4. Jugador anul-lador: Per verificar si compleix la propietat del jugador anul-lador,
suposem que el joc v conté un jugador i tal que i és un jugador anul-lador, és a
dir, per qualsevol S C N tal que i € S, es compleix que v(S) = 0. En particular,

v(N) = 0 ja que ¢ € N. Per tant, el valor del jugador anul-lador 7 en la solucié

igualitaria és E;(v) =
< Demostrarem ara que si una solucié compleix aquestes quatre propietats, és la solucié
igualitaria. Per fer-ho, utilitzarem la descomposicié tnica de qualsevol joc cooperatiu en
termes dels jocs canonics. Es a dir, per tot v € G", podem escriure:



on recordem que per tot T'C N,

1 siT =5,
“’T(S)_{ 0 siT#S.

Suposem ara que existeix una solucié F' que compleix les quatre propietats. Sigui (N, v)
un joc, aleshores

Fu)=F( Y M-wr)= Y FQr-wr).

0ATCN 0ATCN

Laltima igualtat és per additivitat, de manera que per obtenir F'(v) només necessitem
coneixer F'(Ap - wr) per a cada T.

Sigui T'C N perdo T # N, observem que si i € T, aleshores per a tot S C N tal quei € S
()\T . ’LUT)(S) = )\T . ’LUT(S) = )\T -0=0.

Per tant, el jugador ¢ és un jugador anul-lador en el joc (N, Ap - wr). Per la propietat del
jugador anul-lador, F;(Ar - wr) = 0 per a tot i € N \ T

Per tal d’aplicar la propietat de simetria en el joc wp, volem verificar que qualsevol parell
de jugadors ¢,7 € T sén simetrics en Ar - wr. Es a dir, volem veure que per a tot
S C N\ {i,j} es compleix que (Ar - wr)(SU{i}) = (Ar-wr)(SU{j}).

Considerem el cas en que T' conté tinicament un jugador. Sigui T' = {j},

()\T"LUT)(N):)\T"LUT(N):)\T-O:O.

En el cas en que T conté més d’un jugador, sigui S C N \ {i, 7}, per una banda, com que
jeTijé& (SU{i}), aleshores T # (S U{i}), per tant,

(/\T . ’LUT)(SU {7,}) = A7 wT(SU {’l}) =A-0=0.
D’altra banda, com que i € T'ii ¢ (SU{j}), aleshores T' # (SU{j}), i

(A7 - wr)(SU{j}) = A - wr(SU{j}) =A-0=0.

Aleshores, 7, j sén simetrics. Aixo implica que, com F' compleix la propietat de la simetria,
tots els jugadors de la coalicié T' rebran el mateix pagament. Per a tot ¢,j € T, tenim

F7;<)\T . wT) = Fj(AT . wT).

Com que per la propietat del jugador anul-lador F;(Ap - wp) = 0 per tot i € T, per
I'axioma d’eficiencia, Fj(Ar - wr) = 0. Ja que per tot T' # N,

ZFi()\T'wT) = ()\T-wT)(N) = )\T-wT(N) = )\T -0=0.
1EN

Aleshores, com Z F;(Ar-wyp) = Z F;(Ar-wp) + Z F;(Ar -wrp) = 0, i com que per
ieN i€T IEN\T

la propietat del jugador anul-lador, Z F;(Ar - wr) = 0, aleshores Z F;(Ar -wp) = 0.
iEN\T i€T
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Suposem ara que T' = N, sabem per definicié de joc canonic que
(Av - wn)(N) = Ay -wn(N) = Ay - 1 = Ay

Per eficiencia, obtenim que Z Fi(An -wy) = v(IN) = Ay 1 a més a més, si apliquem la
1EN
simetria tenim

A
Fi(An -wn) = ﬁ,

per a tot i € N, F;(An - wy) és tnica. I per additivitat de F:

F(v) = F( Z A7 - wr) = Z F(Ar - wr),

0£TCN 0£TCN

i per tant, F'(v) també és unica.

Amb aix0, hem demostrat que existeix una unica solucié que compleixi les quatre propi-
etats. Com ja hem demostrat que la solucié igualitaria E ho compleix, aleshores, aquesta
solucié és la solucié igualitaria. O

Abans d’anar directe a la caracteritzacié axiomatica de la solucié igualitaria del surplus,
demostrarem aquest teorema, que ens introdueix dos propietats noves que hem vist de-
finides anteriorment; la propietat del jugador anul-lador per a jocs 0-normalitzats, i la
propietat de la invariancia. No hem entrar en molt de detall, ja que només ens seran
necessaries aqui per tal de després poder demostrar de manera directa el Teorema 5.5
que és el que ens interessa.

Teorema 5.4. La solucid igualitaria del surplus és [unica solucié que compleiz les
propietats d’eficiéncia, simetria, additivitat, la propietat del jugador anul-lador en
els jocs 0-normalitzats i la tnvariancia.

Demostracié. = Primer de tot, demostrarem que la solucié igualitaria del surplus verifica
les cinc propietats. Per fer-ho, utilitzarem la férmula (3.4).

n
1. Eficiencia: Volem demostrar que Z ES;(v) =v(N).
i=1

3
3

N N e e O MUED IS S Do

i=1 i=1 i=1 =1 j=14eN

n

:Zv(z)—i-nv(m—nzv(z) :Zv(i)—i-v(N)—Zv(i) =ov(N).

=1 =1 =1 =1

Amb aixo0, veiem que compleix la propietat d’eficiencia.
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2. Simetria: Ara veurem que si v(S U {i}) = v(SU{j}), per a tot S C N tal que
i,j ¢ S, s’ha de complir que ES;(v) = ES;(v), és a dir, ES;(v) - ES;(v) =

ESZ(U) — ESJ(’U) = ’U(Z) +

L iltima igualtat es segueix de que sigui S = {(}}, per hipotesi sabem que v(i) =
v(j). Per tant, hem vist que es compleix la simetria

ES;(v) — ES;(v) = 0.

3. Additivitat: Donats dos jocs qualsevol (N, v1) i (N,v2), es compleix:

ES(Ul + ’UQ) = ES(’Ul) + ES(UQ)

(014 v2)(N) = > (v1 +v2) (i)
iIEN

( + U2 Z 1)1 Z 'UQ(i)

1€EN 1€EN

ES(v1 +va) = (v1 +v2)(4) +

=1 (Z) + Ug(i) +

=) (i) va(N) =)~ wa(d)

1EN T vy (Z) + 1€EN

= Ul(l) + n n

= ES(Ul) + ES(UQ).

4. Jugador anul-lador en els jocs O-normalitzats: Suposem que E S té jugador anul-lador
en els jocs O-normalitzats, aleshores sigui v € GY un joc O0-normalitzat i i € N un
jugador anul-lador en v. Tenim:

R )
n 3

La segona igualtat es segueix de la hipotesi, com que v és O-normalitzat, per tot
i € N, v(i) =01icom que i és un jugador anul-lador, v(NN) = 0. Per tant, ES;(v) =0

5. Invariancia: Volem veure que donat un joc (d-v+¢€) € GYN ond € Ri &€ R" tal
que (d-v+8é)(S)=d-v(S)+ Zei, per tot S C N, es compleix que per tot i € N,
i€S

ESZ(d v+ 5) =d- ESZ(U) + €;.

(d-v+AN) = Y (d-v+2)(0)
ESi(d‘v—i—é'):(d.v_i_é*)(Z‘)_’_ 1EN

n

—i—Z:ez Z v(i) + e;)

iEN 1EN
n

:d-v(i)—i-ei—i-
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=d-v(i)+e + N
n
o(N) =D o(i)
=d- |v(i)+ nZEN +e; =d-ES;(v) +e;.

Per tant, hem vist que la solucid igualitaria del surplus compleix les cinc propietats
mencionades.

< Demostrarem ara que si una solucié compleix aquestes propietats, aleshores és la
soluci6 igualitaria del surplus. Per aixo, primer demostrarem que F'(v) és tinica per a un
joc qualsevol v 0-normalitzat, després veurem que si v no és O-normalitzat, F'(v) també
és tUnica.

1. Suposem que v és un joc O-normalitzat i volem veure que F'(v) és unica. En aquest
cas, per veure-ho utilitzarem la descomposicié tnica en termes dels jocs canonics.
Es a dir, per tot v € G™, podem escriure:

Aleshores, per additivitat tenim:

Fo)=F( Y M-wr)= > FQr-wr).

0ATCN 0ATCN
De manera que per veure si F'(v) és Unica, només necessitem coneixer F'(Ap - wr)
per a cada T.

Si |T| =1, és a dir, per a tot T' = {i}, com que v és O-normalitzat, Ay = 0, i per
tant, Ay -wp = 0, i com en el joc zero 0, tots els jugadors sén anul-ladors, F(0) = 6,
aleshores F'(0) és unica.

Si |T| > 2, aleshores wr és 0-normalitzat, ja que per tot i € T, wp(i) = 0, per
definicid, ja que T' # {i}, aleshores F;(Ar - wr) = 0. I per tot i € N \ T, el jugador
i és anul-lador, per tant F;(Ar - wy) = 0. A més a més, si i, sén simetrics, com F'
compleix la propietat de la simetria, per a tot i,5 € T,

Fz’()\T . wT) = Fj()\T . ’U)T).

En la demostracié del Teorema 5.3 ja hem vist que qualsevol parell de jugadors
i,j € T en el joc Ap - wp sén simetrics. Aleshores, podem concloure que per tot
i € N, F;(Ar - wr) és tnic, i per additivitat de F', com que:

F(v)=F( Z AT - wr) = Z F(Ar - wr),

0£TCN 0£TCN

F(v) també és tnica.
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2. Suposem que v no és O-normalitzat. Aleshores, definim el joc g € G com
g=1-v—¢€ onée=(v(l),v(2),..,v(n)),ig és 0-normalitzat ja que per tot i € N,
tenim:

g(i) =1-v(i) —v(i) =0.
També ho podem escriure comv=1-g+é&=1-g+ (v(1),v(2),...,v(n)), i aplicant
invariancia, per tot ¢ € N ens queda:

Fi(v) = Fi(1- g + (v(1),0(2), ..,v(n))) = 1- Fi(g) + v(0).

Com que en el cas 1 hem vist que F(g) és tnica perque g és un joc 0-normalitzat,
aleshores F'(v) també és tnica.

Acabem de veure que per a qualsevol joc v € GY, ja sigui O-normalitzat o no, F (v)
és unica, aleshores com abans hem vist que la solucié ES compleix aquestes propietats,
concloem que 'inica solucié que les satisfa és la solucié igualitaria del surplus. O

Per acabar, ens falta caracteritzar la solucié igualitaria del surplus, per tal que l'axi-
omatica sigui comparable a les que ja hem fet del valor de Shapley i de la solucié igua-
litaria. L’tnica diferencia d’aquesta amb les altres, sera I'axioma del jugador “inutil”,
igual que ja hem vist en cada una de les anteriors hem parlat d’un d’aquestos axiomes.
En aquest cas, parlarem de la propietat del jugador falsificador.

Teorema 5.5. La solucid igualitaria del surplus és [inica solucié que compleiz les
propietats d’eficiéncia, simetria, additivitat i la propietat del jugador falsificador.

Demostracio. = Primer de tot veurem que la solucié igualitaria del surplus verifica les
propietats mencionades. En la demostracié del Teorema 5.4 hem vist que aquesta
solucié compleix les propietats d’eficiencia, simetria i additivitat. Només ens falta veure
que també compleix la propietat del jugador falsificador.

1. Jugador falsificador: Per demostrar que compleix la propietat del jugador falsifica-
dor, veurem que si en un joc v € GV existeix un jugador falsificador i, es compleix
que F;(v) = v(i). Es a dir, suposem que per tot S C N tal que ¢ € S, es compleix
que v(S) = Zv(j). En particular, sabem que i € N, per tant es compleix que

jes
v(N) = Z v(j). Aleshores:
JEN
v(N) — Z v(j) .
ES;(v) = v(i) + fN = (i) + — = v(i).

Es a dir, sigui ¢ un jugador falsificador, ES;(v) = v(4).

< Demostrem ara que si una solucié compleix aquestes quatre propietats, aleshores és la
solucié igualitaria del surplus.

Per la Proposicié 4.12, sabem que si una solucié F' compleix la propietat del jugador
falsificador, aleshores F' també compleix la propietat del jugador anul-lador en els jocs
0-normalitzats.
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1. Suposem que v és un joc O-normalitzat i sabem que F' satisfa la propietat d’efi-
ciencia, l'additivitat, la simetria i la propietat del jugador anul-lador en els jocs
0-normalitzats. Com ja hem vist en el cas 1 de la demostracié del Teorema 5.4,
F(v) és unica.

2. Suposem que v no és 0-normalitzat. Definim el joc my, € G com my(S) = Zv(i),
€S
és a dir, en el joc my tots els jugadors son falsificadors. ja que per tot ¢ € N i
per tot S C N tal que i € S, my(S) = Zv(z) Aleshores, com F' compleix la
i€S

propietat del jugador falsificador F;(myp) = v(i) per tot i € N, per tant, F(mp) =
(v(1),v(2),...,v(n)) és tnica.
Definim ara el joc g € GN com g = v—my. Observem que g és O-normalitzat perque
per tot ¢ € N tenim:

g(1) = v(i) —my(i) = v(i) —v(i) = 0.
També ho podem escriure com v = g + my, i per additivitat sabem que:
F(v) = F(g+mp) = F(g) + F(mp).

Com que acabem de veure que F'(my) és tnica i pel cas 1 sabem que F'(g) és tnica,
aleshores, F'(v) també és tnica.
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6 Independencia logica dels axiomes

En aquest apartat, demostrarem la independencia dels axiomes que hem utilitzat en el
Teorema 5.1, Teorema 5.3 i en el Teorema 5.5. Com ja hem dit, una caracteritzacié
axiomatica tracta d’identificar solucions mitjancant una serie de propietats o axiomes,
on totes aquestes propietat sén igual de necessaries. Fins ara, hem vist les diferents
caracteritzacions axiomatiques i les hem demostrat, pero ens falta veure que tots els
axiomes sén igual de necessaris. Es a dir, que cap propietat s’implica o es pot deduir
de les anteriors. Per demostrar-ho, presentarem quatre exemples de solucions diferents
per a cada Teorema, de manera que en cada un, la solucié compleix tres de les quatre
propietats utilitzades en el Teorema, pero no complira la quarta solucié que fem servir.

Pel Teorema 5.1, demostrarem la independeéncia de les propietats d’eficiencia, simetria,
additivitat i jugador nul.

Exemple 1. Considerem la solucié F'(v) = 0 = (0, ..., 0) per tot v € GV,

F! compleix simetria: Com que Fil(v): 0 per qualsevol ¢ € N, és evident que per a

qualsevol v € GV, 1 4,j € N simetrics en v, llavors F(v) = Fj1 (v) = 0.

F! compleix la propietat del jugador nul: En aquest cas, sigui un joc v € GV i un jugador
i tal que és un jugador nul, es compleix per definicié que F}}(v) = 0.

F! compleix additivitat: Considerem dos jocs v; i vy aleshores F''(vy) =01 Fl(vg) = 0.
Si definim v = vy +wvs, llavors es té que F'(v) = 0, i per tant, F(v) = Fl(vy)+F!(vs) = 0.

F! no compleix eficiencia: Agafem el joc

U(S):{ 1 siS=N,

0 siS#N.

n
En aquest cas, Z F;(v) =0# 1 =wv(N), per tant, no es compleix la eficiéncia.

i=1

Exemple 2. Sigui la solucié E(v) = @, per un joc qualsevol v € GV,

En la demostracié del Teorema 5.3 hem vist que la solucié igualitaria F, compleix les
propietats d’eficiéncia, simetria i additivitat. Ara ens falta veure que no compleix la
propietat del jugador nul.

E no compleix la propietat del jugador nul: Agafem el joc d’'unanimitat wi2 tal que:
U12(1) = O,U12(2) = O,U12(3) = O,U12(12) = 1,U12(13) = 0, U12(23) = 0, U12(123) =1.
Veiem que 3 és un jugador nul, ja que u12(3) = 0, u12(13) = ui2(1), u12(123) = u12(12).

En canvi, E3(u12) = @ =1
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Exemple 3. Sigui 0 = (1, 2, ..., n) definim F2(v) = m(v), per qualsevol v € GV. Es a
dir, el vector de contribucions marginals associat a 'ordre § = (1, 2, ..., n).

F? compleix eficiencia: En la demostracié del Teorema 5.1, s’ha establert que els vectors

de les contribucions marginals sén eficients.

F? compleix la propietat del jugador nul: Sigui v un jocii € N un jugador nul en v. De-

finim P? com el conjunts de jugadors j € N tals que 6(5) < 0(i), és a dir, els predecessors
de i d’acord a 'ordre 6. Llavors, tenim:

F}(v) = m{(v) = (P U{i}) —o(F).

2

Com que 4 és un jugador nul, sabem que v(P? U {i}) - v(P?) = 0. Per tant, es compleix
la propietat de jugador nul:

F2(v) = o(P{ U {i}) - v(PY) = 0.

(2

F? compleix additivitat: Considerem dos jocs v1 i vg. Per a cada jugador 4, tenim:

F (o1 +v2) = m (v1 +v2) = (v1 +02) (P U {i}) = (v1 + v2)(P)

= v (P! U{i}) + 0a(PY U{i}) — v1(Pf) — va(Pf) = mf (v1) + m{ (v2) = FZ(v1) + F (v2).

F? no compleix la simetria: Veiem que aquesta funcié no compleix la propietat de sime-
tria amb un contraexemple. Considerem N = {1,2,3} i els valors del joc v:

v(l) =0, v(2) =0, v(3) =0, v(12) = 5, v(13) = 0, v(23) = 0, v(123) = 0.

Observem que si v(1) = 0 = v(2), v(13) = 0 = v(23). Aix0 implica que els jugadors 11 2
son simetrics.

No obstant aixd, F2(v) = m?(v) = (0, 5,0 ), veiem que FZ(v) = 0 # 5 = F2(v).

Exemple 4. Considerem la solucié F3(v) per a qualsevol joc v € GV

F3 () ¢(v) i existeix algun jugador i € N tal que v(N) = v(N \ {i}),
v) =
E(v)  sino existeix cap jugador i € N tal que v(N) = v(N \ {i}).

Hem vist en la demostracié del Teorema 5.1 i en la demostracié del Teorema 5.3,
que el valor de Shapley ¢(v) i la solucié igualitaria E(v), compleixen la eficiéncia i la
simetria. Per tant, F3(v) també les complird. Ens queda veure que compleix la propietat
del jugador nul i que no compleix 1’additivitat.

F3 compleix la propietat del jugador nul: Sigui i € N un jugador nul en un joc v € GV,
sabem que per tot S C N tal que ¢ ¢ S, es compleix v(S U {i}) = v(S). Per tant, en
aquest cas, sabem que existeix un ¢ € N tal que v(N) = v(NV \ {i}), ja que si definim
S = N\{i}, és clar que i € S, aleshores v(S) = v(N\{i}) = v(SU{i}) = v(IV). Aleshores,

FP(v) = ¢i(v) = 0.

L’dltima igualtat és degut a que en la demostracié del Teorema 5.1 hem vist que el valor
de Shapley compleix la propietat del jugador nul. Per tant, concloem que F? també la
compleix.
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F3 no compleix additivitat: Considerem N = {1,2,3} i tres jocs: v, va i v = v + vo.
Amb els segiients valors:

Ul(l) = 0,’[)1(2) = 0, U1(3) = O,U1(12) = 0,111(13) = 0,’01(23) = 2,’[)1(123) =2

va(1) = 0,v2(2) = 0,v2(3) = 0,v2(12) = —1,v5(13) = 0, v2(23) = 0,12(123) = 3
v(1) = 0,v(2) = 0,v(3) = 0,v(12) = —1,v(13) = 0,v(23) = 2,v(123) = 5

En el joc v; existeix un jugador i € N tal que v(N) = v(N \ {i}), en particular veiem que
v(N) =v(N\ {1}) = v(23) = 2, aleshores:

Fog= Y ) basu ) -n©)] = 220" 1) )
SCN\{1}
PR ) — @)+ T 0 13) - 0 3)
$2OZ 2 193) w3 = 20— 0]+ 5 [0 0]+ 5 [0 0]+ 5 22 =0,
o= Y 2(8) (s u2h) —n®)] = 2 @) )
SCN\{2}

AEZLD 1) — )+ BB 03)
—|—2!(3_;_1)!-[211(123)—v1(13)] = ?)i-[o—O]Jr;-[O—OH;~[2—0]+§§-[2—0] = %Jr% =1
Foy= Y () b uE) - )] = 220" ) - u )

SCN\{3}
+W [v1(13) — vy (1)] + W [v1(23) — v1(2)]
PR 2R (198) -0 (12)) = B (0-0+ 51 (0015, 2014 2 [20) = 248 =1

Per tant, F3(v1) = (0,1,1).

Ara, en el joc vz no existeix cap jugador i € N tal que v(N) = v(N \ {i}), aleshores, per

tot 1 € N: ) 3
V2
P = 2 =2 =1,

F3(vg) = (1,1,1).

Per acabar, en el joc v tampoc existeix cap jugador i € N tal que v(N) = v(N \ {i}), per
tant, per tot ¢ € N:



Calculem

Foup) 4+ F3(u) = (0,1,1) + (1,1,1) = (1,2,2) £ (g, g g) — F3(0).

38



Pel Teorema 5.3, veurem la independeéncia de les propietats d’eficiencia, simetria, addi-
tivitat i jugador anul-lador.

Exemple 1. Considerem la solucié F'(v) = 0 = (0, ..., 0) per tot v € GV,

Aquesta solucié ja 'hem utilitzada en 'Exemple 1 de la demostracié de la independeéncia
de les propictats del Teorema 5.1. Per tant, a l’exemple hem demostrat que F'(v)
compleix les propietats de simetria, additivitat i també hem vist que no compleix la
propietat d’eficiencia. Aleshores, només ens queda veure que F!'(v) compleix la propietat
del jugador anul-lador.

F1(v) compleix la propietat del jugador anul-lador: Sigui un joc v € GV i un jugador
i € N tal que i és un jugador anul-lador en v, es compleix per definicié, que F;(v) = 0.

Exemple 2. Considerem el valor de Shapley ¢(v), per a qualsevol joc v € GV.

En la demostracié del Teorema 5.1 hem vist que compleix les propietats d’eficiencia,
simetria i additivitat. Ens falta veure que no compleix la propietat del jugador anul-lador.

Shapley no compleix la propietat del jugador anul-lador: Considerem N = {1,2,3} i els
valors del joc v:

v(1) = 0,0(2) = 0,v(3) = 0,v(12) = 0,v(13) = 0,v(23) = 1,v(123) = 0.

Es cert que el jugador 1 és un jugador anul-lador, ja que per a tot S C N tal que 1 € S,
es compleix que v(S) = 0. En canvi,

b1(v) = 0'(3_3")_1)' Jo(1) — o(@)] + 1'(3_;_1)' [v(12) = v(2)]
+1'<3—3}—1>' u(13) — v(3)] + 2'@";_”' [v(123) — v(23)]
2N(3—2—1)! 2!
:(3!).[0_1]:3!.(_1)7&0.

Es a dir, Shapley no compleix la propietat del jugador anul-lador.

Exemple 3. Fixem una funcié w: N — Rﬂy no constant, és a dir, hi ha com a minim
dos agents amb diferent imatge, tal que Zwi =1, on w = (wy,ws, ..., wy).
1EN

Sigui v € GV un joc qualsevol, per tot i € N, definim la solucié F(v) = w(i) - v(N).

F* compleix eficiencia: Per tot i € N tenim:

Y FHo) =) w(i)-o(N) =o(N)- Y w(i) = v(N).

1EN 1EN 1EN

Lultima igualtat es segueix de la definicié de w, ja que Z w(i) = 1.
€N

F* compleix la propietat del jugador anul-lador: Siguii € N un jugador anul-lador en un

joc v € GV, sabem que per tot S C N tal que i € S, v(S) = 0. En particular, com i € N,
v(N) = 0. Per tant, F*(v) = w(i) - v(N) = w(i) -0 = 0.
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F* compleix additivitat: Considerem dos jocs qualsevol vy, vo. Aleshores, per tot i € N,
tenim:

F (1 +vg) = w(i) - (v1 + v2)(N) = w(d) - (01(N) + 0a(N)) = w(i) - v1(N) + w(i) - va(N)

= F(v1) + F{'(va).

F* no compleix simetria: Considerem N = {1,2,3} i definim w com, w = (0.2,0.1,0.7).
Siguin els valors del joc v:

v(1) = 0,0(2) = 0,v(3) = 0,v(12) = 0,v(13) = 0,v(23) = 0,v(123) = 1.

Observem que v(1) = v(2) , v(13) = v(23), és a dir, els jugadors 1, 2 sén jugadors
simetrics. No obstant aixo, si calculem

Flv)=w(1)-v(N)=02-1=0.2.
Fi(v) =w(2)-v(N)=0.1-1=0.1.

Veiem que Fit(v) # Fi(v), per tant, no compleix la propietat de simetria.

Exemple 4. Considerem la solucié F°(v) per a qualsevol joc v € GV

F5(’U) _ {Z(U) S? U(N) < 07
(v) siv(N)>0.

F5 compleix eficiencia: Si v(N) < 0, sabem que el valor de Shapley ¢(v), compleix la
propietat d’eficiencia per la demostracié del Teorema 5.1. En cas que v(N) > 0, hem
vist en la demostracié del Teorema 5.3 que la solucié igualitaria E(v), també compleix
la propietat d’eficiencia.

F?® compleix simetria: De la mateixa manera que en la eficiencia, sabem que el valor de
Shapley ¢(v) i la solucié igualitaria E(v), compleixen la propietat de simetria.

F5 compleix la propietat del jugador anul-lador: Sigui i € N un jugador anul-lador en el
joc v, és adir, per atot S C N ambi € S, v(S) = 0. En particular, comi € N, v(N) = 0.

Per tant, F(v) = UTN) = % = 0. Compleix la propietat del jugador anul-lador.

F5 no compleix additivitat: Considerem N = {1,2,3} i tres jocs: v, va i v = v + va.
Amb els seglients valors:

01(1) = 0,v1(2) = 0,v1(3) = 0,v1(12) = 1,v1(13) = 0,v1(23) = 0,11 (123) = —1
o (1) = 0,v9(2) = 0,v9(3) = 0,12(12) = —1,v5(13) = 0, v2(23) = 0,12(123) = 3
v(1) = 0,0(2) = 0,v(3) = 0,v(12) = 0,v(13) = 0,v(23) = 0, v(123) = 2
Com que v1(N) = -1 < 0, aleshores:
0!(3—0—1)!

F) = 3 ) s u i) —n(s) = 21 1)~ u @)
SCN\{1} ‘
HECE D 02) - w@)+ FE T n3) - n )
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2!(3_?3_1)!.[@1(123)01(23)] ; 0— 0]+% [1- OHg [0 OH;[ 1-0] =

Boy= Y 2(8) (s u2h) ~n®)] = 2 @) )
SCN\{2} ’
PO 0 12) — ) + Py (28) 0 3)

213 —2—1)! 2! 1! 1! 2!
g [ (123) — 0 (13)) = 5 A 2 i

Hoy= Y ) s uE) - @)= 220" @) )
SCN\{3} '
PO u3) o)+ 2Oy 23) — wic2)

21(3—2—1)! 2! 1! 1! 2!
e (12 0 (12)] = = = =

Per tant F°(v1) = (—3%, —

win

).

Ara, vo(N) = 3 > 0, aleshores, per tot ¢ € N:

o=

3
F(vg) = =3 = 1,
Fo(vg) = (1,1,1).

Per acabar, v(N) = 2 > 0, aleshores, per tot i € N:

Fo(v) = (3,

win

win

win
~—

Calculem

Foon) + Fo () = (—5, 5, —3) +(L1L1) = (3,2, 9) £ (5,5, 3) = Fo(0).
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Pel Teorema 5.5, demostrarem la independeéncia de les propietats d’eficiencia, simetria,
additivitat i la propietat del jugador falsificador.

Exemple 1. Considerem la solucié F?(v) = v(i) per a qualsevol joc v € GV.

F% compleix simetria: Per hipotesi sabem que si dos jugadors sén simetrics es compleix
que v(SU{i}) =v(SU{j}) per tot S C N tal que ¢,5 € S. En particular quan S = {0},
v(i) = v(j). Per tant, FS(v) = v(i) = v(j) = Ff(v).

F% compleix la propietat del jugador falsificador: Sigui i € N un jugador falsificador en
un joc v, per definicié, F?(v) = v(i).

F% compleix additivitat: Considerem dos jocs qualsevol v i ve. Aleshores, per tot i € N
Fi6(’l)1 + 1)2) = (1)1 + Uz)(i) = vl(i) + ’UQ(i) = Fi6(’l)1) + Fi6(’t)2).

FS no compleix eficiéncia: Considerem N = {1,2,3}. Definim el joc v amb els segiients

valors:

v(1) = 1,0(2) = 1,v(3) = 0,v(12) = 0,v(13) = 0,v(23) = 0,v(123) = 3.

3 3
Calculem ZFiﬁ Zv +v(2)+v3) =2#v(N) =
=1

i=1

Exemple 2. Considerem el valor de Shapley ¢(v).

En la demostracié del Teorema 5.1, hem vist que compleix les propietats d’eficiencia,
simetria i additivitat. Ens falta provar que no compleix la propietat del jugador falsifica-
dor.

Shapley no compleix la propietat del jugador falsificador: Considerem N = {1,2,3} i els
valors de contribucié:
v(l) =2,v(2) = 8,v(3) = 15,v(12) = 10,v(13) = 17,v(23) = 20,v(123) = 25.
Veiem que el jugador 1 és un jugador falsificador, ja que per a tot S C N tal que 1 € S,
es compleix que v(S) = Zv(j), és a dir, v(12) = v(1) + v(2), v(13) = v(1) + v(3) i
JES
v(123) = v(1) + v(2) + v(3). En canvi,

artw) = PEIZ D 1y @+ P 1) i)
PRl Sy _31 mb) [v(13) — v(3)] + Ae-2-1)! _; mb) [v(123) — v(23)]
2! 1 1 91 4+42+2+410
= 520+ 5 [10 -8+ 5 [17-15]+ 5 - [25 - 20) = T — =3,

Com que ¢1(v) =3 # 1 =v(1), no compleix la propietat del jugador falsificador.

Exemple 3. Fixem una funcié w: N — Rf no constant, és a dir, hi ha com a minim

dos agents amb diferent imatge, tal que Zwi =1, on w= (w1, wsa, ..., Wy).
€N
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Sigui v € GN un joc qualsevol, per tot i € N, definim la solucié

ES(v) = v(i) + w; - (0(N) = > (i)

iEN

ES" compleix eficiencia:

D ESP(0) =Y (0(i) +wi- (o(N) = Y 0(@) = Do) + Y (wi- (0(N) = Y v(i)))

=> @)+ wis ( - ZW’)) =3 v(i) +v(N) = Y v(i) = v(N).
1EN 1EN 1EN iEN ieN

La tercera igualtat és per definici6 Z w; = 1.
1EN

ESY compleix la propietat del jugador falsificador: Sigui¢ € N un jugador falsificador en

un joc v € GV, sabem que per a tot S C N tal que i € S, es compleix que v(S) = Zv(j),
jes
en particular i € N, per tant v(N) = Zv(i), aleshores ens queda que ES(v) = v(i) +
ieN
w; -0 = v(7).

ESY compleix additivitat: Considerem dos jocs qualsevol vy i ve. Aleshores, per tot
1 € N, tenim:

ES;U(U1 + UQ) = (U1 + Ug)(i) + w; - ((Ul + UQ)(N) — 2(01 + Ug)(l))

1EN
v1(1) + v2(i) + w; - (V1(IN) + va(N Zm Z’UQ(’L))
iEN iEN
=v1(1) + w; - ( Zvl + va (i) + w; - ng
iEN 1EN

= ESZw(Ul) + ESZ”(UQ)

ES™ no compleix simetria: Considerem N = {1, 2,3} i definim w com, w = (0.2,0.1,0.7).
Siguin els valors del joc v:

v(1) = 0,0(2) = 0,v(3) = 0,v(12) = 0,v(13) = 0,v(23) = 0, v(123) =

Observem que v(1) = v(2) , v(13) = v(23), és a dir, els jugadors 1, 2 sén jugadors
simetrics. No obstant aixo, si calculem

ESY(v) =v(1) +wy - ((N) =) (i) =0+02- (1-0) =0.2.

1EN

ESY(v) =v(2) + wy - (0(N) = > 0(i)) =0+0.1-(1-0) =0.1.
1EN

Veiem que ESY(v) # ESY(v), per tant, no compleix la propietat de simetria.
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Exemple 4. Considerem la solucié F7(v) per a qualsevol joc v € GV

¢(v)  sio(N) = w(i) <0,
F?(,U) — iEN
ES(v) siv(N)=> (i) >0.

1EN

Hem vist en la demostracié del Teorema 5.1 i en la demostracié del Teorema 5.4, que
el valor de Shapley ¢(v) i la solucié igualitaria del surplus ES(v), compleixen la eficiéencia
i la simetria. Per tant, F7(v) també les complira. Ens queda veure que compleix la
propietat del jugador falsificador i que no compleix ’additivitat.

F7 compleix la propietat del jugador falsificador: Sigui i € N un jugador falsificador en
un joc v € G, com que i € N, sabem que v(N) = Z v(j), és adir, v(N)— Z v(j) =0,
JEN JEN
v(N) =Y o(i)

FT(v) = ES;(v) = v(i) + | NTN = v(i) +

aleshores:

0
-
Per tant, F"(v) = v(i), és a dir, compleix la propietat del jugador falsificador.

F7 no compleix additivitat: Considerem N = {1,2,3} i tres jocs qualsevol vy, ve i v =
v1 + v2. Amb els segiients valors:

v1(1) =0,v1(2) = 0,v1(3) = 0,v1(12) = 1,v1(13) = 0,v1(23) = 0,v1(123) = —1

va(1) = 0,v2(2) = 0,v2(3) = 0,v2(12) = —1,v5(13) = 0, v2(23) = 0,12(123) = 3
v(1) = 0,v(2) = 0,v(3) = 0,v(12) = 0,v(13) = 0,v(23) = 0, v(123) = 2

Com que v1(N) — Z’Ul(i) = -1 < 0, aleshores:

1EN
Flog= Y () wrsu ) -ue) = 22070 ) —w)
SCN\{1} '
PEEZLZ R ) —wie) + P 1) w(3)
21(3—2—1)! ol 1! 1! 2! !
e 0(123) —0(23)] = S [0 -0l g L= 0]+ g [0 0]+ -1 0] = —
Foy= Y () misu ) -ue) = 2207 ) - w)
SCN\{2} '
PR ) —w) + PE L uas) —u(3)
21(3—2—1)! o 1! 1! 2! 1
e 0(123) —0(13)] = S [0 014 g L= 0]+ g [0 0]+ (-1 0] = —
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Fog= 3 28) (s u{3) —n(©)] = 2= (@) o)
SCN\{3}
HEZ L )~ 4+ P (2s) —(2)
213 —2—1)! 2 1! 1! 2! 2
g (123) —0(12)) = 5 0= 0) 4 50014 5 [0 0]+ G- [1 1) = .
Per tant F7(vy) = (—%,—%,—2).
Ara, vo(N) — ng(i) = 3 > 0, aleshores, per tot i € N:
iEN
va(N) =Y va(i)
F (v2) = va(i) + L !
F'(vg) = (1,1,1).
Per acabar, v(N) — Zv(z) = 2 > 0, aleshores, per tot i € N:
1EN
v(N) =D (i) )0
iEN -
FZ(’U):’U(Z)—F 3 :0+T:*,
F7(1}) = (%7 %7 %)
Calculem
Fron) + () = (—5, 5= 2) + (L1 1) = (3,2, 5) £ (5,2, 2) = FT(0)

45



7 Conclusions

La teoria de jocs és una area de la matematica aplicada que utilitza models per analitzar
les decisions estrategiques i les interaccions en els jocs. Una branca molt important de la
teoria de jocs, son els jocs cooperatius i els jocs no cooperatius. Durant aquest treball, ens
hem centrat en els jocs cooperatius, on els jugadors han de col-laborar per aconseguir un
objectiu comu. Dins d’aquesta branca, hem aprofundit en els jocs cooperatius d’utilitat
transferible, que sén aquells que busquen la manera de repartir els beneficis obtinguts
mitjancant la cooperacié dels jugadors.

L’objectiu principal d’aquest treball ha sigut ’estudi detallat de les solucions més utilit-
zades en els jocs cooperatius d’utilitat transferible. Aquestes solucions en les que ens hem
centrat sén: el valor de Shapley, la soluci6 igualitaria i la solucié igualitaria del surplus.
Cadascuna d’elles pretén distribuir els guanys d’una manera diferent, perd no podem dir
quina d’elles és la millor, perque depenent de diversos factors, per un agent sera una i per
a un altre pot ser una diferent.

Durant ’analisi de les solucions mencionades, hem examinat les propietats comuns que
comparteixen totes elles; la eficiencia, la simetria i I’additivitat. També hem aprofun-
dit en aquelles que les diferencien; la propietat del jugador nul, la propietat del jugador
anul-lador, la propietat del jugador fals i la propietat del jugador falsificador. Aquests
quatre jugadors mencionats, son els que hem considerat jugadors “inutils” a I’hora d’a-
portar beneficis en un joc cooperatiu.

Ara bé, tot el que hem comentat fins ara, ens ha sigut clau per poder estudiar amb detall
les seves caracteritzacions axiomatiques, que han sigut necessaries per entendre i definir
adequadament aquestes tres solucions, ja que tracten d’identificar solucions mitjangant les
propietats que verifiquen aquesta solucié. Per tant, veiem que totes aquestes propietats
que formen la caracteritzacié axiomatica sén igual de necessaries, de manera que hem
dedicat un apartat d’aquest treball a veure la independencia d’aquestes. Es a dir, hem
vist mitjancant exemples que cap propietat s’implica de les altres.

En conclusid, en aquest treball hem pogut aconseguir els objectius proposats. Hem am-
pliat el coneixement en el camp de la teoria de jocs, aportant una comprensié més pro-
funda dels jocs cooperatius d’utilitat transferible. Mitjancant ’estudi de les solucions
més utilitzades, hem pogut comprendre com arribar a acords per repartir els beneficis
obtinguts mitjancant la cooperacié dels jugadors. Per fer-ho, hem analitzat les propietats
comuns i diferenciadores d’aquestes solucions i hem examinat les seves caracteritzacions
axiomatiques.
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