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Abstract

In this project we will study the Markov chains. First, we will see all importants definitions
and theorems; then we will show it’s applications, mainly the Gambler’s ruin.

Abstracto

En este proyecto estudiaremos las cadenas de Markov en el tiempo discreto. Primero veremos
todas las definiciones y teoremas importantes; luego mostraremos algunas aplicaciones de las
cadenas de Markov, principalmente sobre el problema de la ruina del jugador.
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1. Preliminares

1.1. Probabilidad

Antes de estudiar las cadenas de Markov veremos algunos conceptos béasicos y propiedades
sobre la probabilidad, que nos ayuda a tener una mejor comprension de las definiciones, teoremas
y demostraciones que veremos posteriormente.

Definicién 1.1. Un espacio de probabilidad estd compuesto por (2, A,P).

Q es el espacio mostral, un conjunto de todos los resultados posibles de una experiencia
aleatoria.

A es una familia de partes de ) que tiene estructura de o-algebra, es decir:
1. Qe A
2. SiAe A= A° € A, donde A° es el conjunto complementario de A.

3 Si{Apn>1}CA= 5 4n€A
P es la probabilidad. Es una aplicacion P : A — [0, 1] tales que:

1. P(Q) = 1.

2. (o — additividad) Si {An,n > 1} es una sucesion de conjuntos de A disjuntos dos a dos,
entonces

P 4n) =D P(4) (1.1)

n=1 n=1

Durante todo el trabajo, vamos a suponer que estaremos en el espacio de probabilidad

(Q, A P).
Propiedades 1.2. Las propiedades de la probabilidad.
1. P(0) = 0.
La propiedad o — additividad implica la additividad finita.
Para todo A € A, P(A°) =1 —-P(A).
SiA,Be Ay AC B, entonces P(A) < P(B).

AR

Sean A, B € A, entonces

P(AU B) + P(AN B) = P(A) + P(B) (1.2)

6. Toda las probabilidades P son subadditivas, es decir,

P([J4) <Y B4 (13)
] =1

=1



7. Sean {A;}1<i<n C A entonces,

P(UL, A) =Y P(A) — > P(ANA)+ (1.4)
i=1 i<j,1<ij<n
> P(A; N A;NAy) — -+ ()" 'P( Ny 4).
i<j<k,1<ijk<n
Definicién 1.3. (Probabilidad condicionada) Sea (2, A,P) un espacio de probabilidad asociado

a un experimento aleatorio. Sea B € A no nulo.
La probabilidad de un conjunto A € A condicionado por B es

P(AN B)
P(A|B) = ———= 1.
Proposicién 1.4. (Férmula de las probabilidades compuestas) Sean Ai, ..., A, elementos de

A tales que P(A1N---NA,) > 0, entonces,
P(Al n---N An) = P(Al)P(AﬂAl)P(Ag’Al N Ag) .- P(An|A1 N---N Anfl) (16)

Proposicién 1.5. (Férmula de Bayes) Sean Py = {A1,..., Ay} y Pa = {Bi,...,Bn} particio-
nes de Q0 y {Aibi<i<n, {Bj}1<j<m, conjuntos de A de probabilidad no nula. Entonces,
P(A;)P(B;|A:) P(A;)P(B;|A:)

FAilB) = ="pmy = S BB ARy .7

Definicién 1.6. A, B € A son independientes si

P(AN B) = P(A)P(B) (1.8)

1.2. Relacion de recurrencia

En esta seccion veremos dos tipos de recurrencias lineales que nos sera 1til en el desarrollo
de los calculos que se vera posteriormente.

La primera que veremos es una recurrencia lineal de primer grado,

Tpyl = aTy + .

Suponemos que la recurrencia tiene una soluciéon constante, x,, = x. entonces

b
r=ar+b=2x= ,sia#1
1—a

Consideremos

b

ynzxnfl_a (19)

que satisface

Yn+1 = QYn



ya que,

_ _ b _ ab
Ynt1 = aYn = a(Tp — 127) = arp — 12
_ b b _ ab
Ynt+1 = Tnt+1 — 1—5 = ATn +b— T—a — @n ~ 14
por tanto,
2
Yntl = QYp = @ Yp—1 = -+ = a""Yo.

Teniendo esto en cuenta, lo aplicamos en ([1.9) y obtenemos una solucién general

Ty = Aad" + ,sia# 1.
1—a
donde A = yg es un constante. Si a = 1, tenemos
Ty = Tp-1+b=Tp_o+2b=---= 129+ nb.

La otra recurrencia que veremos son las relaciones de recurrencias de segundo grado,
aTpt1 + bry + cxn—1 =0, donde a,b,c # 0
Supongamos que la solucién se del tipo x, = A", entonces
aX" T+ DA+ AT = 0= a)? + b+ =0.
Supongamos que « y 3 son las soluciones de la ecuacién de segundo grado. Entonces
T, = Aa™ + BS"

es una solucién de la recurrencia. Si « # 3, entonces A, B son las soluciones del sistema de
ecuacién

.%'(]ZA—l-B
x1 = Ao+ Bf

Si a = # 0, entonces
zn = (A+nB)a"

donde A, B son las soluciones del sistema de ecuacién

rg = Aa™
xr1 = (A—I—B)a”

Por tanto, la solucion general de la relacion de recurrencia es

_JA"+Bp" sia#f

= {(A +nB)a" sia=p (1.10)



2. Introduccion

En la teoria de la probabilidad, la cadena de Markov es un tipo proceso estocastico donde
los elementos (estados) de la cadena son numerables o finitos, y la probabilidad de que suceda
un evento depende unicamente del evento anterior. Estos eventos pueden transcurrir a tiempo
discreto o continuo.

El trabajo estd estructurado de la siguiente manera:

= Primero veremos las definiciones, notaciones y propiedades para un mejor entendimiento
sobre las cadenas de Markov.

= Luego, veremos las comunicaciones que hay entre los estados de la cadena para luego
clasificarlos en clases.

= Después, miramos la probabilidad y el tiempo medio que tardaria en llegar a un estado.

= Seguidamente, se muestra algunas caracteristicas sobre cada estado de la cadena, como
por ejemplo, las veces que visita al un estado es infinito o finito.

= A continuacién, veremos la existencia de las distribuciones invariantes y la convergencia
al equilibrio.

= Posteriormente, estudiamos sobre las cadenas de Markov invirtiendo el sentido del tiempo.
= Mas tarde, estudiamos el teorema ergddico sobre las cadenas de Markov.

= Por tltimo, nos centramos en aplicar las cadenas de Markov al problema de la ruina del
jugador.



3. Definiciones y propiedades

Sea I un conjunto numerable. Llamaremos I el espacio de los estados, donde sus elementos
1 € I son los estados.

Consideremos también el conjunto T como un espacio de pardmetros, donde sus elementos
t€T representan el tiempo, que puede ser discreto o continuo. En este proyecto solo trabajaremos
en el tiempo discreto.

Definicion 3.1. Un proceso estocdstico con el espacio de estados I es una familia de variables
aleatorias {Xi}er, X © Q — I indexados por un conjunto T. Llamaremos X; el estado del
proceso en el tiempo t.

Definicién 3.2. Llamaremos A = (\; : @ € I) la medida en I si0 < \; < oo, Vi € I. Definiremos
XNi=P(X =i) =P({w: X(w) =1})
y A es una distribucion si ), ;A = 1.

Definicién 3.3. Una matriz P = (p;j : 1,5 € I) es estocdstica si para cada fila ¢ (p;j:j € 1) es
una distribucion, es decir,

sz‘j =1, para todo i € I
Jjel
Llamaremos la matriz estocdstica P como la matriz de transicion si p;; > 0, para todo i,j € I.

Hay una correspondencia biyectiva entre una matriz de transicién P con un diagrama de los
estados, donde van de un estado a otro segiin la probabilidad que tengan.

Ejemplos 3.4.

-

=

[
N

i

I
= o O
Ol =
N[=0= O

La fila 1 y columna 1 de la matriz representan el estado 1; la fila 2 y columna 2 representan
el estado 2 y la fila 3 y columna 3 representan el estado 3. Sea p;; el elemento de la matriz P
de la fila i y columna j. Definamos p;; como la probabilidad que va del estado i a j. En nuestro
ejemplo, el estado 1 va al estado 2 con probabilidad 1; el estado 2 va al estado 3 con probabilidad
1/2, como la matriz P es estocdstica y el estado 2 va al estado 3, el otro 1/2 tiene que ir a si
mismo, es decir, paa = 1/2. Por ltimo, el estado 3 va al estado 1 con probabilidad 1/2 y también
va a si mismo con probabilidad 1/2.



Definicién 3.5. La sucesion de variables aleatorias (X, )n>0 es una cadena de Markov, Markou(\, P),
con la distribucion incial X y la matriz de transicion P si:

I. Xy tiene distribucion \;

1. para cada n > 0, condicionado en X, = i, X,41 tiene distribucion (p;j - j € I) y es
independiente de Xy, ..., Xp—1.

Es decir, para cada n > 0, con ig,...,in41 € 1

I. P(XO = io) = /\iO'

II. P(Xn+1 = ’in+1|X0 = ig, . ,Xn = Zn) = DPininy1-

Recordemos que p;; es la probabilidad de ir el estado i al estado j.

Observacion 3.6. Si (X),)o<n<n €s una sucesién finita de variables aleatorias satisfaciendo las
propiedades I e Il paran = 0,..., N — 1, entonces, (X,,)o<pn<n también es Markov(\, P).

Notacién 3.7. Sean Ao, ..., A, conjuntos, entonces P(Ay,..., Ap) =P(AgN---NAy).

Teorema 3.8. En un experimento aleatorio en tiempo discreto, (Xy)o<n<n €5 Markov(\, P) si
y solo st,

]P)(XO = io,Xl = il, .. .,XN = iN) = )\iopiohphiz .. 'piN—1iN7 para tOdO iQ, e ,iN S I. (31)

Demostracion. =) Si (Xy,)o<n<n €s Markov(A, P), entonces, por proposicién [1.4] (férmula de las
probabilidades compuestas) y las propiedades I e II de la definicién

P(Xp = ig, X1 = i1,..., XN = in)
= P(Xo = i0)P(AX1 = i1|AXp = o) -- - P(Xy = in|[Xo = do, X1 = i1, .., AN-1 = in-1)
= NigPigirPiris " * Pin_1in
<) Suponemos (3.1) para algin N.

Seaiy €1y Zje[pij = 1. Suponemos que es cierto para N y veremos si es cierto para N — 1.

Sea

P(Xo = io, Xl = il, e ,Xn = Zn) = )‘iopioilpiliQ © Pip_1ins PATra todon = 0, ey N

Sin =0, P(Xy =i9) = \ip. Entonces paran =0,...,N — 1 tenemos
P(Xpi1 = ini1|Xo = 0, - Xy = in)
= P(X =0, ..., X = iy X1 = ins1)/P(Xo = i, Xy = i1, .., Xy = i)
= XioPioirPiviz * * " Pinins1/ NioPioirPivis = * Pin—1in = Pinins1-
Aplicando la definicién de la probabilidad condicionada.

Por tanto, (X,)o<n<n es Markov(A, P). O



Definicién 3.9. Sea 6; = (8;; : j € I) la masa unitaria de i, donde

o
51-]-—{ =g (3.2)

0 sino

El teorema que veremos a continuacion nos muestra que, aunque empecemos las cadenas de
Markov en el paso m, sigue siendo una cadena de Markov.

Teorema 3.10. (Propiedad de Markov) Sea (Xy,)o<n<n de Markou(\, P), entonces, condicio-
nado en Xpy = i, (Xmtn)n>0 es Markov(d;, P) y es independiente de las variables aleatorias
Koy X,

Demostracion. Sea A un evento determinado por Ay, ..., X, entonces queremos ver si

P({X =my - Xmgn = im+n} N A|Xm = Z) = 5iimpimim+1 e ‘pinL+n71im+nP(A|Xm = Z) (3'3)

teniendo en cuenta de que { X, = im, ..., Xmtn = imin} €s independiente de A.

Suponemos que A = {Xy = g, ..., Xm = im}, entonces

= GiimPimimit " Pimsn1imen P(X0 =905« s X = g ¥ © = i) /P(X, = 1)

que es cierto por el Teorema|3.8] En general, para cada evento A determinado por Xy, ..., X
sea la unién disjunta de eventos elementales
o
A= U Ay
k=1
Entonces obtenemos la identidad (3.3) sumando las identidades correspondientes de Ay. ]

Queremos averiguar cudl es la probabilidad de un estado después de n pasos. Este problema
se reducird en calcular la potencia n-ésima de la matriz de transicién, P.

Supongamos I = {1,2,..., N} un espacio de estados finito de N elementos. Entonces la
distribucién y medida A es un vector con elementos indexado por I y la matriz de transicién P
también estd indexado por I x I. Por tanto, A serd un N-vector y P un N x N - matriz.

Definicién 3.11. Sea A la medida y P la matriz de transicion, entonces (AP) es una medida y
P? es una matriz tales que

(AP); = Xivijs (PYik =Y pijpjk-

iel jel

Definimos la matriz P" para cualquier n > 0, donde P° es la matriz identidad, (Iq)ij = 645
Y escribiremos pgl) = (P™);j como la probabilidad de ir el estado i a j después de n pasos.

Definicién 3.12. Sea \; > 0, entonces P;(A) = P(A|Xy = i) es la probabilidad condicionada.



Entonces, por la Propiedad de Markov con m = 0, bajo P;, (X})n>0 es Markov(d;, P). Por
tanto, (X, )n>0 bajo P; no depende de A.

Teorema 3.13. Sea (X,)n>0 una cadena de markov Markov(\, P), entonces, ¥Yn,m > 0
1. P(X, =j) = (A\P");;
L Pi( Xy = j) = P(Xnym = jlXn = i) = 7.

Demostracién. 1. Por el Teorema [3.8]

P(Xy=4)=) - > PXo=io,..., X1 =in1,X =)

o€l in—1€1
n
= D> NigPioiaPiris Pin_rj = (AP™);
g€l in—1€1

11. Por la Propiedad de Markov, condicionado en X, = i, (Xy4n)n>0 es Markov(d;, P). Por
tanto, escogemos A = §; y lo aplicamos en 1.

O



4. Estructura de clases

En esta seccién veremos cémo clasificaremos los estados segin sus movimientos.

Definicion 4.1. Decimos que el estado i se dirige al estado j, i — j si

P;(X,, = j, para alguna n > 0) = P(X,, = j, para alguna n > 0|Xy = i) > 0.

Decimos que el estado i comunica con el estado j, 7 <> j,si¢ — jy j — .

Teorema 4.2. Sean los estados i, j € I cualesquieras, entonces son equivalentes

I. i —j;
L. DigiyPivig * " Pin_1in > 0 para algunos ig, ..., i, coniyg =1 € i, = j;
(n) y
L. p;;° >0 para algin n > 0.

Demostracion. Observamos que

P <P, =jn>0)< > plt

n=0
Por tanto, I <= III. También tenemos,

pz(';'l): Z Diiy Pivig *** Pip_1j

U1 yeeesbn—1
que prueba la equivalencia I] <= II1. O

Proposicién 4.3. La comunicacion entre estados, <>, es una relacion de equivalencia.

Demostracion. 1. Refrexiva: Vi € I, 1 <> 1.

Como p\) = P(Xp =i|X =1) =P(Xp = i) = \; > 0, entonces por el Teorema 4.2., i ¢+ 1.

i
1. Simétrica: Vi,j € I, i 4> j = j <> 4.
(n)

Si @ <> j, entonces por el Teorema 4.2., Dij

>0y pﬁ?)

> 0. Por tanto, j <> i.
1. Transitiva: Vi,j,k € I,sii< jy j< k=i k.

Sii<> jyj <>k, entonces existen ig,...,%n ¥ Jo,- .-, Jm tales que piyiDiyio = Diy_1in > 0
Y PjoirPjrje " Pin_1jm = Oconig=1,im=7Jo=7Y jm=kF.

Por tanto, pii,Pijis " Dipp_1jPjjr *** Pjn_ik > 0y @ — k, por el Teorema 4.2. Por ultimo,
aplicamos la propiedad simétrica y obtenemos i <+ k

O
Por tanto, las particiones de I, P(I), son clases de comunicacion.

Definicién 4.4. Una clase de comunicacion C € P(I) es cerrado si

ieCii—j=jeC.



Definicién 4.5. Un estado i € I es absorbente si {i} es una clase de comunicacion cerrado.

Definicion 4.6. Una cadena o una matriz de transicion P es irreducible si I es la unica clase
de comunicacion cerrada.

Ejemplos 4.7. Veremos las clases de la siguiente matriz de transicién:

|

Il
= O O Ol
O kl= ONI= O
Ok = O O
O klm ON= O
== O O N

Primero lo transcribimos en diagrama de estados para detectar las clases de comunicaciéon con
mas facilidad.
1/2 1/4

114 /-\(
(1 5) 4 2
112 1/4 112
(3)

Las clases son {1,5}, {2,4} y {3}. Observamos que {1,5} y {3} clases son cerradas y {3} es
una clase absorbente. Pero la clase {2,4} no es una clase cerrada, ya que si estamos en el estado
4, puede ir también al estado 3 o 5.

10



5. Probabilidad de absorcion y tiempo medio de absorcion

Sea (X,)n>0 una cadena de Markov con la matriz de transicién P.

Definicién 5.1. El tiempo de llegada de A C I es una variable aleatoria HA : Q — {0,1,...}U

{0} tales que
HA(w) = inf{n >0: X,(w) € A}

es decir, es el minimo pasos que se necesita para llegar al estado o conjunto A. Para el caso
0, tenemos HA(()) = oc.

Definicién 5.2. La probabilidad de que (X,,)n>0 vaya A empezando por el estado i es

ht =P;(H* < 00) = P(H* < 00| X = 1).

Si A es una clase cerrada, entonces hZA es la probabilidad de absorcion.

Observacién 5.3. Si i € A, entonces hf‘ = 1. Y si ¢ € B tales que B es una clase cerrada y
BN A=, entonces h* = 0.

Definicién 5.4. El tiempo medio de (X,,)n>0 para llegar a A es

k =Ei(HY) =EH X =i) = Y nP(H" = n|Xy = i) + coP(H" = 00| Xy = i)

7
n<oo

Notacién 5.5. Escribiremos h* = P;(ir a A) y k{* = E;(tiempo en llegar a A).

Ahora veremos un ejemplo para entender mejor los conceptos mencionados anteriormente.

Ejemplos 5.6. Consideremos una cadena con el siguiente diagrama:

o ofjos=0

Vamos a averiguar cudl es la probabilidad de ir el estado 4 empezando por el estado 2 y
cuanto tiempo tarda en llegar en las clases absorbentes 1 y 4.

Sean h; = P;(ir a 4) y k; = E;(tiempo de llegar a {1,4}).

Es trivial de que hy = Py(ira4) =0, hy = Py(ira4) =1y k1 = k4 = 0. Supongamos que
empezamos por el estado 2 y realizamos un paso. Tenemos una probabilidad de 1/2 de ir al
estado 1 y una probabilidad de 1/2 de ir al estado 3, entonces,

1 1 1 1
ho 2h1+ 2h3, ko + 2]€1+ 2k3

Hay un 1 en la ecuacién del ko porque contamos el primer paso. Andlogamente, si empezamos
por el estado 3, tenemos

1 1 1 1
hs 2h2+2h4, ks +2k2+2]{?4

11



Resolviendo estos sistemas de ecuaciones, obtenemos hg = 1/3 y ko = 2. Es decir, la probabilidad
de llegar al estado 4 empezando por el estado 2 es 1/3 y el tiempo medio en llegar al estado 4
es de 2 pasos.

A continuacién veremos los resultados generales de estos dos conceptos.

Teorema 5.7. El vector de probabilidades h”* = (h;4 21 € I) es minimal no negativa y es
solucion del sistema de ecuaciones lineales

hit =1 i€ A
; PR (5.1)
hi' =3 erpijhy sii g A
(WA es minimal si para todo i, x; > h;, donde x = (x; : x; > 0,i € I) sea otra solucidn).
Demostracion. Veremos primero si h* cumple (5.1).
Si Xp =i € A entonces HA = if{n >0: Xy =i € A} = 0. Por tanto, h{! =
Si Xy =i ¢ A entonces HA > 1. Aplicando la propiedad de Markov, siendo m = 1
Pi(H* < ool = j) = Pj(H* < 00) = .
W =Pi(H" < o00) =) Pi(H" <00,X) = j) = Pi(H" < 00|} = j)P; => " hi'pi;.

Jel jelI jelI

Supongamos que x = (x; : ¢ € I) es otra solucién del (5.1). Si i € A, hf‘ =x;=1.81i& A,

entonces
T = sz'jwj = Zpij + Zpijxj-
el jEA JEA
Substituyendo xz; = >, 4 pjk + ZkQA DjkTk

T = Zpijl‘j = Zpij-i-Zpij ( ijk+z pjkilfk) = Zpij+2pij ZP;‘H—Z Pij ijk:fﬁk

jel JEA j¢A keA kg A JEA JEA  keA j¢A  kgA

=Pi(X1 € A) +Py(X1 € A, Xy € A) + Z Zpijpjkwk-

JEAkZA
Repetimos el proceso n veces y obtenemos,
xiZ]P’i(.)QEA) —l—P(XlQA X1 €A X, GA)
+ Z T Z PijiPjrjz =" Pin—1jnTjn-

NgA  jngA
Si x es no negativa, entonces el término del sumatorio también lo es. Como el resto de los
términos suman P;(HA < n), z; > P;(HA < n) para todo n y

x; > lim Py(HA < n) =Py(H* < ) = h,.
n—oo

12



A continuacién veremos la forma general del tiempo medio de llegada. Recordemos que
kA = E;(H4), donde H” es la primera vez que (X,)n>0 llega a A.

7

Notacion 5.8. 1x,—; es una variable aleatoria tales que

1o . — 1 stX1 =3
M=y 0 st no.

Teorema 5.9. El vector del tiempo medio de llegada k* = (k' : i € A) es la solucién minimal
no negativa del sistema de ecuaciones lineales

kA =0 ic A
{Z EYANS (5.2)

kZ;A =1 JFngjpijk’]A sit g A

Demostracion. Veremos primero si k4 cumple (5.2).
Si Xy =i € A entonces H4 = 0. Por tanto, kZA = 0.
Si Xy =i & A entonces H4 > 1. Aplicando la propiedad de Markov,

Ei(HA| X, = j) = 1+ E;(HY).
Entonces,

ki =Ei(HY) =Y Ei(H =) = > By(HA X = j)Pi(X1 = ) = 1+ Y pijks.
jel Jer JEA
Supongamos que y = (y; : i € I) también es solucién de (5.2). Sii € A, kA =y; =0. Sii & A,
vi=1+Y pijyi=1+Y pj (1 + ZPJWk) =P(H* > 1)+ Pi(H* =2 2)+ > > pijpjke-
JEA JEA kZA JEAkZA
Repitiendo el proceso n veces,
yi =Py(H* > 1)+ + Pi(H" > n) + Z Z PijiPjije " Pin-1jnYin-
Nng¢A  jngA

Si y es no negativa,

Entonces, cuando n — oo

Ejemplos 5.10. Consideremos el juego de serpientes y escaleras con 9 casillas.

En cada turno, los jugadores tiran una moneda. Avanzas una casilla si es cara y avanzas dos
si es cruz. Si estds en la cabeza de la serpiente, te deslizas hacia abajo, y si estds en el pie de
la escalera, subes. ;En cuantos turnos acabaria el juego? ;Cudl es la probabilidad de acabar el
juego?

13



7 8 FINISH 9

b’\ 3
Ry

Primero dibujamos el diagrama de la cadena, donde cada estado representa el niimero de la
casilla:

[ . . 9 .
Queremos saber en cuantos turnos llegamos en la casilla 9, es decir, calcular el ki 3 Aplicando
el teorema anterior,

(kg =0 (kg =0

ki =1+ 1ko + ks ki =14 ko + 3ks =5+ 2k = ki = 11,67

ko =1+ kr ke =1+kr =4+ 2k

ks =1+ks ks =1+ks =4+ 2k

ko =14 Sks+ 3k = Qhka=1+43ks+3ke =2+ 3k + tka = ks =3+ Sk
ks =1+ ke + 3kr ks =1+ 35(1+k1) +3(3 + 5ka) =+ 3ki + 1ha

ke =1+ k1 ke =1+ ki

kr =1+ ks + 1kg kr=1+31(1+ks) =3+ 3k

kg =14 ky ks =14 ky

Por tanto, el tiempo medio de un jugador en acabar la partida son 12 turnos.

A continuacién vamos a averiguar cudl es la probabilidad de terminar la partida. Observamos
que {9} es la tnica clase cerrada de la cadena y es una clase absorbente. Por tanto, hig} es la

14



probabilidad de absorcién.

(hg =1
hs = hy
h7=%hg+%hg 1 1
hy = Lhy+1
he = hn 2= 3T hy = 1(Shg + Lhe) + 3

hs = $h1 + 3ho
hy = 5hs + 5h
hi = $hy + $hs

hs = he +ih; =
hy = Lhs + She

hg = hs

ho = h7

hi = $hy + Shs

— 3=+ o)+ 0+
hi = ghy + %(%fn + %h2)

7
— ghgzghl'i_%
h1 = ha

Por tanto, hig} =1, es decir, el juego seguro que acabara.

6. Propiedad fuerte de Markov

Definicién 6.1. Una variable aleatoria T : Q — {0,1,2,...} U {cc} es tiempo de parada si
el evento {T =n} depende unicamente de Xy, X1, ..., X, paran=0,1,....

La propiedad fuerte de Markov estd vinculado con el tiempo de parada. Si T es un tiempo
de parada y B C Q determinado por Xy, X1,..., X, entonces B N {1 = m} estd determinado
por Xy, X4q,..., &, paratodo m=0,1,2,....

Teorema 6.2 (Propiedad fuerte de Markov). Sea la cadena (X,)n>0 de Markov(\, P) y sea T
el tiempo de parada de (X,)n>0, entonces, condicionado en T < oo y Xp = i, (Xryn)n>0 €S
Markov(6;, P) e independiente de Xy, X1, ..., Xp.

Demostracion. Sea B un evento determinado por Xy, X1,..., X, entonces BN {T = m} estd
determinado por Xy, X1, ..., X, . Por la propiedad de Markov en el paso m

P({XT:jo,XT+1 :jl,...,XT_HL:jn}ﬂBﬂ{T:m}ﬂ{XT:i}):

= PZ(XO :j(]?‘)(l :j17~ . '7X'n, :]n)P(B‘T < OO,XT - Z)

15



7. Recurrencia y transitoriedad

Definicién 7.1. Sea una cadena (X,,)n>0 de Markov con la matriz de transicion P.

1. El estado i es recurrente si Pj(X, = i por infinitos n) = 1, es decir, vuelve al estado i
infinitamente.

11. El estado i es transitorio si Pi(X,, = i por infinitos n) = 0, es decir, pasa por el estado i
finitamente.

Definicion 7.2. Llamaremos el primer tiempo de llegada del estado i a la variable aleatoria
T;, Ti(w) = inf{n > 1: X, (w) = i}.

Observacién 7.3. Si no existe alguna n tales que X, (w) = i, es decir, {n > 1: X, (w) =i} =0
entonces inf () = oo.

Definicion 7.4. La r-ésima tiempo de llegada del estado 1, Ti(r), es

0 sir =20
Ti(r)(w) = Ti(w) sir=1
inf{n > TZ.(T)(w) +1: X, (w) =14} sir>1.

Definicion 7.5. Liamaremos la longitud de la r-ésima excursion al estado i como

{1"12(7") o T‘(T_l) si Tl-(r_l) < 00

7

s —
0 St Ti(r_l) = 00

)

Nos enfocamos en el estudio de esta longitud cuando analizamos la recurrencia y la transito-
riedad.

)

Lema 7.6. Sea r > 1 condicionado en T(Tfl)

i
cuando m < Ti(r_l) Yy

< 00, entonces S’i(r es independiente de los Xy,

P(S") = n|T" Y < o0) = Py(T; = n).

Demostracion. Aplicamos el Teorema la propiedad fuerte de Markov, con el tiempo de
llegada T = Tf_l. Es automatico de que Xr = ¢ cuando T < oco. Entonces, condicionado en
T < 00, (X74n)n>0 es Markov(d;, P) e independiente de Xy, X1, ..., Xr. Pero como

s — f{n>1: Xp;, =i}

(2

)

entonces SZ-(T es el primer tiempo de llegada de (X74,,)n>0 al estado i. [l

Definicion 7.7. Llamaremos el nimero de visitas al estado i, V;, si

Vi=> L,
n=0

La esperanza del numero de visitas es
Ei(Vi) = E-(Z 1{;«”:@) = > Ei(lx—y) = 2 PilXa =) = >_p}}".
n=0 n=0 n=0 n=0

16



Se suele calcular la distribucion de V; con P; en término de la probabilidad de retorno,

ﬂi:I%<T%<:OO)

Lema 7.8. P;(V; > r) = f parar =0,1,2,....

Demostracion. Observamos que si Xy = i entonces {V; > r} = {TZ-(T) < 00}

Si r = 0, entonces,
£ =BV > 0) = (1" < o0)

que es cierto por definicién. Suponemos inductivamente que es cierto para r, entonces veremos
si es cierto para r + 1
Pi(V; >r+1) =Py(T" ™ < o0)
= IP’i(TZ-(T) < ooy SZ-(TH) < 00)
=P;(S" < oo T < 00)Py(T") < o)
= fiff = 17
por el Lema Por tanto, por induccién, P;(V; > r) = fI' es cierto para todo r > 0. O

En el siguiente teorema obtenemos otra manera de determinar la recurrencia y la transito-
riedad de un estado.

Teorema 7.9. Se cumplen,

(n)

1. SiP;(T; < 00) =1 entonces el estado i es recurrente y y - p;; = 00.

1. Si Pi(T; < 00) < 1 entonces el estado i es transitorio y > o pl(in) < 00.
En particular, cada estado son tanto recurrentes como transitorios.
Demostracion. 1) Si f; = P;(T; < oo) = 1, entonces por el lema

P;i(V; = 00) = Tli')rgolf”i(vi >r)=1

ja que P;(V; > r) = Py(T; < o) = 1. Entonces, la probabilidad de visitar al estado i es 1. Por
tanto, el estado i es recurrente y

S = E(Vi) = 0.
n=0

IT) Si f; = P;(T; < o) < 1, entonces por el lema

1—f 1
= < 00.
1—fi

S =BV =S B(Vi> 1) =Y f = lim
n=0 r=0 r=0

r—oo 1 — f;
Ya que f; < 1. Entonces, como E;(V;) < oo, P;(V; = c0) = 0 y, por tanto, i es transitorio. [
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A continuacién veremos que la recurrencia y la transitoriedad tienen propiedades sobre las
clases de comunicacién.

Teorema 7.10. Sea C una clase de comunicacion, entonces todos los estados de C son recu-
rrentes o todos son transitorios.

Demostracion. Sean los estados i, j € C cualesquiera y suponemos que el estado i es transitorio.

(n) (m)

Entonces existen n,m > 0 con p;;” >0y p;; " > 0. Teniendo esto en cuenta,
(ntr+m) o (n) (r) (m)
Pii 2 Pij ' Pjj Pji

por tanto,

ZpJJ = (n) (m) Z G < oo

Pij Pji  r=0

aplicando el Teorema [7.9] con el estado i transitorio. Por tanto, por el Teorema j también es
transitorio. O

Gracias al Teorema podemos hablar de clases recurrentes o transitorios.

Teorema 7.11. Todas las clases recurrentes son cerradas.

Demostracion. Supongamos que la clase C no es cerrada, entonces existe 1 € C, j € Cym > 1
con

Como tenemos
P;({Xy, = j} N {X, =i para infinitos n}) =

implica que
P;(X,, = i para infinitos n) < 1

entonces i no es recurrente, y por el Teorema C tampoco es recurrente. [l

Teorema 7.12. Todas las clases cerrada finita es recurrente.

Demostracion. Supongamos la clase C es cerrada y finita y la cadena (X,),>0 empieza en C.
Entonces para algtin ¢ € C' tenemos

0 < P;(X,, = i para infinitos n) = P;(X,, = ¢ para algiun n)P;(X,, = ¢ para infinitos n)
aplicando Teorema la propiedad fuerte de Markov. Esto implica que
0 < P;(&X,, =i para infinitos n)

entonces i no es transitorio. Por tanto, aplicando el Teorema [7.9y el Teorema [7.10, C es recu-
rrente. |

Gracias al teorema anterior, podemos identificar rapidamente si una clase finita es recurrente
o transitorio.

18



Teorema 7.13. Supongamos P es irreductible y recurrente, entonces para todo j € I tenemos
P(Tj < o0) = 1.

Demostracion. Por la propiedad de Markov tenemos

P(Tj < 00) = > P(Xy = i)Py(T} < o0)
icl
entonces es suficiente ver si P;(T; < oo) = 1 para todo ¢ € I.

Escogemos una m tales que pl(;n) > (, entonces, por el Teorema tenemos

1 = P;(&X, = j para infinitos n) = P;(X,, = j para algunos n > m + 1)

= ZPj(Xn = j para algunos n > m + 1|&,, = k)P;(&X,, = k) = Z]Pk;(j—j] < oo)pg.zb)
kel kel

aplicando la propiedad de Markov en la tultima igualdad. Por tanto, P;(T; < oo) = 1, ya que
S pi) =1 0
kel Pjp~ = 1

19



8. Distribuciéon invariante

Durante el estudio de las cadenas de Markov podemos encontrar la nocion de la distribucién
invariante o medida invariante. Recordemos que una medida A es un vector (\; : i € I) no
negativas y decimos que \ es invariante si AP = A.

A continuacién veremos los términos de equilibrio y estacionario.

Teorema 8.1. Sea (X,,)n>0) una cadena de Markov(\, P) y suponemos que A es invariante para
P. Entonces, (Xmin)n>0) también es de Markov(\, P).

Demostracion. Por el Teorema [B.13] tenemos
P(Xy, = i) = (AP™)); = s, Vi,

Entonces, condicionado en X,y = ¢, Xp4nr1 es independiente de Xy, Xt1, - - ., Xmtn ¥ tienen
distribucioén (p;; : j € I). O

Este teorema nos explica los términos estacionario. El siguiente resultado nos explica los
términos de equilibrio.

(n)

Teorema 8.2. Sea I finito. Supongamos que para alguna i@ € I tales que p;

i~ T cuando
n — 00, Vj € I. Entonces m = (mj : j € I) es una distribucion invariante.

Demostracion. Tenemos

Somi=2 timrl) = Jim 3 ol =1

j€el jel jel
y
= lim ) = 1im > ppy = dim pl oy = Y mey
kel kel kel
donde usamos la finitud de I para justificar el cambio de la operacién limite con el sumatorio.
Por lo tanto, 7 es una distribucion invariante. O

Observacién 8.3. Este teorema no nos sirve para indicar la relacién entre las distribuciones
invariantes con la probabilidad de la n-ésima transicién.

Ejemplos 8.4. Consideremos una cadena de Markov de dos estados con la siguiente matriz de

transicion.
l—« laY
P
( g1 5>

Ignorando los casos triviales « = 8 =0y a = 8 = 1. Queremos ver a qué tiende P" cuand
n — oo.

Sea P"t! = P"P, entonces p( ntl) pgg),é’ + p&?)(l — «). Sabiendo que

pgg) —|—p§7ll) =P (X, =102)=1.
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(n)

Aislamos pj,’ y substituimos en la relacién anterior y obtenemos la siguiente relacién de recu-

(n)

. n
rrencia para p;;

+1
i = (1 =p)B+pl(1—a) = (1—a - B)pfy + 5
donde pg(i) = 1. Tiene una solucién tnica (ver preliminar sobre relacién de recurrencia de primer
orden)

o = O%ﬁ-f—a%‘_ﬁ(l—a—ﬁ)” sia+ /B3>0
1 1 sia+pB=0.

Como pg?) —I—pgg) =1

P = -5 - %50 —a=B)" sia+8>0
2 0 sia+p=0.

Andlogamente para calcular pgg) y obtenemos

[+ asl-a— B sia+f>0
- 1 sia+p=0.

Como pgf) + pgg) =1

m_ J1-3%5 -0 -a=p)" sia+B>0
0 sia+ 5 =0.

Por tanto, cuando n — oo

oy w1 _ (@ abs
n
Pr=1"0 T ) e T =
P21 Poo a+p a+p at+B  atB
ya que (1 —a— )" — 0 porque (1 —a — ) < 1. Entonces, por el Teorema la distribucién
(=2, %) tiene que ser invariante.

atpf’ at+p

Ejemplos 8.5. Consideremos la cadena de Markov (X},),>0 con el diagrama

y su matriz de transicion P

0 1

1
(1) 3
1o

NI=N= O



Para encontrar la distribucién invariante, 7, tiene que cumplir 7P = w. Es decir, resolver el
sistema de ecuaciones

771:%71'3 w3 =1
7T2:7T1+%7r2 = qmp =m3 =1
T3 = %Wg—k%ﬂ'g T = %t , donde t € R.

El sistema es compatible indeterminado. Pero, como 7 es una distribucién, tiene que satisfacer

w1 + my + 7wy = 1.

(S}
(S}

).

A continuacién veremos dos resultados que nos muestra que todas las matrices estocdsticas
irreducibles y recurrentes, P, tienen una tnica medida invariante positiva. Como cada fila de la
matriz P suman 1, entonces, por la existencia de un vector fila invariante visto en algebra lineal,
un vector de unos es un vector propio con valor propio 1. Por tanto, la matriz P debe tener una
fila de vector propio con valor propio 1.

9 9

U=

Por tanto, t = %, ym=(

Definicion 8.6. Para un estado k fijado, para cada estado i, el tiempo esperado pasado de

las visitas de i a k es
T—1

v =Ex Z 1ix,=iy-

n=0
Estamos contando las veces que pasan X, = i antes del primer tiempo de llegada T},.

Teorema 8.7. Sea P irreducible y recurrente. Entonces

1;

LAY
. v = (y¥:i€) tales que v*P = ~F;

1. 0 <~F < oo para todo i € I.

Demostracion. 1. Es trivial por la definicién del tiempo esperado pasado.

1. Sean los eventos {n < Ty} que dependen unicamente de Xp, X1,...,X,—1, donde n =
1,2,.... Entonces, por la propiedad de Markov para n — 1 tenemos

Pp(Xp1 =10, X, =jyn<Ty) =Pr(X1 =1iyn < Ti)piy

Como P es recurrente, tenemos 7Tj, < oo y Xy = X7, = k con probabilidad 1 en P;,. Por
tanto,

T 00 oo
W =Bk Y k=) = Br Y Lwamjynemy = ) Pe(Xn =y n < Tj)

n=1 n=1 n=1
—ZZPk X1 =0, X, =jyn<Tg) ZZP’“ X1 =1y n < Ty)pij
i€l n=1 i€l n=1
Tp—1
= ZPZJEk Z 1{Xm—z y m<Tp—1} — ZpZ]Ek Z ]—{Xm—z} - Zf)/z Dij-
el el i€l
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1. Como P es irreducible, por cada estado i existen n, m > 0 tales que pgz), p,iT) > 0. Entonces,

Wk > kT 5 0y kT < 4k = 1 por 1) y T0).
0

Teorema 8.8. Sean P irreducible y A\ una mesura invariante de P con A\, = 1. Entonces A > y*.
Si P es irreducible y recurrente, entonces obtenemos la iqualdad \ = ~*.

Demostracion. Para cada j € I tenemos

)‘j = Z )\ilpilj = Z >‘i1pi1j +pkj
el i £k

= Z AixDigir Pirj + (ij + Z pkhpilj)

i1,i27#k 117k

= > )\inpinin_l"'pilj‘f‘(pkj+zpki1pi1j+"'+ > pkin,lmpimphj).
itk ik i in1

Entonces cuando j # k tenemos

N 2PX =y T > 1) +Pp(Xo=5y T >2)+ -+ Pp(Xn =y Tk > n) =7}

cuando n — oo. Por tanto, A > ~.

Si P es recurrente, entonces v es invariante por el Teorema Por tanto, p = A\ — ~F

también es invariante y g > 0. Como P también es irreducible, dado ¢ € I, tenemos pgz) >0

para algin n, y 0 = pup = Ejel ujpﬁ) > uipgz). Por tanto, u; = 0. O

Recoredemos que un estado i es recurrente si

P;(X,, =i, por infinitos n) = 1

Pz(Tz < OO) =1
por el Teorema

Definicion 8.9. Un estado i es recurrente positiva si el tiempo de retorno esperado, m; =
Ei(T;) es finito.

Un estado recurrente que no cumple esta propiedad se les conocen como recurrente nulo.

Teorema 8.10. Sea P irreducible. Entonces son equivalente,

1. Todos los estados son recurrentes positivas;
1. algun estado i es recurrente positiva;

1. P tiene una distribucion invariante, w. Ademds, cuando cumple III) tenemos m; = %, Vi.
1

23



Demostracion. 1) = 1I) es trivial.

IT) = III) Si el estado i es recurrente positiva, i también es recurrente, entonces P es recu-
rrente. Por el Teorema ~* es invariante. Pero

Z'y;-:mi<oo

jel

o P .
por tanto, m; = .~ se define como una distribucién invariante.

%

IIT) = I) Escojamos un estado k cualesquiera. Como P es irreducible y > . ; m; = 1 tenemos
Tl = Zmpl(.z) >0
el

para alguna n. Definamos \; = 7’:—; Entonces A es una mesura invariante con Az = 1. Por tanto,
por el Teorema A > ¥, Por ende,

my = E b < E — = — <0 8.1
k . Vi = . - - ( )
el el
y el estado k es recurrente positiva.

Si P también es recurrente, entonces A = v* y la desigualdad de seria una igualdad. [
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9. Convergencia al equilibrio

A continuacién veremos cémo es el comportamiento de los limites de la probabilidad transi-

toria, pg}), cuando n — oo. Por el teorema si hay el espacio de estados es finito y para algin

estado i existe el limite para todo estado j, entonces este debe ser una distribucién invariante.
Pero el limite no siempre existe.

Ejemplos 9.1. Consideremos una cadena de dos estados con la siguiente matriz de transicion.
0 1
(0 ).
o (0 1\ /0 1\ (1 0\
P‘<10 10)=\o 1)1

Entonces P?" = I; y P>"*! = P para todo n. Por lo tanto, pg.l) no converge para todo ¢, j.

Observamos que

(n)

Definicion 9.2. Un estado i es aperiddico sip;;” > 0 para todo n suficientemente grande.

Lema 9.3. Supogamos que P es irreducible y tiene un estado i aperiddico. Entonces, para todo

los estados j y k, pgz) > 0 para todo n suficientemente grande. En particular, todos los estados
son aperiodicos.

Demostracion. Existen r,s > 0 con p§g) >0y pgz) > 0. Entonces

P = p el > 0

para todo n suficientemente grande. O

A continuacién nos encontraremos con dos teoremas tales que usaremos el argumento de
aparejamiento para demostrarlos.

Teorema 9.4 (Convergencia al equilibrio). Sea P irreducible, aperiddico y tiene una distribucion
invariante w. Sea A una distribucion cualesquiera.

Supongamos que (Xy,)n>0 es Markov(\, P), entonces
P(X, = j) — 7, cuando n — oo para todo j.

((n)

En particular, D T cuando n — oo para todo i, j.

Demostracion. Aplicaremos el argumento de pareja.

Sea (Vn)n>0 Markov(m, P) e independiente de (X),),>0. Fijando un estado b de referencia y
considerando el conjunto
T=if{n>1:X,=Y,=>}
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Paso 1. Veremos si P(T' < co0) = 1.

Sea W,, = (X, V) una cadena de Markov en Iz con probabilidad de transicién
D(ik)(j,l) = PijPkl
y con distribucién inicial

(i k) = NiTk-

Como P es aperiddica, para todo 1, j, k estados tenemos

~(n) _ (n), (n)
PGy = Pik P >0

para todo n suficientemente grande. Entonces, P es irreducible y también tiene una dis-
tribucién invariante
T(ik) = TiTk-

Por lo tanto, por el Teorema P es recurrente positiva. Pero T es el primer tiempo de
llegada de W, a (b,b), entonces, por el Teorema P(T < o0) =1.

Paso 2. Consideremos el proceso

X, sin<T
Z, = ]
YV, sin>T

Veremos si (Z,,)n>0 es Markov(\, P).

Aplicando la propiedad fuerte de Markov a (Wh)n>0 en el tiempo T, tenemos que la cadena
(Xpin, yT+n)n20 es Markov(é(@b), P) e independiente de (Xp, Vo), (X1, 1), ..., (X, Vr).
Por simetria, podemos reeemplazar el proceso (X74rn, Yr4n)n>0 PO (V14n, X14n)n>0 tales
que ambos son de Markov(d p), P) y mantienen la independencia con (Xo, Jo), (X1, V1), . . .,
(X7, Vr).

Por lo tanto, W), = (2, Z],) es Markov(u, P) tales que

, Vp sin<T
Zn = .
X, sin>T.
En particular, (Z,)n>0 es Markov(A.P).
Paso 3. Tenemos
P(Zpn=j)=PXn=jyn<T)+PVn=jyn=T)

entonces
‘P(Xn :]) - Wj’ = |P(Zn :]) _P(yn :])’
=PXy=jyn<T)—PQp=jyn<T)|<Pn<T)

y P(n < T) — 0 cuando n — oo.
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Ahora veremos casos que excluimos en el dltimo teorema, es decir, cuando (X),)n>0 €s pe-
riédico, transitorio o recurrente nulo.

Teorema 9.5. Sea P irreducible, consideremos un entero d > 1 y una particion
I=CouCiU---UCy_
tales que (teniendo en cuenta que Cpgyr = C)

I. pg?) > 0 solo sii € Cp yj € Cryn para alguna r;

(nd)

1. p;; ~ >0 para todo n suficientemente grande, para todo i,j € C. y para todo .

Demostracion. Fijamos el estado k y consideramos el conjunto S = {n > 0: p,(;li) > 0}. Escoge-

mos ni, Ny € S con ni < ng tales que d := ny — ny sea lo mas pequeno posible.

Notacion 9.6. := es una igualdad por definicion.
Definamos

Cr={iel: p,(gdH) > 0 para alguna n > 0}

parar =0,1,...,d — 1. Entonces Co UCj U---UCy_1 = I, por irreductibilidad.

Ademss, si p,&?dﬂ) >0y p,(gdH) > 0 para alguna r, s € {0,1,...,d— 1}, entonces, escogiendo
un m > 0 tales que pE;n) > 0 tenemos pl(;,?dJan) >0y plg?dJrer”) > 0. Esto implica que r = s

por la minimalidad de d. Por tanto, obtenemos la particién.

I. Supongamos que pgl) ei € C. Escogemos una m tales que pl(CTdJrr) > (, entonces pgfdjLHn) >
0. Esto implica que j € Cy 4y, como queriamos.
Si i = j =k, veremos que d debe dividir a cada elemento de S. En particular, a n;.

Sea nd > n?, podemos escribir nd = qnj +r para los enteros ¢ > ny y 0 < r < nj — 1. Como
d divide a np, tendremos r = md para algin entero m. Entonces, nd = (¢ — m)n; + mnao.

Por tanto,

nd n —m n2)\m
P;E;k ) > (pl(gkjl))(q )(pi(ckf)) >0

y por lo tanto, nd € S.
I1. Sean i,j € C,, escogemos m; y my tales que pl(;nl) >0y p,(gz) > 0, entonces

(m14+nd+mg) (m1) (nd) (m2)
. Y2y Dk Py >0
cuando nd > n?. Como mj + ms tiene que ser un miltiplo de d, obtenemos el resultado.

O
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Llamaremos d como el periodo de la matriz de transicion P. El teorema anterior nos muestra
que para todo i € I tales que d es el mdximo comun divisor del conjunto {n > 0 : pgf ) > 0}.
Esto nos sera ttil para identificar la d.

Por tdltimo, tenemos una descripcién completa del comportamiento del limite para cadenas
irreducibles. Esto generaliza el teorema[9.4 en dos aspectos, ya que no requiere ni aperiocidad ni
existencia de una distribucion invariante. Para el caso de la recurrencia nula usamos el argumento
descubierto por B. Fristedt y L. Gray.

Teorema 9.7. Sea P irreducible de periodo d y sean Cy,C1,...,Cq_1 particiones obtenidas por
el teorema (9.5 Sea A una distribucion tales que ) ;.o A = 1. Supongamos que (Xn)n>o0 es
Markov(\, P). Entonces para r =0,1,...,d —1 tenemos

d
P(X,gir =37) = —, sin — o0
mj
donde m; es el tiempo de retorno esperado al estado j. En particular, para i € Co y j € C,

tenemos

d d .
E?+r)—>—, i m — 00

m;
Demostracion. Paso 1. Solo nos centramos en los casos aperiddicos.

Sea v = AP", entonces por el teorema [9.5] tenemos

Sea YV, = Xpa4r entonces (Y )n>0 es Markov (A, P%) y, por el teorema P? es irreducible
y aperiédico en C,. Para j € C,, el tiempo de retorno esperado de (Y, )n>0 al estado j es
%. Entonces, si el teorema se cumple para los casos aperiddicos, esto implica que

. . d |
]P)(Xnd—i—r :]) = ]P)(yn = ]) — E, S1 n — 00
J

por lo tanto, el teorema se cumpliria en general.

Paso 2. Supongamos que P es aperidédico. Si P es recurrente positiva, entonces mi = 7j,
donde 7 es la unica distribucién invariante. En consecuencia, se obtiene el resultado por
el teorema De lo contrario, m; = oo y tendremos que demostrar que

P(X, =7) — 0,sin — .

Si P fuera transitorio seria facil y lo dejarfamos en el caso de recurrencia nula.

Paso 3. Supongamos que P es aperiddico y de recurrencia nula. Entonces
o
Y BT > k) = Ej(T)) = oc.
k=0

Dado € > 0, escogemos un K tales que



Entonces, paran > K — 1

n

1> Z PXy=jyXnF#jparam=k+1,...,n)

k=n—K+1
n
= S P = BT > n— k)
k=n—K+1
K-1
=D P(Xy =J)P;(T; > k)
k=0

entonces tenemos P(X,,_p = j) < § para alguna k € {0,1,..., K —1}.

Volveremos a usar el argumento de aparejamiento que habifamos aplicado en la demos-
tracién del teorema Solo que ahora (YV,)n>0 es Markov(u, P), donde p es escogido
més adelante. Sea W,, = (X,,V,). Como antes, la aperiocidad de (&X,),>0 asegura la
irreductibilidad de (W,)n>0.

Si (X,)n>0 es transitorio, entonces, tomando p = A, obtenemos
P(X, = j)? = POW, = (4,4)) — 0, como queriamos.

Supongamos que (W,)n>0 es recurrente. Entonces, por el teorema tenemos P(T <
o0) =1y con el argumento de aparejamiento tenemos

IP(Xy =) = P(Vn =j)| = 0, sin — <.

Obtenemos esta convergencia tomando p = AP* para k =1,..., K — 1, tales que P()),, =
j) =P(X,1r = j). Podemos encontrar N tales que

. . €
P(Xn = ) ~ Bk = ) < 5
paran>Nyk=1,..., K —1.

Pero para cualquier n podemos encontrar una k € {0,1,..., K — 1} tales que P(X,, 1 =
J) < 5. Por lo tanto, para n > N

Como € > 0 era arbitrario,

como queriamos.
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10. Inversién del tiempo

Para las cadenas de Markov, tanto el pasado como el futuro son independientes del presente.
Esto también lo podemos apreciar en el tiempo. A continuacién veremos cadenas de Markov con
el tiempo corriendo hacia atras.

Teorema 10.1. Sea P irreducible y tiene una distribucidn invariante w. Supongamos que (Xp)o<n<n
es Markov(m, P) y consideremos YV, = Xn_p. Entonces, (Vn)o<n<n €S Markov(ﬂ,ﬁ), donde
P= (pij) estd definido por

TiPji = TiPij, para todo i, j.

y P también es irreducible con distribucion invariante .

Demostracion. Primero veremos si P es una matriz estocastica.
N 1
E pji = — § mipij = 1
jeI J jer
ya que 7 es invariante para P. Por tanto, P es estocdstica. Ahora miramos si 7 es invariante
para P.
E TiPji = E TiPij = T E Dij = T
j€el Jel Jel
yva que P es una matriz estocastica. Por tanto, 7 es invariante para P.

Después, veremos si (Vp)o<n<n es Markov(r, ]3)

Sea
P(Yo =io, V1 =i1,..., YN =in) =P(Xp =in, X1 =in_1,..., XN = ip)

= MinPinin_1 " Pivio = TioPinin_1 """ Divio-
Por el teorema (Vn)o<n<n es Markov(, ]3)

Por ultimo, como P es irreducible, para cada par de estado i, j hay una cadena de estados

10 = %01, .-,0n—1,% = J COL Piyiy ** " Pi,,_1i, > 0. Entonces
~ ~ TioPigi1 * * " Pin_1in
Dinin_1 " Pivip = > 0.
7T2'n
Por lo tanto, P también es irreducible. [l

Definicion 10.2. Una matriz estocdstica P y una medida A estan en equilibrio detallado si
AiDij = \jpji, para todo i, j.
Lema 10.3. Si P y A estdn en equilibrio detallado, entonces A es invariante para P.

Demostracion. Tenemos

(AP); = Z Ajpji = Z Apij = A

jel jeI
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Definicién 10.4. Sea (X,,)n>0 Markov(\, P), con P irreducible. (X,,)n>0 es reversible si para
todo N > 1, (XN_pn)o<n<N también es Markov(\, P).

Teorema 10.5. Sea P una matriz estocdstica y irreducible y sea A una distribucion. Supongamos
que (Xp)n>0 es Markov(\, P). Entoces son equivalentes,

I. (Xn)n>0 es reversible;

1. Py A estdn en equilibrio detallado.

Demostracion. Tanto I como II implica que A sea invariante para P. Entonces I y II equivalen a
que P = P por el teorema [l

Ejemplos 10.6. Consideremos una cadena de Markov con el siguiente diagrama

Su matriz de transicion es

0 2/3 1/3
P=11/3 0 2/3
2/3 1/3 0

y ™ = (1/3,1/3,1/3) es invariante. Observamos que la matriz de transicién P es irreducible
porque la tnica clase cerrada es I. Como
~ T3 Pij .o
Dji = iPij _ pij, Para todo i, j
Ty

ya que m; = 1/3 para i = 1,2, 3. Entonces, P= PT  la transpuesta de P. Pero P no es simétrica.
Por lo tanto, P # P y esta cadena no es reversible.

Ejemplos 10.7. Consideremos una cadena de Markov con el siguiente diagrama
_______ : i )
O ) e O e O e e & )

donde 0 < p=1— g < 1. Observamos que, como en el ejemplo anterior, la matriz de transiciéon
P es irreducible, ya que la tnica clase cerrada es I.

Sea A una medida que esta en equilibrio detallado con P y satisface
AiPii+1 = Nit1Dit1,, para i =0,1,..., M — 1. (10.1)

La ecuacién (10.1]) es una relacién de recurrencia de primer grado, donde su solucién es

Piji+1 D P\ 2 py i+l
)\’i+1 = 1,2+ )\’L = 7)\1 = <7) )\ifl — .. = <,) )\0‘
Pi+1, q q q
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Por tanto,

A= ((5)i:i20,1,...,M),donde Ao = 1.

Y podemos normalizar esta medida para que sea una distribucién en equilibrio detallado con P.
Por tanto, esta cadena es reversible.
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11. Teorema ergddico

El teorema ergddico esta relacionado con los comportamientos de los limites de los promedios
a lo largo del tiempo. A continuacién veremos cémo el teorema identifica, para cadenas de
Makorv, la proporcién a largo plazo del tiempo pasado en cada estado. También veremos una
herramienta sobre el teorema para las variables aleatorias independientes, que es una versién de
la Ley fuerte de los grandes ntimeros.

Teorema 11.1 (Ley fuerte de los grandes ntimeros). Sea Vi, Vs, ... una sucesion de variables
aleatorias independientes, idénticamente distribuido y no negativos con E(Y1) = u. Entonces

[P’(yl + n +Vn

— W, sin—>oo):1.

Demostracion. Para el caso p < 0o, tenemos la demostracion en Probability with martigales de
David Willians (Cambridg Univerity Press, 1991).
Si u = oco. Fijamos una N < oo y sea yr(LN) = Yn A N, entonces
N N
VitttV N+ WD
n B n

—EQ1AN),sin— oo
con probabilidad 1. Si
N —=o0o=EM AN)—=pu

por la convergencia mondtona (ver seccién 6.4 del [I]). Por lo tanto, obtenemos

y1++yn
n

con probabilidad 1. O

— 00, Sin — o0

Definicién 11.2. Sea V;(n) el nimero de las veces que visita al estado i antes del paso n y

n—1
Vi(n) =Y 1x—iy-
k=0

vi(n) Ny . .
Entonces == es la proporcion del tiempo gastado antes del paso n en el estado i.
A continuacién, veremos los resultados obtenidos de la proporcion del tiempo gastados a

largo plazo por una cadena de Markov en cada estado.

Teorema 11.3 (Teorema ergddico). Sea P irreducible y A una distribucion cualesquiera. Si
(Xn)n>0 es Markou(\, P) entonces

i r
P(V(n) — —, 81n— oo) =1.
n m;

Donde m; = E;(T;) es el tiempo de retorno esperado en el estado i. Ademds, en el caso de la
recurrencia positiva, cualquiera funcion acotada f : I — R tendremos

n—1

P(%Zf()(k) — f, sin—>oo) =1.

k=0
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Donde

f= Z 7 fi-
Y (m;:i € 1) es la unica distribucion invariante.

Demostracion. Si P fuera transitorio, entonces, teniendo probabilidad 1, el ntimero total V; de
visitas al estado i es finito. Por tanto,

Vi(n)

n

> —0=—.

3|
—

Recordemos que V; =Y 1ix,—i}-

Supongamos ahora que P es recurrente. Fijamos un estado i. Para T' = T;, tenemos P(T <
o) =1, por el teorema También tenemos que (X,),>0 es Markov(d;, P) e independiente de
Xy, - .., X por la propiedad fuerte de Markov. La proporcion a largo plazo del tiempo pasado
en el estado i es la misma tanto para (Xryp)p>0 como para (X,),>0, entonces es suficiente
considerar el caso A = 6;.

)

es la distancia de la r - ésima excursién al estado i. Por el Lemam las

variables aleatorias no negativa SZ-(l), S»(Q), ... son independientes e idénticamente distribuidos

con Ei(Si(r)) = m;. Ahora,

Recordemos que SZ-(T

S™ g gV <

Donde la parte izquierda de la desigualdad es el tiempo de la iltima visita al estado i antes del
paso n. También tenemos
Si(n) NI Si(Vi(n)) > n.

Donde la parte izquierda de la desigualdad es la udltima visita al estado i antes del paso n — 1.
Por lo tanto,

SO 4O iy g0y g
Vi(n) ~ Viln) T Vi(n) — Vi(n) '

Entonces, por el teorema [11.1

(11.1)

)

P(Si(l) 4o+ 5™
n
y, como P es recurrente,
P(Vi(n) — oo, sin — o00) = 1.

Entonces, cuando n — oo en tenemos

Vi(n) —>i, sin—>oo> = 1.
n my

n
P( —>m,~,sin—>oo>:1:>IP’<
Vi(n)
Supongamos ahora que (X),),>0 tiene una distribucién invariante (m; : ¢ € I). Sea f : I - R
una funcién acotada y supongamos que, sin pérdida de generalidad, |f| > 1. Entonces, para
cualquier J C I tenemos,

13 | ha Vi(n)
DWLIE BT wy B (CLE e
k=0 k=0 el el
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Vi(n) Vi(n)
< E e . § N
= < n 7Tz> ‘fz‘ < : n mi| <
i€l i€l
ya que |f] <1,
Vi(n) Vi(n) Vi(n) Vi(n)
< SN SN JWNY _
> 5 n | + E n | < 5 n i 5 n 75
ieJ iZJ ieJ iZJ
Vi(n) Z
<2 E — T .
= n | + 2 : v
i€J iZJ

Como habiamos demostrado que

Vi
]P( i(n) — m;, si n — oo para todo i) =1.
n

Entonces, dado € > 0 y escogemos un conjunto J finito tales que
Sr<
, T4

y sea N = N(w) tales que, para n > N(w),

Z Vi(n) o £
} n |4
ieJ

Por lo tanto, para n > N(w), tenemos

1 - Vi(n) € €

EZf(Xk)—f §QZ . —Wi+22wi<21+21:e.

k=0 1€J i€J

que establece la condicion de convergencia. O

Consideremos ahora el problema estadistico de estimacién de una matriz transitiva P desco-
nocida en base de las observaciones de la correspondiente cadena de Markov.

Consideremos, para empezar, el caso donde tenemos N + 1 observaciones (X,)o<n<n. La
funcidén log - verosimilitud dado por

[(P) = log(APxo, -~ Py ) = Y, Nijlog(pij).
ijel
Donde N;; es el niimero de transiciones del estado i a j.

Un procedimiento estadistico estdndar para encontrar el maximo verosimilitud estimado P
es la elecciéon de P maximizando [(P). Como P debe cumplir la restriccién lineal

ZPU =1, para cada i.
J
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Primero maximizamos
I(P) + Z HiDij
1,7€1
y luego escogemos (y; : i € I) para que cumpla las restricciones. Esto es el método de multipli-
cadores de Lagrange.

Entonces obtendremos

N—-1 N-1
pij = Z 1{Xn=i7?€n+1=j}/ Z Lix,=iy

n=0 n=0

que es la proporcién de saltos del estado i que va al estado j.
Ahora pasamos a ver la consistencia de este tipo de estimacion. Esto es para decir que
Dij = pij

con probabilidad 1 si N — oco. Como esto no se cumple cuando i es transitorio, modificaremos
ligeramente el enfoque.

Tengamos en cuenta que para buscar p;; solo hay que maximizar

> Nijlog(pij)

jeI

Zpij =1.
J

Los demés términos y restricciones son irrelevantes.

sujeto a

Supongamos, entonces, que en lugar de N + 1 observaciones, hacemos todas las observaciones
necesarias para asegurar que la cadena sale del estado i en un total de N veces. En el caso
transitorio, esto puede implicar a reiniciar la cadena varias veces.

Para maximizar la verosimilitud del (p;; : jinl), también maximizamos

> Nijlog(pij)

jel

sz'j =1
J

Lo que implica a maximizar la verosimilitud estimada
Ny,
N

sujeto a

Dij =

Pero N;; = Y1 +--- + VN, donde

1 sila n-ésima transicién va del estado i a j;
Yn = .
0 sino.

Por la propiedad fuerte de Markovm ), --- , YV son variables aleatorias independientes e idénti-
camente distribuidos con media igual a p;;. Entonces, por el teorema m

]P’(]/?\Z] —)pij,SiN—>OO:1.

Esto demuestra que p;; es consistente.
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12. Aplicaciones

En esta seccién nos concentramos en ver el problema de la ruina del jugador con diversas
estrategias. Primero lo haremos a nivel general, luego lo aplicamos en un ejemplo real.

12.1. El problema de la ruina del jugador

Supongamos que un jugador entra en un casino con i euros. En cada apuesta, se apuesta 1
euro. Si gana, obtiene 1 euro y recupera el euro apostado. Definamos I como el espacio de los
estados, que representa la fortuna del jugador. En cada apuesta o ronda tiene p probabilidad de

ganar y q probabilidad de perder.

Por tanto, tendremos una cadena de Markov con el siguiente diagrama:

donde 0 < p =1 — g < 1. Las probabilidades de transiciéon son:

Poo = 1
Dii—1 = q,Pii+1 = p, para todoi >0 .

Observamos que la clase {0} es la unica clase cerrada y es absorbente.

Entonces, el juego terminara si el jugador se queda sin dinero. Pero, ;Cudl es la probabilidad

de que ocurra?

Sea
hl{o} =P;(ira0)y ki{o} = E;(tiempo en llegar a 0)

Entonces, por el teorema h es la solucién minimal no negativa de

ho =1;
hi; = ph;11 + qh;—1, para todo ¢ > 0.

Vamos a resolver la relacién de recurrencia h; = phjy1+qh;—1. Visto en el preliminar, tenfamos
resuelto las relaciones de recurrencia de segundo grado a nivel general. Entonces, tomando a = p,

b=—-1yc=q

p)\2f)\+q:0
)\_I:I:\/l—llpq_lzl: 1—4(1—-p)p 1E£/1—-4dp+p* 1£/(2p—1)2
a 2p B 2p B 2p B 2p
1+(2p—1) {/\:1
- Iy lp g
2p T p T p
Entonces,
. qi qi
hi:A1’+B(7) :A+B(7) (12.1)
P P
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es la solucién de la recurrencia, donde A, B se obtiene resolviendo el sistema de ecuacién

=
h1:A+%B h1:A+%B

Veremos los casos que depende de los valores de p, q.

Si p < g, entonces ¢/p > 1. Como tenemos la restriccién 0 < h; < 1, esto obliga a B = 0.
Por tanto h; = 1 para todo i.

Si p > ¢, entonces tenemos una familia de soluciones

}”:A+l%zy:fH41—AmiY:(2Y+A(1—Bcoj

teniendo en cuenta que hg =1 = A+ B. Como la solucién h es no negativa, A > 0. Y por
la condicién de la minima, A tiene que ser 0. Por tanto,

i
h; = <g> , para todo i > 0.
p

Por dltimo, si p = ¢, entonces tenemos la relacién de recurrencia
h; = A+ Bi.

Como tenemos la restriccion 0 < h; < 1, esto obliga a B = 0. Por tanto h; = 1 para todo
i.

Como resultado, el jugador siempre acabara arruinado, a no ser que encuentre un juego que
haya maés probabilidad de ganar que de perder. Si no acaba arruinado, entonces la cadena nunca
acabaria.

Ahora vamos a calcular el tiempo medio de acabar arruinado. Por el teorema tenemos

k‘o = 0;
ki =1+ pkiy1 + qk;—1 para todo ¢ > 0.

Tenemos una relacién de recurrencia lineal de orden 2 no homogénea. La solucion de esta
recurrencia es la suma de la solucién de la recurrencia homogénea més el caso particular,

k; = k;wmoge”ea 4 pParticular = hara todo i > 0.

Por la ecuacién general la solucién homogénea es

k?omogénea — A+ B (;)z

La solucion particular debe ser un constante, ya que 1 es un constante. Supongamos que k; = C
es la solucién particular, donde C es un constante cualquiera, entonces

C=pC+q¢qC+1=0=-C+(p+¢)C+1=0=-C+C+1=0=1
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ya que p = 1 — ¢g. Como no funciona, supongamos ahora que k; = C'%, entonces

c@:p(O(¢+1))+q(C(¢—1))+1;»c¢(1—p—q)+0(q—p):1:»0:qlp.

Por tanto, la solucion general es

; i
ki = S + A+ B(g> , para todo ¢ > 0, con pardametros A, B (12.2)
q—D p

Como kg = 0, tenemos kg = 0 = A+ B = A = —B. Por tanto, tenemos una familia de

soluciones ) ,

(]

ki = ! —i—B((g) —1),paratodoi20.
q—7p p

Por tanto, no podemos calcular con exactitud el tiempo medio de llegar al estado O.

Ahora supongamos que el jugador se irda del casino cuando obtiene N euros o cuando se
arruine. Entonces tenemos la siguiente cadena de Markov con su respectivo diagrama:

O O = o@ [ () L)

q

Las probabilidades de transicién son:

Poo = PNN = 1;
Pii+1 = D;Pii—1 = (4

parai=1,2,3,...,N -1, N.
1. La distribucién inicial es (0,...,0,1,0,...,0) en la i-ésima posicién, que representa el dinero
que tiene el jugador.
1. {0} y {IV} son las tnicas clases cerradas. Ademads, también son estados absorbentes.
ur. I —{0,1} es una clase no cerrada.
1v. La cadena no es irreducible, ya que I no es la tnica clase cerrada.

v. Como P(T; = oo| Xy = i) < 1, el estado i es transitorio. Por tanto, la clase I — {0,1} es
transitoria, puesto que, i € I — {0,1}.

VI. La cadena tiene estados transitorios y absorbentes, entonces no puede ser ergética.

VvII. Distribucién invariante: veremos si existe una distribucién v tales que vP = v, entonces
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VIII.

tenemos el siguiente sistema de ecuaciones:

(Uo +qu1 = 1o
qu2 = U1

pv1 + qug = V2
pv2 + qU4 = U3

PUi—1 + quito =v; paratodot=2,3,...,N —2

PUN—2 = UN-1
PUN—_1 +UN = UN

\ZnNzo op =1
Notamos que v; = v = -+ = vy_1 = 0. Por tanto, tenemos
vo +ouy = 1.
Entonces, las distribuciones (vg,0,...,0,v5y = 1 — vg) son invariantes, con 0 < vy < 1.

Por tanto, tenemos infinitas distribuciones invariantes. Esto es consecuencia de tener dos
estados absorbentes.

Probabilidad de absorcién: Primero calculamos la probabilidad de llegar al estado de ab-
sorcién 0 empezando por el estado i. Aplicaremos el teorema [5.7}

ho=1
hny =0
hi =phiy1 +qhi—1 si0<i< N —1.

Comop=1—qg=p+q=1, entonces
hi = (p+ @)hi = phi + qh; = phi+1 + qhi—1 = p(hit1 — hi) = q(h; — hi—1)
= hiy1 —hi = %(hi — hi—1).

Supongamos que p # ¢, entonces teniendo en cuenta la condicién anterior
q\i—1
hi — hi_1 = (5) (h1 — ho).

Por tanto
hi—hi =Y hj—hj 1= (12.3)
j=2

Como hy =0y hg =1, tenemos

hy —hy = —hy = (hy — 1) 22"
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Es una ecuacion de primer grado, con h; de incégnita. Por tanto,

-
-7 L (N
h‘l_ 2_(1)N = 1_(g)]\['
1+ p _Pg P
p
Substituyendo este valor en la ecuacién tenemos
4 (2yi 2_(2)N 1_<1)N Q_(Q)i
RS TN S LA R L Y
1_5 1‘(5) 1_(5) 1_5
q _ (2\N g _ (9\N _ a\YN\ 4 _ (q\i
_ 1§ L G =1+ 5 ()
= =" -1

Y 1Y T =Y

-@Y - (@ -@Y
1

Por tanto, la probabilidad de arruinarse empezando con 7 euros es

3 - @Y

hi = (12.4)

Ahora solo nos falta ver la probabilidad de obtener N euros empezando con i euros. La
resolucién del problema es andloga del caso anterior, pero con hy =1y hg = 0. Por tanto,
solo hay que cambiar los papeles de q y p

Se puede comprobar que

Por tanto, el juego tiene un fin y acabarda en uno de los dos estados absorbentes. Estos
resultados lo podemos ver con més detalle en [2] de las referencias.

Supongamos ahora que p = ¢. Entonces p = ¢ = 1/2. Como antes, vamos a calcular primero
la probabilidad de arruinarse. Teniendo en cuenta que

hi—hi =3 (;)"1@1 ~ ho) = (i — 1)(h1 — ho).

n=2

Entonces, como hy =0y hg =1,

N -1
hN—hlz(N—l)(hl—ho)j—hl:(N—l)(hl—l)ihlzT.
Por tanto,
o N-1 , N-1 . N—-14+G-1)(-1) N—i _ i
hi = bt (=) (i —1) = S (1) (S 1) = . =St =1



Y obtenemos, como antes, la probabilidad de llegar a tener N euros cambiando 7 por N —1¢

N —i 7
ha N N
Volvemos a observar que ' '
i i
1——=+—==1.
N + N

Por tanto, el juego también acabara en uno de los estados absorbentes.

1X. Tiempo medio de absorcién: Vamos a averiguar cudntas rondas necesita la cadena para
llegar al estado de absorcién 0 o N. Aplicaremos el teorema [5.9

ko = kn = 0;
ki =1+ pkiy1+qki—1 si0<i< N -1

Esta recurrencia lo habiamos visto antes, pero esta vez tenemos dos condiciones iniciales
ko = kny = 0, entonces aplicando estas condiciones en la ecuacion y suponiendo que

P#q

ko=0=A+DB B A
hv=0= 2 4 A+ BN, T a-n0=-ONT T a-na-OY
entonces, '
L a\*
i e R S R I R e E IR ()
i N 1=
Cq-p (g-p)1- (DN
Por tanto,

i N 1-()

¢—p (¢—p)1— (DN
es el tiempo medio de acabar el juego empezando con i euros. Ahora supongamos que p = ¢,
entonces p = q = % y tenemos la siguiente recurrencia

k;

ko = kn = 0;
ki =14 kiy1+3kiop si0<i<N-—1.

i
no soluciones, supongamos que la solucién particular es k; = C'i~.

Sabemos que jpilomogénea _ 4 4 1B, por la soluciéon general Como k; =C vy k; =Cli

1 1
CF:1+§C@+1P+§C@—U%$CF:1+CW+J%¢C:—L

Por tanto,
ki=A+iB— i’
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como kg =ky =0

kh=0=A N A=0
kxn=0=A+ NB — N? B =N.
Entonces el tiempo medio de terminar el juego empezando con i euros es

ki:iN—iQ, para todo 0 <7 < N.

12.2. El problema de la ruina del jugador sobre la ruleta

La ruleta es uno de los juegos de azar méas comunes en los casinos. En la ruleta hay 37
nimeros, de 0 hasta 36. El 0 es de color verde y hay 18 nimeros que son rojos y otros 18 son
negros. En esta seccién inicamente tenemos en cuenta en las apuestas por el color, la paridad
(el 0 no es ni par ni impar) y si el nimero esta entre 1 — 18 o 19 — 36. Todas ellas tienen %
probabilidad de perder y 3 8 de ganar obteniendo un premio de 1 x 1. Es decir, por cada euro

apostado, gana un euro y recupera el dinero apostado.

> .
({l«ll}l(/.m

Vemos que si empieza a partir de 6 euros, la probabilidad de arruinarse es menor que 50 % y
el tiempo medio de acabar arruinado u obteniendo 10 euros son 18 rondas (ver anexo |A.2)).

Observacién 12.1. 1. h; decrece cuando aumentamos %, es decir, la probabilidad de arrui-
narse es menor cuando el jugador tiene mucho dinero. Sobre todo cuando se acerca a N, ya
que la probabilidad de obtener N euros es elevada y se iria del casino antes de arruinarse.

ki = ﬁ (qu) T (( ));V =37 — 3TN ((19))N, para i € [0, N]. Notamos que si aumentamos

la fortuna del Jugador aumenta el tlempo medio de acabar el juego, pero llega un momento
donde empieza a decrecer, ya que se acerca a N (ver anexo [A.2]).
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1. La matriz de transicién para N =9 es

coococo oo oYz
cCo oo oo oYz o o
oo oo o oYzoYr o
oo oo ol oY o o
oo o oYpgoYro o o
o o oY goYro o oo
o oY oYro o o o o

oY oY ro o o o oo
coYroocoococ o oo
—Yro coocococo oo

Supongamos que empezamos con 6 euros, entonces la distribucién inicial seria

A=(0 00000100 0).

Vamos a calcular las distribuciones AP™ para saber qué probabilidad hay de estar en los
estados después de n rondas. Para realizar estos calculos, usaremos el segundo codigo del

anexo [A1l

La grafica que veremos a continuacion es el resultado de las distribuciones AP", para 1 <

n < 100.

Empezar con 6€

0.40 Hht

Al

Frobablilidad

0,10 |
0,00 -1
"""M’P TP H S

MNimero de rondas jugadas

W Estado 0 mEstado 1
Estado 5 m Estado 6

Observacion 12.2.

&@@94@@@@4@#@@&

|

Estado 2 m Estado 3 mEstado 4
Estado 7 mEstado 8

I. La probabilidad de ganar 9 euros es cada vez mayor cuando aumenta el nimero de

rondas jugadas.

11. Si el nimero de rondas jugadas tiende a infinito, independientemente de la distribuciéon
inicial, acabarfa en el estado 0 0 9, ya que son estados absorbentes (ver las graﬁcas

[A4][A 5] [A6][A.7][A§][A.9] del anexo).
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A. Anexo

A.1. Codigos en C++

Cdédigo para calcular las probabilidades y el tiempo medio de absorcién

#include <math.h>
#include <fstream>
#include <stdlib .h>
#include <stdio.h>
#include <iostream>
#include <iomanip>
using namespace std;

int main(void){
float k, p, q, h, a, b, g;
int i, N;
cout <<”Cuanto.dinero.quieres._ganar.en.la_.ruleta?.\n";
cin >> N;

p
q= 0.51351;

a = 1.06556; /*x a = q/p */
b

= pow(a,N);
g =N/(ap);
cout << "iLoo hooooooooooooos k” << endl;

for(i = 0; i <= N; i++){
h = (pow(a,i) — b)/(1-b);
k = i/(qp) — g*x(1— pow(a,i))/(1—pow(a,N));
printf("%d oo %f o %t \n”, i, h, k);

Cédigo para calcular AP™, para n > 1;

#include <math.h>
#include <fstream>
#include <stdlib .h>
#include <stdio.h>
#include <iostream>
#include <iomanip>
using namespace std;

int main(void){

int i,j,k,1;
int z = 0;
int N = 10;

long double A[10][10], B[10][10], C[10][10];
long double b[10], c¢[10];

long double q = 0.51351351;

long double p = 0.48648649;

cout << ”Empezar_por._el_estado.” << endl;
cin >> 1;

for (i=0;i<10;i++)
{for (j=0;j<10;j++){
Ali][j] =B[i][j] =C[i][j] =0;
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b[1]= C[0][0] = A[0][0] = C[9][9] = A[9][9]=1;

for(i = 1; i < 9; i++){
for(j = 0; j <=9; j++){
if(i = j+1){
Cli][i] =A[i1][i] = a
telse if (i = j—1){
Clillj] =A
telse {

}

[(1]1[J] = p;

CliJli] =A[i][i] = 0;

}

for (i=0;i<10;i++)
{for (j=0;j<10;j++){
c[i] 4= blj]=A[j][i];
}
}

for (j=0;j<10;j++){
cout << c[j] << 7.7
c[j] = 0;

cout << endl;

while (z < 99){
for (i=0;i<10;i++)
{for (j=0;j<10;j++)
{ Bli][i]=0;
for (k=0;k<10;k++)
{BILI[J] +=A[i][k] = C[k][]];

}

for (i=0;i<10;i++)
{for (j=0;j<10;j++){
?[i][j] =B[i][jl];

}

for (i=0;i<10;i++)
{for (j=0;j<10;j++){
c[i] +=b[j]«B[j][i];
}
}
for (j=0;j<10;j++){
cout << c[j] << 7.7
c[j] = 0;
}
cout << endl;
z += 1;
}

return 1;}
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A.2.

Tabla de probabilidad de absorcion y el tiempo medio de absorcion

Fortuna inicial Probabilidad de arruinarse Probabilidad de ganar 9€ Rondas esperadas

0 1,00 0,00 0
1 0,91 0,08 7
2 0,82 0,18 13
3 0,72 0,28 17
4 0,61 0,39 20
5 0,50 0,50 20
6 0,39 0,61 18
7 027 0,73 15
8 0,14 0,86 8
9 0,00 1,00 0
(A1)
Ganar 9€
1,20
1,00
0,30
=
v}
=
= 0,60
25}
i
2 040
o
0,20
0,00
V] 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Fortuna inicial
Probabilidad de arruinarse Probabilidad de ganar 9€
(A.2)

48



Las probabilidades de los estados tras n rondas jugadas segtn la distribucién inicial.

Frobahilidad

Probahilidad

Empezar con 1€

I

YOORLI DD D LARP RS ETELEROASHILHS

Mumero de rondas jugadas

mEstado 0 mEstado 1 © Estado 2 m Estado 3 m Estado 4
Estado 5 mEstado 65 © Estado 7 m Estado § » Estado 9 (A3)

Empezar con 2€

T

0,20 |

YOSl DHRDA P PRI SEOPASELOSS

MNumero de rondas jugadas

W Estado 0 mEstado 1 © Estado 2 m Estado 3 m Estado 4
Estado 5 mEstado 65 © Estado 7 m Estado § » Estado 9 (A4)
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Probahllidad

Frobahilidad

Probahilidad

Empezar con 3€

1,00 4y
0,90
0,80
0,70
0,60
0,50
0,40
0,30
0,20
010 i
0,00 -

SO0 BUDODPOA DO R OOROADE RS

Namero de rondas jugadas

mEstado 0 mEstado 1 © Estado 2 m Estado 3 m Estado 4
Estado 5 m Estado 6 w Estado 7 mEstado 8 m Estado 9 (A5)

Empezar con 4€

0,60
0,50
0,40
0,30
0,20
0,10 |
0,00 1.

100y
090t
0.80

0.70 I l

YOO DD L ADP RS GTEROCATHI P

Mumero de rondas jugadas

mEstado 0 mEstado 1 © Estado 2 m Estado 3 m Estado 4
Estado 5 mEstado 65 © Estado 7 m Estado § » Estado 9 (Aﬁ)

o.00 J 4!
0.80 I
0.60
0.50
0.40

YOOGS DD P HLADPRDPESGEROCASTEL S

Numero de rondas jugadas

Empezar con 5€

s

=

|

=
—

mEstado 0 mEstado 1 © Estado 2 m Estado 3 ® Estado 4
Estado 5 mEstado 6 = Estado 7 mEstado 8 m Estado 9 (A7)
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Fraobabllidad

Probabllidad

1,00
0,00
0,80
0,70
0,60
0,50
0,40
0,30
0,20
0,10
0,00

Empezar con 7€

YOO DHEPLADPRDPIOEROCADELHE

MNimero de rondas jugadas

EmEstado 0 mEstado 1 © Estado 2 m Estado 3 W Estado 4
" Estado 5 mEstado & © Estado 7 mEstado 8 = Estado 9 (A8)

Empezar con &€

YNOBA DO PRA PP RS OEROCADERPS

Namero de rondas jugadas

mEstado 0 mEstado1l © Estado 2 m Estado 3 ® Estado 4
" Estado 5 mEstado© = Estado 7 mEstado 8 = Estado 9 (A9)
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