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Abstract

In this work, the p-bases of plane rational curves are shown from the point of view
of algebraic geometry and algebraic varieties. Thus, the Grobner bases are previously
presented, which are of great importance in this area but more expensive than the u-
bases. Based on the definition and construction of the latter, two applications are shown:
modules and implication, both polynomial and rational. The work is based on the article
The moving line ideal basis of planar rational curves from Cox, D.A, Sederberg, T.W.,
Chen, F. published on 1998 by Computer Aided Geometry Design 15.

Resum

En el present treball es mostren les u-bases de les corbes racionals planes des del punt de
vista de la geometria algebraica i les varietats algebraiques. Aixi, préviament es presenten
les bases de Grobner, de gran importancia en aquest ambit perdo més costoses que les u-
bases. A partir de la definicié i la construccié d’aquestes darreres, se’'n mostren dues
aplicacions: els moduls i la implicitacié, tant polinomica com racional. El treball es basa
en l'article The moving line ideal basis of planar rational curves de Cox, D.A, Sederberg,
T.W., Chen, F. publicat 'any 1998 per Computer Aided Geometry Design 15.
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Introduccio

Des del darrer segle, la geometria algebraica ha esdevingut ’eix central de molts estudis
matematics. Tot i que Niels Henrik Abel (1802-1829), Bernhard Riemann (1826-1866)
i Karl Weierstrass (1815-1897), entre d’altres matematics, havien presentat nombrosos
resultats durant el segle XIX, no va ser a finals d’aquell segle i principis del segle XX
que la mentalitat envers aquest camp de les matematiques va canviar per complet. La
geometria algebraica va desenvolupar-se a partir d’aquest moment en un marc algebraic
abstracte, posant al centre les propietats intrinseques de les varietats algebraiques que no

depenen de cap espai de coordenades ambient.

La teoria dels ideals va ser presentada pel matematic alemany Richard Dedekind (1831-
1916) al seu llibre Vorlesungen tber Zahlentheorie “Llicons sobre la teoria de nombres”.
Aquest concepte era una generalitzacié del nombre ideal que havia desenvolupat Ernst
Kummer (1810-1893). Posteriorment David Hilbert (1862-1943) i Emmy Noether (1882-
1935) van estendre la nocié més enlla dels anells numerics desenvolupant els anells de

polinomis, entre d’altres anells commutatius.

A partir d’aqui, va esdevenir una eina fonamental a ’hora d’estudiar corbes i su-

perficies.

Per a comprendre aquests ideals, sovint es recorre a generadors alternatius, com ara
les bases de Grobner. Donat un ideal d'un anell de polinomis, una base de Grobner
d’aquest ideal consisteix en un conjunt de polinomis que el generen, i que a més estenen
I’algoritme de la divisié d’Euclides en el cas multivariant mantenint la unicitat del residu,
com a exemple d’alguna de les moltes propietats addicionals que tenen. Gracies a aquestes

bases, es podra resoldre qualsevol sistema d’equacions polinomiques.

Les formes parametrica i implicita son dues representacions basiques per a les corbes
i superficies. Com a conseqiiéncia dels seus pros i contres, algunes, com les corbes i
superficies de Bézier solen representar-se de forma parametrica, mentre que d’altres, com

les esferes es representen habitualment de forma implicita.

El problema d’implicitacié per a corbes i superficies racionals s’ha explorat al llarg
de la historia i son diversos els metodes que s’han utilitzat per a resoldre’l. En aquest
sentit, per exemple, els metodes basats en les resultats han estat utilitzats en modelitzacié
geometrica, pero, en general, no son valids quan tenim punts base. També les bases de
Grobner han estat utilitzades tot i la presencia de punts base, tot i que el procés per a
calcular-les sovint és molt costds. Alternativament a aquests i d’altres metodes hi ha el
metode de les linies mobils, proposat per Sederberg i Chen a mitjans de la decada dels
90.

Les p-bases generalitzen les bases de Grobner i son una nova representacid per a
les corbes i seran essencials perque serveixen com a pont entre la parametritacié i la

implicitacié d’una corba. Geometricament, venen representades per linies o plans en
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moviment com les que es mostren a continuacié:

Figura 1: [7] Dues families de linies mobils que segueixen una corba plana racional.

El present treball s’organitza en tres capitols.

Al primer capitol, Preliminars, es presenta la definicié i algunes propietats basiques de
les varietats algebraiques; la teoria basada en ideals; les bases de Grobner amb el Lema
de Dickson i el Teorema de la base de Hilbert com a resultats centrals; la relacié d’aquests
conceptes amb la teoria d’eliminacié mitjancant els teoremes d’eliminacié i extensié; i la

teoria de moduls, amb els moduls lliures com a exemple central.

Al segon capitol, u-Classificacié de corbes planes, es presenta la definicid i les propietats
de les p-bases de les corbes planes algebraiques; els moduls de syzigies; i la determinacio

de Destructura del conjunt P} de parametritzacions amb classe .

Al tercer capitol, Implicitacio, s’estudiara el problema d’implicitacié a partir dels casos
de la implicitacié polinomica i la implicitacié racional. Aquest darrer cas es relacionara

amb la matriu de Sylvester i les resultants.

X



Capitol 0

Notacio

Abans de comengar, establim algunes notacions i terminologia que utilitzarem al llarg del
treball.

e Sigui A un anell qualsevol.

e Sigui K un cos qualsevol.

e Denotarem per K[¢] I'anell de polinomis en ¢ amb coeficients al cos K.

e Denotarem per K[z1,...,z,] lanell de polinomis en z1,...,x, sobre un cos K.

e Donat P(t) € K[t], denotarem per deg(P) el seu grau.

e Denotarem per K[t],, 'espai vectorial de tots els polinomis P(t) amb deg(P(t)) < n.

e Donats p, q € K][t], denotarem per mcd(p, q) el maxim comu divisor entre p i gq.

e Donats p,q € K[t], denotarem per mem(p, ¢) el minim comi multiple entre p i g.

3

3 el subconjunt de triplets (a,b,c) € K[t]3, que son rela-

e Denotarem per P, C K[t]
tivament primers, i definim n = maz(ng, ny, ne.) amb ¢ # 0. Aleshores, P, és un

espai de totes les parametritzacions racionals de grau n.

e Denotarem per II la unié disjunta entre dos o més conjunts.






Capitol 1

Preliminars

1.1 Varietats algebraiques

Les varietats algebraiques, que es defineixen des del punt de vista classic com el conjunt
de punts en els quals un conjunt arbitrari de polinomis s’anul-la, son un objecte central

d’estudi en la geometria algebraica.

Posteriorment s’han donat altres definicions per a aquests conjunts, preservant sempre

la intuicié geometrica que hi ha darrere aquest concepte.

Definicié 1.1.1. [2] Sigui K un cos, i siguin fi,...,fs € K[z1,...,2,]. Aleshores la

varietat afi definida per fi,..., fs ve donada per
V(fi,---y fs) ={(a1,...,an) € K"|fi(a1,...,a,) =0 V1 <7< s}.

Es a dir, V associa a cada subconjunt de polinomis els punts de ’espai afi en el que tots

els polinomis del subconjunt s’anul-len.

Exemple 1.1.2. [2] Donat un cos K, les solucions d’un sistema de m equacions lineals

amb n incognites x1, ..., x, amb coeficients a K

aizry + ...+ apr, = by,
(1.1.1)

Ami1Z1 + -+ + GmnTn = bm-
formen una varietat aff de K™ anomenada wvarietat lineal.

Lema 1.1.3. [2] Si V,W C K" son varietats afins, ambV =V(f1,..., fs), W =V(g1,...,g)
aleshores VUW + V. NW també ho son.

Demostracio.



VW|(c,...,cn) € VW si, i només si

fi(cla--~acn)20 V<1<

d’on
VmW:V(fl,...,fs,Qla"'?gt)

Sigui (aq,...,a,) € V, aleshores
filat,...,a,) =0 V1<i<s
d’on també

filar,...,an)gj(a1,...,an) =0 VI<i<s, VI<j<t

D’aqui tenim que V' C V(fig;) i, analogament, W C V(f;g;).
Per tant,
VUW CV(figjl 1 <i<s, 1<j<t)
Sigui (a1,...,an) € V(figj). Si(a1,...,a,) € V, hem acabat. Siné, sigui ig tal
que

fio(al,... ,an) 75 0

Com que
fiogjlar,...,an) =0 V1<j<t
aleshores
gjlar,...,an) =0 1<j<t
i per tant,

(a1,...,an) EW CVNW

Obtenim, doncs, la igualtat

VUW =V(figj)] 1<i<s, 1<j<t).
0

Com a conseqiiéncia, tenim que la unié finita de varietats afins és una varietat afi, aixi
com la interseccié finita de varietats afins.

Exemple 1.1.4. Sigui K = R un cos. Considerem el sistema d’equacions

(1.1.2)

r+y+z=1
r+2y—2=3



Geometricament, la solucié és una recta a R3. Si prenem z = ¢, les solucions de (1.1.2)

son
r=—-1-—3t,

y=2+2t, (1.1.3)

z=1

Exemple 1.1.5. Sigui ’equacié parametrica que descriu una corba al pla:

=1+t
. 1+t2} (1.1.4)

r=14+t=>t=2-1
y=1+t?=1+(x—-1)?=2>-22+2 > y—22+22-2=0
d’on obtenim que (1.1.4) descriu la varietat aff V(y — 22 + 2z — 2).

Definicié 1.1.6. Sigui V € K" wuna varietat algebraica. Direm que V és reductible si

ezisteizen Vi, Vo € V propis tals que
V=VuW

en cas contrari, direm que €s irreductible.

1.2 Ideals

Donat un anell A, denotarem per I un subconjunt d’elements de A tancat respecte a
operacions lineals i amb una serie de condicions. Es defineixen ideals per la dreta i per
Pesquerra, pero els ideals commutatius (ideals per ambdues bandes) seran els del nostre

interes.

Recordem, en primer lloc, la seva definicié:
Definicié 1.2.1. Un subconjunt I C Klz1,...,zy,] és un ideal si
(i) 0 €I
(ii) Si f,g € I, aleshores f + g € I.
(ii) Si f €1 iheKlxy,...,z,], aleshores hf € I.

Definicié 1.2.2. [2] Siguin f; € K[z1,...,z,], 1 <i <s. Definim per

(fr,- fo) = {Zhifi | h1,~~-7hs€K[9517-~,1?n]}
i=1

l’ideal generat per fi,..., fs.



Definicié 1.2.3. [2] Sigui V C K" una varietat afi. L’ideal de V ve donat per

I(V)={f eK[z1,...,2zs] | fla1,...,an) =0V(a1,...,a,) €V}

Es a dir, I associa a cada subconjunt de punts de I’espai afi ’ideal de tots els polinomis

que s’anul-len en aquests punts.

Il-lustrem aquestes definicions amb els segilients dos exemples:

Exemple 1.2.4. [2] Sigui V = {(0,0)}. Volem veure que l'ideal de l'origen és
1({(0,0)}) = (=, y)

L’ideal generat per x,y és
(z,y) = Az, y)z + B(z,y)y

amb A(z,y), B(z,y) € K[z,y] i (0,0) s’anul-la per a tot A, B. Per tant,
1({(0,0)}) 2 {z,y)

Sigui f € I({(0,0)}) de la forma f =}, aijz'y’ i, per tant, £(0,0) = agp = 0.
Aleshores

Zazj:vy = ago + Z a”xy —O+Zauxy7+ Z a”xy

1>0,5>0 1>0,j 1=0,5>0

Z aiz' Yyl | x4 Z%jyj_l Yy € (z,y)

i>0,j §>0
d’on
1({(0,0)}) € (z,y)
I per tant es compleix la igualtat.

Lema 1.2.5. [2] Sigui f1,..., fs € K[z1,...,x,]. Aleshores (f1,...,fs) CI(V(f1,...,[fs)).

Demostracié. Sigui f € (f1,..., fs). Per la Definicié 1.2.2,
S
f:ZhZfl, hl,...,h5€K[$1,...,xn].
i=1

Com que fi,..., fs s’anul-len en V(fi,..., fs), aleshores f també. Per la Definicié 1.2.3,
feIV(fi,....fs))

Veiem ara que la igualtat no sempre es compleix a través d’un contraexemple.

Sigui f1 = 22, fo = 9% i veurem que

(@®,9%) € I(V(2®,y?)).



Tenim que

I(V(2*,y)) = Td©e0hH = () 7 (%%
x2=0, y2=0 Exzemple 1.2.4 ¢ (22,y2)

Per tant,

<f17---afs> ,C,_ I(V(f17~--7fs))'

Recordem ara la definicié d’ideal primer i veiem-ne un exemple.

Definici6 1.2.6. [8]Un ideal I d’un anell A es diu ideal primer si I # A, I # 0 i, per a
a,b € A, es compleix

abel=aclobel

Exemple 1.2.7. Si A = C[z,y| és I'anell de polinomis amb coeficients complexes, ales-

hores I'ideal I = (y? — 23 — x — 1) és un ideal primer.

1.3 Bases de Grobner

Les bases de Grobner reben aquest nom pel matematic austriac Wolfgang Grobner (1899-
1980). L’any 1964, Grobner, en un seminari amb els seus alumnes de doctorat, va proposar
a Bruno Buchberger (1942-) de resoldre el problema de calcul d’'una K-base d'un ideal I
en K[zy,...,z,]. Conjuntament van desenvolupar un algoritme que era valid per a tot
ideal I. Va ser a partir del poc resso que va tenir aquest resultat que Buchberger va

encunyar el terme de base de Grobner que coneixem avui en dia.

Notem, en primer lloc, que tot monomi pot es pot escriure com

Qn

a o1
=aitxy,

amb a = (a,...,ay) € Z%,.
A més a més, anell de polinomis K[z, ..., z,] és un K- espai vectorial i el conjunt de
monomis monics M(x1,...,z,) = {z* | @ € Z%,} és la base canonica.

Com a conseqiiencia de la correspondencia bijectiva

*

L0 = Mz, ..., mp) C Koy, 2]

tenim que donar un ordre al conjunt M(x1,...,z,) és equivalent a donar un ordre del

conjunt d’exponents a Z%.

Tenim que, per a tot parell de monomis z®, 2%, ’ordre definit té les segiients propietats:

e Propietat transitiva: 2@ > 2% i 2 > 27 = 2% > 2"



e Propietat de totalitat: 2® > 2% o z* =28 o 2% <P
A més a més, donat un monomi x7, tots els ordres monomials han de tenir la propietat
seglient referent al producte entre dos monomis:
2>z = 2% > 2P
Definicié 1.3.1. [2] L’ordre monomial > en Kxy,...,z,] és una relacid en el conjunt

de monomis x%, o € LY, tal que

(i) > és un ordre total en ZZ,.
(i) Sia> B iy €Zl, aleshores o+ > [+ 1.
i) > esta ben ordenada en Z%; és a dir, per tot subconjunt A C Z%, no buit existeix
>0 >0
ag € A tal que a > ag YVa # ag € A.
Donat l’ordre monomial >, diem que « > 3 sia > o a = .

Lema 1.3.2. [2] Una relacié d’ordre > en Z%, esta ben ordenada si, i només si, tota

sequiencia decreivent en Z<,,
a(l) > a(2) > a(3) > ...
és finita.
Demostracio. Ho provarem per contrareciproc. Veurem que la relacié > no esta ben

ordenada si, i només si, existeix una seqiiencia infinita decreixent en ZZ%,.

Si > no esta ben ordenada, existeix un subconjunt S C Z%, S # () sense element
minimal. Prenem (1) € S. Com que a(1) no és I’element minimal, existeix a(2) < a(1)

en S. Obtenim la seqiiéncia infinita decreixent

a(l) > a(2) > a(3) > ...

Donada una seqiiéncia infinita
a(l) > a(2) > a(3) > ...

aleshores, {a(1),a(2),a(3),...} C Z%; no buit i sense un element minimal, per tant, la

relacié > no esta ben ordenada. O

Definim ara dos ordres monomials que seran necessaris per a la definicié de les bases
de Grébner.

Definicié 1.3.3 (Ordre lexicografic). [2] Siguin o = (a1, ..., an) € Z%y i 8 = (B1,...,Bn) €
Z%. Direm que o >iep 7y si €l primer valor diferent de zero de la diferéncia o — 3 € Z"
és positiu. En tal cas escriurem

T > T



Veiem, per tant, que hi ha una variable que domina a tots els monomis que no contin-

guin aquesta variable. Per exemple,
4.7
T >lex Y Plex B = T >lea Y ?

Definicié 1.3.4 (Ordre lexicografic graduat). Siguin o = (a1,...,a,) € Z%, i f =
(B, Bn) € Z%y amb

n n
ol => i, 1B1=) 8
i=1 i=1
Direm que o > gpier v St
’O“ > |ﬁ‘ o |a| = |5| i |O" Zlex |B|
Exemple 1.3.5. Donat
f =722z + 321 — 523 + 22%y2? € Kz, y, 2]

els seus monomis queden ordenats de la seglient manera en funcié de ’ordre monomial

utilitzat:
o >t f=—bxd 4+ Tx?y?z + 22%y2% + 324
® > f= Tr2y?z + 22%yz? + 324 — bad

Donat un ordre monomial, donem la definicié6 d’alguns elements principals d’un poli-

nomi f.
Definicié 1.3.6. Sigui f =), aa2z® € Klz1,...,2,] @ sigui > un ordre monomial.
o Bl multigrau de f és

multideg(f) = mgx(oz €Z% | an #0)
o Fl coeficient lider de f és

LC(f) = amuitideq() € K

e El monomi lider de f és
LM(f) — xmultideg(f)

o FEl terme lider de f és
LT(f):=LC(f)LM(f) = amultideg(f)xmultideg(f)

Exemple 1.3.7. Prenent el mateix polinomi que a 'Exemple 1.3.5, els elements principals

del polinomi son els segiients en funcié de 'ordre monomial utilitzat:



e >, LC(f) = =5, LM(f) =23, LT(f) = —5a3

® >er : LO(f) =7, LM(f) = 2%y*z, LT(f) = T2y?z

De forma analoga al cas d’una variable podem descriure la divisié per a polinomis en

diverses variables de la segiient manera:

Teorema 1.3.8. (Algoritme de divisié a K[z1,...,2,]). [2] Sigui > un ordre monomial
en Z%, i sigui F' = (f1,..., fs) € K[z1,...,2,] un conjunt ordenat. Aleshores, tot f €
Klx1,...,x,] es pot escriure com

f=afi+.. . +asfs+r

amb ¢;,v € Klx1,...,2,] i 7 =0 o r és combinacid lineal de monomis amb coeficients a

K, no divisibles per LT(f1),...,LT(fs).

Observacié 1.3.9. Aquest algoritme no preserva alguna de les bones propietats de I’al-

goritme de divisio per a polinomis en una variable, com per exemple la unicitat del residu.

Aquest fet és rellevant i veurem que si al dividir f per F = (f1,...,fs) € K[zy,..., 2]
tenim r = 0, aleshores f € (f1,...,fs), pero en cas contrari, no podrem afirmar que
fé(fr fs)

Els ideals formats només per monomis tenen un paper clau en la construccié i carac-

teritzacié de les bases de Grobner. Veiem-ne la definicié i una caracteritzacio.

Definicié 1.3.10. Un ideal I C Kz1,...,xy] és un ideal monomial si existeir un sistema

de generadors format per monomis, o, equivalentment, si existeiz A C ZZ tal que

I= {Zhaa:a | hQEK[ml,...,a}n]} = (% | a € A).

a€A

Lema 1.3.11. [2] Sigui I = (2 | a € A) un ideal monomial. Aleshores x® € I si, i

només si, z®|z” per a algun o € A.

Demostracio.

Si ? és un miltiple de z® per a algun a € A, aleshores z? € I per la definicié
d’ideal.

Si 28 € I, aleshores per h; € K[z1,...,2,], a(i) € A,
2P = Z Rz = Z Z cijxﬂ(i’j) 20() — Z Cijxﬁ(i,j)xa(i)'
i=1

=1\ j ij

Aleshores, tot element de la dreta és divisible per a algun 2@ i, en conseqiiencia, = té

la mateixa propietat. O
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Veiem ara que tot ideal monomial de K|[x1, ..., zy] és finitament generat. El Lema de
Dickson resol el problema de la descripcié d’ideals per al cas d’ideals monomials. Aquest

és un resultat clau en la construccié de bases de Grobner.

Teorema 1.3.12 (Lema de Dickson). Sigui I = (z® | o € A) C K|x1,...,x,] un ideal
monomial. Aleshores
I= <£L‘a(1), ce xo‘(s))

amb a(1),...,a(s) € A. En particular, I té una base finita.
Del Lema de Dickson veiem que la condicié (iii) de la Definici6 1.3.1 pot simplificar-se
a la condicié a > 0 Vo € Zgo.

Corollari 1.3.13. Sigui > una relacié en Z% tal que:

(i) > és una relacié d’ordre total en 7.

(ii) Sia > B iy €L, aleshores a+v > [+ 7.
Aleshores > esta ben ordenat si, i només si, « > 0, Va € ZZ,,.

Demostracio.

Siguin > una relacié ben ordenada i ap I’element minimal de ZZ,. Suposem que
ag < 0, aleshores

0> ag (:>) ap > ag+ ap = 2
1

fet que és una contradiccié amb la minimalitat de ay.

[<]Siguin a > 0Va € Z%, i A CZ%,, A # 0.

Sigui I = (z* | @ € A) un ideal monomial. Pel Lema de Dickson tenim

I={(z*D . z26))

P

amb «a(1),...,a(s) € A. Reordenant els elements, si és necessari, suposem que

d’on volem veure que «(1) és I'element minimal d’A.

Donat o € A, tenim que z¢ € I, d'on, pel Lema 1.3.11, x® és divisible per a algun

220 i, per tant existeix v € 7%, tal que a = (i) + . Aleshores,

a=a(i)+v > a(i)+0=ai) > al)
{ {
720 (#7)
d’on obtenim que «(1) és ’element minimal d’A. O
Proposicié 1.3.14. [2] Un ideal monomial I C K[x1,...,x,] té una base x*V), ... z()

tals que x*() J(:1:0‘(]') Vi #£ j. Aquesta base és unica i s’anomena base minimal de I.

11



Demostracié. Pel Lema de Dickson, I té una base finita. Si z®® | 2*) per a algun i, 7,
aleshores podem descartar z2U) i repetir el procés fins a obtenir que z*®) " U)W £ j.

D’aqui obtenim l'existéncia d’una base minimal zM), ... zo(),

Siguin (a:o‘(l), e ,xa(s)), (a:ﬁ(l), e ,xﬁ(t)) dues bases minimals de I. Pel Lema 1.3.11,

existeixen %, j tals que
200 e 1 = B0 ’ 22
2P0 e 1 = 2o0) ‘ 2P
Per tant, zo) | 2o § per la minimalitat de la base 7 =1, d’on 2o = 2B

Seguint aquest procedimenet, tenim la igualtat entre les dues bases. O

Per tal de descriure les bases de Grobner, definim abans ’ideal dels termes principals
donat un ideal I. Veurem que, donat un ordre monomial, tot f € K[xy,...,z,] té un inic

terme principal, LT'(f).

Definicié 1.3.15. Sigui I C Klzy,...,z,], I # {0} ¢ > un ordre monomial en
Klzi,...,x,]. Aleshores

LT(I) ={cx® | 3f € I\ {0} amb LT(f) = cx®}

i (LT(I)) denota l'ideal generat pels elements de LT (I).

Donat un conjunt finit de generadors per I = (f1,..., fs), tenim que
LT(f;) € LT(I) C(LT(I))

d’on
(LT(f1),---, LT(fs)) € (LT(I))

pero, la inclusié contraria no es compleix sempre.

Exemple 1.3.16. [2] Sigui I = (f1, f2) = (23 — 22y, 2%y — 2y + z), amb f1, fo € K[z, y]

1 un ordre monomial. Aleshores
z(z?y — 202 + x) —y(a® — 2zy) = 23y — 2uy® +2® — 2Py 2yt =22 1

Ara tenim que
2? = LT (2% € LT(I) C (LT(I))

pero, pel Lema 1.3.11,
2® ¢ (LT(f1), LT(f2)) = (2°, %)
ja que x3 § 22 1 23 1 22y.

Proposicié 1.3.17. [2] Sigui I C K[z1,...,x,],I # {0}. Aleshores

12



(i) (LT(I)) és un ideal monomial.

(i) (LT(I)) = (LT(g1),...,LT(gs)) per a alguns gi,...,gs € I.

Demostracio.

(i) Els monomis liders LM (g) per a g € I \{0} generen l'ideal monomial

(LM(g) | g € I \{0})
Per la definici6 de LM (g) i LT(g), tenim que
(LT(9) | g € I \{0}) = (LT(I))
i, per tant, (LT(I)) és un ideal monomial.

(ii) Tenim que, pel Lema de Dickson, (LT (I)) és un ideal monomial finitament generat.
Per tant,
(LT(I)) = (LM (g1),...,LM(gs))

i, de nou, per la definicié de LM (g) i LT(g), tenim que
(LT(I)) = (LT (g1),-- -, LT(gs))-
O
Una de les qiiestions més importants a la teoria d’ideals és saber si tot ideal I C

K[z1,...,zy,] té una base finita. El segiient teorema en dona una resposta afirmativa.

Teorema 1.3.18 (Teorema de la base de Hilbert). [2] Tot ideal I C K[x1,...,x,] té un

conjunt finit de generadors. En altres paraules, donat un ideal I, existeix una col-leccio
finita de polinomis {f1,..., fs} € K[z1,...,z,] tal que I = (f1,..., fs).

Demostracié. Si I = {0} el teorema es compleix trivialment.

Suposem, per tant, que I conté algun polinomi f; # 0. Per la Proposicié 1.3.17,

existeixen polinomis f1,..., fs € I tals que

(LT(I)) =(LT(f1),.--, LT(fs))
Volem veure que I = (f1,..., fs)

Com que f; € I Vi, aleshores tenim, clarament, que

(fi,..., fs) C I

Sigui f € I un polinomi qualsevol. Apliquem ’algoritme de divisié (Teorema 1.3.8)
per dividir f per (fi,..., fs) i obtenim

f=afi+...+qsfs+r

13



amb ¢;,r € K[zy,...,2,] 17 =0 o r és combinacié lineal de monomis amb coeficients a
K, no divisibles per LT(f1),...,LT(fs). Volem veure que r = 0. En cas contrari, com
que

r=f-afi—...—qsfs
tindriem que LT(r) € (LT(f1),...,LT(fs)), i pel Lema 1.3.11, LT(f;) | LT(r) per a

alguna 1, fet que és una contradiccié amb la definicié de residu. Per tant, » = 0. D’aqui,

f=afi+.. . +afs+0e(fi,.... fs)

iper tant, I C (f1,..., fs). O

Donem a continuacié la definicié de base de Grobner.

Definicié 1.3.19. [2] Donat un ordre monomial en Klxi,...,zy,], un subconjunt G =
{g1,---,9s} CI CK[x1,...,z,], G#D és una base de Griobner si

(LT(91); - -, LT(gs)) = (LT(I))

Per tant, tenim que {fi, fo} de 'Exemple 1.3.16 no és una base de Grébner.

Veiem ara algunes propietats de les bases de Grobner donats un ideal I C Klzq, ..., zy]

iG={g1,...,9s} una base de Grobner per a I.

La proposicié segiient justifica, en bona mesura, la importancia de les bases de Grébner.
Estableix que usant com a divisors els elements d’una base de Grobner d’un ideal, el residu

de I’algoritme de la divisié d’un polinomi donat no depen de ’ordre dels divisors.

Proposicié 1.3.20. 2] Donat f € K[z1,...,2,], existeiz un dnic r € K[z1,...,z,] tal

que
(i) Cap dels termes de r és divisible per LT (g1),...,LT(gs).
(i) f=g+r peraalgun g € I.

Demostracid. Per I’Algoritme de Divisié 1.3.8 tenim que

f:CI1g1+-..+ngs+’r

per a ¢; € K[zq,...,z,], don r compleix ().

Prenent g = q191 + . .. + ¢s9gs, tenim que

f=g+r
d’on (i7) queda provat.

Resta veure que r és unic. Siguin ¢’ € I'i 1" € K[xy,...,x,] tals que
f=g+r=g+r
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satisfent (7) i (i7). Aleshores
r—r' =g —gel

Sir #£ 1’, aleshores
LT(r —r') € (LT(I)) = (LT (1), .- -, LT(gs))

d’on, pel Lema 1.3.11 LT (g;) | LT (r — r") per a algun g;. Perd aix0 és impossible per (7).

Llavors r — 7’ = 0 i la unicitat queda provada. O

D’aqui obtenim que les bases de Grobner poden caracteritzar-se per la unicitat del

residu r. Volem veure ara quan una base d’un ideal I és una base de Grobner.

Corollari 1.3.21. Sigui una base de Grébner G = {g1,...,gs} de lideal I C Kz1,...,zy].
Donat f € Klz1,...,zy], alehores

fel «— =0
on fC és el residu de la divisié de f per G.

Demostracio.

Si f¢ =0, aleshores f € I.
Si f € I, per lalgoritme de divisié 1.3.8, podem escriure f com

f:hlgl+-'-+hsgs+fG

per a hi,...,ho, f¢ € I. Com que f € I, aleshores tenim que f& = 0, ja que, en cas
contrari, per ¢ de la Proposicié 1.3.20, r cap monomi de r seria divisible per cap dels
LT (g:). 0

Per tant, per determinar si un polinomi pertany a un ideal I és suficient fixar un ordre
monomial adequat, buscar una base de Grobner de [ i, aplicant I’Algoritme de divisi6 i

el Corol-lari 1.3.21 es podra saber si hi pertany o no.

Fixat un ordre monomial en K[z, ..., z,],

Definicié 1.3.22. Siguin f,g # 0 € K[z, ..., 2y)

(i) Prenent multideg(f) = « i multideg(g) = B, sigui v = (y1,...,7) amb v =

max (o, B;). Aleshores tenim
x? =mem(LM(f), LM(g))

(i) L’ S-polinomi de f i g és la combinacid

- x7 x”
=’ T Ir)

S(f,9) g
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Notem que la syzygia de f i g, S(f,g) produeix, deliberadament, una cancel-laci6

d’ambdés termes principals. Al Capitol 2.2 en donarem més detalls.

Veiem a continuacié que tota cancel-lacié dels termes principals en una suma de po-
linomis pot realitzar-se utilitzant syzygies. Utilitzant els S-polinomis, determinem quan

una base d’un ideal és una base de Grobner.

Teorema 1.3.23 (Criteri de Buchberger). Una base G = {g1,...,9s} de I és una base

de Grébner de I si, 1 només si, per a tot i # j, el residu de S(gi,g;) per G és zero, és a
. G
dir, S(gi,9;) =0

Il-lustrem aquest criteri amb el segiient exemple per a determinar si dos polinomis que

generen [ son una base de Grobner o no respecte un ordre monomial concret.

Exemple 1.3.24. Donat I = (z — 2%,y — 23), volem veure, utilitzant I’algoritme de

Buchberger, si {z — 22,y — 23} és una base de Grébner de I amb
T Zlex Y Zlex ?

Seguint ’algoritme, tenim que

x x
S(e=y =2 = e =) = My =) = ast =y = e = )+ () - )
on la darrera igualtat I’hem obtingut aplicant l'algoritme de divisié6 per G. Notem que
el residu és zero i, per tant, pel Criteri de Buchberger 7?7 obtenim que G és una base de

Grobner de I amb l'ordre lexicografic.

Donats fi,..., fs amb f; € K[x1,...,x,], volem calcular la base de Grobner respecte
un ordre monomial. Es mostra a continuacid, sense demostracié, ’algoritme que va ser

inventat pel matematic Bruno Buchberger (1942-) amb aquest objectiu.

Teorema 1.3.25 (Algoritme de Buchberger). Sigui I = (f1,..., fs) # {0} un polinoms.

L’algoritme finit per a construir una base de Grobner per a I és el segiient:

Entrada: F = (f1,...,fs)
G =F
do{
G =G
for{ip.at.p # a3 {
r=50.q)°
if{r # 0}
G:=GU{r}

}
while{G = G'}
Sortida : G = (g1,...,9s) 2 F

Il-lustrem aquest algoritme amb un exemple.
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1.4 Teoria d’eliminacio

La teoria d’eliminaci6 té per objectiu eliminar algunes de les variables dels polinomis d’un

sistema, per tal de resoldre’l. Aquest camp d’estudi va ser motivat per la necessitat de

metodes per a resoldre sistemes d’equacions amb polinomis. Resoldre aquests sistemes és

important ja que ens permetra trobar explicitament els punts que conformen les varietats

afins algebraiques.

Es mostra a continuacié un exemple per a il-lustrar aquesta idea:

Exemple 1.4.1. [2] Resoldrem el sistema d’equacions

?+y+z=1
r+yl+z=1
r+y+z2=1

d’on
I=@+y+z-lLo+y +z—-Laz+y+22-1)
i la base de Grobner per I respecte 'ordre lexicografic és
g=r+y+z-1

p=y—y—2+z
2

g3 =222 + 24— 2
gs =28 — 424 4423 — 22
Aleshores (1.4.1) i (1.4.3) tenen les mateixes solucions.
g1 =28 —42 1423 - 22 =222 - 1)2(2* 4+ 22— 1)
d’on les solucions per z son:

2 =0, zp =1, zc:—1+\/§, zd:—l—\/§
Si z, = 0, aleshores
=y —y—-0+0=y"—y=yly—1)

iy, =1,y = 0. En el primer cas,

g=z+1+0*-1=0
d’on x = 0. I en el segon cas,

g=z4+0+02-1=0
iz=1.

Analogament obtenim totes les solucions:

(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)

(—1+vV2, -1+ V2, -1+ V2), (-1 -v2. - 1-v2,-1-?2)
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L’objectiu de la teoria d’eliminacié és obtenir una equacié que contingui només una
incognita (a ’exemple (1.4.1), la 2) i extendre aquest resultat a les equacions originals. La
idea basica de la teoria d’eliminacié és que aquests dos processos puguin fer-se de forma

general.

Definicié 1.4.2. Donat I = (f1,...,fs) C K[z1,...,2,], Uideal d’eliminacid l-ésim,
I € K[zj41, ..., xy] definit per

I = IﬂK[xH_l,...,xn]

El problema d’eliminacié consisteix, doncs, en trobar un sistema de generadors de
lideal I € K[zq,...,x,] que contingui un sistema de generadors de 'ideal I; per a tot
1 €{0,...,n—1}. L’ideal d’eliminacié varia segons I’ordre monomial escollit. Utilitzant

bases de Grobner aconseguirem eliminar variables gracies al segiient teorema:

Teorema 1.4.3 (Teorema d’eliminacid). [4] Sigui I C K[z1,...,x,] un ideal i sigui G

una base de Gréobner de I respecte l’ordre lexicografic amb
X1 >2x9>...> 2Ty

Aleshores
G =GNnK[xj41,...,2y] YOL<I<n

és una base de Gréobner de lideal I;.

Demostracio. Sigui | € (0,n). Tenim que G; C I;. De la definicié de base de Grébner
tenim que s’ha de complir
(LT(L)) = (LT(G1))
Tenim que G; C I;, d’on (G)) C (I;)

Cal veure que

LT(g) | LT(f)

per a qualsevol f € I; i algun g € ;. En primer lloc, com que f € I i G és una base de
Groébner de 1,
LT(g) | LT(f)

per a algun g € G. Com que f € I;, aleshores LT (g) € {zi11,...,Zn}.

Com que x1 > ... > xp, tot monomi amb z1,...,x; és major que qualsevol monomi

de K[zy41,...,2,]. D’aqui,
LT(9) € K[xj41,- .- 2] = g € K[xi31, .-, Zn)

d’on g € G]. O
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Exemple 1.4.4. Prenent els mateixos polinomis que a 'exemple (1.4.1), tenim que

L=TnK[yz=#?—y—22+2292>+2* = 2% = (g2, 93)
I =TNK[z] = (25 —42* + 423 — 22) = (g4)

Volem veure ara quines de les solucions de les equacions obtingudes eliminant les

primeres [ variables poden ser esteses a solucions del sistema inicial.

Recordem abans una definicié necessaria per al teorema:

Definicié 1.4.5. Direm que K és un cos algebraicament tancat si tot polinomi P(x) €

Klz1,...,z,] amb deg(P) > 1, té una arrel a K.

Presentem, sense demostracié, el teorema d’extensié.

Teorema 1.4.6 (Teorema d’extensié). [4] Siguin I C Kzi,...,z,] un ideal, amb K
algebraicament tancat, i (az,...,an) un zero del primer ideal d’eliminacid. Suposem que

existeix un polinomi f # 0 € I tal que

t
f =2 eal
i=0

amb ¢; € Klxa,...,x,] i degy, (f) = t, tal que ¢i(ag,...,a,) # 0. Aleshores existeix
a1 € K tal que (a1,as9,...,a,) € V(I).

Notem que aquest teorema diu com estendre solucions de V(I7) a V(I); pero es pot
aplicar analogament per a passar de qualsevol solucié en V(I;) a una solucié en V(I;_1),

ja que I; és el primer ideal d’eliminaci6 de I; .

Veiem un exemple de la resolucié d’un sistema d’equacions polinomials utilitzant els

teoremes d’eliminaci6 (Teorema 1.4.3) i extensié (Teorema 1.4.6).

Exemple 1.4.7. Sigui la varietat aff V € C3 determinada per les equacions:
zy =1
rz =1

I=(xy—1,2z—1)

Sigui, per tant, I'ideal

La seva base de Grobner respecte l'ordre lexicografic amb z > y > z és
G={zxy—1l,2z— 1,y —z}

i utilitzant el Teorema 1.4.3,
Gr={y—=z}
és una base de Grébner de lideal I;. Es a dir, que les solucions parcials del sistema

obtingut eliminant la primera variable, V2 (I7), son els punts de la recta y = z.
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D’aqui obtenim que podem estendre a solucions del sistema totes les solucions parcials

del sistema, excepte la solucié (0,0), ja que en tal cas
0-0=0=1

en ambdds casos, fet que és impossible. Si prenem com a solucié parcial el punt (a,a)

amb a # 0, aleshores tots els punts de la forma

—a,a
a

son solucié del sistema original.

1.5 Moduls

Contrariament a la teoria d’ideals, el concepte de modul es remunta varis segles enrere.

Al segle TII a.C el matematic grec Euclides va utilitzar I’aritmetica modular per a
estudiar les propietats dels nombres primers i dels nombres parells i imparells. Més en-
davant, al segle XVII, el matematic i filosof frances René Descartes, a la seva obra “La
Géometrie” (1637) va comengar a utilitzar el concepte de modul per a referir-se al valor
absolut d’un nombre o a la distancia entre dos punts al pla utilitzant coordenades cartesi-
anes. Ja al segle XIX, el matematic alemany Carl Friedrich Gauss va establir les bases de
la teoria de congruencies i va desenvolupar metodes per a resoldre equacions lineals amb
congruencies. Finalment, durant el segle XX, el concepte de modul va generalitzar-se i
estendre’s a d’altres branques de la matematica. En particualr, es va introduir el concepte

d’anell i la nocié de modul sobre un anell.

Sigui A un anell commutatiu unitari i sigui A* el conjunt de vectors fila k-dimensionals

amb coeficients a A.

Definicié 1.5.1. [4] Un modul sobre un anell A o un A-modul és un conjunt M amb una
operacid binaria (suma, +) i una operacid de A sobre M (producte, -). De manera que

per a tot a,b € A i per a tot f,g € M tenim:

i és un grup abelic. amb Uoperacié suma (+). Es a dir, la suma a M és associativa
i) M é belia amb I’ ] Es a dir, | M t
i commutativa, existeix 0 € M element identitat de la suma, i per a tot element
f e M, existeix —f € M tal que f + (—f) = 0, anomenat element invers per a la

(ii) a(f +g) = af + ag.
(iii) (a+0b)f =af+bf.
(i) (ab)f = a(bf).

(v) 1f = f
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Exemple 1.5.2. En particular tot ideal I és un modul sobre 'anell A.

Definicié 1.5.3. Direm que M C AF és un modul sobre A si
hifi+ hafs € M

per a tot f1, fo € M i hi,hy € A.

Veurem que el concepte de modul és 1til en el sentit que generalitza simultaniament

les nocions d’ideal i d’anell quocient.

Definici6 1.5.4. Donat N C M, on M és un modul, direm que N és un submodul de M
St

an=na € N ¥Yn € N,a € A

Definicié 1.5.5. Si N C M, aleshores el conjunt de classes d’equivaléncia d’elements de
M tal que
f=g < f—g€N

és un A-modul amb les operacions induides per M. S’anomena anell quocient de M per
N i es denota per M/N.

Definicié 1.5.6. Si M, N son A-moduls, la funcio

¢ M N N
am+n  —  ap(m)+ ¢(n)

€s un homeomorfisme entre M, N, i té per nucli el conjunt

ker(¢) = {f € M : ¢(f) = 0}

Definicié 1.5.7. Sigui M C A* un modul. Direm que M és finitament generat si exis-
teizen fi,..., fm € M tals que

f=afi+. ... +amfm (1.5.1)

amb ay,...,am € A. En tal cas direm que {f1,..., fm} €és el conjunt generador de M i

ho denotarem per (fi,..., fm)-

Proposicié 1.5.8. [4] Sigui M un A-modul. F = {f1,...,fm} C M és una base de M

si, i només si, tot f € M es pot escriure com (1.5.1) de manera inica.

Il-lustrem el concepte de base de M amb el segiient exemple:

Exemple 1.5.9. Sigui l'ideal M = (22,y3) C A. El conjunt {22,43} no és una base de
M com a modul ja que
y3x2 . $2y3 =0

amb 3,22 # 0, i per tant no sén linealment independents. En canvi, si que és una base

de M com a ideal.
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Definicié 1.5.10. Sigui M un A-modul. M és un modul lliure si M té una base.

En el cas general d’'un anell de polinomis A = K[zy,...,z,], el modul lliure M de s
generadors consisteix en tots els possibles vectors de polinomis (g1,...,9s), gi € A. Per

tant, el modul lliure és un conjunt A®.
Sigui ¢; = (0,...,1,...,0), amb 1 a la posici6 i-esima. Aleshores, podem escriure
(915---,95) = gre1 + ... + gses,
i aquesta representacié és unica, d’on la base canonica és una base de M com a A-modul.

Teorema 1.5.11 (Quillen Suslin). [4] Sigui A = K[z, ..., x,] i suposem que ay, ..., am €
A generen tot A. Aleshores el modul M de totes les solucions (Xi,...,X,) € A™ de
l’equacid lineal

a1 X1+ ...+amXyn =0

és lliure.
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Capitol 2
u-Classificacié de corbes planes

L’equacié parametrica d’una corba plana racional és

(z,y) = (ﬁ?ig) (2.0.1)
a(t) = nz ait’,  b(t) = 3 bit',  c(t) = i it (2.0.2)
=0 =0 =0

amb n, = deg(a), n, = deg(b), n. = deg(c).
El grau de la corba és n = max(ng, ny, ne).

Suposem que a(t), b(t), c(t) son relativament primers i que ¢(t) # 0. Definim

f=cr—alt),  g=cltly—bt).

2.1 p-bases

Definicié 2.1.1. [3] L’ideal I de la corba (2.0.1) ve donat per

I = <f, g) = {plf + p2g | P1,P2 € K[$7y>t}}

Observem que l'ideal I esta generat per f i g. L’objectiu és trobar generadors amb

degy minim. Comencem enunciant un lema tecnic.
Lema 2.1.2. Siguin A(t), B(t),C(t) € K[t] tals que

a(t)A(t) + b(t) B(t) + c(t)C(t) = 0. (2.1.1)

Aleshores ezisteizen hi(t), ha(t), hs(t) € K[t] tals que



Demostracio. Com que med(a(t),b(t),c(t)) = 1, aixd implica que, per l'identitat de

Bézout, existeixen u(t),v(t), w(t) € K[t] tals que

u(t)a(t) + v(t)b(t) + w(t)e(t) = 1

Si multipliquem 'equacié (2.1.2) per A(t) i usem (2.1.1), obtenim

(2.1.2)

1-A=wuaA+vbA+wcA =u(—bB — cC) + vbA + wcA = ¢(—uC + wA) + b(—uB + vA).

Analogament

B = ¢(—vC + wB) — a(—uB + vA);
C =—a(—uC + wA) — b(—vC + wB).

Prenem

hi(t) = —u(t)C(t) + w(t)A(t)
ho(t) = —v(t)C(t) + w(t)B(t)
hs(t) = —u(t)B(t) + v(t)A(t)

i el resultat queda demostrat.

O

Veiem ara, doncs, una caracteritzacié dels polinomis P(t) = A(t)z + B(t)y+ C(t) € I,

amb I definit com a la Definicié 2.1.1.
Lema 2.1.3. Donat P(t) = A(t)x + B(t)y + C(t) € K[z, y, t], llavors
P(t) € I = (c(t)z —a(t), c(t)y — b(t))

St, 1 NOMES Si,

Demostracio.

Suposem que P(t) € I. Definim I’homeomorfisme d’anells

a:Klz,y,t] — K(t)

a(t)

x — EO)

b(t)

Y = @

t — t
per tant
alc(t)xr —a(t)) = c(t)@ —a(t) =a(t) —a(t) =0
c(t)

ety = bt)) = c(t) s — b(t) = b(0) ~ b(t) =0



Si P(t) € I, tenim que

i, per tant, multiplicant per ¢(¢) tenim que

a()A(t) + b(t)B(t) + c()C(t) = 0

tal 1 com voliem veure.

Suposem que existeixen A(t), B(t), C(t) € K[t] tals que
a(t)A(t) + b(t)B(t) + c(t)C(t) =0

Aleshores, pel Lema 2.1.2 existeixen hi(t), ha(t), hs3(t) € K[¢] tals que

A(t) = c(t)hn (t) + b(t)hs(t);
B(t) = c(t)ha(t) — a(t)hs(t);
C(t) = —a)hi(t) = b(t)ha();

Per tant,
P(t) = A(t)x + B(t)y + C(t) = (chy + bhg)x + (cha — ahg)y + (—ahy — bha) =
= chix + bhsx + choy — ahsy — ahy — bhy =
= chix + chsxy — ah1 — ahsy + choy — chaxy — bho 4+ bhyx =
= (h1 +yhs)(cx —a) + (hy — xhs)(cy —b) € 1

Corollari 2.1.4. [3]
(i) Si P(t) = A(t)xr+ B(t)y + C(t) € I i h € K[t] és tal que h | P, aleshores P/h € I.
(i1) Sia=da ic=dé ambd=mcd(a,c), aleshores

{rx + s|r,s e K[t]} NI = {h(éz — a)lh € K[t]}.
Demostracio.

(i) Escrivim A = hA’, B=hB’'i C = hC’. Llavors

P(t) =A(t)z + B(t)y + C(t) € [ = aA+bB+cC=0 =
Lema 2.1.3
ahA’ +bhB' +chC'=0 = aA'+bB +c¢C’'=0 =

1
Lema 2.1.3

P/h=Az+By+C el
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(ii) Suposem, en primer lloc, que rx + s € I. Pel Lema 2.1.3, tenim que

ar+b-04+cs=0=dar +décs=0=ar +¢és=0

Com que a i ¢ son relativament primers per hipotesi, tenim que r = ¢h i s = —ah

per a algun h € K[t]. Aixi,

Com que

i és divisible per d, per a. tenim que

hf _

d

héx—a) el

re + s = ¢hx — ah = h(éx — a)

hf = h(cx — a) = h(déx — da) = dh(éx —a) € I

Donat I'ideal I podem definir el segiient K-espai vectorial.

Definicié 2.1.5. [3] Sigui I = (c(t)x — a(t),c(t)y — b(t)), aleshores definim

I = {P(t) = A}z + B(t)y + C(t) € I | degy,,(P) < 1,degy(P) < m}.

Donem a continuacié un resultat per a acotar inferiorment el nombre d’elements line-

alment independents de Iy .

Lema 2.1.6. [3] El nombre d’elements en I ,, linealment independents és > 2m+2 —n.

Demostracié. Sigui P(t) = A(t)x + B(t)y + C(t) € I amb

A(t) = zmj Ait" B(t) = i Bit"  C(t) = Em: Cyt!
=0 =0 =0

La condicié (2.1.1) pot ser expressada com a l’equacié matricial Mv = 0 on

ao
a

a2

bo

bo

€0
1

C2

0 0
0 0
0 0
0 0

c K(n+m+1) X (3m+3)

(2.1.3)

(2.1.4)



v =[AgBoCo - - A B Cra] (2.1.5)
La dimensié del conjunt de solucions és de 3m + 3 — rang(M) i com que rang(M) <
n 4+ m + 1, aleshores hi ha com a minim 3m +3 — (n+m+ 1) = 2m + 2 — n elements de
I, linealment independents. O
D’aqui veiem que
Definicié 2.1.7.
w=min{m | I ,, # 0} € Z.
En el cas general, p = [n/2]. Aixo és degut al fet que si al sistema del Lema 2.1.6
escollim m = |n/2| — 1, aleshores Mv = 0 no té cap solucié i per tant u = [n/2].

Amb l'objectiu de definir les p-bases, es donen a continuacié els segiients resultats:

Lema 2.1.8. [3] Sip € I ,,p #0, aleshores:

(i) p és irreductible en Kz, y,t].
(it) 3 q € I 5y, per al qual q ¢ (p)

Demostracio.

(i) Raonarem per reduccié a I’absurd.

Sip= AB amb A, B € K[t] no constants, com que deg, ,(p) < 1, aleshores A € K[t]
o B € K[t]. Si A € K[t], aleshores, pel Corol-lari 2.1.4, tenim que, p/A € I; ;, amb

k < u, pero aixo contradiu la minimalitat de p. Per tant, p és irreductible.

(ii) Considerem ¢ € Iy ,—, i considerem ¢ € (p). Aleshores 3h € K[t] tal que ¢ = hp,

d’on
deg(q) = deg(h) + deg(p) = deg(h) = deg(q) — deg(p) <n —p—p<n-—2u

Aixi, els elements de (p)NI; ,—, pertanyen a un espai vectorial de dimensié n—2u+1.
Tot i aixi, d’acord amb el Lema 2.1.6, hi ha com a minim n — 2y + 2 elements de

I 5, linelament independents.

O

Per tant, els polinomis p i ¢ no poden tenir cap factor comu polinomial, ja que p és

irreductible i ¢ no és un multiple de p.

Donats f = c¢(t)x—a(t), g = c(t)y —b(t), veiem que 'ideal generat per f, g és el mateix

a 'ideal generat per p, q definits com al Lema 2.1.8.
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Teorema 2.1.9. [3] Siguin p, q¢ € K[t] definits com al Lema 2.1.8, aleshores (p,q) = (f, g).

Demostracio.

Es immediat ja que f,g € (p,q).

Es suficient demostrar que f, g € (p,q).

Escrivim

D = PzZ + PyY + Puw, q = qzT + qyY + quw
ON Pz, Py, Pws Gz Qy> Quw € K[t] i

d = mcd(a,c), e = mcd(b, c)

Pel Lema 2.1.3, pya + pyb + pwe = 0, i com que d/a i d/c, aleshores d/p,b. Pero ara
tenim

med(a, b, ¢) = med(med(a,c),b) = med(d,b) =1

Per tant, d/p, i podem escriure

~

Dy = dpy.

Analogament, podem escriure

Aixi, tenim
P = pzex + pydy + pu
on deg(pz) < pt — ne, deg(py) < p—ng i deg(pw) < p.

Analogament per a ¢, tenim

q = @zex + qydy + qu

on deg(qz) < n — p—ne,deg(qy) <n —p—ng,deg(qw) <n — p.

Definim ara

[ =0yq — @yp = Dy(Gzex + qydy + qu) + @y (Prex + Pydy + puw) =

o R ~ s (2.1.6)
(PyQz — QyPz)ex + (DyGuw — QyPw) = CET — G;

G = QP — P2q = Qz(Prex + Pydy + pu) + Pr(@eex + qydy + qu) = (2.1.7)
(@(B - (Zjﬁ\r)dy + (q/:\rpw - Qwﬁr) = Edy —b;

on a,b,¢ € K[t] amb deg(@) < n — ng, deg(b) < n — ne,deg(é) < n — ng — ne.
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Pel Corol-lari 2.1.4 tenim que f és un multiple de f /d, i que g és un multiple de g/e.
Aixi
cex —a = Pi(f/d) = (f1/d)(cx — a); (2.1.8)
cdy — b= Ba(g/e) = (Bz/e)(cy — b); (2.1.9)
on f1, B2 € K[t]. Comparant els coeficients de x en (2.1.8) i y en (2.1.9), tenim que
p1 = Pa.

Com que n = max(ng, np, ne), aleshores deg,(f) = n o degi(g) = n. Suposem deg,(f) =
n. Aleshores deg;(f/d) =n —ng i com que deg;(f) < n —ng, (2.1.8) implica que 8 = B

ha de ser constant.

Si B # 0 aleshores 51 = (2 son escalars diferents de zero, i per (2.1.8) i (2.1.9) tenim
que f/d,g/c € (p,q), d’on f,g,€ (p,q), tal i com voliem veure.

Si 81 = 0, aleshores tindrfem que @ = b= ¢ =0 ja que 8 = 32 en (2.1.8) i (2.1.9). En
K[t], aix0 implica que p i ¢ son linealment dependents:

hip+ hag =0 (2.1.10)

per a hy, hy € K[t] diferents de zero. Suposem ara que hj i hg son polinomis relativament
primers en K[t]. D’aquesta manera, hy/p, d’on, pel Corol-lari 2.1.4, tenim que p/hs € I.
Per la minimalitat de u, hy # 0 i, per tant, ¢ € (p), fet que és una contradiccié. Per tant,

p1 # 0. u

Definicié 2.1.10. Els polinomis p i q del Lema 2.1.8 s’anomenen pu — base de l’ideal
I'={(f9)

Veiem un exemple on, donada una corba plana algebraica obtenim la seva u-base.

Exemple 2.1.11. Sigui

—6t2+4 —4t3 + 4t
@y)=\————n

una corba plana, on

a(t) = —6t> +4
b(t) = —4t3 + 4t
c(t) = -t

Llavors

n = max(ng, Ny, ne) = maz(2,3,4) =4
En aquest cas, una u-base ve donada per
p =2tz + (t* — 2)y — 4t g=tr —ty—2

ideg(p) =p=2, deg(q) =n—p=4-2

29



Corollari 2.1.12. [3] Sigui p,q una p — base de I. Si

D =Pz + Pyy + Pw q = qzT + QY + qu
lavors X € R, A #£ 0 tal que
Pzldy — Pydx = —Ac;

PzqQw — Pwlx = /\b7 (2.1.11)

PyGuw — Puwly = —Aa.
i degi(p) = p i degi(q) = n — p.

Demostracid. Sigui A = p1 = B2 € R, A # 0 amb Sy, 82 definides com al Teorema 2.1.9
Utilitzant (2.1.7) i (2.1.9), tenim que

N - N - A b
PzqQw — Pwdx = (epa:)Qw *pw(eq‘r) = e(pa:Qw - prz) =eb= 6/82; = [Bob = Ab.

Analogament obtenim que pyqy — pyqs = —Ac i pyquw — Pwqy = —Aa.

Per provar la darrera afirmacié, tenim que degi(p) = u per la definicié de pu. Supo-
sem que deg;(q) < m — p. Aleshores tindriem, per (2.1.11) que deg;(a) < n,deg;(b) <
n,degi(c) < n, fet que és impossible. Per tant, deg;(q) = n — p. O

A continuacié vegem una condicié necessaria per a una p-base.

Teorema 2.1.13. [3] Siguin p,q una p — base de I = (f,g). Aleshores, tot polinomi
P(t) = A(t)x + B(t)y + C(t) € I es pot escriure de manera unica de la forma

Az + By 4+ C = hip + hag, hi, hs EK[t].
A més a més, sim = max(na,ng,nc), aleshores deg(hy) < m—p i deg(he) < m+p—n.
Demostracid. Provarem, en primer lloc, la unicitat de hq i ha. Suposem que existeixen h

i hY, complint Az + By + C = hip + hbq. Aleshores, igualant les dues equacions obtenim

que
hap + haq = hip + haq
(h1 = h)p = (h2 — h)q
(h1 = hy)p — (ha — h3)g =0
hi— B =0  ho—hl=0
hi=h,  hy=H
utilitzant (2.1.10).

Provem ara l'existéncia de hy, he. Donats hy, ho, hy € K[t] utilitzem el Lema 2.1.3 per

escriure

Ax + By+C = (hl + yhg)f + (hg — mhg)g =h1f+ hog + hg(bl‘ — ay)
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Per tant, és suficient veure que f, g i bx — ay es poden expressar com a combinacié de p, q

amb coeficients en K[t]. Ara, per (2.1.11), tenim que

DPyqd — PaP = Af
QaD — Pzq = NG
QP — Pwq = ANbx — ay)

Com que A € R, A # 0, obtenim el resultat desitjat.

Finalment, ens falta acotar deg(h1), deg(hg) en termes de deg(A), deg(B), deg(C). L'e-
quaciéo Az + By + C = hyp + hog implica que

A = hipg + hogy;
B = hipy + haqy;
C - hlpw + hQQw-

Resolent per h; i utilitzant (2.1.11), obtenim les férmules

—Ach1 = hi(p2qy — Pyqa) = @yA — 42 B;
Abh1 = My (mew - prz) = QwA - Q:ECS
—Aahy = hl(prw _pry) = quB — QyC-

Com que deg(q, ), deg(qy), deg(qw) < n—pu, aleshores deg(—Achy), deg(Abhy), deg(—Aahy)
< m+n—p. Pero A # 01n = max(ng, np, ne), per tant algun dels polinomis de 1’esquerra

té grau deg(hi) + n. Aixd dona la cota de deg(hy).

Resolent per hs i utilitzant (2.1.11), obtenim les férmules

—Achg = h2(pry - py%c) = p:}cA - pyB;
Abha = ha(Prqw — Pwlz) = PzC — puwi;
—Aahg = h2(prw - pwqy> = pyC — puwB.

Com que deg(p), deg(py ), deg(pw) < n—p, aleshores deg(—Achs), deg(Abha), deg(—Aahs)
< m+n—p. Pero A # 01n = max(ng, np, ne), per tant algun dels polinomis de 1’esquerra

té grau deg(hz) + n. Aixd dona la cota de deg(hso) i acaba la demostracié. O

Corollari 2.1.14. [3] Sigui p,q una p-base de I = (f, g).

a. Si < n—p, aleshores p és unic llevat d’un miltiple escalar, i q €s unic fins a un

maltiple escalar més un maltiple de p per un element de K[t].

b. Sip=n—pu=n/2, aleshores p i q poden ser qualsevol base de l’espai vectorial de

dimensio 2: Iy .
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Demostracio.

a. El grau ve acotat pel Teorema 2.1.13 i 4 < n — p implica que tot element de Iy ,
es pot escriure de la forma hip + 0g = h1p, on hy és constant. Pel Teorema 2.1.13 també
tenim que tot element de Iy ,_, és de la forma hip 4 haq, on deg(h1) < n —2u i hy és

constant. 0

Recordem que donat I = (c(t)z —a(t), c(t)y — b(t)), Pespai vectorial Iy ,, ve definit per
Lim={P(t)=At)r+ Bt)y+C(t) € I | deg,,(P)<1,deg,(P) < m}.
Ara estem en condicions de calcular la dimensié del K-espai vectorial Iy ,,,, que depen
de m i de u.
Corol'lari 2.1.15.

0 St 0<m<pu
dim(I1m)=¢ m—p+1 si p<m<n—pu-—1
2m+2—n st m>n—u—1.

Demostracio.

e Si0<m < p,dim(fy,,) =0 per la minimalitat de px.

e Sipg<m<n—p—1,dim(l;,,) =m—p+1 jaque I}, és un espai vectorial i, pel
Corol-lari 2.1.14, tot element es pot escriure de la forma h;p amb deg(h;) < m—pu+1.

e Sin—p—1<m,dim(l,,) =2m+ 2 —n ja que tenim polinomis de la forma
hip + haq amb deg(h1) < m — p i deg(h2) < m + p — n. Per la unicitat provada al

Teorema 2.1.13 tenim que

dim(lipm) =(m—-—p+1)+(m+p—n)=2m+1-n+1=2m+2—n.

2.2 Modul de syzigies

La paraula syzigia s’utilitza en astronomia per indicar un alineament de tres planetes o
altres cossos celestes. L’arrel és una paraula grega que significa “unir”. En una syzigia
matematica, direm que els polinomis estan “units”, fent referéncia a com s’utilitzaria en

el camp de l'astronomia.

Fins al moment, hem tractat amb polinomis de la forma

I . ={A(t)x + B(t)y + C(t); A(t), B(t),C(t) € K[t]} N I.
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Com que I = (f, g) és un ideal a I’anell de polinomis K[z, y, t], el conjunt I , és tancat
per la suma i per la multiplicacié per elements arbitraris de K[t]. Per tant, I; , és un

modul sobre I'anell de polinomis KJt].

Modificant el procediment per a trobar bases de Grébner G = {g1,...,¢gs} per a un

ideal I C K utilitzant ’algoritme de Bubhberger, podrem trobar generadors per al modul
de syzigies Syz(g1,.--,9s)-
Proposicié 2.2.1. [4] Sigui (f1,..., fs) un conjunt ordenat d’elements de K[z, ..., x,].

El (primer) modul de syzygies

Syz(fl,...,fs):{(gl,...,gs),giGK[xl,...,a;n] | g1f1+--~+gsf5:0}

és un submodul de K[z, ..., x,]*.

Demostracié. Siguin (ai,...,as), (b1, ...,bs) € Syz(fi,..., fs) 1 c € K. Aleshores

a1fi+...+asfs =0 N ca1fi+...+casfs =0

= (ca1+b 4+ ...+ (cas+bs)fs =0
bifi+ .. 4 bsfs =0 bifi+ .. 4 bsfs =0 (car +b1)1 ( )

d’on (caj + by,...,cas +bs) € Syz(fi,..., fs) 1per tant Syz(fi,...,fs) C K[zy,...,z,]%
O

Tenim que Syz(f1,..., fs) és un modul sobre K[z1,...,z,], ja que les syzigies poden

multiplicar-se i sumar-se per elements de K[zy,...,2z,]. A més a més tenim

Syz(fi, .- fs) C K, ... ]
i el modul de syzigia és un submodul d’un modul lliure. Tot i aixo, en general, el modul
de syzigia (ni tampoc qualsevol altre submodul d’un modul lliure) no és lliure.

Veiem ara dos exemples que relacionen 'equacié (2.0.1) i el Lema 2.1.3 amb els moduls

de syzigies.

~—~

Exemple 2.2.2. Notem que de la parametritzacié (2.0.1)

tenim que a(t),b(t),c(t) € K[t]. Per tant el modul Syz(a,b,c) esta format per tots els
triplets de polinomis (A(t), B(t), C(t)) € K[t]3 tals que

~—

Syz(a,b,c) = {(A(t), B(t),C(t)) € K[t]®> | A(t)a(t) + B(t)b(t) + C(t)c(t)} =0

d’on
I« ~ Syz(a,b,c).
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2.3 Estructura de les parametritzacions amb classe p

Amb l'objectiu de tenir una idea de la “quantitat” de parametritzacions hi ha per una

u — classe, calcularem la dimensié de totes les parametritzacions racionals amb classe p.

Sigui
Kltln = {P(t) | deg(P(t)) < n}

un espai vectorial de dimensié n + 1. Definim

P, = {(a,b,¢) € K[t]? | med(a,b,c) = 1, n = maz(ng, ny, ne), ¢#0}

Siguin P4 C P, les parametritzacions amb classe pu. Volem determinar I'estructura

d’aquest conjunt.

Podem descriure subconjunts de P,, utilitzant equacions algebraiques. Definim abans

la clausura de Zariski d’una varietat algebraica.

Definicié 2.3.1. [4] La clausura de Zariski és la varietat algebraica més petita contenint

al conjunt. Si S C K", denotem per S la clausura de Zariski de S i

V({I(S) =S5

, . ., = . .,
D’aqui veiem la relacié entre P} i P,,. Enunciem abans, sense demostracid, un teorema

previ:

Teorema 2.3.2. [6] Si f : X = Y és una aplicacid reqular entre varietats irreductibles
amb f(X)=Y,dim(X) =n,dim(Y) = m, aleshores m <n i

(i) dim(f~'(y)) > n —m per a tot punt y € Y.
(ii) Existeiz U CY,Y #0 tal que f~*(y) =n—m amby € U.

Teorema 2.3.3. [3] Siguin P}, C P, el conjunt de totes les parametritzacions de classe

i Pl la seva clausura de Zariski. Aleshores

(i) Per a cada 0 < p < |n/2], Ph és una varietat irreductible de Py, i

n

3n+3 w=|n/2|
2n+2u+4 p<|n/2].

dim(Ph) = {
.. . . =
(ii) Per a tot u, existeix WH C P, tal que
Pl =P, — WH
i WH £ fﬁ. Direm que P, és el complementari en fﬁ d’una varietat propia.

Demostracio.
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(i) Sigui p < [n/2]. Considerem 'aplicacié

P : K3 < K3,  — Kt]?

n

(p, Q) = (p:m Py, Pzy qzs Gy, Qz) = (pry — PyQuw, Pzqw — Pwlzx, PyQx _pry)
Sigui U = @~1(P,,) C K[t]i X K[t}%,u. Aleshores tenim ’aplicacié
CI>|U U = Py (2.3.1)

Veiem ara que la imatge de ® és PL.

Si (a,b,c) € Ph i p,q son una u-base de (cx —a, cy —b), aleshores per (2.1.11)

tenim que
(I)(p, Q) = (pry_prwa Pzqw—Pwlzx, prx_px(Jy) - (_(_)\a)a Ab, _(_/\C)) = )\(a, b, C)
d’on (a,b,c) € ®(p,q).

Sigui (p, q) tal que ®(p,q) = (a,b,c) € Py, p' la classe de (a,b,¢) i I = {cx —
a, cy —b).

Tenim, en primer lloc que
apg + bpy + CPw = PzPwly — PxPyGw + PyPzqw — PyPwlz + PwPyqs — PwDzqy = 0

de la definicié de @ i, per tant, p € I pel Lema 2.1.3. Com que p € Iy ,, aleshores
p' < p. Sitinguéssim p' < p < |n/2], aleshores, pel Teorema 2.1.13 tindriem que
existeix h € K[t], deg:(h) > 0 tal que

p=ph

i, per tant,
®(p,q) = ®(p'h,q) = (a,b,¢)

també és multiple de h. Pero
(a,b,c) € P, = med(a,b,c) =1
fet que és una contradiccié. D’aqui tenim que p/ = p i per tant
(a,b,c) € P

D’aqui tenim que

o(U) = Pl

Com que P} C fﬁ tenim que podem escriure

d:U — P
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i, per tant, com que U és irreductible, aleshores la clausura de Zariski fﬁ també ho

és.
Veiem ara que
dim(Ph) = 2n + 2u + 4.
Siguin (a, b,c) € P} i el conjunt
®~(a,b,¢) = {(p.q) € K[t] x K[l : ®(p,q) = (a,b,0)}

que anomenarem fibra de ®.

Per la primera part de la demostracid, tenim que

d (a,b,c) = {p — bases p,q de I amb A =1 en (2.1.11)}

Afirmacié 2.3.4. Fizat (p,q) € ®~'(a,b,¢), existeiz un altre parell (p',q') € K[t]3, x
K[t]3_, tal que

n—p
1
(0d) €@ Ha,be) <= p=ap i d=—q+hp
per a algun o € K — {0} i h € K[t],—2,.
Demostracio.

Siguin p’ = ap, ¢ = éq + hq. Aleshores
1
(p',q') = <ap, ~q+ hq> = ®(p,q) = (a,b,¢)

ja que

1
Qy + hpy — OPy aQw +hpy | = Pwqy — Pyquw

Q|+

Py — Pyl = OPuw (

1
qQu + hpw) — QPy (CKQI + hpx) = Pzqw — PwYx

| =

Py, — Pyl = D (a

/! /! 1 1
Pyle = Paly = opy | 0o+ hpy | — apy St hpy | = Pydz — Pxqy

/

Si ®(p',q') = (a,b,c), aleshores, per la primera part de la demostracié, p/, q
son una pu-base de I. Aleshores, pel Corol-lari 2.1.14 tenim que es compleix
P =ap
/

q¢ = —q+ hp.
(e

amb deg(p’) < pideg(q) < (n—2u)+p=n—p.
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Del Corol-lari 2.1.15 tenim que
dim(@fl(a,b,c)) =(p—p+)+n—p—p+1l)=n-—-2u+2.

jaque a e K—{0}ih €K, g,

Hem vist a la primera part de la demostracié que ®(U) = P} i Pl és irreductible.

En tal cas, se satisfan les hipotesis del Teorema 2.3.2 i per tant
dim(Ph) = dim(U) — dim(®(a,b,¢)) = B(u+1) +3(n —p+1)) — (n — 2u + 2))
=2n+2u+4.

Per a la segona part de la demostracio, sigui el conjunt de totes les parametritzacoins
de classe < p:
PL=P0 11 PL 11 .- 11 PL (2.3.2)

Afirmacio 2.3.5. 75” és una varietat de P,
Demostracid. Per la primera part de la demostracid, sabem que (a, b, ¢) és de classe
< p si, i només si, I, # 0. Com que

n+p+1>3u+3
i pel Lema 2.1.6 tenim que es compleix quan rang(M) < 3u+3, fet que és impossible
ja que u < |n/2|. Per tant, (a,b,c) € P, si, i només si, rang(M) < 3u+ 3 i d’aqui
obtenim que 75n ve definida per equacions i per tant és una varietat de P,,. O
De 'equacié (2.3.2) tenim que

PLCPr=P I PLII ... I P¥=Pr LI Pr

i també, de la definicié de clausura de Zariski tenim que

Phcpriin pr
Per tant,

= PLIL(PL~ NPY)

. 4 . ~u—1 . ,
i, per tant P} és el complementari en P4 de PL~ " NPL tal i com voliem veure.

Provem ara el teorema per a u = [n/2|. En tal cas tenim, analogament a (2.3.2)

Pp=PUIL... L P2 = plr/2=1 1 pln/2] (2.3.3)
i, per la primera part de la demostracié, N%n/ 2171 45 una varietat propia de P,. Finalment,
tenim que deg(P,) = 3n + 3. O

Aquest teorema dona informacié sobre I’estructura de PJ, perd no explica la unié entre

aquests PJ. De fet, tenim la segiient conjectura:

Conjectura 2.3.6. [3] La clausura de Zariski P, ve donada per

Ph=Plu...uPH
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Capitol 3
Implicitacio

Amb l'objectiu de descriure varietats V € K", estudiarem a continuacié el problema
d’implicitacié.

Tot i el coneixement de la implicitacié matematica des de fa molts segles, no va ser fins
al segle XVII quan René Descartes a la seva obra “La Géométrie” va obrir la porta a la re-
presentacié d’equacions en forma implicita. Durant el segle XVIII, el matematic alemany
Leonard Euler (1707-1783) va treballar en la teoria de funcions i equacions diferencials,
on les equacions implicites tenien un paper fonamental. Durant el segle XIX, el concepte
es va anar desenvolupant gracies a matematics com Augustin-Louis Cauchy (1789-1857),
Bernhard Riemann (1826-1866) i Karl Wierestrass (1815-1897). Al segle passat, ja amb
un camp de les matematiques més avancat, la teoria de conjunts, la topologia i ’algebra
abstracta van jugar un paper important en ’estudi de les solucions d’equacions implicites

en contextos més generals.

La gran importancia de convertir varietats definides parametricament a varietats defi-
nides implicitament (i viceversa) és deguda a que cadascuna d’elles és adient per a un tipus
de problema. Per exemple, és preferible usar la representacié parameétrica per a generar
punts d’una varietat, pero és millor utilitzar la representacié implicita per determinar si
un punt és o no a una varietat. A més a més, tota corba racional parametritzada es pot

escriure de forma implicita; perd no tota corba implicita té una parametritzacié racional.

Estudiarem a continuacié 1’equacié implicita h(x,y) = 0 de la corba parametritzada

(2.0.1).

Lema 3.0.1. [3] Si h € K[z,y,t] i ch € I = (cx — a,cy —b), aleshores h € I.

Demostracié. Si existeixen P, Q € K[z, y,t] tals que
ch=P(cx —a)+ Q(cy — b)
aleshores

ch—P(cx —a) — Q(cy —b) =aP +bQ +c(h —zP —yQ) =0
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i, pel Lema 2.1.2, existeixen Hy, Hy, Hs € K[z, y, ] tals que

P = (IHl + ng;
Q = cHy — aH3;
h—xzP —yQ =—aH; — bH>.

Per tant de la darrera igualtat obtenim

h=xzP +yQ — aHy — bHy = x(aHy + bH3) + y(cHy — aH3) — aHy — bHy =
(H1 +yH3)(cx —a) + (Hy — xH3)(cy — b).

d’on h e 1. (]

Lema 3.0.2. [ = (cx — a,cy — b) és un ideal primer.

Demostracié. Definim ’homeomorfisme d’anells

a: Kz, y,t] - K(t)
a(t)
Y = FO)

t — t

Com que K(¢) és un domini d’integritat, aleshores ker(«) és un ideal primer; i per tant,
només cal veure que I = ker(a).

Pel Lema 2.1.3 tenim que I € ker(«), i per tant, I C ker(a).
Sigui ara h(z,y,t) € ker(a), per tant

h (a,b,t> =0 €K
CcC C

Utilitzant 1’Algoritme de divisié, si dividim h(z,y,t) per z — ¢ iy — g en K[z, y],
obtenim

h:p(x_j)+@(y_ﬁ)+h(j,jt) :p(x_j)m(y_g).

Com que els denominadors de P i Q son tnicament poténcies de ¢, multiplicant per una
potencia adequada de ¢, ¢V, obtenim

N = P(cx — a) + Q(cy — b).

amb P,Q € K|z, y,t]. D’aqui obtenim que c¢Nh eI, ipel Lema 3.0.1 tenim que h € I.

O
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3.1 Implicitacié polinomica

Comencem a estudiar el problema d’implicitacié amb el cas en que tinguem una parame-

tritzacié polinomica de la forma

T = fl(tl,. .. ,tm)

(3.1.1)
Ty = fn(tl, - ,tm)
amb fl,...,fn S K[tl,.. . ,tm].
Considerem la varietat V = V(x1 — f1,..., 2, — fn) € K™ els punts de la qual son
la imatge de I’aplicacié :
i: K™ — Km+n
tl,...,tm — (tl,...,tm,fl(tl,...,tm),...,fn(tl,...,tm))
Aleshores considerem el segilient diagrama commutatiu:
Km+n (3.1.2)
X
K™ a K"
d’on
F(K™) = mp(((K™) = mpp (V). (3.1.3)

ja que i(K™) = V.

En aquest lema utilitzem la idea que I’eliminacié correspon a projectar una varietat

sobre un subespai de menor dimensio.

Lema 3.1.1. [2] Sigui Iy = (f1,...,fs) N K[zi11,...,z,] Ul-éssim ideal d’eliminacid.
Considerem la projeccio
M K" — Kn—1
(a1, ..., ap) — (@141, -, 0n)
Aleshores

m (V) C V().

Teorema 3.1.2 (Implicitacié polinomica). [2] Siguin K un cos infinit i

F: K™ — K"
oot o (it sty Falt, o).
Uaplicacid definida per la parametritzacio polinomica. Siguin I = (x1— f1,...,2n— fn) C
Klti, ... tm,T1, ..., 2, un ideal i

I, = INK[zy,...,zy]
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I'm-éssim ideal d’eliminacio. Aleshores V (I,,) C K" és la varietat més petita que conté a

F(K™).
Demostracié. Pel Lema 3.1.1 i 'equacié (3.1.3), tenim que

F(K™) =mn(V) CV(1y).

Veiem ara que V(I,,) és la varietat més petita que conté a F(K™). Suposem que

h € K[z1,...,x,] s'anul-la en F(K™) i volem veure que h € I,,.

Si h € K[t1,...,tm,21,...,Ty], aleshores, utilitzant 1’Algoritme de divisié teo:q233

amb l'ordre lexicografic 1 > ... >z, > t; > ... > t,;, obtenim que
h(zi,...,xn) =q(x1 — f1) + ...+ qu(zn — fn) + 7ty . tm) (3.1.4)

Volem veure ara que r = 0. Prenem (ay,...,an) € K™ i escrivim z; = fi(a1,...,am).

Aleshores

0=nh(fi(ar,.. . am), .., fular,...;an)) =0+...4+0+7r(at,...,an).

Per tant, com que K és un cos infinit, tenim que r és un polinomi nul. D’aqui obtenim
que
hzi,...,zn) € INK[zy, ..., 25] = L.

Per veure que és minimal, suposem que existeix un altre Z = V(hy, ..., hs) C K" amb

F(K™) C Z. Aleshores per la primera part de la demostracié
V(1) CV(hi,..., hs)

d’on es prova la minimalitat de V(I,,). O

3.2 Implicitacié racional

En el cas general de la parametritzacié racional tenim,

fl (tly-“vtm)

L= Gt tm)
: (3.2.1)
_ fnlti,tm)
Tn = g f)
amb fi,g; € Klt1,...,tn]) Vi = 1,...,n. Una primera idea per a abordar aquest

problema és eliminar els denominadors i utilitzar el mateix metode que la implicitacié

polinomica, pero sovint aquest argument no funciona.

L’aplicacié
F: K™ — K"
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definida per (3.2.1) podria no estar ben definida per a tot K™ si els denominadors s’a-

nul-lessin, perd prenent W = V(g1g2...g,) = V(g9) C K™, aleshores

F(tl,...,tm):<

defineix ’aplicacié

filty, . tm) fulty, ... ,tm))
gl(tly---atm)’”'?gn(tla‘--atm)
F:K™W — K"

que esta ben definida ja que W és el conjunt de tots els punts en els que algun dels

denominadors s’anul-la.

El problema d’implicitacié es tradueix, doncs, en trobar la menor varietat afi de K™
que contingui F(K™\W).

Enunciem ara, sense demostracio, el teorema per a determinar aquesta varietat mini-

mal.

Teorema 3.2.1. [2] Donat K un camp infinit, sigui
F:K™\W — K"

la funcio determinada per (3.2.1). Sigui l'ideal

J = <gl$1 _fla‘”vgnxn_fnvl_gy> gK[yvtla”'atmvxla"wa}

Sigui també
Im+1 = JNK[zy, ..., 2]

el (1+m)-é ideal d’eliminacid. Aleshores V(Ji4y) €s la menor varietat en K™ que conté

Donada I’equacié parametrica d’una corba racional plana, tenim la segiient caracterit-

zacioé:

Lema 3.2.2. L’equacid implicita h(z,y) = 0 de (2.0.1) és irreductible amb deg(h)|n, i
INK[z,y] = (h).

Demostracio. Sigui I'ideal
J = {cx —a,cy —b,cu—1) C Klz,y,u,t].

Pel Torema 3.2.1 tenim que 'ideal J N K[z, y] dona l'equacié que defineix la corba 2.0.1.

La demostracié del Lema 3.0.2 pot adaptar-se prenent

I = {cx—a,cy—>)=(cx—a,cy—b,cu—1)NKz,y,t] = JNK[z,y,t]

Per tant,
INKz,y] = JNK[z,y,t] NK[z,y] = J N K[,y

42



Com que [ és primer, I N K[z, y] = (h) és primer, i per tant h és irreductible.

Resta veure que deg(h)| n. Sigui
C=V(h) cK?
una corba algebraica i prenem ’aplicacié

F(z,y) = Mz + Ay
Aleshores
F]C :C =K
és una aplicacié de grau deg(h). Si prenem ’aplicacid

G: K — C
e

=
—

~—

tenim que la composicio

FeoG:K—K

té grau n. Com que n és producte de deg(F|c) i deg(G), tenim que deg(Fjc) = deg(h)

divideix n. O

3.2.1 Resultants

Recordem, en primer lloc, 'estructura de la matriu de Sylvester, que rep aquest nom en

honor al matematic angles James Joseph Sylvester (1814-1897).
Definicié 3.2.3. Siguin

p=po+p1z+pez?+... +pm™
q=qo+q1z+ @2%+ ...+ 2"

amb deg(p) = m,deg(q) = n. Aleshores la matriu de Sylvester associada a p i q és

Pm  Pm-—1 b1 Po
Pm  Pm-—1 yai Do
Syl(p,q) = P Pt ProPol ¢ gntm)xntm)
dn  4n-1 q1 o]
an gn—1 q1 q0
dn  qn-1 q1 4o

que va apareéizer per primera vegada en un article de Sylvester I’any 1840.
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Introduim ara el concepte de resultants, ja que trobem moltes aplicacions on aquest
metodes és molt més eficient que altres metodes utilitzant bases de Grébner. El concepte
de les resultants esta estretament relacionat amb el de la matriu de Sylvester, ja que
el determinant d’aquesta matriu és el valor de la seva resultant, que val 0 quan els dos
polinomis tenen alguna arrel en comu (en un cos) o un comu divisor no constant (en el

cas d’un domini d’integritat).

Definicié 3.2.4. Donats dos polinomis hy, hy € K[z, y,t], la resultant de hy i hy respecte
t ve donada pel producte
Res(hl, hg,t) = Res(hl, hg) = H H(a, — ,3])

i=1j=1

on a, B son les arrels de hi, ha, respectivament.

Teorema 3.2.5. [3] Sigui p,q una p-base per I = (cx — a,cy — b). Aleshores, existeix
A#0 € R tal que
h = Res(p,q) = Ah™ de8(h)

Demostracid. Si escrivim h com el determinant de la matriu de Sylvester per a polinomis
de grau pin — p en t, aleshores h = Resyn—pu(p,q) € Klz,yl, i per (z9,y0) € K?, tenim
que

h = Res,u,n—,u (p($07 Yo, t)a Q($07 Yo, t))

Per les propietats de les resultants tenim que

) p(0,%0,t0) = q(x0,y0,t0) =0 (i)
h(zg,y0) =0 <~ 0
deg(p(zo,yo,t)) < p, deg(q(wo,yo,t)) <n—p (i)

(i) Com que (zg,yo,t0) € V(p,q) = V(t), aleshores h(xg,yo) = 0.
(ii) Tenim
(:L'Oa Yo, 1)(px,mpy,uapw,,u) = (-TOa Yo, 1)(Q:ﬂ,n7uv Qy,n—pu> Qw,nf,u) =0 (3.2.2)

on p,, és el coficient de t* en p,. Els vectors (pg,u, Dy, Pw,p) 1 (Gz,n—ps Qyn—ps Qw,n—p)
son linealment independents. Si no ho fossin, tindriem que

Pz.u den—p
det | py., Qyn—pn | =0. (3.2.3)
Pw,u quwn—p
aixo implicaria que deg(a), deg(b), deg(c) < n, fet que ja hem vist al Corol-lari 2.1.12

que és impossible.
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D’aquesta manera tenim que els vectors son linealment independents , i per tant
de (3.2.2) tenim que (zg,yo,1) ha de ser un multiple escalar dels seus productes

creuats. Pel Corol-lari 2.1.12 tenim que

an bn
(x07y0) - <Cn’ Cn>

on ay, by, ¢, son els coficients de t" en a, b, ¢, respectivament. Aquest és el punt de

h(z,y) = 0 corresponent a t = oo, d’on h(xg,yo) = 0.

Hem vist, per tant, que

h(zo,y0) = 0 = h(z0,%0) =0

i per tant V(h) C V(h). Com que h és irreductible, tenim que V(h) = V(h) i per

tant h és potencia de h.

Només falta veure que deg(ﬁ) = n. Els termes de grau n en h venen donats per

Resyn—p(Pa® + pyy, @z + quy)

Isi
Resyn—n(Pa® + DyY, o + qyy) =0
aleshores
deg(pzx + pyy) < p i deg(ger + qyy) <n — p (3.2.4)
o
P2 + DPyY, ¢u + qyy tenen un factor comu en Kz, y, t] (3.2.5)

Suposem que es compleix (3.2.4). Aleshores deg(ps), deg(py) < nideg(gs),deg(qy) <
n — p. Pel Corol-lari 2.1.12 aixo implica que deg(a), deg(b), deg(c) < n, fet que és
impossible.

Suposem que es compleix (3.2.5). Sigui R € K[z,y,t] el factor comd no constant

entre p,x + pyy 1 qux + quy:

Pz + pyy = RSt
Gz + qyy = RS

amb S, 53 € K[z, y, t].

e Sideg,, R =0, aleshores R € K[t] seria un factor comu entre a, b, ¢, fet que és
impossible, ja que, per hipotesi, a(t), b(t), c(t) son relativament primers.

e Si deg,, R = 1, aleshores R = rz + sy, 7,5 € Ri 51,59 € K[t]. Per tant,
Dy — Pyde = Ac = 0, fet que és impossible.

Per tant,
Resyn—u(D2® + Dyy, @u + qyy) # 0

i deg(h) = n.
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Tenim, doncs, que podem escriure ’equacié implicita h = 0 com el determinant d’una

matriu n X n amb coeficients < 1 en z, y.

Suposem a continuacid
Iz ‘ n—po
p= Z:pitZ q= Z qit' (3.2.6)
i=0 i=0

amb coeficients a K i definim

—p—i—1 n—p—1
Ri=p Z Giri1t —q Z Piript i=0,...,u—1 (3.2.7)
1=0 =0

Definim, abans de continuar, la matriu de Bézout associada a dos polinomis. Va ser
introduida per James Joseph Sylvester i Arthur Cayley. El determinant d’aquesta matriu
és igual a la resultant dels dos polinomis. Sovint s’utilitza per analitzar ’estabilitat d’un

polinomi donat.

Definicié 3.2.6. Siguin p,q com a (3.2.6). Aleshores la matriu de Bézout d’ordre n

associada als polinomis p,q €s

By (p,q) = (bij)ij=o0,...n—1

on
n—1
p(x)q(y) — p(y)e(z) _ S bty
x—y “
4,j=0
Si prenem m;; = min{i,n — 1 — j} per a tot 1,5 =0,...,n — 1, aleshores
myg
bij = > _(Djki1Gik — Pi-kljthia-
k=0
De manera similar al cas 4 = n—p mostrat a la Definicié 3.2.6, tenim que deg,(Ry), . . ., deg;(R,—1) <

n—u—1. A més amés, R; es pot escriure

n—p—1
Ri= > Ryt (3.2.8)
=0

on

Rij = Z (ks Qhy — PhoQky) n Z [k1ks] (3.2.9)
k1<min(i,j) [kyko]= _ k1<min(i,j)
k1+k2:l+‘7+1 1R2]=Pkq ko —Pkodkq k’1+k2:l+]+l

amb0<:1<u—-1,0<7<n—u—1.
Definim també

Ri=pt" Y i=p,....n—p—1.
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amb deg(R;)) <pu+n—p—1—p)=n—pu—1.

Prenent R; com a (3.2.8), podem escriure

Rij = Pi+j+1+p—n> ugign—u—l, Ogjgn—,u—l. (3.2.10)

Enunciem, sense demostracié una proposicié previa a la generalitzacié de la formula

de Bézout per la resultant.

Proposicié 3.2.7.
Res(f,g) = py det(my : Ap — Ay)

on po €s el terme independent de p definit com a la Definicio 3.2.3, Ay = % és lanell

quocient i my €s l’aplicacid
my([h]) = [g] - [h] = [gh] € Ay

Podem ara escriure la generalitzacié de la formula de Bézout per la resultant.

Teorema 3.2.8. [3] Siguin p,q € K[z, y,t| amb deg(p) = deg(q) = p < n — p i Rij com
a (3.2.9) i (3.2.10). Aleshores la resultant Res(p,q) ve donada pel determinant

Rnfufl,o s Rnf,ufl,nf,ufl
Res(p,q) = (=1)*"7*) det : - : (3.2.11)

RO 0 s RO,nf,ufl

)

Veiem que aquest teorema dona la resultant com una matriu (n — p) X (n — p) on, per
(3.2.9) hi ha p files quadratiques en els coeficients de p, ¢ i, per (3.2.10), les (n —p) —p =

n — 2u files restants son lineals en els coeficients de p.

Notem que quan g =n/2, (3.2.11) es redueix a la resultant de Bézout.

Demostracio. La fila i-esima de la matriu de (3.2.11) correspon als coeficients de R;. A

més, tenim, usant que
Res(p, q) = (—1)%") 48l9) Res(q, p)
que (3.2.11) és equivalent a

RO,nf,ufl s Rnfufl,nf,ufl
Res(q,p) = det : : (3.2.12)

RO 0 s Rnf,ufl,O

)

on la columna i-eésima correspon als coeficients de R;.
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Si prenem cadascuna de les columnes com un polinomi de grau < n — p — 1 respecte

de la base t"H=L ¢t=1=2 ¢t 1, aleshores
RO,n—u—l Rn—,u—l,n—u—l
Res(q,p) = det : =det (Ro,...,Rp—p—1) (3.2.13)
Ro0 e Ry 10

)

Siguin l'anell quocient A = K[t]/(g) i aplicaci6
my : A — A
h+(q) =  ph+(q)

Sabem ara, per la Proposicié 3.2.7 que
(3.2.14)

Res(q,p) = qﬁ_udet(mp)

Usant la funcio residu tenim

A S K[tl<n_pa
h+ {(q) — Remyg(h)
d’on podem escriure m,, de la forma
my A — A

Ara tenim que

det(m,) = det (Remq(t”_“_lp), Rem,(t""*2p), ..., Remy(tp), Rem, (p))

on escrivim els polinomis per columnes.
Usant (3.2.14) tenim que hem de veure

det (Remq(t”_“_lp), .. ,Remq(p)) =det (Ro,...,Rn—p—1)

qﬁﬁu det(mp) - quy

Multiplicant les primeres p columnes per g,—,, I’equacio6 és equivalent a

det (qn,uRemq(t”_“_lp), . ,qn,#Remq(t”_Mp), Remq(tn_2“_1p), ..., Rem, (p)) =

det(Ro, e Rn,ufl).

Ara, com que deg(R; =" 17p) <n—pu—1, per u <i<n—pu— 1, aleshores

R; = Rem,(t" " 17'p); w<i<n—p-—1. (3.2.15)

i, per tant, provar (3.2.12) és equivalent a provar
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det (qn,“Remq(t”_“_lp), .. ,qn,uRemq(t"_Q“p), Remq(tn_QM_lp), ... ,Remq(p)) =

det(Ro, - Rn—u—l)-

Tenim que Remy(h) és linear en h i deg(R;) < n — p — 1. Per tant, per (3.2.7) tenim

que
n—p—i—1

Ri= Y guiniRem(t'p) i=0,....u—1
i=0

Per tant, podem escriure

Ry = QIRnfufl + ...+ anQ,uRp + Qn72u+lRemq(tn_2up) +...
+ anuRemq(tn_H_lp);

Ry = q2Rn—,u—1 +...+ Qn—2,LL+1R,u + Qn—2u—1Remq(tn_2Mp) + ...

+ ¢n—pRemy (t”7“72p) :

)

Ry =qRn—pa+. + tnpt1 Ry + qﬂ—uRemq(tnizup);

R, = Remq(t"d“*l);

Ry -1 = Remy(t°).

D’aqui, utilitzant transformacions per files, obtenim que

det (qn_“Remq(t"_“_lp), .. ,qn_#Remq(t”_z"p), Remq(t"_Q“_lp), ... ,Remq(p)) =

det(Ro, ... Ry_i1).

i el resultat queda demostrat.
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