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Abstract

We will study some mathematical models which are useful to model financial markets. The
most basic one, in the continuous case, is known as the Black-Scholes model. However, in
order to model abrupt changes in the market, after introducing the Poisson process, we will
study two models which include discontinuity, known as the Merton model and the Kou
model. Finally, we will compare them.

Resum

Estudiarem alguns models matematics que serveixen per modelitzar mercats financers. El
més basic, en el cas de continu, és el model de Black-Scholes. A partir d’aquest model, per
modelitzar els canvis bruscos que es poden produir, un cop introduit el procés de Poisson,
estudiarem dos models que permeten la possibilitat de salts o discontinuitats, que son els
models de Merton i de Kou, i finalment els compararem.
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1 Introduccid

El 1973 es va publicar a la revista Journal of Political Economy un article a carrec de Fisher
Black i Myron Scholes (que seria ampliat per Robert Merton aquell mateix any), que va
desenvolupar técniques basades en el principi d’abséncia d’arbitratge per fixar els preusila
cobertura de les opcions, i es va presentar, també, la férmula de Black-Scholes per a opcions
europees de compra.

A finals de la decada de 1970, la base d’aquests arguments, i en particular la seva relacié
amb la teoria de martingales, ja s’entenia prou be i aix0 va permetre un rapid progrés a nivell
teoric que fins al dia d’avui manté ocupats tant economistes com matematics, especialment
els que es dediquen a ’estudi de la teoria de probabilitats.

Encara que la teoria matematica es basa en models de mercat que no presenten oportuni-
tats d’arbitratge, en la practica molta de la motivacié per aquest estudi prové de la recerca de
beneficis sense risc, o més ben dit, de I'explotacié de les imperfeccions del mercat financer.
Per tant, un coneixement més profund dels principis que gobernen la practica del mercat
financer és essencial a ’hora de millorar la seva practica i també per regular-la.

Ja a principis de segle, es proposa el model de Kou com a model alternatiu al de Black-
Scholes, que s’estava aplicant amb exit, i al més avancat model de Merton, aprofitant els
avantatges que resulten de les propietats iniques de la distribucié exponencial.

1.1 El projecte

Aquest treball té dos objectius. El primer objectiu és mostrar les eines matematiques que
son el fonament dels models de mercats financers. Veurem la importancia de la teoria de
processos estocastics en tots aquests models.

El segon objectiu és comparar el model de Merton amb el model de Kou des d’un punt
de vista purament matematic per entendre en quins casos és millor utilitzar un o l'altre.

1.2 Estructura de la Memoria

Comengarem el treball amb la Seccié 2 presentant un seguit de resultats i definicions que
utiltzarem a la resta del treball. A continuacid, a la Seccié 3, estudiarem el model de Black-
Scholes, que és el model sense discontinuitats. Per poder passar a estudiar models amb
discontinuitats, a la Secci6 4, dedicarem un temps a estudiar el procés de Poisson. Aixo ens
servira per veure, a la Seccid 5, el model de Merton i, a la Seccié 7, el model de Kou. Com
a parentesi, a la Secci6 6, comentarem una teoria sobre l’equilibri en models generals de
difusié amb salts. Finalment, a la Seccié 8, acabarem fent una comparacié dels models de
Merton i Kou.



2 Preliminars

Per desenvolupar aquest treball necessitarem utilitzar alguns resultats per poder justificar
els conceptes i teoremes més principals.

2.1 Conceptes basics de finances

Encara que l'objectiu d’aquest treball no és estudiar els mercats financers, sind les estruc-
tures matematiques que hi ha al darrere, cal coneixer, encara que sigui una mica per sobre,
algunes nocions elementals de finances.

Definici6 2.1. Una opcié (financera) és el dret, perd no l'obligacio, de comprar o vendre accions
en un cert temps i a un cert preu. L'opcio de comprar generalment s’anomena call, mentre que
lopcid de vendre s'anomena put, sequint la nomenclatura anglofona. Si I'opcié es pot comprar
o vendre abans de la data d’expiracio, estem parlant d’opcions americanes; si només es pot en el
moment de la data de venciment, parlem d’opcions europees.

Examinem el cas de 'opci6 europea de compra d’una opcié. El preu de 'opcié a temps
t el denotarem per S;. Sigui T la data de venciment i K el preu d’exercici. Evidentment,
si K > St no val la pena exercir el dret de compra perque seria perdre diners. Si, en canvi,
K < St s’obté un benefici de St — K al adquirir 'opcié. Per tant, el valor del call a temps de
venciment ve donat per

(St —K), =max(St-K,0).

Notem que a I’hora d’adquirir 1’opcid, St encara és desconegut. Per tant, ens hem de fer
dues preguntes:

1. Quant ha de pagar el comprador per 'opcid, és a dir, quin hauria de ser el preu a
temps t = 0 el preu de 'opcié amb benefici (St — K), a temps T ? Aquest és el problema de
fixar el preu de l'opcid.

2. Com pot el venedor de 'opcié generar una quantitat (S —K), a temps T ? Aquest és
el problema de la cobertura de l'opcié.

Siguin ara C; i P, respectivament els preus del call i del put a temps f. A causa de
I’abseéncia d’oportunitat d’arbitratge, tenim ’equaci6 segtient sobre la paritat call/put: per a
tott<T,

Ct - Pi’ = St — Ke_r(T_t).

2.2 Processos estocastics a temps continu

Definici6 2.2. Un procés estocastic és una familia (X;)e[o,T) de variables aleatories indexades pel
temps.

El parametre t, si és continu, déna lloc a un procés estocastic a temps continu. També,
per a cada element w, es defineix la trajectoria X(w) : t — X;(w) com una funcié en el temps.

Interpretant t com el temps, ens podem adonar que els esdeveniments resulten menys
incerts a mesura que tenim més informaci6 al llarg del temps. Per descriure de manera
formal com la informacié es doéna a coneixer al llarg del temps de manera progressiva, caldra
que introduim el concepte de filtracio.



Definicié 2.3. Sigui (), A, P) un espai de probabilitat. Una filtracié (F;)i>q és una familia crei-
xent de o-algebres incloses en A.

Definici6 2.4. Sigui (QQ, A,IP) un espai de probabilitat. Diem que un procés (X;);>o esta adaptat
a una filtracio (F;);>o si per a qualsevol t, X, és F;,-mesurable.

Definici6 2.5. Sigui (Q), A,IP) un espai de probabilitat i (F;);>( una filtracio en aquest espai. Una
familia adaptada (M;);( de variables aleatories integrables (és a dir, E(|M;|) < +o0) per a tot t és
una martingala si

E(M,|F;) = M,, Vs < t.

2.3 Moviment brownia

Definicié 2.6. Un procés estocastic a temps continu en un espai E sobre una o-algebra € és una
familia (X;);cr+ de variables aleatories definides en un espai de probabilitat (Q3, A, IP) amb valors
en un espai mesurable (R, B).

Definici6 2.7. t és un temps d’aturada respecte la filtracié (F;);>q si T és una variable aleatoria
a R* U {+oo} tal que per a tot t > 0

{t<t}eF.

Definicié 2.8. Un procés estocastic {X;,t > 0} es diu que té increments independents si per a tot
t; <ty <---<t, les variables aleatories X, — X ,.., X; —X; | sonindependents.

Definicié 2.9. Un procés estocastic {X;,t > 0} es diu que té increments estacionaris si per a tot
t) < ty, la llei de la variable aleatoria X, — X, és la mateixa que la llei de la variable aleatoria
Xt,—t, — Xo.

Definici6 2.10. Un moviment brownia és un procés estocastic continu a valors reals (X;)o, amb
increments estacionaris i independents.

També necessitem definir un moviment brownia respecte la filtracié (F).

Definicié 2.11. Un procés estocastic continu a valors reals és un (F;)-moviment brownia si sa-
tisfa:

1. Peratott >0, X; és (F;)-mesurable.
2. Sis<t, X;—X; és independent de la o-algebra F;
3. Sis<t X;—X,iX;_s— X, tenen la mateixa llei.

Teorema 2.12. Si (X;);>0 és un moviment brownia, aleshores X; — X és una variable aleatoria
normal amb esperanca rt i variancia o*t, on r i o son constants reals i o > 0.

La demostraci6 d’aquest teorema es pot trobar a [1].

Definici6 2.13. Un moviment brownia és estandard si Xy = 0 q.s., E(X;) = 0 i E(X?) = t. Gene-
ralment, si no s’especifica, estarem parlant d’'un moviment brownia estandard.

Proposici6 2.14. Sigui (W;);>¢ un moviment brownia (estandard). Aleshores

1. Pera0<s<t Var(W,—W,)=t-s.



2. Peratot 0 <s,t E(W;W;) = min(s, t).

3. Sigui f; la densitat de W;. Tenim

1 x?
=g [-2),

4. Sigui f; . la densitat conjunta del vector (Wy,..., W ) amb 0 <t; <---<t,. Aleshores

ftl,,,,tn(xlr e Xp) = ft1 (x1 )ftz—tl (xp—x1) -+ ftn—tn_l (Xp = Xp-1)-

La demostracié d’aquest teorema es pot trobar a [1].

El teorema segiient es coneix com a teorema de caracteritzacié de Lévy:

Teorema 2.15. Sigui (W;);> un procés estocastic amb trajectories continues quasi segurament i
amb Wy = 0 quasi segurament. Sigui F; = 0(W,,,0 < u < t). Aleshores, son equivalents:

1. (Wy)is0 és un moviment brownia

2. (W, F,t >0} i {W2—t,F,t >0} son martingales.

La demostraci6é d’aquest teorema es pot trobar a [1].

Introduim ara les integrals estocastiques:

Teorema 2.16. Considerem un (F;)-moviment brownia (W;)o<;<1 i un (F;)-procés adaptat (H;)o<i<7-
Podem definir una integral estocastica

sempre i quan

T
J H?ds < +c0 g.s. en P.
0

La demostraci6 d’aquest teorema es pot trobar a [1].

Observaci6 2.17. Per construccio, el procés (fo H,dWy)o<i<T és una martingala si
T
EU Hfds) < +oo.
0
T . .. .
De fet, E(I0 H2ds) < +oo se satisfa si i només si

t
E( sup (f H.dW,)?) < co.
0<t<T Jo



2.4 Processos de Ito

S’anomena calcul de It6 al calcul diferencial basat en la integral estocastica. El seu resultat
més important es coneix com la férmula de It6. En particular, la férmula de It6 ens permet
derivar una funcié t — f(W;) si f és dues vegades derivable.

Definici6 2.18. Sigui (QQ, F,(F;)t>0, P) un espai de probabilitat filtrat i (B;);>o un F-moviment
brownia. (X;)o<i<T és un procés de Ito a valors reals si es pot escriure com

t t
X =Xy +J Kds +J HdW; gs.enP Vt<T,
0 0
on:

1. Xq és Fy-mesurable.

2. (Ky)o<t<T 1 (Hy)o<t<T SOn Fi-processos adaptats.
3. IOT |K |ds < +c0 gq.s.en P.
4. IOT |HS|2ds <+o0 g.5.en P.

Proposici6 2.19. Si (M;)o<i<1 és una martingala continua tal que

M; = J-thds, amb JT |K|ds < +00 g.s.en P,
0 0
aleshores
Vt<T, M;=0.
La demostraci6 d’aquest teorema es pot trobar a [1].

Observaci6 2.20. Aixo implica que és un procés de Ito té descomposicio iinica; és a dir, si

t t t t
X, :X0+J sts+f H,d W, :X(’)+J K;ds+f H.dW;
0 0 0 0
aleshores
Xo=X{, dP q.s.H,=H.dsxdP q.s. K, = K, dsx dP q.s.

A més, si (X;)o<i<T €5 una martingala de la forma Xy + fot Kds + fot H,dW;, aleshores K; =
0dtxdP g.s.

Teorema 2.21. Sigui (X;)o<;<T un procés de Ito

t t
X =X +J sts+f H,dWw;,
0 0

i f una funcié C?. Aleshores

FX) = FXa)+ | £+ | FACX),

on, per definicio,



t
(X, X), :J HZds,
0

t t t
jo (X)X, :fo f <Xs>sts+j0 F(X)H AW,

D’aquesta manera, si (t,x) — f(t,x) és una funcio dues vegades diferenciable respecte x i una
vegada respecte t, i si les derivades parcials a més son continues respecte (t,x), aleshores la formula
de Ito esdevé

t t t
F6X0) = FO.Xo)+ [ £ X5+ | s XodXe 5 | R X400 X)..

La demostraci6é d’aquest teorema es pot trobar a [1].



3 El model de Black-Scholes

El model de Black-Scholes (1973) tracta el problema de fixar els preus i la cobertura d’una
opcié europea (call o put) sobre accions que no paguen dividends.

S’assumeix que la dinamica dels preus de les accions segueix un procés de [t6 amb carac-
teristiques constants. Encara que el model fa algunes simplificacions importants respecte el
funcionament real del mercat financer, és un bon punt de partida sobre el qual fer amplia-
cions, com veurem quan estudiem, més endavant, els models de Merton i de Kou.

En aquesta secci6 seguirem [1]1 [2].

3.1 Descripcid del model

El model de Black-Scholes, que serveix per a descriure el comportament dels preus, és un
model a temps continu amb un actiu de risc (una accié amb preu S; a temps ¢) i un actiu
sense risc S que satisfa 'equacié diferencial ordinaria segiient:

ds? =rSldt,

on r és una constant no negativa. En aquest cas, observem que r és el tipus d’interés instan-
tani. Imposem, a més, que S{ = 1, de manera que S = ¢! per a tot t > 0.

Assumim, en aquest model, que el preu de les accions varia seguint ’equacié diferencial
estocastica segiient:

on u i o representen dues constants i (B;) és el moviment brownia estandard.
El model funciona en un interval [0, T] on T determina el temps de venciment de I’accié.

Teorema 3.1. L'equacio (3.1) té la solucio segiient:

o2
St = Soexp(y— ?)f+CTBt,

on Sy és el preu a temps 0.

Demostracié. Volem trobar les solucions (S;);>o de

t
St = SO+J Ss(pudt + odBy). (3.2)
0
Notem que aix0 és el mateix que escriure:

dst = St(’ldt‘f‘ UdBt), SO = Xp- (33)

. t .t .
De fet, volem trobar un procés adaptat (S;);>( tal que les integrals Io Sids i fo S,dB; exis-
teixen i per a tot temps ¢

t t
S =Xxo +I uSsds +J 0S;dB; g.s.en P.
0 0

Per fer més simples els calculs, posem Y; = 10g(S;), on S; és una solucié de (3.1). S; és un
procés de It6 amb K = uS; 1 H; = 0S;. Apliquem la férmula de It6 a f(x) = log(x), obtenim



bds, 1 (t -1, ,.,
log(S;) = log(SO)+L S: +§J; (S—SZ)O‘ S:ds.

Fent servir (3.2), obtenim que
t t
Y, =Y+ J (p— o%/2)dt + J 0By,
0 0
i finalment

Y, =log(s;) = log(So) + (1 — 0°/2)t + 0 B,.

Tenint aix0 en consideracio, tot indica que

St =xgexp((p— 0%/2)t + o B,)

és una solucié de ’equaci6 (3.1). Naturalment, ho comprovarem:
Tenim S; = f(t, B;) amb

f(t,x) = xpexp((u—02/2)t + 0x).

Podem aplicar la férmula de It6, obtenim com a resultat que
t «
5= £(1,50 = F0.B0)+ | £ (5B

t t
+ f fé(aB»dBw%f fuals, We) dOW, W)y,
0 0

A més, com que (W, W), =t, podem escriure

t t 1t
St:x0+f Ss(y—az/Z)ds+J SsadW5+§f S.o%ds.
0 0 0

I en conclusié,

t t
St:x0+f Ssptds+J- S;odW;.
0 0
O

Més exactament, es té que el procés (S;) és solucié de l'equacié (3.1) si i només si el
procés log(S;) segueix un moviment brownia, no necessariament estandard. Per la definicié
de moviment brownia, el procés log(S;) té les propietats de continuitat de trajectories, incre-
ments independents i increments estacionaris. Aquestes tres propietats expressen en termes
concrets les hipotesis de Black-Scholes sobre el comportament del preu de les accions.

Definici6 3.2. Una estratégia d’inversié és un procés ¢ = (¢;)o<t<t = ((HL, Hy)) amb valors a R?,
adaptat a la filtracié natural JF; del moviment brownia. Les components H? i H, son les quantitats
dels actius sense risc i amb risc respectivament a la cartera temps t. El valor de la cartera a temps
t ve donat per:

Vi($) = HYS; + H,S;.
Lequacio que defineix la condicié d’autofinancament en el cas continu és
dV,(¢) = HdS? + H,dS,.

8



Observacio6 3.3. Ens convindra també establir com a condicions:

T T
j |HY|dt < +o0 i J H?dt < +c0 (g.5.)
0 0

Aleshores, la integral

T T
f HtOdS?:J HOre™ dt
0 0

esta ben definida, aixi com també ho esta

T T T
J‘ thst = J Htstlzldt'i'f GHtStdBt,
0 0 0

ja que l'aplicacio t — S; és continua, i per tant acotada en [0, T| quasi segurament.

Definici6 3.4. Una estratégia autofinancada és una parella de processos adaptats (H?)g<;<7 i
(H{)o<t<T que satisfan:

1. [ 1HP dt + [ H2dt < oo,
2. HYSY +H;S, = H)S + HoSo + [, H)ASY + [, H,dS,

quasi segurament per a tot t € [0, T].

Proposici6 3.5. Sigui S, = e™"'S, el preu descomptat de l'actiu de risc. Sigui ¢ = (H?, H,))o<i<T
un procés adaptat amb valors a R? que satisfa (3.1) quasi segqurament. Siguin Vy(¢) = H?S?+H,S,

i V() = e V().
Aleshores, ¢ defineix una estrategia autofinangada si i només si:
t
V)= Vo) + | H.aS,
quasi segurament per a tot t € [0, T].

Demostracio. Considerem una estrategia autofinancada ¢. De la igualtat (que s’obté en de-
rivar):

dVi(p) = —rVi(p)dt+e " dVi(¢)

deduim que:

AVi(p) = —re " (HYe™ + H,S,)dt +e " HYd(e") + e ""H,dS,
= Ht(—re_rtstdt + €_rtd3t)
= th‘gt'

Integrant obtenim el resultat que voliem provar.

Enunciem ara el Teorema de Girsanov, que farem servir més endavant.



Teorema 3.6 (Teorema de Girsanov). Sigui (Q,F,(F)o<i<1,P) un espai de probabilitat amb
una filtracio natural d’'un moviment brownia estandard (B;)o<i<T en un interval [0,T]. Sigui

(M;)o<t<T un procés adaptat que satisfa JOT M?2ds < +co q.s. i tal que el procés (L;)g<i<T definit

per
t 1 (!

L, =exp ( —f MSdBS_EJ MZ2ds )
0 0

és una martingala. Aleshores, en la probabilitat P\Y) amb densitat Ly relativa a P, el procés
(Wi)o<i<T definit per W, = B, + jot Mds és a un moviment brownia estandard.

La prova d’aquest teorema es pot trobar a [3].

3.2 Preusicobertura de les opcions

Considerem de nou el model que hem definit a I'inici. Ens proposem demostrar que exis-
teix una probabilitat equivalent a IP on el preu descomptat d’una accié, S; = e™"*S, és una
martingala. De ’equacié diferencial estocastica que satisfa (S;), derivant, obtenim,

d\gt = —Te_rtStdt + e_rtdSt

= St((l/l — T)dt + UdBt

Si escrivim Wy = B, + (u—r)t/o,

dgt = gtUth. (34)

Pel Teorema de Girsanov, aplicat a ©; = (u—r)/0o, existeix una probabilitat IP* equivalent a
IP on (W})p<i<T és un moviment brownia estandard. Aleshores, en la probabilitat IP* deduim
de la igualtat anterior que S; és una martingala i que

S = Spexp(a W, — a2t/2).

Tractarem amb opcions europees. Definim una opcié europea com una variable aleatoria
no negativa i /;-mesurable, que representarem per h. Si convé, podem escriure h com f(S;)
on f(x)=(x—K), enel casdel calli f(x) = (K —x), en el cas del put.

Definicié 3.7. Una estratégia d’inversio ¢ = ((H?,H;))o<i<T és admisible si és una estratégia
d’autofinancament i si el preu descomptat V,(¢p) = HY + H,S, de la corresponent cartera és, per a
tot t, no negatiu i tal que sup;cjo,1)V; és quadrat integrable en IP*.

Definici6 3.8. Una opcib és replicable si el saldo a data de venciment és igual al valor final d’una
estrategia admisible.

L'opci6 definida per h, per ser replicable, ha de ser de quadrat integrable en IP*. En el cas
del put, on h = (Sp — K),, se satisfa aquesta propietat, ja que E* (S ) < o0, pero en el cas del
call, h ha d’estar acotada.

Enunciem el Teorema de representacié de martingales brownianes:

Teorema 3.9 (Teorema de representacié de martingales brownianes). Sigui (B;)o<;<T Un mo-
viment brownid a R i (F;)o<i<7 la seva filtracié natural. Si Y és una variable aleatoria de quadrat
integrable, aleshores existeix un procés F;-mesurable Hg tinic tal que

E(Y|%) = f H.dB..



La prova d’aquest teorema es pot trobar a [9].

Una conseqtiéncia d’aquest teorema és el corol-lari segtient:

Corol-lari 3.10. Si U és una variable aleatoria Fp-mesurable i quadrat integrable, es pot escriure
com

T
U:E(U)+j HdB; g.s.,
0

on (H;) és un procés adaptat tal que E(IOT H?) < +oco.
La prova d’aquest teorema es pot trobar a [9].

Teorema 3.11. En el model Black-Scholes qualsevol opcié definida per una variable aleatoria no
negativa i F;-mesurable h, que sigui quadrat integrable en la probabiitat IP*, és replicable, i el seu
valor a temps t per a qualsevol cartera replicable ve donada per

v, = E*(e"TDn|F).
Per tant, el valor de l'opcié a temps t es pot definir per U'expressio E*(e”"(T=Dh|F).

Demostracié. Assumim que hi ha una estratégia admisible (H?, H), que replica I'opci6. El
valor a temps t de la cartera (HtO, H;) ve donat per

V, =H?S? + H,S,,

i, per hipotesi, tenim V; = h. Sigui, a més, Vt = V,e7" el valor descomptat
Vt = Hto + Ht‘gt'

Com que l'estrategia és autofinangada, per la Prop. 3.5 i la igualtat (3.4), obtenim que
~ t ~
Vi =V, +j H,dS,
0

t
=V, +J H,0S,dW,.
0

En la probabilitat IP*, sup;c[o 11V és quadrat integrable (per definicié d’estratégia admi-
sible). A més, la igualtat anterior ens mostra que el procés (V;) és una integral estocastica
relativa a (W;). Se segueix que (V;) és una martingala quadrat integrable en P*. Aleshores

Vt = E*(VTU:t):
i per tant
V, = E*(e " T-Dh|F). (3.5)

Acabem de provar que si una cartera (H°, H) replica I'opcié definida per h, el valor ve
donat per la igualtat (3.5). Falta encara veure que 'opcid és replicable, és a dir, cal trobar
processos (HY) i (H;) que defineixin una estratégia admisible tal que

HYS? + H,S, = E*(e " T=h| ).
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En la probabilitat IP*, el procés definit per M, = E*(e”"Th|F;) és una martingala quadrat
integrable. La filtraci6 (F;), que és la filtraci6 natural de (B;), també és la filtraci6é natural de
(W;) i, pel teorema de representacié de martingales brownianes, existeix un procés adaptat

(K¢)o<t<r tal que E*(IOT K2ds) < +c0i
t
M; =M +J K dWgq.s. Vte[0,T]
0

L'estratégia ¢ = (H°,H), amb H; = K,/(0S;) i H? = M, — H,S,, és aleshores, per la Prop.
3.51 la igualtat (3.4) una estratégia d’autofinancament. El seu valor a temps t ve donat per

Vi(¢) ="M, = E*(e" T h|F).

Notem que V;(¢) és una variable aleatoria no negativa, amb supte[O,T]Vt és quadrat in-
tegrable en P* i que Vp(¢) = h. Hem trobat, doncs, una estrategia admisible que replica

h.
|

Quan una variable aleatoria h és acotada i es pot escriure com h = f(St), podem expressar
el valor d’una opcié V; a temps t com una funcié que depen de t i S;. Tenim, en efecte,

Vi=E ( e Tf (SR )

_E ( T ( §,¢"(T1) o (Wr=Wi)~(0?/2)(T~1) )‘ 7 ) ,

La variable aleatoria S; és F;-mesurable i, en P*, Wy — W, és independent de F;. Per tant,
tenim

Vi = F(t1 St);
on
P(t, X) — Ex ( e—r(T—t)f ( er(T—t)eG(WT—W,)—(Uz/Z)(T—t) )) ' (36)

Com que, en P*, Wr — W, és una normal amb esperanca 0 i variancia T — ¢,

& 2
F(t,x) =T j+ f(xe(r—gz/z)(T—t)m;,\/ﬁ ) ﬂ‘
V271

La funcié F es pot calcular de manera explicita pels calls i els puts. En el cas del call, on
f(x)=(x—-K),, per laigualtat (3.6), tenim que

—00

F(t,x)=E* ( e~ "(T-1) ( e r=0/2(T-t)+o(Wr=-W,) _ g ) )
+

— E ( er\/ég—Uze/z_Ke—TQ )

+

on g és una variable gaussiana estandardi 6 = T —t.

Posem
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_log(x/K) + (r+02/2)0

i dy=d,—oVo.
U\/a 2 1

dy

Amb aquesta notaci6, tenim que

F(t, X) —E [( er'\@g—()'z@/z _Ke—T’Q ) 1{g+d220} l

(] 2
_ J+ (xea\/ég—(ﬂe/z _Ke 10 ) eV dy
—d, V21

d 2
_ f 2 (xe—a\/ég—o—ze/z _Ke ) € 3’2/2 dy.
V2r

Escrivint aquesta expressié com la diferencia de dues integrals i en la primera fent servir
el canvi de variable z = y + 0 VO, obtenim

—00

F(t,x) = xN(d,)—Ke "N (d,),

on

d
N(d)= \/%_HJ e 2dx.

Utilitzant la mateixa notacié i amb calculs similars, també es pot calcular el preu del put,
que és igual a:

F(t,x) = Ke "'N(~d,) — xN(~d;).

Una de les principals caracteristiques del model de Black-Scholes, i que és una de les
raons que justifiquen el seu exit, és el fet que la férmula de fixar preus, aixi com la férmula
de cobertura que donarem després, depenen només d’un parametre “no observable”, que és
la volatilitat o.

Abans, en la demostracié del teorema, hem fet servir el teorema de representacié de mar-
tingales brownianes per provar l'existéncia d’una cartera replicable. En la practica, pero,
aquest teorema d’existéncia no és suficient i cal construir realment una cartera replicable
per donar cobertura a I'opcid.

Quan una opcié esta definida per una variable aleatoria h = f(S;), veurem que és possible
trobar de forma explicita una cartera de cobertura. Una cartera replicable ha de tenir, a
qualsevol temps t, un valor descomptat igual a

Vt = e_rtF(t, St)l

on F és la funci6 definida per
F(t, St) — E*(e_r(T_t)f(Xer(T_t)ea(WT_Wt)_(GZ/Z)(T_t))).
Veiem que la funci6 F és de classe C*® a [0, T] x R. Si escrivim

E(t,x) = e "' F(t, xe™),

tenim que V, = F(t,S,) i, per t < T, per la férmula de It9,

13



t I t 21
+ a—F(u,gu)du+f LOF 1 6.)d(5,9),
o Ot 0

De la igualtat dS; = 6S,dW,, deduim que

d(S,8), = 0*S2du,

de manera que F(t,S,) es pot escriure com

t
EF(t,S;) = f 0— u,S,)S qu+j K,du.
0

Com que F(t, S~t) és una martigala a P~, el procés K, és for¢cosament nul. Per tant,

t
E(t,5,) = F(0,50) + 31;( §.)5,dW,
L aF .
—F(O,So)+ . g(u,su)dsu.

El candidat natural pel procés de cobertura H; és doncs

JoF JF
H; = ax(t Sy) = ax(t,St)-

Si posem que HY = ,—H,S,), la cartera (H?, H,) és autofinancada i, a més, el seu valor

(1,3
descomptat és V, = F(t,S,).

14



4 El procés de Poisson

Abans de passar directament a estudiar el model de Merton, és necessari introduir alguns
conceptes i propietats del procés de Poisson. El procés de Poisson és un exemple fonamental
de procés estocastic amb trajectories discontinues.

4.1 Variables aleatories exponencials

Definici6 4.1. Es diu que una variable aleatoria positiva Y segueix una distribucio exponencial
de parametre A si té una funcié de densitat de probabilitat de la forma

/\6_/\? 1}/20'

La seva funcio de distribuci6 ve donada per

Yy €[0,y[, Fy(y) = P(Y <y) =1 -exp(-Ay).
Observaci6 4.2. A més, Fy és invertible i la seva inversa és
1 1
Vyel0,1], Fy (y) = —Xln(l -9
En conseqiiencia, si U sequeix una distribucioé uniforme en [0,1], aleshores —%an segueix

una distribucio exponencial de parametre A.

Proposicid 4.3. Si T és una variable aleatoria exponencial,

LOO AeWdy

+s

Vt,s>0, P(T>t+s|T >t)="F3———
( ) L Ae Mdy

= P(T >5s).

Aixo vol dir que donat un temps qualsevol T, la distribucié de T—t, sabent que T > ¢, té la
mateixa distribuci6 que la propia T. Aquesta propietat es coneix com abséncia de memoria.
Proposici6 4.4. Sigui T > 0 una variable aleatoria tal que

Vt,s>0, P(T>t+s|T >t)=P(T >5s).

Aleshores T segueix una distribucio exponencial.

Demostracié. Sigui g(t) = P(T > t). Fent servir la férmula de Bayes, obtenim que g és una
funcié multiplicativa:

Vt,s>0, g(t+s)=P(T>t+s|T>t)=P(T >s)=g(s)g(t).
Com que 1 — g és una funci6 de distribucid, aleshores g és decreixent i continua per la

dreta. Juntament amb la propietat de la multiplicativitat, aixo implica que g(t) = exp(—At)
per a algun A > 0. O
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4.2 Distribucié de Poisson

Definici6 4.5. Es diu que una variable aleatoria a valors naturals N segqueix una distribucié de
Poisson amb parametre A si

/\1’1
¥neN, P(N =n)=e =
n.

Es pot demostrar que la seva funcié generatriu de moments és

M(u) = exp[Ae" —1)].
Proposici6é 4.6. Si (7;);>1 son variables aleatories exponencials independents de parametre A,
aleshores per a cada t > 0 la variable aleatoria

n

N(t) = inf{n > 1,2@ > t)

i=1
segueix una distribucio de Poisson de paramtre At:

At)"
VneIN,P(N; =n) = e"”%.

Demostracié. Sigui Ty = Zle t; Vk. La densitat de (Ty,..., Ty) ve donada per

k -t
ﬁTl'T2 yyyy Ty) = A 10<t1<“'<tke kdty...dty.

Com que P(N; =n)=P(T,, <t <T,,1), es pot calcular com:

P(Nt = 1’1) = J /\”e_’\t”“dtl ...dtndtn+1
0<ty<...t,<t<t,iq

_ Ane—AtI dtl dt. = e—/\t(/\t)n
= L.dt, = —_—
0<t) <...t,<t n!

O

Proposicié 4.7. La distribucio de Poisson és estable per convolucions: Si Yy i Y, son variables de
Poisson independents de parametres Ay i Ay, aleshores Y| + Y, també segueix una llei de Poisson
de parametre Ay + A,.

Demostracio. Es tan immediat com calcular les funcions generatrius de moments i notar que
MY1+Y2 = MYIMY2' En efecte,
My, 1y, = exp[(A1 + Ap)(e" = 1)] = exp[A;(e" = 1)]exp[A,(e" — 1)] = My, My, .
|

En particular, per qualsevol enter n, una variable aleatoria de Poisson Y de parametre
A es pot expressar com una suma de n variables aleatories de Poisson independents Y; de
parametre A/n. Aquesta propietat es pot interpretar com que una variable aleatoria de Pois-
son es pot dividir en un nombre arbitrari de variables aleatories i.i.d.
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4.3 Processos puntuals i de comptatge

El procés de Poisson forma part de dues classes més grans de processos, que son els processos
puntuals i els de comptatge.

Els processos puntuals serveixen per a modelitzar processos que depenen de punts en un
subespai E CIR%, d > 1. Assumim que hi ha una série de punts distribuits a I'atzar a E i ens
interessara la funcié que compti el nombre aleatori de punts que hi ha en cada subconjunt
afitat ACE.

Definici6 4.8. Considerem E C R, d > 1. Suposem que tenim una familia {X,,n € T}, X,,: Q —
E de punts aleatoris sobre I'espai E. Aleshores, fixat A C E, definim la mesura de comptatge

N() =) 1x,()

amb
N(A) =) 1x,(4)

el nombre de punts aleatoris que estan al conjunt A.
Un cas particular dels processos puntuals son els processos de comptatge:
Definici6 4.9. Un procés de comptatge és un procés aleatori {Ny,t > 0} que satisfa:
1. Ng=01N;>0peratott.
2. N; és un enter.

3. Sis<t,aleshores Ny < N;.

Notem que si s < ¢, aleshores N; — N, és el nombre d’esdeveniments que han succeit en
I'interval [s, t].

4.4 El procés de Poisson

Definici6 4.10. Sigui (7;);>1 una successio de variables aleatories exponencials independents de
paraemtre Ai T, =Y ! | t;. El procés {Ny,t > 0} definit per

N; = Zl{Tnst}

n>1

es diu que és un procés de Poisson de parametre A.

El procés de Poisson és un procés de comptatge: compta el nombre el temps aleatoris (T,,)
que es produeixen entre 01i ¢, on (T, — T,,_1),>1 és una successi6 de variables exponencials.

A continuacié presentem unes quantes propietats del procés de Poisson:

Proposici6 4.11. Sigui (N;);>q un procés de Poisson.

1. Peratot t >0, N; és finit quasi segurament.
2. Per a qualsevol w, el cami t — N;(w) esta definit a trossos i incrementa per salts de mida 1.

3. Els camins t — N; son continus per la dreta amb limit per I'esquerra.
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4. Per a qualsevol t > 0, N;_ = N; amb probabilitat 1.
5. (Ny) és continu en probabilitat.

6. Per a qualsevol t > 0, N; sequeix una distribucié de Poisson de parametre At:

n
VnelN, P(N; =n) = e_/\t%.

7. La funcio caracteristica de Ny ve donada per

E[e""Ni] = exp{At(e™ — 1)}, Yu e R.

8. (Ny) té increments independents: per a tot t; < .. <t,, N, =N ,...,Ny, =Ny ,Ny son
variables aleatories independents.

9. Els increments de N son homogenis: per a tot t > s,N; — N té la mateixa distribucié que
N;_s.

10. (Ny) té la propietat de Markov:

Vi >s, E[f(Ny)INy,u < s] = E[f(Ny)IN].

Demostracié. Faig les demostracions de 8), 9) i 10), que m’han semblat més interessants. Les
altres es poden trobar a [4].

8) Sigui 0 < t; <...<t,icalculem

I)(l\]t1 = klthz _Ntl = k2""7Ntn _Ntn—l = kn) (41)

Definim j, =) ;. k; per i > 1. Aleshores la probabilitat anterior es pot tornar a escriure
com

P(Tj, <t; <Tjs1, T, <t <Tjpuppees T, <1, <Tj 1),

Condicionant a T <t, <Tj .1, (T1,Ty,..., T;,) estan distribuides com un ordre estadistic
de j, variables aleatories uniformes a [0, t,,]. Aleshores, la probabilitat condicionada

P(Tj, <ty <Tj o1, Tj, <ty < Ty, | Ty, <ty < Tj 1) (4.2)

és igual a la probabilitat que, donades j, variables aleatories independents Uy, ..., U;, uni-
formement distribuides en [0, t,], k; d’elles estiguin a l'interval [0, ], k, d’elles estiguin a
I'interval [t,1,], etc. La probabilitat que Uy pertanyi a [t;_1,t;] és (t; — t;_1)/t,, 1 per tant la
probabilitat condicionada (4.2) ve doanda per:

il 11T (= 1)

Jnt’1 ]_[ i Li-1 '

tr ky! ) k;!

Per obtenir (4.1) multipliquem aquesta expressi6 per la densitat de N; , que és una dis-
tribucié de Poisson de parametre At,. Després de simplicar, obtenim

ki, n .
MNne=Atn ' H (t;—tiq)l
k! k;! '



Finalment, fent la substituci6 j, = k; +k,+...+k, veiem que (4.1) factoritza en un producte
de n termes:

cunhe*ﬁfjbﬂn—EA»he*m4H>

(3:1)= k! k;!

i=2

La llei conjunta dels increments té una forma de producte, i per tant tenim la inde-
pendeéncia.

9) A més, cada terme del producte és una densitat de la llei de Poisson de parametre A(t; —
t;_1), amb la qual cosa tenim la homogeneitat dels increments.

10) La propietat de Markov se segueix de la independencia dels increments:

E[f(Nt)leu < S] = E[f(Nt_Ns +Ns)|qu < 5] = E[f(Nt _Ns +Ns)|Ns]'

ja que N; — N és independent de N, u <s.
a

Proposicié 4.12. Si (N!);50 i (N?);so son processos de Poisson independents de parametres ) i
A, respectivament, aleshores (N} + N?)iso és un procés de Poisson de parametre Ay + A,.

La demostracié d’aquest teorema es pot trobar a [4].
Proposici6 4.13. Considerem la familia de o-algebres F; = 0(N,,u < t). Aleshores
{N; = At, F,t > 0}
és una martingala.
Demostracié. Clarament N; — At és F;-mesurable i es comprova facilment que és integrable

E(IN; — At]) < E(N;) + At < +o0.

Ens cal, per tant, calcular, pera 0 <s <t

E(N; = At|F;) = E(Ni| ) = At = E(N; = N[ %) + E(N| F) - At

=E(N;=Ng)+N,— At = A(t—s)+ N, — At = N, — As,

on hem utilitzat que N; — N; és independent de F; i que N; és F;-mesurable.
O

Definicié 4.14. Un procés de Poisson compost de parametre A > 0 i distribucié de mida dels salts
f és un procés estocastic X; definit per

N
X;=) Y,
i=1

on les mides dels salts Y; son independents i idénticament distribuides amb distribucio f i (N;) és
un procés de Poisson de parametre A independent de (Y;);>1.

Algunes propietats del procés de Poisson compost, i que es poden deduir rapidament de
la definicid, son les segtients:
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1. Les trajectories de X son funcions constants a trossos que amb continuitat per la dreta
i limit per l'esquerra.

2. Els temps de salt (T;);>; tenen la mateixa llei que els temps de salt d’un procés de Pois-
son N;: es poden expressar com a sumes parcials de variables aleatories exponencials
independents de parametre A.

3. La mida dels salts (Y;);>; son independents i identicament distribuides amb llei f.

De fet, el propi procés de Poisson es pot veure com un procés de Poisson compost a IR tal
que Y; =1.
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5 El model de Merton

En el model de Black-Scholes, el preu de l’acci6 és una funcié continua. No obstant aixo,
en la practica es poden produir canvis bruscos en els preus. Per modelitzar aquest tipus de
fenomens cal introduir els processos estocastics discontinus.

Com que el model presenta discontinuitats de salt, ja no és possible estimar el preu de
les accions per mitja d’una cartera replicable com en el cas continu. Una manera de tractar
el problema de fixar els preus i la cobertura consisteix a definir la nocié de risc i escollir un
preu i una cobertura amb les quals es minimitzi aquest risc.

5.1 Dinamica dels actius amb risc

L'objectiu és modelitzar un mercat financer en el qual hi ha un actiu sense risc amb preu
SY = e atemps t i un actiu de risc el preu del qual salta segons les proporcions Uy, ..., Uj,...
a temps 7y, ..., Tj,... i que segueix el model de Black-Scholes entre salts. A més, assumirem

que els 7;’s corresponen als temps de salt d’un procés de Poisson.

Per ser del tot rigurosos, considerem un espai de probabilitats (Q,.4,P) i definir un mo-
viment brownia (estandard) (W;);>o, un procés de Poisson (N;);>o de parametre A i una suc-

cessio (Uj);»1 de variables aleatories independents i idénticament distribuides que prenen

valors a | -1, +oco[. Assumim tanmateix que (W;);»0, (Ni)1»0 1 (Uj)jz1 son independents.

Per a tot t > 0 denotem per F; la o-algebra generada per les variables aleatories Wi,
Ns pera s <tiUljcn, peraj<1. Es pot veure que (W;);co és un moviment brownia
(estandard) respecte la filtracié (%), que (N;) és un procés adaptat a aquesta filtracié i que
també, per a tot t > s, N; — N, és independent de la o-algebra 7. Com que les variables
Ujl(j<n, son independents i F;-mesurables, deduim que, a temps ¢, 'amplitud relativa dels
salts que tenen lloc abans de t és coneguda. Notem també que els 7;’s son temps d’aturada
de (F)i>0, ja que {7; <t} = {N; > j}.

El preu de l'actiu de risc a temps t, X;, es pot descriure de la manera segiient: el procés
X¢)i>0 és un procés adaptat, continu per la dreta i satisfa que:
>0 P P p q

1. En els intervals [7, 7j,1]

dX; = Xy(pdt + cdW;);
2. A temps 1;, el salt de X; ve donat per
Aer = XTj — XT].— = XT],— U]-,
i per tant, XT], = XT],—(l +Uj).
Tenim, doncs, que per a t € [0, 7]
Xt — Xoe(y—GQ/z)t+0Wt,
i el limit per I'esquerra a temps 7; ve donat per

XT_ _ Xoe(y—az/Z)rﬁaWTl
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X, = Xo(1+ Uy )elho/2uro Wy,

1
Aleshores, per a [11,T;],

X, =X, e(ﬂ—az/z)(t—T1)+0(Wt—er)
1

= X (1+ U, )ero?/D=m)ro(Wi-Wey)
— Xo(l + U, )e(y—az/Z)HUWt.
Repetint aquest esquema, obtenim:

N;
X, = Xol[ |1+ Uypelr-o/Aua,

j=1
on admtenem que ]_[;-):1 =1.

El procés (X;);
a cada interval [0,

és continu per la dreta, adaptat i té un nombre finit de discontinuitats

>0
t]. Es pot demostrar també que per a tot ¢ > 0 satisfa

t N;
X; :X0+J Xs(yds+adW5)+ZXTj—Uj g.s en P. (5.1)
0 .
j=1

Veurem que generalment és impossible donar una cobertura perfecta a les opcions. El
problema és que per a T < +oo hi ha infinites probabilitats equivalents a P a F; en les quals
el preu (e7""X;)g<i<T és una martingala.

Pel que ve a partir d’ara suposarem que, en P, el procés (e "' X;)g<;<7 és una martingala.
Ens permetra determinar algunes estrategies de cobertura amb risc minimal.

Per deduir E(X;|F;) necessitarem el lema segtient:

Lema 5.1. Per a tot s > 0, les o-algebres

G(UN5+11 UN5+2’ veey UNS+k) )
i F; son independents.
La demostraci6 es pot trobar a [1].

Aixo el que vol dir és que les amplituds relatives dels salts que tenen lloc després de
I'instant de temps s son independents de la o-algebra F;.

Suposem ara que E(|U;|) < +co i posem X, = e”"*X,. Aleshores

=z

E(thfs-) — XSE e(y—r—02/2)(t—s)+a(Wt—WS) (1 n Uj) fs- )
i 1

S

-
1
+

Z
Z

t— Vs

J

N;—
= X,E [ elrmr-o/2=sro =W [T (1 4 Uy +f’)’

I
.

-
I
—_
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fent servir el Lema 5.1 i que W, — W; i N; — N, son independents de la o-algebra F;. Per
tant,

Ara esta clar que (X;) és una martingala si i només si
H=r— /\E(Ul )

Per poder tractar amb els termes que apareixen com a resultat dels salts en les estratégies
de cobertura, necessitem dos lemes més. Denotem per v la llei de les variables aleatories
U]-’s, definida a R.

Lema 5.2. Sigui ¢(y,z) una funcié mesurable de R? x R a R tal que per a cada nombre real z

la funcié v — ¢(v,z) és continua a R?, i sigui (Y;);» un procés continu per 'esquerra, que pren
valors a R?, adaptat a la filtracio (F;);<o. Assumim que per a tot t > 0

t ) -
E(J; dva(dz)¢ (Ys,z))<+ .

Aleshores el procés M, definit per

M; = Z(j)YT,U fdsf (dz)p(Ys, z)

és una martingala de quadmt integrable i

- )\Ltdsjmv(dz)(pz(Ys, z)

és una martingala.

(Per convencid, Z] 1 =1)

Demostracié. Assumim primer que ¢ és acotada i posem

C= sup P 2|

(v,2)€RY xR
Aleshores tenim que
Ni
' Z(j)(YT],, U;)|<CN, i v(dz)p(Ys z) |< Ct.
j=1

Per tant, M; és de quadrat integrable. Fixem sit, amb s < t, i posem

N
Y p(ve, Uy

j=Ns+1

Donada una particié p = (sg =s <s; <... <s,, = t) sobre l'interval [s, t], associem

23



La continuitat per I'esquerra de (Y;);»o i la continuitat de ¢ respecte y impliquen que
ZP convergeix quasi segurament a Z quan la malla de la particié p tendeix a 0. A més,
|ZP| < C(N; - N - s); se segueix que hi ha convergencia en L! i inclts en L2. Tenim

m—1
peg = ()_Bzil) |7 ) (52
i=
establint
Ns; g Nij =N,
Zi+1 = Z (P(YSV U]) = Z (P(Ysii UNSi+]')'
j=Ng +1 j=1

Fent servir el Lema 5.1 i que Y;, és 7, -mesurable, tenim que E(Z;|%;) = (ﬁi(YSi), on ¢;(y)
esta definida per

N,

Sit1 _NSi

G0 =E( ) 9 Un.p) ).

=1

Per tant, ¢,(y) és 'esperanca d’una suma aleatoria i tenim que

Fi(v) = A(sivn —snf (1, 2)dv(2)
R
De (5.2) deduim que

E(ZP|%) = (Z¢

Quan la malla de p tendeix a 0, obtenim

( Z P(Yr;, Uj) ) ( fdufcj)Yu,zdv

j=Ns+1
que prova que M, és una martingala. Ara posem

) (mzlAsHl J(j)Ys,z)dv |]-")

)

m—1
20 =Y E(ZinlR).
i=0
Podem escriure
m—1 m—1
20 Y ilt)=) Asia-s) [ o(t,2dv()
i=0 i=0 R

A més,

) [( Z[zzﬂ (Zin1|F,)] )2
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=E ( Z[Zzﬂ z+1|~7:

Prenent l’esperanca condicionada respecte .7-'5']. i fent servir que, perai < j,

i<j

)+2ZE( 1 —EZinlE)) ]+1—E<zj+1|f-;j>>\f-;).

Zl+1 €s £i+l -

mesurable i per tant també ]-Tsj—mesurable, veiem que la segona suma és 2, amb la qual cosa

tenim

?|7 - L]
:E(rfE([Zi+l E(Z;i1|%,)] )‘f)

Fent servir una altra vegada el Lema 1, tenim

E [ (Zi+1 _E(Zi+1|‘FSi))2 Si l: V(Ysi)l
on V és la funci6 definida per
N5i+1 Nsi
V(y)=Var ( ¢ (v, U, +j) )
j=1
i també
Vi) = A=) | ¢°w2)
R
Per tant,

I7)
|

F ]: E(M? + M2~ 2M,M,|F;) = E(M? - M2|F,)

E((ZP

) (ZA (Sj41 — J¢ (Ys,, z)dv(z

i per tant, quan la malla de la particié p tendeix a 0,

F ]: E l Af du JIR $*(Y,,2z)dv(z)

Com que (M;);>( és una martingala quadrat integrable, obtenim

E [ (Mt _Ms)z

E [ (M, = M,)?

i la igualtat (5.3) implica que M? — )\fo du f]R (Y,,z)dv(z) és una martingala.

Sino assumim que ¢ sigui acotada, sin6 que

E ( J:dsfzq)z(Ys,z)dv )< +00,

per qualsevol ¢, podem introduir les funcions acotades ¢"’s definides per
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¢"(v,2) = inf(n, sup(-n, (v, 2))),

i les martingales definides per

M= Zcp (Y, Uj) - fdsj (dz)¢p™(Yy, 2).

Com que E(fot ds IIR v(dz)(¢p"(Ys, 2)—P(Ys, 2))?) tendeix a 0 quan 1 — oo, la successié (M"),=1

és de Cauchy a L? i com que M/ tendeix a M, quasi segurament, M, és quadrat integrable i,
prenent limits, el lema se satisfa per ¢.
O

Lema 5.3. Amb les mateixes hipotesis incials i notaciéo que al Lema 5.2, sigui (A;)i>o uUn procés
adaptat tal que E (fot Ast) < +oo per a qualsevol t. Establim que L, = fot AsdW; i, com en el Lema

=y

M, = Zcp Y., Uj) - jdsf (dz)¢(Y,, 2).

Aleshores el producte LM, és una martingala.

Demostracié. Al Lema 5.2 hem vist que n’hi ha prou amb provar el lema per una ¢ acotada.
Fixem s < t i denotem per p = (sg = s <5y <... <s,, = t) una particié en l'interval [s, t]. Tenim
que

E[(LM; - LM %] = [ZE - LM, )IR) | A

D’altra banda, com que (L;);>0 1 (M;);>( son martingales,

E((Ls;,,M M)l F5,) = E((Ls,,, — Ls,)(Ms, - M) Fs,),

Siv1 S Siv1—
d’on
E((LiM; - LsM;)|F) = E(AP|F)
amb
m—1
AP = (L5i+1 - Lsz)(Mserl_Msi)'
i=0
Deduim que
m—1
IA?] < ( sup |Lq,, — Ly ) ) M, -M,|
< sup Ly - sl( Z lp( YT,U |AJ dujlcl) Y,,z)|dv(z )
0<i<m— 1 j=Ny+1
< sup |Lsz.+1 —LSiI(C(Nt —N;)+ AC(t -5s)),
0<i<m-1
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amb C = sup, . [ (y,2)|. Per la continuitat de t — L;, veiem que AP tendeix quasi segurament
a 0, ja que la malla de la particié p tendeix a 0. A més,

|AP] <2 sup |L,|(C(N; — Ng)+ AC(t —s)).

s<u<t

La variable aleatoria sup,_, ., |L,| pertany a L?, per la desigualtat de Doob, aixi com N; —
N, també hi pertany. Deduim, doncs, que AP tendeix a 0 en L', ien consequiéncia,

E[(LiM; = L;M)| K] =0

5.2 Preusi cobertura de les opcions

Tornem al model que hem introduit al comengament. Assumim que els U;’s son quadrat
integrables i que

j=r—AE(U,) = r—Afzv(dz» (5.4)

cosa que implica que el procés (X;);s0 = (67" X;);>( és una martingala.

Farem servir un teorema sobre processos de Poisson, que és el segiient:

Teorema 5.4. Sigui (V,),>1 una successio de variables aleatories no negatives, independents i
identicament distribuides i N una variable aleatoria amb valors a IN, seguint una llei de Poisson
amb parametre A, independent de la successio (V,)),>1. Aleshores

N

E VI’Z = e/\(E(Vl)_l).
]
Observacié 5.5. Notem que
O.2 Ni 2
E(X?) = X3E|expl(— )t + 0 Wy) [ Ja+u)
j=1

i, en conseqiiencia, fent servir el Teorema 5.4, tenim que

E(X?) = XZexp((o? + 2r)t)exp(AtE(U?)).

Per tant, el procés (X);>o és una martingala de quadrat integrable.

A partir d’ara fixarem un horitz6 finit T. Definim una estratégia, igual que al model
Black-Scholes, com un procés adaptat ((H?, H;))o<;< que pren valors a R? i que representa
la quantitat d’actius que es tenen al llarg del temps.

No obstant aixo, per tenir en compte els salts, necessitarem que els processos (H?) i (H,)
siguin continus per 'esquerre. Com que el procés (X;);>¢ ja és de per si continu per la dreta
aixo voldra dir que només podrem reaccionar davant de 1’esdeveniment dels salts després
que s’hagiin produit.

El valor a temps t de 'estratégia ¢ ve donat per H e + H,X, i 'estratégia es diu que és
d’autofinancament si
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dV,=H2re"dt + H,dX,,
és a dir, si recordem l’equacié (5.1),

dV, = HPre"'dt + H X, (udt + cdW,)

entre els temps dels salts i el temps de salt 7;, V; salta la quantitat AVT], = HT].AXT]. =
HT]. U]-XT_],. Precisament, la condici6é d’autofinancament es pot escriure com:

t t N
V, = H" + H,X, = Vo + J HOre"ds + f H,X,(uds + cdW,) + ZHTj UjX e (5.5)
0 0 .
j=1
Sera necessari, per aix0, imposar que fOT |HO|ds + fOT H2ds < +c0 q.s.
De fet, ens retringirem al cas de les estrategies admisibles:

Definici6 5.6. Una estratégia admisible és un procés

(P = ((Hlert))OStST

adaptat, continu per Uesquerra, amb valors reals a R? que satisfa la igualtat (5.5) q.s. per a tot
te[0,T]ital que

T T
J |H50|ds <+o0g.s.enP i E ( J HSZXSst ) < 4o00.
0 0

Proposicié 5.7. Sigui (H;)g<;<T un procés adaptat continu per l'esquerre tal que

T
E ( J- H?X2ds )< +00,
0

i sigui Vy € R. Existeix un tinic procés (H,)o<i<7 tal que la parella (H?,H;))o<i<T és una es-
trategia admisible amb valor inicial V. El valor descomptat a temps t d’aquesta estrategia ve
donat per

t N; t
v, =V, +J- H,X,cdW, + ZHT]. UjXe - Af dsHsXsfzv(dz).
0 : 0
j=1

Demostracié. Si la parella ((H?,H;))g<;<7 defineix una estratégia admisible el seu valor a
temps t ve donat per V; = Y; + Z;,, amb Y, = Vj + fOtHSOre’Sds + fOtHsXs(yds +0dW,)i Z; =
Z?ﬁl H, U]-XT],—. Derivant el terme e 'Y,

t t
eV, =Vy+ J (—re” ") Y.ds + J e dY, +e " Z,. (5.6)
0 0

A més, el terme e Z, es pot escriure com:
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=1
N, ’
- Z(e—”f +J (=re”")ds)Hy, Uj X,-
j=1 Tj
Ny Ny ¢t
_ Ze " H, U;X, +Z ds1y,<q)(-re")H, U X,
j=1 j=1 70
N t N;
= Ze‘”fHTj U]-XT]_— +f ds(—-re™") H., U]-XT;
j=1 0 j=1
N, ;
= Ze‘”]’HT], UiXe + J (-re ") Zds.
=1 Lo
Posant aix0 a I'equaci6 (5.6) i expressant 4 Y obtenim:
3 rt t t ot N )
V, = Vy+ (—re_rS)V5d5+J HOrds +J J H,X,(uds + cdW,) + ZHT,UjXT¢
Jo 0 0 Jo = I
t t t N;
(" - - -
=Vo— | r(H®+H,X,)ds+ J HOds + J H,X,(uds + cdW,) + ZHT]. UjXe-
JO 0 0 ;
j=1
rt . Ny ~
=Vo+ | HX((u=r)ds+adW+ ) HyUjXe,

j=1

que, recordant l’expressi6 (5.4), condueix a
Vv, =V, +J HX,ocdW, + ZHT,U]XT,— - /\J H.X, dsf zv(dz).
0 = 0 R
Aleshores, donats Vj i (H,), I'anic procés (H?) tal que ((H,H;))o<i<T és una estratégia

admisible amb valor inicial Vj ve donat per

t N; t
HY=V,-H,X, = -HZX, + Vo + J H.X,cdW, + XHT]. UjRe: - AJ dsHSXSJ zv(dz).
0 : 0 R
j=1

D’aquesta férmula veiem que el procés (H?) és adaptat, que té limit per l'esquerra a
qualsevol punt i que H® = HY. Aquesta tltima propietat és clara si t no és un temps de salt
T isit coincideix amb algun 7;, aleshores tenim que

0 0 _ % 7
Hy —Hp- = ~HyAXy, + Hy UjX, = 0.

. 2 . T 4 .. G\
Tambg, és evident que Jo |H?|dt < 0o q.5. A més, escrivint H e + H, X, = " (H? + H,;X,) i
integrant per parts, com hem fet més amunt, veiem que
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((H?, Hy))ost<t

defineix una estratégia admisible amb valor inicial V.

5.3 Preu dels callsi els puts

Considerem una opci6 europea amb data de venciment T definida per una variable aleatoria
h que sigui Fr-mesurable i quadrat integrable. Veient-ho des del punt de vista del venedor
de la opcid, aquest venedor ven el seu actiu a preu V| a temps 0 i aleshores segueix una
estratégia admisible entre els temps 0 i T. Per la proposicié anterior, aquesta estrategia
queda determinada pel procés (H;)o<;<T que representa la quantitat d’actiu amb risc. Si V;
representa el valor de 'estratégia a temps ¢, el desajust de la cobertura a temps de venciment
T ve donat per h— Vr. Si aquesta quantitat és no negativa, el venedor de l'opcié perd diners;
si és negativa, aleshores els guanya.

Una manera de mesurar el risc és introduir la quantitat
T —rT 2
Ry =E((e™"" (h=V7))").

Com que (V;) és una martingala, tenim que E(e”" V1) = V,,. Aplicant la identitat E(Z?) =
(E(Z))>+E((Z - E(Z))?) a la variable aleatoria Z = "7 (h— V), obtenim que

R = (E(e"Th) = Vo) > + E(e " Th—E(e”Th) — (V- V)~ (5.7)

Per la Proposici6 5.7, la quantitat V — V; depén només de (H;) (i no de Vj). Si el venedor
de l'opci6 intenta minimitzar el risc R], demanara una prima de V, = E(e”"Th). Per tant, el
terme E(e™"Th) és el valor inicial de qualsevol estratégia dissenyada per minimitzar el risc a
data de venciment. Utilitzarem aquesta quantitat per definir el preu de 'opcié associat a h.
De manera similar, alga que vengui l'opcié a temps t > 0 que vulgui minimitzar la quantitat
RtT = E((e""T-Y(h - V1))?| /) demanara una prima de V; = E(e"T-Yh|F). Prendrem aquesta
quantitat per a definir el preu de 'opci6 a temps t.

Intentarem donar una expressioé explicita pel preu del call i del put amb preu d’exercici

K. Assumirem, per tant, que podem escriure h = f(Xr), amb f(x) = (x—K), o f(x) = (K—x),.
Com hem vist anteriorment, el preu de l'opci6 a temps ¢ ve donat per

Nr
E(e" T f(Xp)|R) = E| T f | Xelt=r /AT [T (14 ) ||
j:Nt+1
Nr-N;
-F er(T—t)f Xte(’,{—g2/2)(T—t)+0(WT—Wt) ]_[ (1+Un,sj) m]_
t

j=1
Pel Lema 5.1, juntament amb aquesta igualtat, es dedueix que

E(e" T f(X1)IK) = F(t, X;),

on
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Nr_
F(t, x) —E er(T—t)f xe(’,{—gz/Z)(T—t)-FO'WT_t l_[(l + U])
j=1
Np_
- F er(T—t)f xe(”—/\E(Ul)—02/2)(T—t)+UWT—t ]_[(1 + U]) '
j=1

Si introduim la funcié

Fo(t,x) = E(¢" T f (xelr 0 /2T o))
que dona el preu de 'opcié per al model de Black-Scholes, tenim que

Nty

F(t,x) = E[PO [t,xe/\(Tt)E(Ul) ]_[(1 +Uj)

j=1

. (5.8)

Com que N7_; és una variable independent de les U;’s, les quals segueixen una distribu-
ci6 de Poisson de parametre A(T —t), també podem escriure

(o] n
F(t,x) = ZE[PO [t,xe’“T”E(Ul) ]_[(1 +U;)

n=0 j=1

pA(T=1)A"(T1)"

n!

5.4 Cobertura dels calls i els puts

Examinem ara el problema de la cobertura d’una opcié h = f(X7), amb f(x) = (x —K), o
f(x)=(K-x),. Hem vist que el valor inicial de qualsevol estrateégia admisible que es proposi
minimitzar el risc Rg a temps de venciment T ve donat per I'expressié V, = E(e”"Th) =
F(0,Xy). En aquest cas, per (5.7), obtenim que

Ry =E(e"Th-Vp)~

Volem determinar un procés (H;)o<;<7 tal que les quantitats de l’actiu de risc d’una car-
tera minimitzin Rg . Necessitem enunciar la proposicié segtient:

Proposicié 5.8. Sigui V; el valor a temps t d’una estratégia admisible amb valor inicial Vi =
E(e7"Tf(Xt)) = F(0,X,), determinada per un procés (H,)g<;<T pel que fa a les quantitats de 'actiu
de risc. Aleshores el risc quadratic a temps de venciment T, Rl = E(e™"T(f(Xt) - V1)?), ve donat

per
T 2
Rg:E(J (8—F(5,X5)—HS) stazds)
o \ ox

T
= J Afv(dz)e_2rs(F(s, X.(1 +2)) = F(s, X,) — HizX)?).
0

Demostracié. Per la Prop. 5.7, per atot t < T, tenim que
3 t . Ni } o
V, = F(0,X) + J oH X, dW, + ZHTj UjXe: - AJ X.H,E(U, )ds. (5.9)

0 P 0
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D’altra banda, tenim que / = e f(X7) = e "TF(T,Xr). Introduim la funcié F definida
per

E(t,x) = e "' F(t, xe™),

tal que F(t, X;) = E(h|F). De fet, resulta que F(t, X;) és el preu descomptat de 'opci6 a temps
t. De 'expressi6 (5.8) deduim que F(t,x) és C? a [0, T[xIR" i, per la férmula de It6 entre els
temps dels salts, obtenim

L OF POF . .
F(t,X,) = F(0,Xo)+ | Z=(s,X)(ds)+ | Z=(s, X)X(~AE(U,)ds + cdW,)
0 as 0 ax
_ 5.10)
1V (PPE o en N (
=3 =5 (5, X,)o X ds+;P(Tj,XTj)—P(Tj,XT;).
]:

De fet, la funcié F(t,x) és Lipschitz d’ordre 1 respecte x, ja que

Nr_y
- —02/2)(T-
f ( el =AE(U1)-0%/2)(T~t)+o Wr_ ]_[(1 +U)) )

|F(t,X) _F(t,y)| =< E ( e_r(T—t)
j=1

Nr_
_ _g2 _
_f ( ye(T /\E(U]) o /2)(T t)+O'WT_t I_[(l + U]) ) ’ )

j=1
Nr_y

<|x—y|E AEUN(T 1) ,o Wr_—(02/2)(T~t) ]_[(1 +Uj)
j=1

=|x-yl.

Se segueix que

t _ B s B 2)
E(fo dsJIRv(dz)(F(s,Xs(l +2z))—F(s, X))

t
<E (J dsstf v(dz)zz) < 400,
0 R

M, = Zﬁ(fj,XTj) ~F(t, X,) - /\fotdsJ;R (F(s, Xs(1+2)) - F(s, X)) dv(2)

i pel Lema 5.2, el procés

és una martingala quadrat integrable. També sabem que F(s, X,) és una martingala. Per tant,
el procés F(s, X;) — M; és una martingala i, de la igualtat (5.10), sabem que és un procés de
I[t6. Podem escriure-ho com una integral estocastica:

.
- JoF, . -
F(S,XS)—Mt :F(O,Xo)-f-j 8—(S,XS)XSUdWs. (511)
0 X
Per les igualtats (5.9) 1 (5.11), obtenim que
h-Vp =M+ MY,
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amb

—/\J dsj 1+z))—15(s,X5)—Hssz)dv.

Pel Lema 5.3, M( )ME ) és una martingala i, per tant,

E (Mf”Mﬁz)) =m"m? = 0.

Per tant,

) 2
:E[I ((;1;(5 X )HS) stazds) +E((M(T2))2),

i aplicant el Lema 5.2 una altra vegada

E(M ( stj (d2)(F(s, %y(1+2)) - F(S,XS)—HSZXS)Z).

El risc a temps de venciment T ve donat per:

Rg:EU (gi( <) - )X2 2ds+J J (dz)(F(s, Ry(1 +2))— F(5, ;) HyzX,)’ ds].

D’aquest resultat se segueix que el risc minimal s’obté quan H; satisfa (quasi segurament
en P)

(g—lj(s,Xs)—Hs)Xfaz
+/\j v(dz)(ﬁ(s,Xs(l +2)) - F(s, X,) —HSZXS)ZXS =0.
R

N’hi ha prou amb minimitzar l'integrant respecte ds. Com que (H;);>¢ ha de ser continu
per l'esquerre, aixo ens condueix a

H, = A(s, X-)

amb
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B 1 JoF (F(s,x(1+2z))—F(s,x))
A(s,x) = e )\fv(dz)zz (aza(s,x) + /\LRv(dz)z . .

D’aquesta manera, obtenim un procés que satisfa E(fOT H2X?2ds) < +o0 i que determina
una estrategia admisible que minimitza el risc a temps de venciment. Recordem que en cas
de no produir-se cap salt (1 = 0), aleshores recuperem la férmula de cobertura del model de
Black-Scholes i que, en aquest cas, la cobertura és perfecta, és a dir, R = 0.
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6 Equilibri en models generals de difusié amb salts

Abans d’estudiar el model de Kou, és interessant comentar alguns aspectes generals sobre
els models de difusié6 amb salts, entre els quals s’inclou també el model de Merton. En
aquesta secci6 seguirem l’apartat 4 de 'article [5].

Rapidament, fem algunes consideracions previes:

Considerem una economia tipica amb expectatives racionals en la qual l'inversor intenta
buscar una solucié al problema de maximitzar

c

max E (J-OOU(C(t), t)dt),
0

on U(c(t), t) és la funcié d’utilitat del procés de consum c(t). Hi ha un procés de dotacié
extern que denotarem per 6(t), disponible per 'inversor. L'inversor també disposa d’una
oportunitat d’invertir en una fianca (amb data de liquidacié T, que ha de ser finita) sense
pagar dividends. Si o(t) és de Markov, es pot veure que, sota condicions suaus, el preu
d’equilibri sobre les expectatives racionals (preu "shadow”) d’aquesta fianca, que denotem
per p(t), ha de satisfer I’equacié d’Euler

E@US(T), T)p(T)F)
P = =600, )

on U, és la derivada parcial de U respecte c. A preu p(t), 'inversor no canviara mai les
seves propietats actuals per invertir en una fianca, inclids tenint la oportunitat de fer-ho.
Enlloc d’aixo, en l’equilibri l'inversor troba que és optim el procés de dotacié extern, és a
dir, c(t) = o(t) per a tot t > 0.

R VTE[t,To], (61)

Deduirem de manera explicita les implicacions de I'’equaci6é d’Euler (6.1) quan o(t) se-
gueix un procés general de difusié amb salts sota una mesura P:

i N(t)
%_yldt+aldW1(t)+d[;(Vi—1)], (6.2)

on els \71 > 0 son variables no negatives independents i idénticament distribuides. A més,
el procés de Poisson N(t), el moviment brownia estandard Wj(t) i la mida dels salts V son
independents.

Per una questi6 de simplicitat, considerem la funcié d’utilitat de la forma:
-0tc* -
M= s1i0<ax<l,
1) = —ot] .
Ulc,t) { —e%10g(c), si a =0,
on 6 > 0.
Sota aquestes condicions,
E(eT(5(T)* ' p(T)IF)
e‘et(é(t))a‘l

Assumirem que el preu descomptat 6 hauria de ser prou gran per a satisfer

p(t) =

0>—-(1-a)u + %012(1 —a)(2—a)+ /\Cga_l),

on C{ =E((V)*-1).

35



Proposici6 6.1. Suposem que Cga_l) < oo.

1. Sigui B(t,T) el preu d’'un bo de cupd zero amb temps de venciment T, la produccié r :=
—(1/(T —t))log(B(t, T)) és una constant independent de T,

r:9+(1—a);41—%012(1—a)(Z—a)—/\da_l)>0. (6.4)

2. Sigui Z(t) := " U.(5(t),t) = "0 (5(t))* L. Aleshores Z(t) és una martingala en P,

N(t)
Z(V;*-l - 1)]. (6.5)

i=1

2 AVt oy (a - 1AW (H) + d

Fent servir Z(t) podem definir una nova mesura de probabilitat P*: dP*/dP := Z(t)/Z(0).
En P*, l'equacié d’Euler se satisfa si i nomeés si el preu de lactiu satisfa

S(t) = e " TDEXS(T)F), VT € [t, Tp). (6.6)

A més, el preu d’equilibri de les expectatives racionals d’una opcié europea, amb pagament
Ys(T) a temps de venciment T ve donat per

Ps(t) = " TIE((T)F), YT €[t Ty (6.7)
Demostracié. Com que B(T,T) =1, 'equaci6 (6.3) condueix a

-t E(8(1)*'|R)

B(t,T)=¢"" 6.8
= T e (68
Fent servir que
S(T a-1 1 N(t) o
( % ) = exp { (@—1) ( M1 —50'12 ) (T—t)+o~1(a—1)(W1(T)—W1(t))} vel,
i=N(t)+1
ique
T - MT =) (a1) (a-1)
- AT - a— , a-
E( [ v )= Y e P @ ) = (AT 1))
i=N(t)+1 j=0
obtenim que
_ (T _ o LR U VSN SR (Co )
B(t,T)=exp| —(T—-t)s 0—(a—-1)| 1y 501 201(0( 1) - AC, ,
de la qual se segueix l’'equaci6 (6.4).
Per l'apartat 2), notem que (6.8) implica que:
e T = E(U(8(T), TV/U(8(t), 1)l ), (6.9)

que mostra que Z(t) és una martingala en IP. A més, (6.2) i (6.4) condueixen a
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N(#)

Z<t>=<6<0>>“—1e“—9>fexp{( )(m—%q)tma L)W, (¢ }]_[V,“

i=1

) NG
= (8(0))* Lexp {{ —5012(0( -1)>- )\Cﬁa_l) } t++op(a—1)Wq(t } Vi
i=

d’on se segueix (6.5). Ara, de (6.3) 1 (6.9), tenim que

E(US(T), TIs(TIR) _ i1, {@
U(5(1),1) Z(0)

Ps(t) = s (T)IF }: e "TE (s (T)|F).

O

Donat un procés de dotacié o(t), cal veure quins procesos estocastics valen perqué el
preu de l'actiu S(t) satisfaci els requisits d’equilibri (6.3) i (6.6). Donem una altra forma
d’expressar S(t):

N(t)

Y (V-1

i=1

50) _ Lt + olpd Wy (1) + 1 - p2dWy(e)) + d V=7 (6.10)

on W,(t) és un moviment brownia independent de W (t). En altres paraules el mateix procés
de Poisson afecta tant a la dotaci6 o(t) com al preu dels actius S(t).

La mida dels salts esta relacionada amb una funcié de potencia, on la potencia f €
(—o0,00) és una constant arbitraria. Els coeficients de difusié i la part de moviment brownia
de o(t) i S(t) son totalment diferents. Falta determinar quines restriccions s’haurien d’impo-
sar en aquest model de manera que el model de difusié de salts es pugui enclavar dins dels
requisits d’equilibri d’expectatives racionals (6.3) i (6.6).

Teorema 6.2. Suposem que Cgmﬁ_l) <ooi CY(_U < 0. El model (6.10) satisfa el requisit d’equi-
libri (6.6) si i només si

pu=r+oop(l-a)- /\(dmﬁ_l) — CYX_”)

) 1 (6.11)
=0+(1 —a)(yl —5012(2—a)+(710p)—/\da+/3_ )
Si(6.11) se satisfa, aleshores en IP*,
N(1)
dS(t)_ i * B
S(t_)_rdt VE(VP - 1)dt+ 0dW(t) +d ;(Vi 1. (6.12)

Aqui, en IP*, W*(t) és un nou moviment brownia, N(t) un nou procés de Poisson amb ritme

de salt \* = )\E(Via ) = (C1 +1), i {V;} son variables aleatories independents i identicament
distribuides amb una nova densitat en IP*:

fi (0 = —o—x"" fo (%) (6.13)
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Demostracio. El Teorema de Girsanov sobre processos de difusié amb alts ens diu que en IP*,
W/ (t) := Wy (t) — o1 (a — 1)t és un nou moviment brownia, i en IP* el ritme dels salts de N(¢)
és A* = AE(VA™) = A(C*™"), 1 V; té una nova densitat £3(x) = (1/(C\" " +1))x27! fy(x). Per
tant, S(¢) ve donada per

as(t) ; N y
m:ydt“f{pdwl(th 1-p2dW,(t)} +d . (VF - 1)

={pu+oj0p(a—1)}dt+o{pdW](t)+ /1 - p2dW,(t)} +d

Com que

i GRS

tenim que /\*{E*(Viﬁ) —1}. Per tant,

das(t) ={p+oropla—-1)+ MCaip-1—Ca-1)ldt

N(t)
Y (7P -1 ] -

i=1

“XHEN(VP) = 1)dt + o {pd W] () + A1 — p2d Wy(t)} + d

Per tant, per complir la condicié d’equilibri racional S(t) = e (T=YE*(S(T)|%;), necessitem
que

pt+oropla-1)+ /\(Ca+[3’—1 —Ca1) =1,
d’on se segueix (6.11). Si (6.11) se satisfa, en IP, S(¢) ve donat per

N(t)
2~ rdt = AEN(VE) = 1)dt + o{pd W] (1) + 1 — p2d Wy (1)} + d l Z(Vﬁ _1) ]
i=1

d’on se segueix (6.12).
O

El corol-lari seglient déna una condicié amb la qual tant 6(¢) com S(¢) en IP com S(t) en
IP* tenen la mateixa forma de difusi6 de salts.

Corol-lari 6.3. Suposem que la familia V de distribucions de mida de salt V en el procés de dotacid
o(t) satisfa que, per a qualsevol nombres reals a € [0,1) i b € (—o0, 00),

Vb eViconst-x"fip(x) €V, (6.14)

, -1 - , . . . N -1
on la constant és const = {C;a - 1)71, cosa que és possible definir perque Cia ) < co. Aleshores
la mida dels salts per S(t) en una mesura de risc neutral i expectatives racionals P~ totes pertanyen
a la mateixa familia V.
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La demostracio se segueix de manera inmediata de (6.2), (6.10)1i (6.13).

La condici6 (6.14) essencialment demana que la distribucié de la mida dels salts pertany
a la familia exponencial. Se satisfa si log(V) té una distribucié normal o una distribuci6
doble exponencial.

39



7 El model de Kou

Tot i I’éxit relatiu del model de Black-Scholes, fruit d’investigacions empiriques, se sap que
la distribucié de retorn dels actius presenta el fenomen de la leptocurtosi (aixo vol dir un
excés positiu de curtosi o que la distribucié té unes cues més pesades que en el cas de la
distribucié normal). Per incorporar aquest fenomen, juntament amb el conegut com a “som-
riure de volatilitat”, i aconseguir que hi hagi un equilibri entre la realitat i les possibilitats
de calcul matematic, el model de Kou proposa, en relaci6 a fixar els preus de les opcions, un
model de difusié de salt doble exponencial.

7.1 Descripci6 del model

El model, resumidament, consisteix en que el logaritme del preu de l’actiu segueix un mo-
viment brownia més un procés de Poisson compost amb salts que segueixen una distribuci6
doble exponencial.

La dinamica del model de Kou per al preu de ’actiu satisfa, sota una probabilitat IP,
I’equacié diferencial segiient:

ds(1) p

S0 - pdt +cdWi(t) +d(Z(Vi -1)),

i=1
on W(t) és el moviment brownia estandard, N(t) és el procés de Poisson de parametre A, i

{Vi} és una successi6 de variables aleatories no negatives independents i idéticament distri-
buides tal que Y = log(V) segueix una distribucié doble exponencial asimétrica amb densitat

fr(®) =me ™ 150, + 912" 1iyco), 1> 1,12>0,

on p,q > 0,p+q =1 representen les probabilitats de salts ascendents i descendents respecti-
vament. En altres paraules, es té que

&*, amb probabilitat p,

—&7, amb probabilitat g, (7.1)

log(V)=Y = {

on £*1—& son variables aleatories que segueixen una distribuci6 exponencial de parametre
11 1 1, respectivament. S’assumeix, tanmateix, que N(t), W(t) i Y son independents. Igual-
ment, assumirem que el “drift”y i la volatilitat o son constants i que el moviment brownia i
els salts son 1-dimensionals.

Resolent I’equaci6 diferencial estocastica presentada a l'inici, obtenim:

N(1)
S(t)= S(O)exp{(pt—%02)t+aW(t)}l_[Vi. (7.2)

Notem que E(Y) = % - %, Var(Y) = pq(111_1 + 171_2)2 + (% +4,1

EV)=E(e")=qg—L—+p 1 5 1,1,>0.
(V)=E(e") Tt TP b

Es necessari que 7; > 1 per assegurar que E(V) < coi E(S(t)) < co.
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7.2 Laleptocurtosi

Fent servir (7.2), la quantitat d’actiu retornat sobre un interval de temps At ve donat per:

AS(t)  S(t+At)

S(t) S
| N(t+Af)
= exp (;4—Eaz)At+a(W(t+At)—W(t))+ Y vl
i=N(0)+1

on el sumatori sobre el conjunt buit se sobreentén que val 0. Si I’interval At és petit, la
quantitat d’actiu retornada, fent servir que ¢* = 1 +x + x/2, es pot aproximar per

AS(t

Ti)) ~ uAt+0ZVAt+B-Y, (7.3)
on Z i B son variables aleatories que segueixen una distribucié normal estandard i una
Bernoulli respectivament, amb P(B=1) = AAti P(B=0) =1- AAt,iY ve donat per (7.1).

La densitat, que anomenarem g, de la part dreta de (7.3), que és una aproximacié del
quantitat d’actiu retornat AS(t)/S(t) esta dibuixada en les Figures 2.1 i 2.2. juntament amb
la densitat normal amb la mateixa esperanca i variancia. Els parametres escollits son 1 dia
=1/250 anys, 0 = 20% cada any, y = 15% cada any, A = 10 cada any, p = 0.30, 1/ = 2% i
1/11 = 4%. En aquest cas, E(Y) = —2.2% i la desviaci6 tipica SD = 4.47%. En altres paraules,
hi ha 10 salts cada any amb una mitjana de salt del —2.2% i una volatilitat de salt del 4.47%.
En principi, els parametres de salt escollits son prou raonables, per no dir conservadors, per
modelitzar mercats als Estats Units.

Figura 2:
0.1 -0.08 -0.06 -0.04 -002 00 0.02 0.04_0.06 008 0.1 -0.01-0.008-0.006-0.004-0.002 0 0.002 0.004,0.006 0.008 0.01
Figure 2.1: Overall comparison Figure 2.2: Peak comparison

Es evident que el model presenta leptocurtosi. El pic de la densitat g esta voltant de 31,
mentre que el pic de la normal esta al voltant de 25. Tanmateix, la densitat g té unes cues
més pesades que la densitat normal, especialment pel que fa a la cua esquerra, que arriba
sobradament per sota en un —10%, mentre que la densitat normal no arriba al —6%. A més,
altres grafics numerics suggereixen que la caracteristica de tenir un pic més alt i cues més
pesades esdevé més pronunciat si qualsevol dels parametres 1/7; o A augmenta.
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7.3 Els preus de les opcions

Calcularem la férmula (6.7) de fixar de preus amb equilibri d’expectatives racionals, de
manera explicita per a les opcions europees de call i put. Una qtiestié de notaci6 és que
escriurem amb = pel risc neutre. Per a calcular (6.7) hem d’estudiar la distribucié de la suma
de variables aleatories doble exponencials i de variables aleatories normals.

Definicid 7.1. Per a cada n > 0, es defineix la funcié no creixent Hh com:

1 oo
EJ (t—x)"e 24t >0, n1=0,1,2,... (7.4)
* X

th<x>=f Hhy 1 (y)dy =
on
Hh_y(x)=e 72 =V2nd(x), Hho(x)= V2rd(-

Observaci6 7.2. La funciéo Hh és una generalitzacio de la funci6 de distribucié normal acumula-
da. La integral a (7.4) es pot avaluar amb Mathematica, per exemple.

A més,
Hh, (x) = 2—11/2\/%6—;;2/2 Fi(zn+1,5,5x%) _xFl(E” +1,3,5x%)
V2y( 1+§n )/(1+§n)

on Fy és la funcioé hipergeomeétrica confluent.

Observaci6 7.3. Recursivament, també val la igualtat segiient:

nHh,(x) = Hh,_»(x)—xHh,_1(x), n> 1.

Definici6 7.4. Donada una probabilitat P, definim

t(u,0,A,p,n,12a,T):=P{Z(T) > a},

on Z(t) = ut+oW(t) + Z?i(lt) Y;, Y té una distribucio doble exponencial amb densitat fy(y) ~

prie 1 ys0) + q12€1Y 10y, @ N(t) és un procés de Poisson de parametre A. La formula del
preu de l'opcio del call s’expressara en termes de T (que a la seva vegada es pot expressar en termes
d’una suma de funcions Hh.)

Una férmula explicita per T ve donada pel teorema segiient, perd abans donarem una
definicié i una proposicié-definicio:

Definicié 7.5. Pera 1 <k <n-1, definim P, , = p", Q,,,, =

n—1 i—-k n—i
P n—k-1 M 2 piqn—i
mk = 1—k 1 M1 + 12 M + 12 !

n—1 n—i i—k
P n—-k—-1\(n . M 12 piqn—z
m =\ ik i) N+ M+

Proposicié 7.6. Sigui I,(c;a,p,0) f e**Hh,(px —90)dx, n >0, on a, ¢, p son constants
arbitraries. Sigui ¢ la funcio de densztat d’una normal estandard.
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1. Sip>0ia =0, aleshores per a tot n > -1,

e

ac M n—i n+1 0o a2
In(c;a,[)’,é):—;Z(é) Hhi(ﬁc—5)+(§) %eﬁ+2ﬁ2¢(—ﬁc+6+%).

i=0

2. Sip<0ia<0,aleshores per atot n>-1,

pac n ﬁ n—i /3 n+1 7 as, a? o
In(C}a,ﬁ,é):—XZ(a) th(ﬁc_é)_(;) Teﬁ zﬁz(i)(ﬁc—é—ﬁ).

i=0
La demostracid aquesta proposici6 es pot trobar a [5].
Teorema 7.7. Sigui 1, := P(N(T) = n) = e *T(AT)"/n!. Aleshores

elom) 2T/2 &

P{Z(T)>a}= U\/F ZH”ZP”" o\/_m )< x I _ 1(a uT;—n1,— ﬁ—amﬁ)

(71’]1 T/2 ©

+ 7To¢(—a0 v"; )

r’ ‘”72()

Demostracio.

P{Z(T)>a}= ZT(nP ( ,uT+a\/TZ+ ZY] >a ): nOP(yT+G\/TZ >a)
n=0

j=1

M»

ZnnZPnkP(,uT+a\/_Z+i ) ZnnZanP(yT+0'\/—Z

n=1 k= j=1 n=1 k=1 j=1

El teorema segiient ens déna expressions del preu del put i del call en funcié de 7:

Teorema 7.8. Partint de (6.7), el preu del call d’una opcié europea ve donat per

1 -
e(0) = S(O)T(r + 502 =AC,0,3, B, 1, 123108 (K/5(0)), T)

1
—Ke_rTT(r—502—/\C,O,A,p,m,r]z;log(K/S(O)),T),
on
~_ P M -
p= 1+Ceta; -1’ P=mel
- = P q12
= 1,A=2 1), C= -
M2 =12+ (C+1), C 111_1+172+1

El preu del put 1,(0) es pot obtenir per la formula de la paritat call-put:

p(0) = (0) = e TE*((K = S(T))* = (S(T) - K)*) = e "TE*((K = S(T))) = Ke™"T - 5(0).

La demostracio es pot trobar a [7]
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7.4 Els preus de contractes futurs

Ara considerem el problema de fixar els preus de contractes futurs. Assumim, de moment,
que r és constant. Aleshores els preus futurs F(¢t, T*) amb data d’entrega T* ve donat per

P(t, T*) — eT(T*_t)E*(S(T*)lﬁ) — e?’(T*_t)S(t)'
Corol-lari 7.9. El preu del call de les opcions europees per a contractes futurs ve donat per

pe,r(D,F(0,T7),T)

:D(F(O,T*)T( ;02—/\C o, p,nl,etaz,log( (OK ) T)

1
Kt ( —50 —/\C;O A Pr’71"72’10g( 0 T* ) ))

on D =e™"T. El preu de I'opcio put es pot calcular amb la formula de la paritat put-call:
(D, F(0,T*), T) = pep(D,F(0,T*), T) = T (K = F(0, T")).
Demostracié. Com que (F(T,T*)—K)* =" T -T)(S(T) - Ke " T"-T))*, tenim que

E[e" (F(T, T") - K)] =
=¢"(T-T) ( S(0)t ( r+ %02 ~-AC,0,A,p, 17”1,ﬁZ;log(Ke_r(T*_T)/S(O), T )
—Ke"T-T)e=rTy ( r— %02 - AC, 0, A, p, 11,125 log(Ke_T(T*_T)/S(O), T ))
=e T ( F(0, Tt ( r+ %02 ~ AT, 0, A, p, 171, 172; log(K/F(0, T*)) + rT, T )

Kt ( r— %02 —AC,0,A,p,11,12;10g(K/F(0, T%) +rT, T )) :

Notem que

P{(r+;4)T+aW(T)+

Fent servir que per a cada t > 0, Z(t) convergeix en distribuci6 a ut + cW(T) (ja que
11 — o0 i1 — o0), obtenim també el corol-lari segiient:

Corol-lari 7.10. 1. A mesura que la mida dels salts es fa cada vegada més petita, la formules
dels preus del Teorema 7.5 i el Corol-lari 7.6 s’aproximen a la formula del Black-Scholes.
Meés precisament, com que 1 — oo i 1], — oo mentre que tots els altres parametres romanen

fixos,
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Pe(0) > S(0)D(b}) - Ke " TD(b’)

e p(0) —> e "T{F(0, T)D(b), ;) — KD(b 1)},
on

oo 10g(S(0)/K) + (r+(a2/2))T

+ = T ,
y . Log(F(0, T")/K) £ 0°T/2
o oNT ’

2. Si el ritme de salt és zero, és a dir, si A = 0, aleshores la formula dels preus torna a ser la
mateixa que la del model de Black-Scholes.

7.5 El somriure de volatilitat

Ara, per il-lustrar que el model de Kou produeix el que es coneix com a somriure de volati-
litat, considerem dades reals aportades per [8] per un periode de 2 anys i caplets de 9 anys
en el mercat LIBOR japonés a data de maig de 1998. La Figura 3 mostra les corbes de vola-
tilitat observades i també les corbes de volatilitat calibrades fent servir la férmula d’opcions

futures del Corol-lari 7.6, on el parametre de descompte D correspon als preus dels bons i
els actius subjacents son els del LIBOR.

Notem que aquest exemple no és un test empiric del model, sin6 que serveix per il-lustrar
que el model pot produir una bona aproximacié de la corba de volatilitat.

Figura 3: "Midmarket and Model-Implied Volatilities for Japanese LIBOR Caplets in
May 1998

S0T0% —
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Els parametres escollits en aquest model son: pel caplet de 2 anys, 71 = 3.7, #(?) = 1.8,

p =004, A = 1.4, 0 = 0.21; i pel caplet de 9 anys, y!) = 2.3, #®) = 1.8, p = 0.09, A = 0.2,
o =0.09.
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8 Comparacid entre els models de Merton i Kou

8.1 Comparativa de les propietats dels models

En aquesta secci6 es recullen de [4], [5] i [6] les diferencies que trobem entre els models de
Merton i de Kou.

Els processos de difusié amb salts que estudiem tenen la forma segtient:
N,

Y;,
i=1

Xy =yt+oW +

on (N;);>0 és un procés de Poisson que compta els salts de X i Y; la mida dels salts.

Es important especificar la distribucié de la mida dels salts v(x) i, més concretament, el
comportament de les cues de v depenent de com creiem que es poden ajustar als fenomens
externs que volguem estudiar. De fet, es pot veure que el comportament dels salts determina
en bona mesura el comportament de les cues de la distribucié de densitat de probabilitat
d’un procés.

En el model de Merton els salts en X; segueixen per definicié una distribucié normal:
Y; ~ N(p,0%). Aixo ens permet obtenir una densitat de probabilitat de X, com una série
convergent. En efecte,

P{X, € A} = ZP{Xt € AN, = k}P{N, = k},
k=0

amb la qual cosa la densitat de probabilitat X; satisfa

—~At—ku)?
w0 (At)rexp(~Sabn)

_ At
pilx) = e é kN2 (02t + ko2)

De manera similar s’obtenen els preus de les opcions europees com una série en la qual
cada terme involucra la férmula de Black-Scholes.

En el model de Kou, la distribucié de la mida dels salts és una asimetica exponencial
amb densitat:

v(dx) = [pAse M Lsgp + (1= p)A_e 1y, g Jdx,

on A, >0,A_ > 0 regeixen la forma de decaiment de les cues per a la distribucié postiva i
negativa de la mida dels salts i p € [0, 1] representa la probabilitat d’un salt ascendent.

Fem una comparativa de les seves propietats:

e Tots dos models son la suma d’un procés de Poisson compost amb salts i un moviment
brownia.

e El model de Merton consta de 4 parametres (volatilitat de difusid o, intensitat del salt
A, mida mitjana del salt p i desviacié estandard de la mida del salt o). El model de Kou, en
canvi, consta de 5 parametres (volatilitat de difusi6 o, intensitat del salt A i els parametres
de distribuci6 de la mida dels salts A, A_, p).
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e El model de Merton admet una densitat de probabilitat (que hem expressat més amunt),
mentre que el model de Kou no ho permet en una forma tancada.

e Pel que fa al comportament de la probabilitat de densitat de les cues, el model de
Merton té cues més pesades que la gaussiana, pero tots els moments exponencials son finits.
Respecte al model de Kou, té cues exponencials “semipesades”, aixo vol dir: p(x) ~ e*+* quan
x — +00 i p(x) ~ e*F quan x — —co.

Tant el model de Merton de difusié de salts normal com el de Kou de difusié de salts
doble exponencial son casos especials dels models de difusié de salts, i inclouen la volatilitat
estocastica i els salts de volatilitat. Igualment, ambdés models satisfan la propietat dels
increments independents i I’aspecte de la leptocurtosi, tot i que la curtosi del model de Kou
és significativament més pronunciada que en el cas del model de Merton.

8.2 Avantatges i inconvenients dels models

Un dels inconvenients del model de Kou és que les férmules dels preus, tot i ser analitiques,
son una mica complicades. No obstant aixo, si considerem que la funcié Hh es pot calcular
facilment utilitzant programes com el Mathematica, tampoc és un problema tan greu.

Un problema més serids és la dificultat que trobem per a donar la cobertura. A causa dels
salts, el mercat és incomplet. No obstant aix0, una cobertura sense risc no la tindrem mai
(tampoc en el model de Merton), excepte en el cas d’'un moviment brownia a temps continu
(com en el model de Black-Scholes).

Finalment, com passa en tots dels processos de Lévy, un problema és que el model Kou
no pot incorporar la possibilitat d’estructures dependents entre els actius retornats, ja que
el model assumeix increments independents. Una possible solucié per incorporar aquesta
dependéncia passa per fer servir un altre procés puntual N(t) amb increments dependents
que substitueixi el procés de Poisson N(t), pero mantenint la independencia entre el mo-
viment brownia, la mida dels salts i N(¢). El model, un cop modificat, ja no té increments
independents i és prou simple per produir solucions de forma tancada. El que sembla més
problematic és obtenir d’aquesta manera solucions analitiques per opcions amb memoria.

Si el model de Kou és apte per a proposits de modelitzaci6 és al cap i ala fi una tria entre
la tractabilitat analitica i la realitat, i s’ha de jutjar cas per cas.

La diferéncia principal entre els dos models passa per la tractabilitat analitica de les
opcions amb dependencia de camins. En alguns casos, el model de Kou pot servir per donar
solucions de forma tancada, mentre que amb el model de Merton no es podria. Aixo passa
quan ens interessem pel primer temps de pas en processos de difusié amb salts sobre una
frontera plana. Quan el procés creua aquesta frontera, pot tocar-la exactament o, com sol ser
més habitual, pot passar-se de llarg. Aixo presenta alguns inconvenients a I’hora de posar
preu a les opcions. Primer, necessitariem coneixer la distribucié exacta a partir de quan ens
hem passat de llarg. De la teoria de procesos de renovacié se sap que aixo només és possible
si la mida dels salts segueix una distribucié exponencial. Aix0 és gracies a la propietat
d’abséncia de memoria que presenta la distribucié exponencial. En segon lloc, també és
necessari conéixer la dependencia entre entre el primer temps de pasi el que ens hem passat
de llarg. També en aquest cas, aquestes dues variables aleatories son independents, ja que
el que ens hem passat de llarg sempre és més gran que 0 i per la propietat de I’abséncia de
memoria. Aquesta independéncia és caracteristica de les distribucions de tipus exponencial
i no existeix en altres distribucions, entre elles al distribucié normal que utilitza el model
de Merton.
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En conseqtiéncia, hi ha solucions analitiques que només es poden obtenir amb el model
de Kou, pero és impossible fer-ho amb el model de Merton.
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