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Abstract

We define and study homology and de Rham’s cohomology groups, and the close connec-
tion between them despite their distinct natures. The integration of differential forms is
defined, and the general and simplicial cases of Stokes’ theorem are presented. Additio-
nally, didactic resources that can be used to convey certain abstract ideas of non-Euclidean
geometries and topology to a second cycle of ESO (Secondary Education) class are exa-
mined. Finally, an activity is conducted in a classroom, and conclusions are drawn.

Resum

Definicié i estudi dels grups d’homologia i cohomologia de deRham i 'estreta relaci6
entre ells encara que tinguin naturaleses tan diferents. Es defineix la integracié de formes
diferenciables i es donen el cas general i simplicial del teorema d’Stokes. Per altra banda,
s’estudien els recursos didactics que es poden fer servir per fer entendre algunes idees
abstractes de geometries no-euclidianes i topologia a una classe del segon cicle d’ESO.
Finalment, es porta una activitat a una classe i s’extreuen conclusions.
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1 Introduccio

La geometria diferencial de varietats és una disciplina matematica fascinant que estudia
les propietats intrinseques de les formes i les estructures geometriques a través de les eines
del calcul diferencial. Aquesta area de les matematiques té un paper fonamental en la
comprensié dels fenomens fisics i les interaccions entre les diverses parts d’un sistema. A
més, és un punt d’unié de branques de les matematiques com 1’algebra abstracta, el calcul
i la topologia.

El present Treball de Final de Grau de Matematiques té dues parts.

La primera part es centra en I'estudi i analisi dels grups d’homologia i de cohomologia
de deRham, tot donant una connexié entre ells com ho és el conegut teorema d’Stokes.
Per fer-ho, es treballara amb dos objectes aparentment molt diferents: els simplexs i les
formes diferenciables. S’intentara no perdre la perspectiva en cap moment per poder
interpretar els resultats que aquesta branca de les matematiques ens ha aportat els ultims
anys.

A la segona part, s’estudiaran formes de portar a una aula de segon cicle d’ESO una
activitat sobre topologia i geometries no-euclidianes. Per fer-ho, s’analitzara la feina de
grans docents de la historia del nostre pais i es veura com es poden aplicar les seves
metodologies a la nostra tematica. Finalment, es portara la proposta a una aula de 4t
d’ESO de linstitut Jesuites del Clot i es trauran les conclusions pertinents.

En conclusié, aquest Treball de Final de Grau es podria definir com interdisciplinari,
no només per l'estudi didactic, siné per les multiples branques que apareixen en 'estudi
de la integracié de formes diferencials i grups d’homologia i cohomologia de deRham.



2 Nocions basiques

2.1 Primeres definicions

El concepte de varietat sorgeix de poder descriure de forma general espais topologics que
en entorns petits sén molt semblants (homeomorfs) a un cert espai euclidia R". Aquesta
propietat permet treballar localment amb coordenades dins d’estructures que poden no
ser representades com a subespais de cap R™ (en el cas de geometria diferencial, direm que
no té per que ser embedida a cap R™). En funcié de les caracteristiques que necessitem de
I’espai per poder-hi treballar, la definicié de varietat sera més o menys restrictiva. Una
de les definicions més generals de varietat és la de varietat topologica.

Definicié 2.1 (Varietat topologica). Un espai topologic M es diu que és una varietat
topologica de dimensid m si és Hausdorff, compleix el segon axioma de numerabilitat i tot
punt de M té un entorn obert homeomorf a R™ (i.e. per a tot p € M, existeizen U C M
que conté p i ¢ : U — ¢(U) C R™ homeomorfisme).

A la parella (U, ¢) l’'anomenem carta coordenada, o entorn coordenat de p. Tot conjunt
de cartes {(Ua, Ga)tocas tal que Jye g Us = M, s’anomena atles.

La condicié Hausdorff forca a ’espai a no ser molt diferent a R™, si no ho imposéssim,
ens podriem trobar espais amb propietats poc intuitives. Un exemple es dona a la pagina
7 del llibre [1]. El segon axioma de numerabilitat ens permetra treballar amb el concepte
de particions de la unitat més endavant, aixo ens facilitara moltes demostracions.

Amb aquesta definicié, queda coberta la part topologica del concepte de varietat que
volem. Aquest treball, perd, no és sobre topologia, sind sobre la geometria diferencial de
varietats. Cal, també, que la nostra varietat tingui una certa estructura que ens permeti
treballar amb conceptes com les derivacions o les formes diferenciables. Dit d’una altra
forma, cal que la nostra varietat tingui algunes restriccions de regularitat (en el sentit
analitic de la paraula). Introduim doncs la condicié que ens falta:

Definicié 2.2 (Varietat diferencial). Sigui M una varietat topologica i A = {(Ua, $a)}4ec a
un atles de M. Es diu que A és diferenciable si per tota parella de cartes (U;, ¢;), (Uj, ;) €
A tals que U; NU; # O compleizen que laplicacid entre oberts de R™:

¢j 0 @bz_l 1 ¢i(Ui N Uj) — gf)j(Ui N Uj)
és diferenciable (infinitament derivable) en el sentit real.

St una varietat topologica esta dotada d’un atles diferenciable diem que és una varietat
diferencial.

Es pot comprovar, per simetria i fent s del fet que els ¢ sén homeomorfismes, que les
aplicacions ¢; o ¢, ! s6n difeomorfismes d’oberts reals. De fet, a moltes fonts es dona la
definicié imposant que aquestes aplicacions han de ser difeomorfismes i no diferenciables.

No és complicat veure que, per simetria, les dues definicions sén equivalents.

En general, quan treballem localment en una carta (U, ¢), podem identificar tot punt
p € U amb ¢(p) € R™, expressat en coordenades. D’aquesta forma la definici6 d’at-
les diferenciable es redueix a imposar que el canvi de coordenades sigui una aplicacid
diferenciable (o un difeomorfisme) en el sentit real. Sovint escriuré la carta local com
(U, (z1,...,2m)), amb aquesta notacié estic posant nom a les funcions coordenada que
defineixen ¢.



No és accidental 'acotacié que he fet d’aplicacié diferenciable en el sentit real. I és
que toca generalitzar aquesta idea a aplicacions de varietats diferencials no necessariament
euclidianes fent s d’una idea similar a la que hem fet servir per definir atles diferenciable:

Definicié 2.3. Siguin M ¢ N wvarietats diferencials de dimensions m i n respectivament
i f: M — N una aplicacié continua (en el sentit topologic), diem que f és diferenciable
st per tota tria de cartes (U, ¢) de M i (V,4) de N, laplicacio

Yo fop i o(f(V)NU) s i) nU C V) L v s p(v)

és diferenciable en el sentit real. Si, a més, Uaplicacid f és bijectiva i f~1 és diferenciable,
direm que f és un difeomorfisme.

De nou, facilita molt la intuicié identificar cada punt amb les seves coordenades locals,
d’aquesta forma una aplicacié és diferenciable si la seva expressio local en coordenades ho
és en el sentit real.

A partir d’ara, si tenim una aplicacié f : M — N entre varietats diferencials i entorns
coordenats (U, ¢) de M i (V, 1) de N (tals que f(U) C V), sovint identificarem, localment,
f amb I'aplicacié expressada en coordenades vpo fogp~! : ¢(U) — (V). Aixi, treballarem
amb f com si fos una funcié entre oberts de R™ i R™, encara que, estrictament parlant,
no ho sigui.

En particular ens interessa molt el cas de les aplicacions diferenciables d’una varietat
M en R (suposant que l'estructura diferencial de R ve definida per ’atles trivial (R, id)).
El conjunt d’aquestes aplicacions es denota per F(M) i és una R-algebra commutativa
amb la suma i el producte de funcions.

2.2 Espai tangent

Una de les estructures més importants que neix de la definicié de varietat que hem donat
és lespai tangent. Sovint es defineix 1’espai tangent com ’espai de vectors tangents a la
varietat en un punt. El problema és que el concepte de vector que estem fent servir només
existeix en varietats embedides a un cert R™. I, a I'inici del treball, s’ha deixat clar que
aquesta és una restriccié que volem evitar fer servir. Per tant, cal trobar una estructura
(que pugui ser identificada amb els vectors en el cas de varietats embedides a R™) que
puguem generalitzar a totes les varietats. Conceptualment, aquestes estructures son les
derivades direccionals de cada vector, en el cas general les anomenem derivacions:

Definicié 2.4. Definim derivacio de M en un punt p a tota aplicacio R-lineal X, :
F(M) — R que compleixi la regla de Leibnitz:

Xp(f - 9) = Xp(f) - 9(p) + f(p) - Xp(9)-

El conjunt de totes les derivacions en el punt p s’anomena espai tangent a p © es denota
T,M.

Es pot comprovar que T,M és tancat per la suma i pel producte per un escalar, per
tant és un espai vectorial. Ens cal comprovar que la dimensié de ’espai coincideix amb
la dimensié de la varietat, per fer-ho, definirem un possible candidat a base. Siguin
(z1,...,Tm) les coordenades en un entorn de p. Podem definir (per a tot i = 1,...,m)



Figura 1: Representaci6 grafica del pla tangent a
una superficie diferencal embedida a R3

I'aplicacié % que envia cada f € F(M) a la derivada parcial respecte x; de f (expres-
tip

sada en coordenades) en el punt p. Es senzill comprovar que Ti« és una derivacié. Ara
1
P

volem demostrar que aquest espai vectorial té dimensié m. Per fer-ho provem primer un

lema molt senzill que resulta intuitiu si pensem en derivades direccionals:

Lema 2.5. Sigui M una varietat, p € M i X,, € T,M. Llavors X,(f) = 0 per a tota
f € F(M) aplicacid constant.

,

Demostracio. Posem f(z) = ¢ € R per a tot « € M. Com que X,(f) = cX,(1). Es
suficient demostrar que X,(1) = 0:

Xp(1)=X,(1-1) = Xp(1) - 14+1-X,(1) = 2X,(1).
Per tant, X,(1) = 0. O

Proposicié 2.6. Sigui M una varietat diferencial de dimensio m ip € M, les aplicacions

é% ) formen una base de T,M. De fet, T,M = R™.

Demostracio. Per comencgar, fent una transposicié si fa falta, podem suposar un entorn
coordenat (U, (x1,...,%y,)) del punt p on z;(p) = 0 per a tot i (és a dir, identifiquem p
amb Dorigen). Sigui f € F(M) expressada en coordenades, definim:

laf

0 81‘1

filx) = (tx)dt on = = (x1(q),...,zn(q)) per algun g € U qualsevol.

Pel Teorema Fonamental del Calcul (I'aplicacié f és una funcié real si és expressada
localment en coordenades), sabem que f = f(p)+ ) fjz;, on z; és I'aplicacié que retorna

la coordenada j del punt d’entrada. Aplicant % a les dues bandes, obtenim:
ilp

of| _ of Ofjzs)| _ Ofiwi
ox; » o 83:1 » + Z ox; p N Ox; -
_Ofi| oy 9T
= s, pxz(p) + fi(p) oz, |, = fi(p).



On hem fet servir que z;(p) = 0 per a tot i. Ara, apliquem un X,, € T, M qualsevol a les

dues bandes en lloc de %’ :
tip

Xp(f) = Xp (F) + ) Xp(fiws) =04+ > Xp(fs) - wi(p) + > filp) - Xp(wi) =

- ZXp(fi) 0+ Zfi(ﬁ) - Xp(zi) = ZXp(xi) ' gﬂi

P
I, per tant, X, = > a; - %‘p on a; = X,(x;) € R per a tot i. Aixi, sabem que T,,M és

generat per les derivacions 8%1) N %‘ . Resta comprovar que aquests sén linealment
P ™lp

independents i, per tant, formen base.

Suposem que Y b; 8%1-

= 0 (la derivada nul-la). Aplicant aquesta propietat a I’apli-
p
cacié coordenada z; tenim que 0 = ), b; % = b; per tot j, aix0 prova la independencia
tlp
lineal. O

D’aquesta forma hem comprovat que l’espai tangent té la mateixa estructura que la
seva versio geomeétrica. Hi ha una estructura molt important que també cal definir: el
camp vectorial. Dit formalment, un camp vectorial X és una associacié a cada punt
p € M d’una derivacié X, € T,,M. Sense posar més condicions, un camp vectorial pot no
complir cap propietat de regularitat i, en el nostre cas, aixo no interessa. Per acotar la
definicié, cal observar que en un entorn coordenat podem escriure tot camp vectorial X

com:
0 0

X=h) 5+ +fulb) 5

o (2.1)

o . . . .9 . s
On 9a; €8 el camp vectorial que assigna a cada p € M la derivacié o |, i f; és una

aplicacié de M en R. Aquesta propietat surt del fet que, en cada punt p € M, X, és
combinacié lineal dels %‘ . Sabent aixo podem escriure la definicié segiient.

“1p
Definicié 2.7. Diem que un camp vectorial és diferenciable si, localment, les f; de [’-
expressio 2.1 son diferenciables (i.e. f; € F(M) per tot i =1,...,n) per a tota tria de
cartes. FEl conjunt de tots els camps vectorials diferenciables definits sobre una varietat

diferencial M es denota X(M).

En aquest treball, els camps vectorials no tenen gaire pes, pero sén una eina tan basica
en l'estudi de varietats diferencials que no he vist possible no mencionar-los, encara que
sigui de passada.

2.3 Diferencial d’una aplicacio i espai cotangent

Resulta impensable treballar amb espais vectorials sense parlar d’aplicacions lineals. A
més, hem definit ja un altre tipus d’aplicacié que és important en ’estudi de varietats
diferencials: les aplicacions diferenciables. Per tant, és raonable associar d’alguna for-
ma cada aplicacié diferenciable amb una aplicacié lineal d’espais tangents. Aixi definim
I'aplicacié diferencial:

Definicié 2.8. Sigui F' : M — N una aplicacid diferenciable entre varietats, definim
Vaplicacid diferencial de F' en el punt p € M com aplicacié lineal dFy : TyM — T, N



que envia una derivacio X, de M en el punt p a la derivacié de N definida de la forma

dF,(X,)(f) = Xp(f o F), per a tota f € F(N).

Mirem bé el significat d’aquesta definici6 estudiant-la localment en coordenades. Supo-
sem F' com a la definicié i dos entorns coordenats (U, (z1,...,%m)) de M i (V, (y1,...,yn))
de N tals que F(U) C V. Per trobar la matriu associada a I'aplicacié lineal df, és sufici-

ent trobar les coordenades de la imatge de la base 8%1

yeees ai en funci6 de la base
Lm, P

0 R c . Fent servir la definicié i la regla de la cadena (de funcions reals
91 | F(p) % | F(p)

multiavaluades) tenim que, per tota f € F(M):
0 0 of
F,| — = F) = -

on F; = y;oF és la coordenada j de I'aplicacié F'. Posat en forma general, hem demostrat
que:

OF;
69@

P F(p) P

0 OF} 0
Fo\ gm| ) =2 am | oy
Lilp 5 9rilp 9YilR@p)
Dit d’una altra forma, la matriu associada a I’aplicaci6 dF), en les bases 8%1 e %) i
P m™lip
ai e ai (definides tinicament per la tria de cartes coordenades) és la matriu:
YLIF(p) Yn 1 F(p)
or or o
o1 P 0z p T OTm p
OFy OFy oF
ox1 P Oxo p e OTm P
OFy, OFy, OFy,
o1 P Oz P T OTm p

Efectivament, és la matriu Jacobiana de I'aplicacié F' pensada com a funcié real multia-
valuada.

Ens interessa ara estudiar el cas particular on F' és una aplicacié diferenciable que
envia M a R (amb lestructura trivial {(R,z)}). Com que R té dimensié 1, per a tot
t € R, tenim que T;R = R, com hem vist en un teorema anterior. Aixi, sigui un p € M
tenim que l'aplicacié diferencial de F' envia derivacions de T,,M a valors de R (o vectors
que poden ser identificats amb valors de R). Per entendre aquesta identificacié, hem vist
que, a la carta trivial de R tota derivacié de T;R es pot escriure com

0

Ox |,

on A € R, si identifiquem aquesta derivacié amb el propi A es veu molt clar que T;R = R.

A algebra lineal, el conjunt d’aplicacions lineals que envien un espai vectorial a R esta
molt ben estudiat: se sap que forma un espai vectorial de la mateixa dimensié que el de
sortida i se li posa el nom d’espai dual. En el nostre cas, '’espai dual a T,M es denota
T M irep el nom d’espai cotangent. Els elements de Ty M s’anomenen covectors.

Estudiem 7y M localment en un entorn coordenat (U, (z1,...,7,)) de p. Recordem
que z; sén aplicacions que envien punts de U a R. Es trivial veure que, de fet, sén



diferenciables i, per tant, tenen associats els covectors dx;|,. Fent ts de la definicié:

d;| i _ O
1 al‘j p - al'j

On 65 representa la delta de Kronecker. Aixi, hem comprovat que la base dual associada

9 ) , N . .
a gor 0 Ban | és dx1|p,...,dzyl|p. Per tant, de forma similar a les derivacions, tot
covector wy, € Ty M es pot representar de la forma w, = a1 - dwilp + -+ + ap - dvyfp. A
més, fent servir la definicié i per linealitat es comprova facilment que, si w, = df), llavors:

=,

1
p

of d ;
| =dfy| 5| | =D aid! =aj;
Oxj P fp (695] p) ; aél CL]
Es adir, df, = 3, 21| - dayl,.
tlp

Un camp covectorial w és una associacié que assigna a cada punt p € M un covector
wp de TyM. Observem que dx; sén camps covectorials i que podem escriure tot camp
covectorial w localment com:

w=g1-dry+ -+ gp-dr,.

On g; sén aplicacions que envien punts de M a R. Si tots els g; sén aplicacions diferen-
ciables per tota tria de cartes, diem que w és una 1-forma diferenciable. El conjunt de
totes les 1-formes de M es denota per Q!(M).

Cal fer aqui un petit parentesi, ja que un podria pensar que podem seguir definint ara
'espai dual de Ty M (el bidual). Pero hi ha un resultat molt important a algebra lineal
que diu que per cada element del bidual o}, hi ha un element X, de T),M tal que per tot
wp € Ty M es té

op(wp) = wp(Xp).
D’aquesta forma identificarem T, M amb el bidual i pensarem també en les derivacions
com a aplicacions lineals de covectors. Per marcar aquesta simetria, sovint escriurem

(Xp,wp) = wp(Xp) ER

tant per parlar de 'accié de wj, sobre X, com biceversa. També usarem aquesta notacié
en 'accié d’1-formes diferenciables sobre camps vectorials:

(X, w) =w(X) e F(M).

Aquesta accié no ha estat definida, pero és prou intuitiva: a cada punt p € M retorna
(Xp,wp) € R per tant és una aplicacié que envia punts de M a R. Comprovar que
és, en efecte, diferenciable és senzill si es pot demostrar que la composicié d’aplicacions
diferenciables és diferenciable (resultat que no ha estat demostrat en aquest treball, pero
que és trivial si s’estudia de forma local).

2.4 Tensors 1 formes diferenciables

Deixem un moment de banda ’estudi de varietats diferencials per parlar d’una estructura
d’algebra: el tensor. S’han escrit llibres sencers sobre aquest concepte i no és gens senzill
de resumir en poques paraules. A més, hi ha moltes definicions equivalents que es donen
en funcié de la perspectiva des de la qual s’estudien. En el nostre cas els estudiarem des
de la perspectiva de les aplicacions multilineals:



Definicié 2.9. Definim un tensor ® d’ordre r covariant i s contravariant (o d’ordre
(r,s), per simplificar) definit sobre un espai vectorial V. com una aplicacié multilineal de
la forma:

PV x--xV*xVx-1.xV =R

Si tenim dos tensors ® i U d’ordres (r,s) i (t,h), definim el producte tensorial entre els
dos, com el tensor:

h
PRU: (V' x " T xV)x (Vx " xV)—R
tal que
D RQU(V1, .y Uty ULy ey Ustp) =
= OV, Upy Uty ey Us) s W (Upg1y e ey Upity Ug 1y« -+ s Usthy)-

Es facil veure que, per tota terna de tensors (¢, ¥, 0) es té
(PRUV)0 =R (¥ O).
Es més, podem comprovar que tot tensor ® d’ordre (r, s) es pot expressar de forma
P=v1Q QU OW A ®ws

sent v; : V¥ = Riw;: V — R funcions lineals (o tensors d’ordre (1,0) i (0,1)). Veiem,
a més, que els w; sén elements de V* i els v; sén elements de V** i, ja hem vist que els
elements de V** poden ser identificats de forma natural amb els elements de V (v = (v, -)).

Per tant, a partir d’ara no pensarem en el producte tensorial d’aplicacions lineals siné
d’elements de V' i V*.

Estudiem ara el cas en qué V és de dimensié finita m, siguin by, ..., b, una base de
Vibi,... b la base dual associada i siguin v; = vlby + -+ + v/by,, amb i = 1,...,7, i
wj = wjl-bl 4+ -+ wgnbm, amb j =1,...,s, observem que:

VR QU RW R Quws =

m m m m
§ : k 2 k § : l17.% E : ls %
e vllbkjl ® e ® vrrka ® wll bll ® e ® wssbls =
ki1=1 kr=1 1=1 ls=1

= D TR ® @b b, © B b

1<ky,....kr<m
I<ly,..ls<m

Amb aix0 deduim que els tensors r covariants i s contravariants definits sobre V son
generats pels m"™* tensors

bk1®"'®bkr®b?1®"'®b7sa

de fet, es pot comprovar que el conjunt de tots els tensors (r,s) (sovint denotat 77 (V))
és un espai vectorial i que els tensors mencionats formen base [6].

Tornant a les varietats diferencials, sigui M una varietat i p € M hem vist que, donat

un entorn coordenat (U, (x1,...,%y,)) podem expressar tot tensor ¥, € Ty (T,M) de la
forma:
— l1,ls 8 . 6 .
L N T D o | © dTul, ® - @ da, (2.2)
1<k ok <m P rlp
1<li,....ls<m



on totes les a indexades sén constants que depenen del punt p triat. Podem entendre,
doncs, les a indexades com aplicacions que envien M a R. Tenim ja tots els ingredients
per definir els tensors diferenciables:

Definicié 2.10. Anomenem tensor diferenciable U (d’ordre (r,s)) d’una varietat M a
Uestructura que associa a cada punt p € M un tensor U, d’ordre (r,s) de forma que, per
tota tria de coordenades locals, totes les a indexades de la igualtat 2.2 son aplicacions
diferenciables.

Observem que, en particular, els camps vectorials s6n tensors diferenciables (1,0) i les
1-formes diferenciables sén tensors diferenciables (0,1). Hi ha més exemples de tensors
diferenciables, en aquest treball veuré només les k-varietats diferenciables, pero n’hi ha
molts més, com el tensor metric, el de curvatura o el de Ricci que sén molt importants,
pero queden fora ’abast d’aquest treball.

Un podria pensar, partint de la mencié anterior, que es pot estendre el concepte de
les 1-formes facilment a les k-formes com els tensors diferenciables (0, k). I no aniria del
tot desencaminat, pero per guanyar-se el nom de k-forma, un tensor ha de complir dues
propietats addicionals: ha de ser alternat i antisimetric.

Per la definicié, un tensor diferenciable ¥ d’ordre (0, k) associa a cada p € M una
aplicacié multilineal de la forma W, : (T,M )k — R. Direm que V¥ és alternat si, per tot p,

Up( Xl ., Xil,) =0

sempre que hi hagi una parella Xi|p = Xj| » amb 1 < ¢ < j < k. Amb aquesta propietat,
podem eliminar tots aquells sumands de ’expressié 2.2 que tinguin algun d;m]p repetit.
A més, si k > m (on m és la dimensi6 de la varietat M), no hi pot haver cap sumand que
no tingui termes repetits, per tant, I'inic tensor diferenciable alternat d’ordre (0, k) amb
kE > m és el tensor nul (que no és gaire interessant).

Per altra banda, si per tota permutacié o € Sy i tot p € M es té que

)

direm que V¥ és antisimetric. Amb aquesta propietat podem ajuntar els termes de 'ex-
pressié 2.2 que tenen els mateixos dazi|p ordenats de formes diferents.

\ij(X1|p P Xk|p) = Signe(g)‘llp(Xo(l)|p P Xg(k) ’p

Definicié 2.11. Sigui M una varietat diferencial de dimensic m i k < m. Anomenem
k-forma diferenciable a tot tensor diferenciable (0,k) alternat i antisimétric.

Per denotar un tensor alternat i antisimetric, sovint s’usa ’operador A en lloc de ®.
Amb aquesta notacié i fent s de les dues propietats definides, localment podem reescriure
Iexpressié 2.2 aplicada a una k-forma diferenciable w de la forma:

Wp = Z fll7--.,lk (p) dxl1|p VANCEWAN dxlk|p

1<l <-<lp<m

on fi, .1, € F(M). L'espai de k-formes es denota QF(M) i és un problema de combi-
natoria senzill comprovar que té dimensié

n!

dim(Q) = W=kl



Per conveni, sovint es denota Q°(M) = F(M). Es pot comprovar que QF(M) =2 Q"=F(M)
relacionant cada k-forma day, A---Adxy, de la base de QF(M) amb la (n— k)-forma dzj, A
-+ Adzj, , onels indexs ji,...,jn—k sOn els que ens hem "saltat”en la tria de ly,..., [
(dit d’'una altra forma, els j; sén els elements ordenats del conjunt resta {1,...,n}\

{ll, ce ,lk})

2.5 Paracompacitat i particions de la unitat

Aquest apartat té menys explicacions intuitives que els apartats anteriors, perd hem de
definir una eina imprescindible en I’estudi de les varietats que ens sera molt 1til a 'hora
de definir les integrals de formes diferenciables: les particions de la unitat. Per fer-ho
ens centrarem en les propietats topologiques de les varietats centrant-nos sobretot en la
paracompacitat. Aquest apartat segueix amb forca fidelitat les referencies [1, 12, 7).

Recordem que les propietats topologiques que ha de complir un espai per ser considerat
varietat sén el segon accioma de numerabilitat (la topologia de la varietat té una base
d’oberts numerable) i la propietat Hausdorff (per a tota parella de punts p i ¢ de la
varietat es pot trobar una parella d’entorns oberts p € U i ¢ € V disjunts). A més, el
fet que sigui un espai localment euclidia ens assegura que també és localment compacte
(tot punt té un entorn compacte). Una propietat molt forta que ens ajudara a definir les
particions de la unitat és la paracompacitat:

Definicié 2.12 (Espai paracompacte). Un espai topologic X és paracompacte si és Haus-
dorff i tot recobriment obert de X té un refinament obert localment finit.

En altres paraules, el que diu la definicié és que si tenim un recobriment obert {Uy, }aca
de X, podem triar alguns oberts U, € {U,}aca per formar un nou recobriment amb la
propietat que per a tot p € M existeix un obert W), tal que W, N U, = (), excepte en un
nombre finit de o/. Enunciem doncs la proposicié que volem demostrar:

Teorema 2.13. Tota varietat topologica (o diferencial) M és paracompacta. A més, tot
recobriment obert admet un refinament localment finit format per conjunts amb clausura
compacta.

Demostracio. La condicié Hausdorff la tenim assegurada per hipotesi.

Comencem provant que existeix una base numerable de la topologia tal que tots els
oberts tenen clausura compacta. Partim d’una base numerable {U, },en. La compacitat
local ens assegura que per a cada punt p € U, existeix un K, C U, entorn compacte de
p. Com que M \ K, és obert, per la propietat Hausdorff podem assegurar que existeix un
obert de la base U,y que conté p i és disjunt amb M \ K, dit d'una altra forma, U,y C K.
Aquest U, és relativament compacte i compleix que U, és compacte. Per tant, tot obert
de la base pot ser expressat com a unié d’oberts de la base amb la propietat de tenir
clausura compacta.

A continuacié volem provar que existeix una successié d’oberts {G tals que:
n fneN

i) G compacte per a tot k € N.
ii) G C Gri1 per a tot k € N.

i) M =, G

10



Per demostrar-ho, suposem que M no és compacte (en cas contrari el teorema estaria
demostrat, perque tot conjunt compacte és en particular paracompacte). Sigui {U, }nen
una base numerable de la topologia formada per oberts de clausura compacta, definim
recursivament Gr=U11Gg4 = Uifill U, on jri1 és el natural més petit tal que G C

it Uy,. Sabem que ji, < jri1 per a tot k € N, ja que, altrament, tindrfem Gy, = Gy, i
aix0 implicaria que G} és obert i tancat alhora, per tant, és M i és compacte, cosa que
contradiu la hipotesi. Aixi, hem trobat la successié buscada.

Acabem doncs la demostracié: sabem que el conjunt G, \ G—1 és compacte i contingut
per Gii1\ Gr_o. Per cada k > 3 triem un refinament finit del recobriment {U,, N (G411 \
Gr—2)}nen de G\ Gi_1 i triem un refinament finit també del recobriment {U,, N G3}nen
del conjunt compacte Go. Clarament, la unié de tots aquests refinaments és numerable
i localment finita, a més, per hipotesi és un refinament localment finit de {U, },en 1 els
oberts que el conformen tenen clausura compacta. O

Amb aquest resultat només ens queda una eina per definir les particions de la unitat.
Anomenem suport d’una aplicacié f a la clausura del compost del seu nucli, és a dir, al
conjunt:

suport(f) = {p € M : J(p) £ 0}.

Es a dir, la clausura del conjunt de punts que no tenen imatge nul-la. Aquesta definicié és
equivalent amb formes diferenciables. En general, ens sera comode treballar amb funcions
i formes que tinguin suport compacte, amb aquest objectiu apareixen les particions de la
unitat:

Definicié 2.14 (Particié de la unitat). Sigui M una varietat diferencial, una particid de
la unitat és una col-leccid de funcions diferenciables {po : M — R}qca tals que:

i) 0 < po <1 peratotacA.

ii) {suport(pa)}aca €s localment finita, és a dir, per a tot p € M, ezisteix un entorn W,
de p on Wy, N suport(ps) = 0 excepte per un nombre finit de o € A.

i) Y e Pa(p) = 1 per a tot p € M (per la condicio (ii) sabem que aquesta suma és
sempre finita,).

Sigut {Ug} gep un recobriment d’oberts de M tal que, per a cada o € A, ezisteiz un € B
tal que suport(pn) C Ug, direm que {pataca €s una particio subordinada a {Ug}gep.

Ens interessa comprovar que sempre podem trobar una particié de la unitat amb
certes caracteristiques que ens puguin ser utils. Per fer-ho, cal veure primer un lema.
Denotaré, a partir d’ara C(r) al cub obert a un cert R™ amb vertexs (+r,0,...,0),
(0,£7r,0...,0),...,(0,...,0,%£r).

Lema 2.15. Ezisteiz una funcié ¢ € F(R™) tal que ¢(p) =1, sip € C(1), i ¢(p) =0, si
p & C(2).

Demostracié. Provem el cas m = 1. Observem que la funcié

0, si t<0;
f(t)_{e—l/t si t>0.
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és diferenciable, no-negativa i positiva per a tot ¢ > 0. Llavors la funcio:
f(t)
FO+ A1)

és diferenciable, no-negativa i pren valor 1 per a tot ¢ > 1 i valor 0 per a tot ¢ < 0. Per
acabar, la funcio:

g(t) =

h(t) =g(t+2)g(2 - 1),

és diferenciable, no-negativa i pren valor 1 a linterval [—1,1] i valor 0 fora linterval
(—2,2), tal com voliem.

Per demostrar el cas m > 1 és suficient escriure ¢ = (hox1)---(hoxy) on z; és la
funcié que retorna la i-essima coordenada de cada punt de R™. O

Teorema 2.16 (Existencia de particions de la unitat amb suport compacte). Sigui M una
varietat diferencial orientable i {Uy}aca un recobriment d’oberts de M. Llavors existeix
una particid de la unitat numerable {py }nen subordinada al recobriment {Uy}aca @ amb
suport(py) compacte per a tot n.

Demostracié. Sigui {Gj}ren una successié d’oberts com la definida a la demostracié de
2.13 1 imposant Gy = (). Per a tot p € M, sigui k, el natural més gran tal que p € M\éip.
Triem un a, tal que p € U,, i sigui (V,%) un sistema de coordenades centrat en p (és
a dir, tal que ¥(p) = 0) i tal que V' C Ua, N (Gr,+2 — Gy,) i tal que (V') conté el cub
tancat C'(2). Definim

_ [ ¢oi(q), si qeV;
Tp(q)_{O, si g¢ V.

On ¢ és la funcié definida al Lema 2.15. Tenim, doncs, una aplicacié diferenciable amb
suport compacte contingut en V' C Uap N (ka+2 \éip) i que pren valor 1 en un cert entorn
W, de p. Repetint aquest procés un nombre finit de vegades, per a cada i > 1, podem
cobrir tot el contorn G; \ G;—1. Ordenant els 7, (sabem que sén numerables) tenim una
successié 75 on j = 1,2,..., tal que els suports formen una familia localment finita de

conjunts. Definim:
o0
T = E Tj-
j=1

Veiem que és una aplicacié diferenciable ben definida (a cada punt la suma és finita) i tal
que 7(p) > 0 per a tot p € M. Només queda definir, per a cada n € N:

Tn
Pn = —-
-
Que clarament formen una particié de la unitat amb suport compacte. U

3 Grups d’homologia

3.1 Simplexs diferencials

Comencem treballant amb varietats estudiant la seva perspectiva topologica: volem veure
la versié diferencial dels grups d’homologia (concepte molt associat a la topologia). Per
aix0 comencarem definint la versié diferencial dels simplexs singulars. I, a partir d’aqui,
introduirem el concepte de grup d’homologia singular d’una varietat diferencial.

12



Figura 2: Simplex canonic de dimensié 3

Comencem, doncs, definint I’eina amb que treballarem en aquesta seccid: els simplexs.
A R™, un simplex és una generalitzacié a k dimensions del concepte de triangle: siguin
Pos - - -, Pk € R™ punts tals que els vectors (p1 —po), - - -, (Pr — Po) sén linealment indepen-
dents, anomenem k-simplex generat per aquests punts al conjunt convex més petit que
conté els punts [2]. En general, quan vulguem fer referencia al simplex generat per punts
Do, - - -, Pk denotarem Alpo, ..., pgl.

Veiem que tot k-simplex és difeomorf (i, en particular, homeomorf) al k-simplex
canonic generat pels punts 0 = (0,...,0), eg = (1,0,...,0), ..., ex = (0,...,0,1) a
R¥, el qual denotarem per:

k
Ak:{(:cl,...,a:k)GRk:ingl; xizOperato‘cie{l,...,k}}:
i=1
=A[0,eq, ..., ekl

Per conveni, direm que el 0-simplex canonic Ag és un punt i que A_; = (). Si prenem
r + 1 punts (sent r < k) dels que generen Ay, al r-simplex generat per aquests punts se
I’anomena r-cara de Ay,.

En general anomenarem k-simplex diferencial en una varietat topologica M a un dife-
omorfisme o : A, — M.

Anomenem k-cadena a tota tria d’'un nombre finit de k-simplexs. Sovint escriurem:

n
c= E a;0;, a; € 7.
=1

Tot i que no hi ha cap interpretacié algebraica d’aquestes sumes més enlla de tenir cert
nombre de copies de cada simplex [2]. El possible canvi de signe del coeficient d’un simplex
fa referencia al canvi d’orientacié. Denotem C}, el conjunt de k-cadenes que té estructura
de Z-modul amb aquesta suma que hem definit i el producte per un enter. En general
podem escriure el Z-modul graduat:

C(M) =P Cr(M).

keZ
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Com sempre que definim una estructura nova dins les matematiques hem de definir
un tipus d’aplicacié que les relacioni. Si tenim f : M — N una aplicacié diferenciable
entre varietats diferencials i ¢ : Ap — M un k-simplex, definim ka(a) = foo, que és
una aplicacié que envia simplexs de M a simplexs de IN. Més en general, podem definir
’homomorfisme de moduls f2 : Cx(M) — Ck(N) de la forma:

i (Z amz‘) =Y aifii (o) =Y ai(f o).

i=1 =1 i=1

3.2 Operador vora i definicié de grup d’homologia

Ara cal definir la vora d’un k-simplex. Definim primer la vora en el cas canonic. Denotaré
[P0y -+, Diy---,Dk) ala (k— 1)-cara de Ay formada per tots els punts menys el p;. Aixi,
definim la vora del k-simplex canonic com la (k — 1)-cadena:

O(Ak) =Y (=1)'[po, -, Pir- -, Dk

=0

De nou, per conveni, definim 9(Ag) = (). Podem entendre aquest (—1)* de la definicié
com que, per defecte, els vertexs d’'una (k — 1)-cara estan definits en ordre creixent dels
subindexs i volem mantenir una mateixa orientacié en totes les cares. Definim ara la vora
d’un k-simplex diferencial:

Doy, = ot (OA)
Aquest operador 0 es pot estendre en general totes les cadenes 0 : C(M) — C(M) de

forma natural:
8 (Z CLiO'i) == Zaiaai.
i=1 i=1
Amb aquest operador tenim un diagrama de la segiient forma:
0 0 0 1o}
Cn(M) = Chpogy(M) = -+ = C1(M) = Co(M) (3.1)
Teorema 3.1. Sigui f : M — N diferenciable, llavors 0 o ka = f,él od.

Demostracio. Veiem que

i1 (00) = fi2 (05 1(0AK)) = (f 0 0)i 1 (0AK) = O(f 0 o) = 0 (fi(0)) -

Un altre resultat important sobre 'operador 0 és el seglient:

Teorema 3.2. Sigui M una varietat diferencial, llavors Uoperador 9* = 0.

Demostracio. Observem que

0°(0) = 052 5(8*(A)),
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per tant és suficient veure que 9%(Ay) = 0:

*(A) =0 (Z(—l)iA[po, D ,pk]> =

1=0
_Z A[va"'?ﬁia"'?pk]):

_Z Z+]Ap07"'7p/\j7"'7p\i7"'7pk}+
1<t

z<]

=0,

ja que els simplexs de la primera suma estan també a la segona suma canviats de signe.

Podem interpretar aquesta demostracié de la forma segiient: si dos (k — 1)-cares com-
parteixen una (k — 2)-cara aquesta té una orientacié induida diferent respecte cadascuna
d’elles, per tant, es cancel-la. O

Aixi queda clar que tota cadena que puguem obtenir com a vora d’una cadena d’ordre
superior té vora nul-la. Aquesta propietat es resumeix dient que el diagrama 3.1 és un
complex diferencial. En aquest punt un es podria preguntar, tota cadena de vora nul-la
és vora d’una altra cadena?

Doncs no sempre, de fet, els contraexemples que puguem trobar ens donen molta
informacié sobre la varietat en que estem. Volem doncs estudiar les k-cadenes que tenen
vora nul-la (que denotarem k-cicles) que no puguem expressar com a vora d’'una (k + 1)-
cadena.

Definicié 3.3. Denotem el Z-submodul de les k-cadenes, en una varietat diferencial M,
que son vora d’una (k + 1)-cadena com Vi(M).

Denotem el Z-submodul dels k-cicles a M com Zy(M).

El k-éssim grup d’homologia de la varietat diferencial M es defineiz com el quocient:

Zy(M)
Vi (M)

Hy (M) =

Interpretem aquesta definici6. Hem anomenat cicle a tota cadena que tingui vora
nul-la, com pot passar aixo? Bé, tal com esta definida la vora, les cares d’un mateix
simplex no es cancel-len entre elles. Per tant, per cada simplex, hi ha d’haver un altre
amb la que comparteixi cada cara orientada en sentit contrari. Intuitivament, aix0o pot
passar de dues formes: tancant un poliedre (o la generalitzacié del concepte poliedre a
la dimensié corresponent) o encadenant infinits simplexs. Com una cadena té un nombre
finit de simplexs, només pot ser la primera.

Aixi, hem vist que podem pensar en els elements de Z; com cadenes tancades de
simplexs. En conseqiiencia, el grup d’homologia el formen cadenes tancades que no sén
vora de cap cadena. Conceptualment, aixo ens diu que la regié interior no és difeomorfa
a una cadena de simplexs, és a dir, no la podem ”omplir”’de la forma esperada. Intuiti-
vament, aixo només pot passar si hi ha un forat a dins. Obviament, aquest estudi formal
que hem fet no té per que generalitzar-se a aquelles varietats no embedides a un espai
euclidia. Pero és una bona forma d’interpretar-ho.
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(a) 2-cicle a lesfera (b) 1-cicle al cilindre

Figura 3: Exemples de k-cicles que no sén vores.

A més, els grups d’homologia també donen informacié del tipus de forat que té la
varietat. Pensem en exemples facils de visualitzar: les superficies. Una esfera i un cilindre
buits sén superficies que estan buides per dins, perd no sembla que hagin de tenir els
mateixos grups d’homotopia. En efecte, ’esfera la podem cobrir de 2-simplexs formant
un cicle que no és vora, mentre que tot 1-cicle és vora d’un 2-cicle. Per altra banda, no hi
ha forma de generar 2-cicles al cilindre i, en canvi, un 1-cicle que I’envolta no és vora de
cap 2-cicle (Figura 3). De fet, es pot comprovar que, denotant S? 1’esfera i C? el cilindre:

Hy(S?) = H(C?) = 7Z; i H|(S?) = Hy(C?) = {0}.

De nou, hem de definir quines seran les aplicacions que farem servir per treballar amb
els grups d’homologia, en aquest cas, com sén grups requerirem un morfisme:

Definicié 3.4. Sigui f : M — N una aplicacid diferenciable, denotem f : H(M) — H(N)
I’homomorfisme determinat per ’homomorfisme de grups de cadenes f~ : C(M) — C(N).
En aquesta definicio (i en general) posem H(M) = @ oy Hi(M).[3]

Normalment, ’estudi del grup d’homologia correspon a la topologia i en aquesta, no
podem permetre’ns el luxe de parlar de difeomorfismes o simplexs diferencials. Sovint
es donen totes les definicions que hem fet servir fins ara usant simplexs singulars en lloc
dels diferencials. Diem que una aplicacié o : Ay — M és un k-simplex singular si és
continua. Veiem que aquesta definicié és molt més general que la que hem fet servir, per
tant, un es podria plantejar si els grups d’homologia sén els mateixos definits de les dues
formes. El teorema 9.42 de [2] demostra que els grups d’homologia definits pels simplexs
diferencials i pels simplexs singulars sén isomorfs. Per aquesta raé he decidit fer us de les
eines diferencials que les nostres varietats ens faciliten.

3.3 Homotopia topologica

Sovint es diu que la topologia és l'estudi de les caracteristiques inherents a les formes
que no tenen a veure amb mesures de distancies ni angles. Aquesta definicié és una mica
pobra, pero resumeix molt bé aquesta branca de les matematiques a algii que no esta
familiaritzat amb el seu llenguatge. 1 és que el concepte que ara treballarem, ’homotopia,
té l'objectiu de relacionar varietats topologiques equivalents des del punt de vista dels
grups d’homologia.

Definicié 3.5. Direm que dues aplicacions f,g : M — N son homotopiques si existeix
una aplicacié continua (que anomenarem homotopia) h : [0,1] x M — N tal que hg = f
ihi =g (sent hy = h(t,-) : M — N per a tot t € [0,1]). Ho denotarem f ~ g.
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M N

Figura 4: Representacié conceptual d’aplicacions homotopiques

Direm que dues varietats M i N son homotopiques si existeizen f : M — N i g :
N — M tals que fog i go f son homotopiques a la identitat corresponent. Ho denotarem
M ~ N.

La importancia de ’homotopia es veu reflectida en el seglient teorema i les seves
interpretacions [2]:
Teorema 3.6 (d’homotopia). Si f,g : M — N son aplicacions homotopiques, llavors

f=g

Demostracio. Per demostrar aquest teorema treballarem amb el prisma que té per base
Aj i altura 1. Un resultat interessant de geometria és que es pot omplir aquest prisma

de dimensié k 4+ 1 amb (k + 1)-simplexs de la forma segiient. Siguin po, ..., px els punts
que generen el simplex canonic Ay, denotarem x; = (0,p;) € RFFL g = (L,p) € RF+1
per a tot i = 0,...,k. Definim el prisma canonic com la (k + 1)-cadena:
k .
Pk’ — Z(_l)z[l‘(b ey Ly Yy e ey yk]
i=0

Aquesta cadena cobreix el prisma mencionat anteriorment i les iniques interseccions sén
les cares dels simplexs. Amb aquesta definicié podem definir 'operador prisma: per
atot o : Ay — M, definim P(o) = (77 x 0)?(Py) € Cry1(I x M). On 7y : I x
M — T és la projecci6 definida per m7(t,x) = t (estic fent servir la notacié f x g per
representar ’aplicacié que envia cada x a (f(z),g(x))). Conceptualment, podem pensar
que 'operador P parteix d’un simplex i aixeca un prisma a I X M prenent aquest com a
base. Podem estendre linealment aquesta definicié a tota cadena, de forma que ’operador

prisma és de la forma:
P:Cyp(M)— Cri1(I x M).

Deduim una propietat que ens sera molt 1til a 'hora de treballar amb P. Sigui
f: M — N una aplicacié continua, el diagrama:

Cr(M) —E Cpyr (I x M)

fAJ/ l(mxf)A
Ce(N) —3 Cpa(I X N)

és commutatiu. En efecte, deduim el resultat per un k-simplex o (linealment es dedueix
el cas de les cadenes):

(mr x /Y2 (P(0) = (w1 x f)2 o (w1 x 0)% 0 Py = (n1 % (f 00))® 0 P = P(f*(0)).
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Figura 5: Prisma canonic Ps.

Amb tot aixo, comencem la demostracié del teorema com a tal. Per comengar veiem
que:
oP = [yo, ey yk] - [:Uo, NN ,xk] - P(a[xo, e ,xk]) (32)

Geometricament, el que ens diu aquesta férmula és que les cares del prisma sén, amb les
corresponents orientacions, els simplexs superior i inferior i la vora del simplex inferior
aixecada per P. Sembla molt intuitiu a primer cop d’ull, comprovem-ho:

k
8P:Zﬁ[xo,...,xi,yu--wyk]

—Z D20, ooy @y B0 Yiy e Yk

71<i
I .
+Z H_]_'_ $07"'7m’iayi7"'7yjayk]'
1<j
Observem que el terme [y, ..., yx| esta al primer sumand i el terme —[x, ..., x| esta al

segon sumand. A més, els altres termes on i = j es cancel-len. Per tant, podem escriure:

OP = [y1,...,yk] — [0, ... ack]—i—z D@0, .oy @y Ty Yiy e Y]

j<t
SERN| 5
+Z Z] mOa"'axhyiv""yj?"'?yk]'
1<J
Volem comprovar, doncs, que els sumatoris equivalen a —P(9(xq,...,Tk)):
p ) 9 q q 9y )

k
P(0[xo,. .., xx] :ZP([xO,...,afj,...,:ck])

§ : z+ o
- J:1:07”'7:Ci7yi7"‘7yj)~"7yk]+
1<J

z+ 1 o
+ E i= xo,...,xj,...,xi,yi,...,yk].
j<t

Per tant, per a tot k-simplex o, podem aplicar (77 x o) a les dues bandes de (3.2) i
obtenir:

(1 x 0)2(OP) = (71 x 0)*([yo, - - -, wk)) — (71 x )2 ([wo, ..., zp])—
—(71 x 0)2(P(O[x0, - - -, xx]))-
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On estem interpretant els simplexs afins [xg,...,2g] 1 [y0, ..., yx] com simplexs singulars
de la forma A, — RFfl. Observem que, per definicié de les x; i y; i fent servir les
propietats dels operadors 9 i P podem escriure I'expressié com:

0 ((m1 x 0)2(P)) =1 x 0 =0 x 0 — P(o® (D, . .., u1]))
1xo0—-0x0=090(P(0))+ P(do)
On 11 0 representen les aplicacions constants. Per tant, en general:
1 X’LdC(M) -0 XZdC(M) :60P+P06

Ara, sigui H : I x M — N una homotopia entre les aplicacions f i g. Aplicant H® a les
dues bandes:

H® o (1 x idoy) — H® 0 (0 x ideyy) = H* 090 P+ H2 0 P o0,
i ho podem simplificar a:
P — fA=0oH o P+H”0Pod
Per acabar, sigui o € Z(M) un cicle, tenim:
g2 (a) — fR(a) =8 o HR o P(a) + HA 0 Po d(a) = d(H® o P()) + 0

Ja que Oa = 0 per ser un cicle. Per tant, f]Z(M) i g]Z(M) difereixen en una vora. Fent el
pas al quocient, f = g i hem demostrat el teorema. O

Corol-lari 3.7. Sigin M i N varietats topologiques (o diferencials) homotopiques, llavors
Hyi (M) = Hi(N) per a tot k € N.

Demostracio. Per hipotesi, sabem que existeixen f : M — N ig: N — M tals que

Jogr~idyigo f~idguy. Pel teorema anterior, sabem que (fog)=fog= idg(Ny 1

(gof)=gof= idp (). Per tant, f és un isomorfisme i g la seva inversa. O

4 Grups de cohomologia de deRham

4.1 L’operador diferencial exterior

En aquesta seccié deixarem de banda tot el que hem vist dels grups d’homologia i repren-
drem l'estudi de les formes diferenciables que haviem introduit a les nocions basiques.
Sorprenentment, branques de les matematiques tan diferents com sén el calcul i la topo-
logia quedaran connectades d’una forma molt elegant.

Per comengar volem trobar un operador simetric (o dual) a 'operador vora amb el
qual hem treballat durant la seccié anterior. De fet, aquest operador ja s’ha introduit
innocentment durant les nocions basiques quan hem definit la diferencial d’una aplicacié
diferenciable. No és altre que l'operador diferencial exterior. L’introduirem amb un
teorema, pero abans cal enunciar un lema que ens sera molt 1til durant la demostracio.

Lema 4.1. Sigui U un obert d’una varietat diferencial M, suposem un p € U 4 una
aplicacio f € F(U). Euisteiz un entorn V C U de p i una aplicacio g tals que gl = f|v
i glye =0, on U =M\ U.
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Demostracid. Aquest lema apareix enunciat com a corol-lari a la pagina 67 del llibre de
William M. Boothby[17]. Una prova equivalent es troba a la pagina 40 del mateix llibre.
O

Ara si, podem enunciar el teorema:

Teorema 4.2. Sigui M una varietat diferencial de dimensié m i Q(M) = @}, (M)
Ualgebra de totes les formes diferenciables de M. Ezisteix un unic operador lineal d :
QM) — Q(M) tal que:

i) Si f € Qo(M) = F(M), llavors df és la diferencial de f introduida a la definicid
(2.8).
i) Siwy € (M) 1wy € Qs(M), llavors d(wy Awg) = dwi Awa + (—1)"wy A dws.
iii) d* = 0.

Demostracio. Demostrarem dos resultats més basics abans de passar a demostrar el cas
general:

e Suposem que M té una sola carta (U, (z1, ..., %y )). Veiem que, si existeix 'operador
d, ha de complir:

d(dzy A -+ Ndxy) =d(dzy A - A dxg_1) Adey, + (=1 Ydey A~ Adzg_1 A dPay,

k
= Z(—l)iildxl JARERIVAN dQJJi A ANdxy
=1

=0.

On hem fet servir les propietats de I’enunciat. Per tant, com tota forma diferenciable
es pot escriure globalment de la forma:

w = Z ail,..v,ikdlih VANREIWAN dIzk

1<i1 << <m

Per linealitat podem escriure:

dw =d E ail,.,,m@d:ﬁil VANEIVA dl‘ik =
1<t < <ip<m

= Z daihm’ik A d:l?il VANCERWAN dCUzk =

1<ii <<, <m

™ da, )
— E dej ANdziy N A dl‘ik
J

1<i <-<ip<m \ j=1

on les a indexades son aplicacions de F(M) = F(U). Per tant, hem trobat una
definicié de 'operador d que necessitem. Es facil comprovar que 'operador definit
per I'equacié anterior esta ben definit, compleix les propietats buscades del teorema
i és unic.
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e Ara, suposem el cas general, pero intentem demostrar que la restriccié de ’operador
d a qualsevol carta existeix i és inica. Amb el resultat obtingut a I’apartat anterior
és suficient comprovar que per a tota forma diferenciable w definida en tot M, es
compleix la igualtat:

(dw)|y = dly wly -
On U és un entorn coordenat. Es facil veure que, com que U és una varietat

diferencial amb una sola carta, I'existencia i unicitat de la part dreta de la igualtat
queda assegurada per 'apartat anterior.

Sabem que, localment, podem escriure:

W‘U = E ail,m,ikdmil VANEERIVA d«Tik-
1<iy < <ip<m

Ara aplicarem el lema anterior, donat un p € U arbitrari i sigui un entorn W de
p tal que la seva clausura esta continguda en U, el lema ens assegura ’existéencia
d’un entorn V. C W de p i aplicacions y; i b;, .. ;, de F(M) per a totsels 1 <i <k
il <14y < -+ < i tals que s’anul-len fora de W i sén identiques a les respectives
funcions x; i a;, ... 4, dins I'obert V. Definim doncs:

W' = Z bi1,~~~7ikdyi1 ARSRNA dyik € Qk(M)

1<y < <ip<m

Sigui ara g € F(M) una aplicaci6é que pren valor 1 al punt p i que s’anul-la fora de
V. La k-forma g - (w — w’) s’anul-la a tot arreu, aixi com ho fa dg A (w — w’). Per
tant:
glw=gd' =g- > by _dyy Ao Adyi,.
1<ip <-<ip<m

Com que, localment, es té:

Z bir,in @iy N -+ N dysy, = Z Qiy,.oi dTiy N -+ N digy

1<t <<t <m 1<t <<t <m

en particular, com que g(p) = 1, sabem que (dw)\p = (d|Uw)|p. Com p era arbitrari,
hem demostrat que (dw)|; = d|yw|v.

e Ara sabem que si d existeix ha de ser tnica, ja que localment ho és. Només ens falta
provar que la definicié local de d (que sabem que existeix en tot entorn coordenat)
es comporta bé al canvi de carta. Siguin (U, ¢) i (V) cartes coordenades tals que
un cert p pertany a W = U NV, hem vist a la primera part de la prova que d|yw|w
existeix. A més, a la segona part hem vist que (d|ywy)|y, = dlww|w 1 el mateix
per V. Per tant, ja sabem que han de ser iguals i I'operador d es comporta bé al
canvi de carta.

O

L’operador d definit al teorema anterior és el conegut operador diferencial exterior.
Observem que, de forma similar a com passava amb 'operador 0, el diagrama:

QM) Lo (M) S - L, (M)

és un complex diferencial. I és que es poden trobar molts paral-lelismes amb 1’operador
0 com veurem més endavant.
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4.2 L’aplicacio pullback

Com hem fet ja més d’una vegada aquest treball, hem de definir les aplicacions que vindran
induides per les aplicacions diferenciables [9, 11].

Definici6é 4.3. Sigui f : M — N wuna aplicacié diferenciable entre varietats, definim
Uaplicacio pullback de f com [inic morfisme de moduls lineal f* : Q(N) — Q(M) definit
de forma inductia:

i) [*(9) =gof€Qo(M) peratot g€ F(N)=Qo(N).
it) f(w) =wodf € Q (M) per a tot w e Q1 (N).
i) (w1 Awa) = f*(w1) A f*(w2) per a tota parella wy,ws € QN).
Es important remarcar que laplicacié diferencial que apareix a la definicié no és un

cas particular de 'operador diferencial definit anteriorment, ja que f no és una O-forma
en general (ho seria en el cas en que N = R).

Fixem entorns cordenats (U, (z1,...,2m)) de M i (f(U),(y1,...,yn)) de N. Amb
aquesta definicid és trivial comprovar que ’expressio local de f* aplicada a una k-forma
w definida sobre N expressada localment en coordenades com:

W= Z iy i AYiy N+ N dyiy,

1<i1 <<, <m

sera:

Frw= D @) ) A A F(dys,)

1<y <--<ip<m

= > (i, 0 )(dyiy o df) A A (dyi, o df).

1<i1 << <m

Observem també que dy; o df envia cada

b b
X=bo—t by € X(M
b+t ammE%( )

9: Ov; — = dfi(X)

- N N = Ofx D
dyr(df (X)) = dyy, ;bl _;0% Oy

J=1

on f; =y o f és la i-essima aplicacié coordenada local de f. Per tant, podem reescriure
Iexpressi6 local de f*(w) com [9]:

Y= Y (@0 Hdfi A Adfi,

1<i <<, <m

Hi ha un resultat molt important que relaciona 'operador diferencial exterior amb ’apli-
cacio pullback:

Teorema 4.4. Per a tota aplicacio diferenciable f: M — N es té f*od=do f*.
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Demostracié. Provarem el resultat en coordenades locals (U, (x1,...,2y)) de M
i(V,(y1,--,ym)) de N (suposant f(U)=V):

(do f¥w=d| f* iy A Ny,

1<i1 << <m

=d Z (@iy,....i, © [)dfiy N--- Ndfy,

1<t << <m

= > dai..i 0 f)Ndfiy A Adfi,

1<ip <+ <ip<m

Per altra banda:

(ffodw=f"|d Z @iy, Qyiy N N dyiy,

1< << <m

:f* Z daihm,ik A dyil VANERIVA dyik

1<y < <ip<m

= Z [ (dag,,...0) Ndfiy N N dfy,

1<t <<t <m

= Y (dai,.i 0df) Ndfi, A-- Adfi,.

1<iy < <ip<m

Per tant, el problema es redueix a provar que dg o df = d(g o f) per a tota parella
d’aplicacions f : M — N i g : N — R diferenciables. Comprovem-ho amb la seva acci6

sobre els 8i:
Tk,

i>_ <i)_ ~Oh 9\ _ 05 9,
ngdf(a.%'k _dg &mkf _dg< Gmkayz _Z;axkayi’

=1

o\ 0 _ 95 9g
dtgo ) (50) = 500 1) = o

On hem fet s de la regla de la cadena, clarament, si sén iguals localment per a tot obert
coordenat, llavors son iguals globalment, per tant, queda demostrat el teorema. O

i=1

Observem que aquest resultat té un paral-lelisme directe amb l’estudi que hem fet
de les cadenes. Les aplicacions induides d’aplicacions diferenciables en tots dos casos
commuten amb els seus respectius operadors (vora i diferencial). Més endavant veurem
que no és I'inica connexié entre les cadenes i les formes diferenciables.

4.3 Definicié dels grups de cohomologia de deRham
Tenim ja les eines per definir el grup de cohomologia de deRham. Pero abans de fer-ho

vull intentar mostrar les motivacions. Pensem en el cas M = R?, podem escriure qualsevol
1-forma de la segiient manera:

w = f(z,y)dx + g(x,y)dy,
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on f i g sén aplicacions diferenciables. Suposem que dw = 0, podem assegurar que w €és
la imatge per d d’alguna O-forma? Es a dir, hi ha alguna aplicacié diferenciable H tal que
dH = w?

Observem que la condicié dw = 0 ens diu que:

dg of ) _
(895 3y dx Ndy =0,
0, equivalentment,
of _ 9
oy Oz’

Prenem un primer candidat de ’aplicacié que busquem:

F(z,y) = /Om f(t y)dt.

Clarament,
0’F _0f _9g

oxdy Oy Oz

Llavors,
oF
?y(xv y) - Q(JI, y) + C(y)7

On c és la constant d’integracid, que depén només de y. Ara, sigui C(y) una primitiva de
¢(y), podem definir H(z,y) = F(x,y) — C(y). Per definicié és diferenciable, per tant, és
una O-forma i compleix:

OH OH

dH = —dx + —dy = fdx + gdy = w.

ox oy
Aixi hem trobat que totes les 1-formes de R? que tenen diferencial exterior nul-la sén, de
fet, la diferencial d’una O-forma. Aquest resultat és cert per totes les k-formes a tots els
R™ (la demostracié és similar a la que he donat). Perd no és sempre cert a la resta de
varietats, per exemple la 1-forma a la varietat R? \ {(0,0)}: [21, 19]

_ -y
x2 + 92

w T +

LA
x2 + 92 4

Compleix dw = 0 pero quan intentem fer el procediment anterior ens trobem que,

T —ydt Y tdt
H(:n,y):/ 5 i 5 :/ 3 :—arctg<§>,
0o "ty 0o T°+1 Y

que no esta definida a tota la varietat (li falta la recta y = 0 al domini), per tant, I'aplicaci6
resultant H no sera una 0O-forma. De fet, és facil comprovar que no hi ha cap 0-forma
que tingui w de diferencial, ja que totes les funcions candidates tenen algun arctg(z/y) o
arctg(y/x) en la seva expressié. Quan portem aquesta 1-forma de nou a R? veiem clar el
que passa, w no hauria de ser una forma diferenciable, ja que té una singularitat al punt
(0,0). Pero, com la nostra varietat té un forat, hem pogut agafar una 1-forma “dolenta”
que és la que ens ha permes trobar un contraexemple.

Amb aquest exemple es comenga a intuir la relacié entre el grup d’homologia i les
formes diferenciables i és que sembla natural definir I'estructura de les “males” formes
diferenciables de la segiient manera [16]:

24



Definicié 4.5. Diem que una forma és tancada st la seva imatge per d és nul-la. El
conjunt de k-formes tancades de M es denota Z;(M). De la mateiza manera, diem que
una forma w €s exacta si existeix una altra forma a tal que da = w. El conjunt de k-
formes exactes es denota Bj(M). Anomenem k-éssim grup de cohomologia de deRham
al grup quocient:
_ zp)

B (M)

Denotem per f* a Uaplicacid induida per f* en passar al quocient.

Hy (M)

Per tant, en 'exemple anterior, hem comprovat que el primer grup de cohomologia de
R\ {0} és no-trivial, de fet, es pot comprovar que és isomorf a Z. Casualment (o no) el
seu primer grup d’homologia també és isomorf a Z.

4.4 Homotopia diferencial

Volem comprovar que amb aquesta nova definicid, el resultat equivalent al teorema d’ho-
motopia es compleix. Per fer-ho, donem una versié analitica de la definicié d’homotopia:

Definicié 4.6. Siguin f,g: M — N aplicacions diferenciables entre varietats diferencials,
diem que son C°°-homotopiques si existeix un € > 0 i una aplicacid diferenciable

H:(—el4+€¢xM—N

tal que Hy= H(0,-) = f i Hy = H(1,-) = g. Denotem f ~« g

De la mateiza forma, diem que M i N son C°°-homotopiques si existeizen f : M — N
ig: N — M tals que fog ~c idy @ go [ ~oo idgny. Denotem M ~oo N.

Teorema 4.7 (Versié diferencial del teorema d’homotopia). Siguin f,g : M — N C*>-

homotopiques, llavors f* = g*.

Demostracio. La demostracié és similar a la que he donat en la versié topologica del
teorema: volem trobar un operador

L:Qp((—e,14+€) x M) — Qp_1(M)
tal que
doL+ Lod= (1 XidQ(M))*—(OXidQ(M))*. (4.1)

Definirem L de forma local en coordenades. Per simplificar la notacié, a partir d’ara:
I = (—¢,1+¢€). Velem que localment podem escriure tota k-forma w € Qg (I x M) com:

w = Z ail,...,ikdﬂfil VANRRRIVAY dl’lk-f-

1<i1 << <m

+ > biy .oy At A dg, Ao Adag, |

1<iy < <ip_1<m

on he separat els sumands que tenen dt dels que no. Amb aquesta notacié definim L de
forma que:

1
L(w) = Z (/0 bil,...,ik,l(ta L1y ,:z:m)dt> d.TUZ'l VANCEEIVAN dl‘z’k,l-

1<y <-<if_1<m
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On hem fet servir la integral de Lebesgue (o de Riemann) de funcions reals multiavaluades.
Per facilitar la intuicié, podem pensar en L com I'operador “area escombrada al llarg d’I”,
tot 1 que aquesta consideracié no és gens rigorosa, ja que les formes diferenciables sén
estructures abstractes i el terme area no ha estat definit. Estudiem les seves interaccions
amb ’operador d:

1
do L(w) =d > (/ biy. i, (1, - .. ,xm)dt) dagy, A Ndzg,
0

1< <-<tp_1<m

= Z Z (/ 92, bir,..ip (T, xl,...,xm)dt) dxy Ndxgy N Ndxg,,

1<i1 < <1 <m =1

k
_ l 1 8 d d
- 83} 11, R 1(t,:1:1,...,a;m) L /\ Lir
1<z1< <ip<m \’0 l 1 ¢ =1

i, per altra banda,

Lo d(w) =L Z gtailv--vikdt Adxi, A= A dl’ik

1<ii << <m

k+1 9
-1
S (z<—1> X3 ) Lo
l

1< < <igp1<m \Il=1

k
0
l
T Z (Z(_l) aﬁil bll, T )dt/\d.’l}21 /\d;plk

1< << <m

= (/ 8ta“’ it xl,...,mm)dt) dxi, N -+ ANdx;,

1<21< <t <m

+ (/ . 21, Al ,k(t $17'-'7$m)dt> dmil /\"'/\d$ik
1<Z1< <ip<m

Per tant,

doL(w)+ Lod(w) = (/ pricnees txl,...,mm)dt>dxil/\---Adxik

1<i1 < <zk<m

= Z @iy, iz, oy )dzg, A2 Adw,

1< < <ip<m

— Z @iy, i (0,21, oy )day, A2 Ada,

1<iy <<ip<m
=(1x idQ(M))*(w) — (0 % idQ(M))*(W)-

Per tant, en general hem provat '’equacio 4.1, la demostracié acaba de forma molt similar
a la seva versié topologic: observem que f = H o (0 x idgy)) 1 g = H o (1 x idgar)),
per tant, també f* = (0 X idg(ar))* 0 H* i g* = (1 X idg(ap))* o H* aplicant H* a les dues
bandes:
dOLO];I*—|—LOdOI‘I>|< = (1 X ZdQ(M))* o H* — (0 X ZdQ(M))*OH*
doLoH*+LoH*od=g"— f*
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Per tant, sigui w € Z*(M) una forma tancada, veiem que

doLoH*(w)+LodoH'(w) = g*(w) — f*(w)
doLoH*(w) = g"(w) - f*(w).
Per tant, f* i g* difereixen en una forma exacta, fent el pas al quocient obtenim
ff=g.

O

>~

Corol-lari 4.8. Siguin M i N wvarietats diferencials C*°-homotopiques, llavors Hy (M)
Hy(N) per a tot k € N.

Demostracio. La prova d’aquest corol-lari és la mateixa que la del corol-lari 3.7. U

Observem que tota C°°-homotopia és en particular una homotopia. Per tant, la versi6
topologica del teorema d’homotopia es compleix si f i g son C*°-homotopiques i també
passa amb el corol-lari resultant si M ~y N sén C*°-homotopiques.

5 Integracié i teorema d’Stokes

L’objectiu d’aquesta seccid és relacionar els operadors que generen els grups d’homologia
i cohomologia per tenir una visié clara de I'evident relacié que hi ha entre ells.

5.1 Varietats orientables, formes volum i vora d’una varietat

Cal parlar ara sobre orientacid, ja que un requisit important per poder definir una integral
a una varietat és que sigui orientable. Quan un pensa intuitivament en una superficie
orientable a l’espai, pensa en una superficie que tingui dues cares: 'exemple tipic de
superficie no-orientable és la banda de Mdobius, que en té només una. Quan s’avanca més
en 'estudi de les matematiques i es comenca a treballar amb camps vectorials, Sovint es
refereix a una orientacié d’una superficie com un camp normal i unitari, és a dir, una
associacié a cada punt d’un vector ortogonal al pla tangent de la superficie en aquest
punt. Ja podem veure el problema de generalitzar aquesta definicié: estem suposant que
la superficie esta embedida a un espai euclidia de dimensié superior a la varietat, ja que
en cas contrari no tenim forma de definir aquest vector ortogonal a ’espai tangent.

Anem a fer un petit paréntesi per treballar el cas classic de les superficies dins I’espai
R3. Sabem que siguin v i v vectors linealment independents tangents a la superficie en un
punt (o, equivalentment, u i v formen una base del pla tangent), el seu producte vectorial
u X v retorna un vector ortogonal. Per tant, normalitzant, ﬁ és un vector candidat a
orientacié (per tenir una orientacié hauriem de definir el mateix a cada punt de la varietat
amb un cert grau de regularitat). Veiem doncs que podem determinar el vector normal
i unitari triant una base de Iespai tangent. Aquesta sera la nostra clau per determinar
Porientaci6 en el cas més general. Comprovem un resultat que ens permetra caracteritzar

les bases en funcié de 'orientacié que generen:
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Proposicié 5.1. Siguin {uy,us} i {vi,v2} dues bases d’un subespai de dimensié 2 a R3
tals que u; = a% -v + a% “U 1 Uy = a% -1+ a% - vg, llavors S, © NOMES
st, la matriu del canvi de base:
1.2
N
“\al d?
2 a3

Ul XU — V1 XV
lur xuall = Jlvrxvz|

compleix det(A) > 0.

Demostracid. Suposem que
UuUp X u2g V1 X V2

Jur X ual| — flor X va|”

Sabem que u1 X uz = (ai - vy + ad - v2) x (a? - v1 + a3 - v2). Fent servir que el producte

vectorial és, de fet, un tensor alternat i antisimeétric, podem escriure:
1.2 1.2 — det(A
up X ug =ay - ay - (V1 X v2) +ag - aj - (va X v1) = det(A) - (v1 X v2).

Per tant, fent servir la hipotesi:

X
det(A) = L xull
[v1 X va]
Pel cas reciproc és suficient observar que:
up X up  det(A) v X vy v X U2
lur x g |det(A)] flor X w2l flor X v
Ja que det(A) = |det(A)|. O

Amb aquest resultat podem pensar que l'orientacié la defineixen les bases dels plans
tangents i no pas els vectors normals. Aixi, generalitzem el concepte d’orientacié de la
segilient manera.

Sigui V' espai vectorial de dimensié m, definim la relacié d’equivalencia ~ dins del
conjunt de totes les bases de V' (que anomenarem B(V')) de forma que {u1,...,un} ~
{v1,...,up} si, i només si, la seva matriu del canvi de base té determinant positiu. Aixi,
anomenarem orientacié de V' a cadascun dels termes del conjunt quocient B(V)/ ~.
Veiem que aquest conjunt té dos elements, sovint els denotarem [+] i [—], on [+] sera la
classe de la base canonica, en el cas de ’espai R™ o de la base

9
81‘1 p ’

Sigui una carta coordenada (U, ¢) d’una varietat diferencial M de dimensié m, volem
definir una orientacié en aquesta carta. Per dotar a la definicié d’una certa regularitat
usarem les m-formes diferenciables que no s’anul-len en cap punt de U. Veiem que, si
X4 ]p e Xm]p és una base de T, M per un cert p € U i w € Q™(M) que no s’anul-la a
p, llavors wy,( X1 |p ey Xm]p) # 0. En efecte, si no fos aixi, per linealitat, w, seria una
aplicacié nul-la. Observem que si Y; ]p yevey Yol » és una altra base, per multilinealitat,

0

p,...,axm

en el cas de T, M.

wp(Yily sy Yiml,) = det(A) - wp(Xal,,- - Ximly),
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Figura 6: La banda de Md&bius és 'exemple més
famés de varietat no orientable

on A és la matriu del canvi de base. Per tant, el signe de wy(Xil,, ..., Xinl,) és el mateix
que el de wp(Y1|p ooy Yol p) si, 1 només si, sén representants de la mateixa orientacié. A
més, per continuitat, podem assegurar que el signe de
( : : )
wp | =—1 +--os 7—
o0xy » oxy, »

no canviara en canviar el punt p € U. Per tant, direm que l'orientacié de w a la carta

(U, @) és [+] si
0
(A.)p 873]'1

altrament direm que és [—].

9
" Oz,

- >>0peratotp€U,
p P

Cal fixar-nos en el canvi de carta, i és que, pot ser que les noves coordenades indu-
eixin l'orientacié contraria a la mateixa m-forma. Per induccié estendrem el concepte
d’orientacié fent algun canvi en la definicié de les cartes si cal. Sigui w una varietat
que no s’anul-la a les cartes (V,(x1,...,2y)) 1 (Ui, ¢i) per a tot i € I, i tal que la se-
va orientaci6 coincideix a totes les cartes (U;, ¢;). Llavors, si l'orientacié de w canvia
a la carta (V,(z1,...,2m)), podem canviar-la per la carta (V’/,(—z1,2z2,...,2my)), on
V' ={(z1,...,2m) € R™: (—x1,29,...,2m) € V}, d’aquesta forma l'estructura diferen-
cial de M no es veu afectada i w passa a tenir orientacié adequada en aquesta carta.
Finalment, si w € Q™(M) no s’anul-la a cap punt de M, i fent els canvis que faci falta
a l’atles de M, podem determinar una orientacié global a w. Per tant, direm que M és
orientable si existeix una m-forma diferenciable que no s’anul-la a cap punt. En general,
quan una m-forma no s’anul-li a cap punt, direm que és un volum.

Cal dir que aquests canvis de ’atles només cal fer-los una vegada i que si hem adaptat
un atles per orientar un volum, aquest atles no requerira cap canvi per orientar tots els
altres volums. Ens referirem a aquests atles “finals” del procés com a atles orientats.
També cal observar que l'orientacié de cada volum ve determinat per la tria de l'atles
orientat. A partir d’ara, direm que una varietat diferencial esta orientada si ja té un atles
orientat definit.

Quan hem definit el concepte de varietat ho hem fet amb el proposit de trobar espais
localment molt similars a un espai euclidia, suposant aixi que ens sera dificil imaginar
estructures que no ho compleixin. Pero per fer-ho hem ignorat un tipus d’estructura
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molt habitual i facil de trobar a la natura i al nostre entorn quotidia: les varietats amb
vora. La descripcié intuitiva és molt senzilla, tenim una varietat diferencial amb totes
les definicions observades fins ara, pero arriba un punt on de cop acaba. Per exemple
un disc, una fulla o un cub ple serien varietats diferencials que tenen un final o vora.
El problema radica en el fet que no hi ha oberts de cap R™ que tinguin vora, per tant,
no sabem treballar-hi localment en coordenades. Podriem considerar només els punts
interiors com punts de la varietat i aixi no hauriem de gestionar el problema de treballar
amb els punts de la vora (és el que hem estat fent fins ara), perd hi ha resultats molt forts
que requereixen treballar amb la vora de la varietat, com ho és el teorema d’Stokes.

Definicié 5.2. Un espai topologic M és una varietat topologica de dimensic m amb
vora si compleix els requisits de les varietats topologiques i tot punt de M té un entorn
homeomorf a

H™ = {(z1,...,2m) € R™ : z,, > 0}.

Per tenir una varietat diferencial amb vora només cal imposar la condicié que el canvi
de variables és un difeomorfisme. Anomenarem vora de M al conjunt de punts que sén
imatge de I'hiperpla

OH™ = {(z1,...,2m) € R™ : 2, = 0},
sovint la denotarem per M. A més, topologicament es veu que, encara que hi hagi un

canvi de variables, un punt de la vora no pot ser imatge també d’un punt fora de JH™.
A més sabem que (H™ \ O0H™) = R™ a partir del difeomorfisme:

(1, zn) = (T1, ...y Tp—1,log xy).

Per tant, si li ignorem la vora, obtenim una varietat diferencial classica com hem estudiat
fins ara.

Observem que la vora és localment homeomorfa a oberts de (R™~! x {0}) = R™ 1,
a més, la condicié analitica de les varietats diferencials també es compleix. Dit d’una
altra forma, OM és una varietat diferencial de dimensié m — 1 sense vora (sovint escrivim
O(OM) = 0>°M = ().

Sigui (U, (21, ..., Zm)) una carta coordenada de M que té punts de la voraip € UNOM,
podem pensar que I'espai tangent T),(0M ) és el subespai de T), M que té per equacié general

am = 0. On a,, és el coeficient del terme %’ en l'expressié en la base natural de T),M
mlip

Es trivial veure que, si M és orientable, llavors M també ho és. En efecte, sigui w
un volum, denotem iw € Q™ 1(OM) a la (m — 1)-forma definida localment per:

o)

0T,
Sent p € OM un punt qualsevol i Xy,...,X,, 1 camps vectorials definits a la vora.
Clarament, iw no s’anul-la enlloc i és un volum de la vora. Aixi, direm que 'orientacié
induida de iw és 'orientacié de w.

iwp (X1|p geeey mel|p) = wp <X1, e 7Xm71>

5.2 Integracié de m-formes sobre espais euclidians

Estudiem primer el cas on M = R™. Com que tota m-forma a R" es pot expressar
globalment com w = f dx1 A - -+ A dxy,, podem definir:

/ w= flz1,...,xm) dey ... day,
m Rm
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on la integral de la dreta és la integral de Riemann o Lebesgue. Facilment, podem estendre
la definicié a tot subconjunt D de R™ de la forma segiient:

w = X o W-
Jye= fuo

On x D és la funcié caracteristica de D. Aqui hem d’observar un detall: la forma x pw no
és una forma diferenciable. Aix0 no té per que ser un problema si assegurem una certa
regularitat al conjunt D, és a dir, ens hem d’assegurar que els punts de discontinuitat
siguin controlables per poder assegurar la integrabilitat. Per aix0 integrarem només sobre
dominis d’integracié [17]:

Definicié 5.3 (Domini d’integracié). Diem que un conjunt D C R™ és domini d’integra-
cto st la seva vora té mesura de Lebesgue nul-la.

Per tant, ja podem integrar tranquil-lament sobre dominis d’integracié a R™. Veiem
que es compleixen les propietats més basiques de les integrals, siguin D i E dominis
d’integracié, w, a € 0, (R™) i a,b € R:

i) Si D té mesura de Lebesgue nulla, llavors [, w = 0.
i) [plaw+ba)=a [pw+b [,
iit) Jpupw =Jpw+ [pw = Jpnpw-

Comprovem ara un dels resultats més importants del calcul integral i del que partirem
per definir la integraci6 dins de varietats [7].

Teorema 5.4 (Canvi de variables). Sigui w una m-forma diferenciable a R™, U un
domini d’integracié i ¢ : U — ¢(U) C R™ un difeomorfisme que preserva l’orientacid
de R™ (és a dir, det(D¢p) > 0 on D¢ és la matriu jacobiana o matriu associada a de),

llavors:
[ o= [ o
#(U) U

Demostracio. Fent s de la féormula classica del canvi de variables i suposant que w =
fdry N+ Ndxy,:

/ a:/ flz1,...,xm) dei A+ ANda,
B(U) o(U)

:/fo¢(y17"-7ym) ‘detD¢| dyl/\.../\dym
U

= [ o6l detD dy A+ A dy
U

- /U ow.
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Ja que:

¢*w:fo¢(ylu"'7ym) d¢1AAd¢m

.Yy
:fo¢(y1,...,ym) Z (—1)7’+j8;¢' dyl/\---/\dym

1<i,j<m Yi
=fod(yi,...,ym) detDo dyi A -+ A dym.

5.3 Integracié sobre cadenes i versié simplicial del teorema d’Stokes

Volem generalitzar el concepte d’integracio a varietats diferencials. Per fer-ho comencem
amb una primera aproximacié: la integracié sobre cadenes. Es evident que el simplex
canonic:

Ay, = A0,eq, ... ey CR™

és un domini d’integracid, de fet tots els simplexs ho sén. Per tant, tots els resultats
de l'apartat anterior hi apliquen. Com que els simplexs diferencials sén, en particular,
difeomorfismes, podem fer servir la idea del teorema del canvi de variables per definir:

Definicié 5.5. Sigui M una varietat diferencial, w € Qi(M), o : Ay, — M un k-simplex
diferencial, definim la integral de w sobre o com:

/ng/Aka;;(w).

Sigui ¢y 1 ajo; € Cp(M) una k-cadena, definim la integral de w sobre ¢ com:

n n
/w:E ai/w:Zai/ o (w).
c i=1 7O i=1 7B

Notem que, per completar la definicié resulta natural definir la integral de 0-formes
(funcions) sobre 0-cadenes (punts), per aixd hem de tenir definida la integral d’una funcié
diferenciable en un conjunt d’un sol punt de R™. Ho farem de la segiient manera, sigui
feFR™)ipeR™, definim, per conveni:

f=fp).
{r}

Més endavant veurem que la idea d’aquesta definicié és generalitzar el teorema fonamental
del calcul.

Observem una propietat obvia, pero interessant: si pensem en la integral com una
operacié [ : Cy x Q) — R podem comprovar facilment que és bilineal, ja que:

/ w:a/ w+b/wi
ao1+bos o1 g2
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/U(cw+da):c/gw+d/aa.

L’tnic detall és que a, bZ mentre que ¢, d € R, veiem que si prenem el cas particular ¢ = a
i d = b les férmules anteriors sén iguals. Les dues propietats es dedueixen directament de
la definicié. Per interpretar-les mirem un moment el cas £ = 1, en aquesta dimensio, els
simplexs diferencials sén de fet les corbes diferenciables i la suma de simplexs es pot pensar
com la concatenaci6 de corbes (permetent salts). La primera propietat resulta dbvia en
aquest context. La segona propietat és fonamental en tots els contextos on apareix la
integracio, aixi que no resulta gens dificil intuir que és certa. Tampoc és complicat deduir
la segiient propietat, sigui f : M — N una aplicacié diferenciable, w € Q(N)ic € C(M):

Jae= o= [ reor@= [ serw=[re

Queda molt clar doncs que la integral relaciona molt intensament les operacions i trans-
formacions que fem servir per treballar amb les cadenes i amb les formes diferenciables.
Aquesta idea culmina amb el segiient teorema [12]:

Teorema 5.6 (Teorema d’Stokes, versié simplicial). Sigui M una varietat diferencial,
ce€Cr(M) (k>0)iweQ_1(M), llavors

/w—/dw.
dc c

Demostracio. Per linealitat de les integrals respecte a les cadenes, és suficient provar el
resultat en el cas en qué ¢ = o = d[po, ..., pr] on p; € M és un simplex:

/(%w:/gdw (5.1)

Fent 1s de les definicions i propietats de cada operador:

Lm—Afwmikaﬂm—Agwwx

i, també, definint o; = Alpo, ..., Di, ..., Pm]

k k
w= w= (—1)i/ w= (—l)i/ w o o;.
/8‘7 /Zf—o(_l)iai Z g; ; Ap_q

=0

Suposem el cas k = 1, fent s del teorema fonamental del calcul:

/80“’:/0‘*’”—/10000200(0(1))—W(U(O))=/[071]i(woa)dt:/gdw

Suposem k > 1. Sabem que la k — 1-forma ¢*(w) a Ay C R¥ pot ser expressada com:
k —_—
o*(w) :ij dry N---Ndxj N - Adxy.
j=1

On f; : Ay — R sén funcions diferenciables. Per linealitat, considerarem només el cas:

J*(w):fjdazl/\---/\d/m;/\---/\da:k.
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Observem que la part dreta de la igualtat 5.1 esdevé

. - Ofs
/dw—/ f] dxy N - /\dxk—/ (—1)371& dxy...dxy.
Ak ] Ay aﬂ?]

A la banda esquerra tenim

/ w:
do

-

(—l)i/ oo (a7 (f; dxl/\---/\ga:\j/\---/\da:k)
Ap_1

=1
k —_—

= (—1)i/ (U_loUi)*(fj d.%'l/\'-'/\dl'j/\'--/\dl‘k)
i=0 Ak-1
k —_—

= (—1)i/ fjoa_loai dyu/\---/\dyjﬁ'/\---/\dyk’i
i=0 Ak-1

Ony;=z0 o~ o 0;. Volem trobar Iexpressié de y1; en general. Separem en casos:

Si i = 0: Sabem que 0~ ! o 0; envia cada punt (x1,...,7_1) del simplex canonic Ap_; al
punt (1 — ZI;_% Zp,T1,...,Tx—1) de la cara de Ay que no té l'origen. Per tant,

y10—1 Zp 1:rpiy170::1:1_1sil>1.

Sii > 0: Es facil comprovar que y;; = 0, cosa obvia, ja que la cara de Ay sense el vertex
p; esta continguda al pla z; = 0. Ara, 0! o g; envia cada punt (z1,...,75_ 1) a
(.%‘1, ey Lj—1, 0, Liyeony .’L‘k_l).

Veiem doncs que tots els sumands de ’expressié anterior s’anul-len menys dos:

k—1

/dw—/ 1—pr,:c1,...,a:k,1)d(l—pr)/\da:l/\‘--/\d/x?/\w-/\dxk,l
AV

p=1 p=1

—{—(—1)]/ f](xl,...,xj,l,O,xj,...,mk_l) d$1/\--'/\gx\j/\--'/\d$k
AV

k—1
:(—1)j1/ fj(l—Zajp,ajl,...,xk,l) dwl...dl'k,1
Ag—1 p=1

—|—(—1)j / fj(fEl, e o1, 0,25, , Tp—1) dxy ... da:j ... dxg.
AV
Apliquem a la integral del primer sumand, el canvi de variables:

Tl Th—1), si j=0;
¢($17--~,$k1){ ( ) k-1 o

(.’l?g,...,l‘j_l,l—zp 1 Tp, Tj,Th—1), si jF#O0.

Aquest canvi de variables envia punts de Ag_1 a Ag_1 i el determinant de la seva matriu
jacobiana és +1. Com estem calculant una matriu de Riemann, la férmula del canvi de
variable pren el valor absolut d’aquest determinant. Aixi, doncs, ens queda la igualtat:

k—1
/dw =(—1)7~ 1/ f(:vl,...,:nj,l,lfZ:L“p,mj,...,xk)d:cl...dxk_l
o A1 p=0

—i—(—l)j/ f({Bl, s T, 0, Ty ,.%'k)d[ljl coodTp_q.
Ag_1
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Ara, apliquem la versi6 real del teorema de Fubini a la banda esquerra de la igualtat:

1 0f;
_ j—=1%J)
/g w /Ak( 1) 9z, dzq ...dxy

: of
:(—1)]-1 /Rk 1 </R <XA;€%fJ»> (:El,...,xj,l,t,xj,...,:L"k_l)dt> dxy...drg_q
- J

Veiem que (z1,...,2j-1,t,j,...,Tk—1) € Ay si, i només si, (z1,...,25-1) € Ap_q i
€ [0, 1-— Zé:ol xl}, per tant:

, (1-X10 @) 9¢.
/ w:(_l)]_l/ / lO %(:El,...,l’jfl,t,l'j,...,:Ek_l)dt dxy...drg_1
do Ap_1 \JO Iz

k—1
:(—1)3_1/ flxi, ... xj_1,1 = Z:vl,xj, coy o) dry ..o drg_q
AVIS] 1—0
+(—1)j/ f(l‘l, cee ,a:j_l,O,xj, cee ,a:k) da;l ce dxk,l.
Ag_q

Hem arribat a la mateixa expressié per les dues bandes, aixd demostra el teorema. O

Aquest resultat és molt fort, ja que hem connectat completament les estructures i
operadors que generen els grups d’homologia i de cohomologia. Ara, sembla completament
natural que existeixin aquestes relacions que hem descobert. De fet, en general, és més
senzill computar els grups de cohomologia de deRham, per tant, aquest resultat no és
només teoric, sindé que ens ajuda en 'estudi dels grups d’homologia.

5.4 Versié general de la integracio sobre varietats i el teorema d’Stokes

En aquest apartat, podrem considerar que la nostra varietat tingui vora. Sigui M una
varietat diferencial i {(Ug, ¢a)}aca un atles diferenciable orientat (sobre R™ o H™) no és
complicat definir la integral d’una m-forma diferenciable amb suport compacte contingut
en una carta coordenada (U, ¢). Ja que, de la mateixa forma que hem fet amb els simplexs,

podem definir:
_ —1\*
L“‘Am@ Y w).

On la part dreta de la igualtat la sabem calcular, ja que és una integral real. El cas
general on w no té suport compacte podem computar la integral fent 1s de les particions
de la unitat (definides a les nocions basiques): sigui {p,}qsca una particié de la unitat
subordinada a {U, }4ca. Podem definir:

/ Pal-

[e=
M acA

Veiem que la part dreta la podem calcular, ja que és una suma finita d’integrals sobre
m-formes amb suport compacte.

Proposicié 5.7. La definicio de l’integral wa esta ben definida, és a dir, no depén de
Uatles orientat o la particid de la unitat triada (tret del canvi d’orientacié de l’atles).
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Demostracio. Siguin {Usg, ¢g taca 1 { Vs, Uy }rep atles orientats i {pg }aca i {Xb}beB les seves
respectives particions de la unitat subordinades. Com que ), p X, = 1, podem escriure:

Z/l;a PaW = Z /Ua PaXw-

acA a€A, beB

On PaX,W té suport compacte dins de U, N'V;, per a tot a € Aib € B, per tant:

PaX, W = PaX, W,
b b
a Vb
i podem escriure, per simetria:

Z/Uapawz > /Uapaxbwz > /praXbW:Z/%wa‘

a€A a€A, beB a€A, beB beB

O

Observar que en cap punt de la demostracié hem diferenciat les varietats amb vora
de les que no en tenen. Volem demostrar, doncs, el teorema d’Stokes en la seva versié
general:

Teorema 5.8 (Teorema d’Stokes, versié general). Sigui w una (m—1)-forma amb suport
compacte sobre una varietat orientada M de dimensio m, llavors:

/ dw:/ w,
M oM

on OM wve dotada per l’orientacié induida per M.

Demostracio. Podem simplificar una mica les condicions de ’enunciat. En primer lloc,
podem suposar que w té suport compacte contingut en una carta (U, ¢). En efecte, si
no fos el cas, trobariem una particié de la unitat {p,}.c4 subordinada a ’atles orientat
{(Ua, @a) }aca (que de fet podriem considerar finita, ja que w té suport compacte) i re-
duirfem el problema a veure que cada sumand de ) 4 fUa paw compleix el teorema. Per
tan podem escriure:

(O (w) =Y fider A Adri Ao Ada,.
i=1

On els f; sén funcions reals amb suport compacte. I podem reescriure 'enunciat del
teorema com:

/ Zd(fidxlA---Acfsc\i/\---/\dxm):/ ST fidai A Adai A A dag,
o) 721 #(U)NOH™ ;4

Estem simplificant el problema suposant que M és una varietat amb vora, en cas que no
ho fos, com sabem que R™ és difeomorf amb I'interior de H™, aixi que només caldria fer
un canvi de variables i juntament amb el fet que M = ¢(U) N OH™ = () arribarfem a
I’equacié anterior. Podem fer una nova simplificacid, ja que podem estendre cada f; per
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que estiguin definides sobre tot H" de forma trivial: determinem que sigui f;| Hm\g(U) = 0.

Es facil veure que les funcions no perden la seva regularitat, aixi podem escriure:

/Zd(fida:m---/\@/\--wdxm :/ Zfld:nl/\ AT A A da,.
™ =1 OH™

Hem reduit el problema a demostrar que el teorema es compleix a H™! Anem per passos,
doncs, en primer lloc,

_ m df;
d(fidxl/\---/\dxi/\---/\dxm):(Z( 1) lai>d1/\ A dy,.

I, amb aixo:

/ (Z(—w’ 1gf>d 1A~.Adxm:Z(—1)i*1 Oi gy oo A dgy =

i=1 Hm™ axl

z 1 [
. dTy,.
e [ e ] G
Aplicant el teorema de Fubini, veiem que tots els termes f; amb 1 <1¢ < m compleixen:
/ / / < 8fzdajz> d:cl...cja?i...dxmz
00 OT;
/ / / hm fi( ml,...,xi,...,xm)dml...gx\i...dmmf
/ / / gm filxq,. ..,xi,...,xm)d:vl...cjx\i...dxm:()

Ja que, en tenir f; suport compacte, el seu valor és 0 quan tendeix a +o0o. L’tnic sumand
) )
que no s’anul-la necessariament, és:

_/ . / ( * Ofm dxm> dey...dem—1 =
—00 —00 0 al‘m
:/ / fm(x1, . 2m—1,0) dzy .. . dEp—1 =

Ara, laltra banda, fent servir que la integral en funci6 de z,, és nul-la a JH™ (ja que és
constant):

m
/ Y fidwy Ao Ada A A day, = fon dzy A+ AdTm_q =
oHm i —{ oH™

:/ / fm(z1, . oy Tm—1,0) dxy ... dxm—1

Per tant, com hem arribat al mateix resultat per les dues bandes, donem per demostrat
el teorema. O
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6 Didactica de la topologia a I’esfera

Més enlla de la part teorica treballada fins ara, aquest treball és també de didactica.
Per tant, cal pensar la manera d’explicar conceptes relacionats amb el grup de deRham
a un grup sense formacié matematica. Qualsevol que hagi seguit el treball comprendra
la dificultat de tal repte. Per tant, he reduit el problema a aconseguir que entenguin
la motivacié darrere l'estudi de les geometries no-euclidianes per descobrir I'estructura
sobre la qual estem. Per fer-ho senzill, he reduit el problema a treballar sobre dimensié
2, d’aquesta forma pot ser interessant estudiar la geometria a les superficies d’'una esfera
i un tor. Comencaré aquesta seccio estudiant textos, de didactica generalista o especifica
d’un tema proper al que he plantejat, per poder triar amb propietat aquelles idees més
interessants per fer 'activitat.

6.1 Referéncies consultades a I’hora de plantejar ’activitat
6.1.1 Transformacions geométriques de Maria Antonia Canals

La Maria Antonia Canals va ser una gran pedagoga de les matematiques, va fundar
I’escola Ton i Guida al barri del Verdum, treballant amb nens amb molt males condicions
de vida, i ha rebut multiples premis i reconeixement per les seves multiples aportacions en
I’ensenyament de les matematiques als més joves. La caracteritzava una mirada recreativa
de les matematiques acompanyant les seves activitats amb jocs i reptes, aconseguint aixi
una major atencié i enteniment per part dels alumnes. Malauradament, ens va deixar el
29 d’abril de 2022 amb 91 anys, deixant un terreny ben asfaltat a les noves generacions
de docents que vindran.

Els dltims anys de la seva vida ha escrit una serie de llibres de nom “Dossiers de Maria
Antonia Canals” on explica des de la seva experiéncia activitats i recursos didactics de
materies que es poden portar a classes parvulari i primaria. El llibre “Transformacions
geometriques” forma part d’aquesta col-leccio i tracta sobre com les transformacions d’ob-
jectes geometrics poden ajudar a estudiar-ne les propietats. En particular m’ha interessat
el primer bloc del llibre: “Transformacions topologiques. Les deformacions elastiques”, ja
que aconsegueix introduir idees de topologia, que sovint no es treballen fins ben entrada
la carrera de matematiques, a nois de primaria.

Al llibre defineix les deformacions elastiques com aquelles deformacions que pot fer a un
objecte sense trencar-ne cap tros ni canviar-ne el nombre de dimensions. Es clar que esta
donant una interpretacié intuitiva del concepte d’homeomorfisme. Hi ha moltes formes
d’experimentar amb aquestes deformacions, al llibre en dona algunes: fent figures de
plastilina amb dibuixos i deformant per obtenir formes diferents, inflant i estirant globus
i deformant rajoles de fang amb pintures amb colorants ceramics abans de coure-les.

L’objectiu amb aquests experiments és observar quines propietats es mantenen invari-
ants a aquestes deformacions. Per exemple, en el cas de la rajola, fa el mateix dibuix a
dues rajoles identiques i aplica una deformacio elastica a una d’elles. Quan surten del forn
observa que el canvi no ha estat tan gros com la intuicié podria dir-nos, és cert que no
es mantenen els angles, les mides o les formes, pero si que es mantenen les linies obertes
i tancades, les interseccions entre elles (especificant que un node amb dues arestes no
és una interseccid) i les regions que separen. Conclou 'activitat enunciant que aquestes
propietats que es mantenen es diuen propietats topologiques.
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Figura 7: La Maria Antonia Canals a un acte de la Universitat de Vic el 2010.

La segiient activitat que ens explica tracta sobre el que ella ha anomenat xarxes: una
figura formada per un conjunt de linies que formen interseccions entre elles, de manera
que no en queda cap de separada ni quedi cap cua que els pengi. Esta treballant amb grafs
planars! Observa que les xarxes també tenen propietats invariants a les transformacions
elastiques: el nombre d’interseccions, el nombre de segments i el nombre de regions que
separa.

M’interessa especialment com ha plantejat 'activitat per nois dels darrers cursos de
primaria. Comenca treballant amb les linies que hi ha al terra dels camps de tenis (entenc
que també es podria fer amb les linies del terra del pati de 'escola). Comenca a plantejar
jocs competitius on els nois han de cérrer a ser els primes a ocupar els diferents elements
de la xarxa, ja poden ser punts d’interseccid, segments o regions. Fara servir aquests jocs
per consolidar els elements de la xarxa. Acabara fent-ne un dibuix i comptant el nombre
de segments, regions i interseccions.

El segon dia d’activitat, els alumnes hauran d’omplir una taula amb el nombre de re-
gions interseccions i segments que tenen diferents dibuixos de xarxes. Als que acabin se’ls
demanara que repeteixin el procés amb dibuixos que es puguin inventar ells. L’objectiu
és al tercer dia trobar una llei que relacioni els tres nombres, aquesta llei és el teorema
d’Euler, que diu que si I, S i R sén en nombre d’interseccions, segments i regions d’una
cadena, llavors es compleix la igualtat:

I+R=5+2.

Amb taules grans i una mica d’ajuda del professor, podem aconseguir que els alumnes
arribin a aquesta conclusio.

Em sembla molt interessant i enginyosa la forma que té la Maria Antonia d’aproximar
matematiques, que sovint es veuen com abstractes i no s’estudien fins entrada una carrera
tecnica, a noies i nois de primaria.

Quan ha introduit el tema de comptar regions d’una xarxa se m’ha ences una bombeta:
no s’assembla aixo una mica al concepte dels grups d’homologia? Es a dir, un element
d’un grup d’homologia és una k-cadena que no tanca una regié que pot ser omplerta per
(k — 1)-simplexs. Es pot treballar aquesta idea amb nois de 'ESO o del batxillerat?

En llegir-ho he buscat un objecte quotidia de grup d’homologia no-trivial per comprovar-
ho: una tassa. En efecte, puc dibuixar-hi un triangle que no es pot pintar per dins, com
es pot veure a les fotos de la figura 8.
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Figura 8: Puc dibuixar un triangle a la tassa que no puc pintar per dins.

S’assembla molt a la idea sobre la qual treballa un video de divulgacié de matematiques
que havia vist fa temps [22]. En aquest, Grant Sanderson, el propietari del famds canal
3BluelBrown a la plataforma YouTube, planteja un problema a companys seus de profes-
si6é. Els dona una tassa amb tres cases dibuixades i tres “generadors”: d’aigua, de llum
i de gas. El repte és connectar cada casa amb els tres generadors sense que hi hagi cap
encreuament de canonades. Al video explica molt bé perque aquest repte és impossible
en el pla: contradiu el teorema d’Euler!

Veiem-ho: mantenint la notacié anterior, volem forcar que I = 6 1 S = 9, a més,
com el graf plantejat és bipartit (no volem canonades que connectin dues cases o dos
generadors), podem observar que per tancar una regié cal recérrer un nombre parell de
segments. Si aquest nombre fos 2, estariem connectant una casa dues vegades amb un
mateix generador, cosa que no ens demanen, aixi que cada regié estara delimitada com a
minim per 4 segments. Sabent aix0 i que cada segment separa exactament dues regions,
el nombre regions no pot ser més que R < 2-9/4 = 4,5. Per tant, ha de ser 4 com a
maxim. Pero en intentar comprovar la igualtat del teorema d’Euler:

6+4<9+2,

ens quedem curts! Per tant, el repte és impossible en el pla. De totes maneres, els seus
companys troben una forma de resoldre el repte fent s del forat que deixa la nansa de la
tassa.

Una conclusié que podriem treure, tant d’aquest problema com de I'exemple del tri-
angle que he donat anteriorment, és que no és possible passar d’un paper a una tassa
fent servir transformacions elastiques. Ja que alguna propietat topologica canviaria en
fer-ho: en el meu exemple, tenim només una regio en el cas de la tassa, pero si mantenim
la linia tancada en el pla, en tindriem dues. En el repte de les canonades, no hi hauria
forma de passar la solucié del problema al pla sense generar nous encreuaments, com hem
demostrat anteriorment. A matematiques diem que no sén espais homeomorfs.

6.1.2 Didactica generalista de les matematiques

En Pere Puig i Adam va ser un gran matematic i docent que va viure del 1900 al 1960,
ens en parla en Claudi Alsina a [23]. Tenia una visié molt aplicada de les matematiques
aportant molts avangos d’aquestes en problemes sorgits de la fisica, 'enginyeria i la com-
putacié aixi com en matematiques més teoriques. Va exercir com a docent gran part de
la seva vida, incloent-hi el que possiblement és el periode més dificil de la historia con-
temporania del nostre pais: la Guerra Civil Espanyola. Va ensenyar matematiques a gent
de tots els nivells, des d’un curset d’aritmetica que va preparar per obrers entre els anys
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Figura 9: Pere Puig i Adam

1943 i 1945, fins a estudiants d’estudis teécnics superiors a I’Escola Especial d’Enginyers
Industrials de Madrid. El caracteritzava una gran oratoria i una metodologia molt aplica-
da, com podem llegir al proleg del llibre “Geometria Intuitiva” que va escriure juntament
amb Rey Pastor:

Aqui te presentamos, lector querido, a los que han de ser tus compafieros de trabajo:
unas tijeras, un ovillo, una regla, un par de escuadras y un montén muy grande de hojas
de papel. Ni un sélo dia debes comenzar la lecciéon de Geometria sin tener al lado éstos
tus buenos companeros, ni terminar de estudiarla sin dejar tu mesa materialmente llena

de recortes y de papeles con figuras...

La seva menci6 en aquest treball és deguda a un conegut decaleg que va deixar per
escrit el 1955 on dona idees clau de la seva perspectiva en la docencia de les matematiques:

1. No adoptar una didactica rigida, siné adaptada en cada cas a I’alumne, observant-
lo constantment.

2. No oblidar ’'origen concret de la Matematica ni els processos historics de la seva
evolucié.

Presentar la matematica com una unitat en relacié amb la vida natural i social.
Graduar acuradament els plans d’abstraccié.

Ensenyar guiant I'activitat creadora i descobridora de I’alumne.

SN

Estimular aquesta activitat despertant interes directe i funcional vers ’objecte del
coneixement.

=

Promoure en tot el possible 'autocorreccio.
8. Aconseguir un cert mestratge en les solucions abans d’automatitzar-les.
9. Cuidar que I'expressié de I'alumne sigui traduccié del seu pensament.

10. Procurar a qualsevol alumne exits que evitin la seva desmoralitzacio.

Observem algunes claus d’aquest decaleg: en els punts 4, 5, 8 i 9 no elimina els plans
d’abstraccié ni "automatitzacié, ja que aquests poden ser molt importants al llarg de
I'aprenentatge matematic, pero si que els treu prioritat. En la meva reduida carrera
com a professor de refor¢ a nois de segon cicle d’ESO i batxillerat m’he trobat bastants
casos de nois que resolien exercicis per repeticié i només formalitzaven un problema per
repeticié, perd mai intentaven raonar i se sentien incapagos (quan probablement no ho
eren) de resoldre problemes nous que s’escapessin dels metodes que havien treballat fins
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aquell moment. L’Antoni Aubanell explica a ([24] p.82) que la didactica de la geometria
(i jo ho generalitzaria a les matematiques en general) s’ha de separar en quatre fases:
experimentacid, descoberta, conceptualitzacié i demostracié i formalitzacié (si call). La
demostracié i formalitzacié son tils i productives, perd només si s’han passat amb exit els
tres passos anteriors, per tant, és molt important passar per aquestes abans de plantejar-
nos si és necessari formalitzar i demostrar els resultats.

Una altra idea que trobo interessant comentar sén els punts 5, 6, 7, 10 . El punt 7 crec
que és una virtut que les matematiques treballen molt, perd que es pot aplicar a molts
altres ambits de la vida: saber reconeixer errors propis. Pero, és clar, reconeixer un error
no és una sensacié agradable per ningd i pot generar frustracié si es repeteix diverses
vegades sense cap recompensa. Per aixo, és feina del professor estimular el descobriment
i procurar exits a tots els alumnes per donar-los un motiu per superar aquesta frustracié
i animar-los a repetir el procés. A més, el punt 10, junt amb el punt 1, tenen un fort
missatge d’inclusié i foment de la diversitat: s’han de promoure exits a tothom, des del
que té més facilitats fins al que menys, passant pel que no parla I'idioma i pel que no té
ganes de fer classe. Es feina del professor, i, tot i que no sempre és possible, s’ha d’intentar
per tots els mitjans.

Per dltim, observo que els punts 2 i 3 demanen una contextualitzacié matematica,
que sabem que caracteritzava a en Pere Puig i Adam. Obviament, les matematiques no
neixen del no-res, és cert que moltes matematiques historicament s’han creat de forma
lidica, penso per exemple en I'aritmetica, perd també n’hi ha moltes altres, com el calcul
o la geometria que han aparegut amb 1’objectiu de resoldre un problema més enlla dels
marcs matematics teorics. Es important que I’alumne vegi les matematiques com una eina
per trobar solucions a preguntes més enlla de les teoriques. A més, és menys motivador
respondre a dubtes externs que preguntes que un s’ha fet genuinament.

I enllago aquest decaleg amb un altre que donen la Carme Burgués, i els ja mencionats
Antoni Aubanell i Claudi Alsina al llibre “Tres professors de matematiques” [25]:

1. Fer estimar les matematiques... induint a descobrir-les.
2. Fer estimar les matematiques... relacionant-les.
3. Fer estimar les matematiques... aplicant-les.
4. Fer estimar les matematiques... sorprenent.
5. Fer estimar les matematiques... engrescant.
6. Fer estimar les matematiques... actualitzant-les.
7. Fer estimar les matematiques... intrigant.
8. Fer estimar les matematiques... plantejant reptes.
9. Fer estimar les matematiques... assolint exits.
10. Fer estimar les matematiques... emocionant.

Clarament, reforca punts que he donat ja: els punts 2 i 3 entren al terreny de la
contextualitzacié. I els punts 1, 4-7, 9 i 10 parlen de promoure ’esfor¢ genui de I’alumnat
amb motivacié i assolint exits. M’interessa el punt 8, ja que introdueix una idea que no
va explicar en Pere Puig i Adam en el seu moment. I és que hi veig dues interpretacions:
en primer lloc, I’avang de les tecnologies porta a noves formes d’entendre i visualitzar les
matematiques: no puc evitar pensar les activitats que haguessin pogut idear en Pere Puig i
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la Maria Antonia Canals amb eines actuals com el GeoGebra. La segona interpretacié que
hi veig és que el moén esta en moviment, i fer servir successos actuals per contextualitzar
nous problemes pot ser un recurs molt 1itil per incentivar la resolucié de nous problemes.

6.2 Plantejament i justificiacié de ’activitat

Amb aquestes referéncies consultades, crec que estic en disposicié de plantejar diferents
activitats amb les quals puc introduir algunes idees del treball a una classe de segon cicle
d’ESO. Acabaré triant-ne una que sera la que desenvoluparé per portar a la classe.

La primera idea sorgeix de la lectura de la lectura de la proposta de Maria Antonia
Canals sobre 'estudi de les transformacions topologiques i ha estat ja plantejada per sobre.
Puc fer servir la teoria de grafs per demostrar als alumnes que les propietats topologiques
del pla i del tor sén diferents?

La idea és comencar deduint el teorema d’Euler dels grafs planars de forma similar a
com ho fa la Maria Antonia i comprovar que aquest no es compleix a la superficie d’una
tassa o un tor. Aquesta idea em resulta interessant, pero hi veig un problema: el temps.

En principi, és probable que la classe no hagi treballat mai amb grafs, aixi que s’haura
de dedicar temps a la seva comprensié i a acabar deduint el teorema d’Euler. Pero
I’objectiu de l'activitat és demostrar la seva falsedat a la superficie d’un tor. Aixi que
lactivitat triga molt a culminar. Veig molt complicat que aquest procés es pugui assolir
correctament en menys de 3 o 4 hores de classe i no és el temps que tinc acordat amb
I'institut on aniré.

Per evitar el problema de temps, he de partir de coneixement que ja hagin assolit
durant els seus estudis. Aixi, se m’acudeix que pot ser una bona idea partir de 'estudi
dels triangles que han estudiat amb la trigonometria. A més pot ser interessant la part
tecnica de prendre mesures en una superficie corbada. He pensat que l'esfera pot ser
un bon objecte geometric del qual partir. I, buscant una mica, he vist que de forma
relativament barata podia aconseguir boles de porexpan de 15 centimetres de diametre
amb les que es pot treballar.

Hi ha moltes preguntes interessants que es poden fer de la geometria sobre la superficie
d’una esfera: com sén els segments i les rectes? Quant mesura el radi? Sumen 180°
els angles d’un triangle? Quant sumen els costats d’un triangle? Quina és l'area d’un
triangle? Aquestes preguntes porten implicits nous reptes: com mesurem les magnituds
longitud, angle i area a la superficie d’una esfera quan les eines que tenim estan creades
per mesurar magnituds planes? Aixi, incentivem la creativitat de ’alumnat en prendre
mesures.

M’ha semblat adequat introduir una petita explicacié inicial dels postulats d’Euclides
de la geometria plana. D’aquesta forma, tenim una excusa per definir entre tota la classe
els termes segment i recta i tenim uns primers resultats a comprovar a la nova geometria.

Plantegem la fitxa de l'activitat?:

2La fitxa de activitat pren el format CESIRE.
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6.3 Fitxa de l’activitat
Objectius
La proposta pretén contribuir a assolir els segilients objectius:

e Entendre les dificultats geometriques que implica modificar la forma de ’espai.

e Descriure correctament i comprendre els conceptes geometrics basics (segment, rec-
ta, angle, longitud...) en general (més enlla de la geometria euclidiana).

e Descartar coneixements ja assolits de geometria plana que no sén aplicables a 1’es-
fera, aixi com comprovar aquells que si que apliquen.

e Despertar la curiositat envers una geometria que sovint no és plantejada.

e Consolidar la mesura de magnituds com la longitud, ’angle i la superficie i generalitzar-
la a superficies no-euclidianes.

Descripcié de Pactivitat

En aquesta activitat es treballa amb una esfera fisica (sigui una bola de porexpan o una
esfera de plastic transparent) i material per dibuixar-hi a la superficie i prendre’n mesures.
Esta pensada per fer-se en 1 o 2 hores (adaptable a les necessitats de cada classe) i se
separa en les segiients etapes:

e S’introdueixen els postulats d’Euclides (en particular els dos primers i 1'altim) de la
geometria plana, tot definint conjuntament amb la classe els termes que hi apareixen
(segment, recta i recta paral-lela).

e Cada grup prova de descriure els termes definits a la superficie de ’esfera i comprova
si els postulats hi sén certs.

e S’explora la part técnica de prendre mesures a l'esfera tot responent preguntes
basiques com el radi de I'esfera o la suma dels angles d’un triangle esferic.

e Es comprova la veracitat a ’esfera dels resultats coneguts de la geometria plana,
es pot fer una ronda de propostes per veure quines preguntes s’estudien en aquest
apartat. Aquest és el tronc de ’activitat, per tant, s’ha d’intentar que duri almenys
30 minuts i es pot ampliar fins a 1 hora i mitja si es té temps.

e Per tancar l'activitat es respon una pregunta que perfectament pot haver sortit al
llarg d’aquesta: “I aixo per a que serveix?” Per fer-ho es mostren dues aplicacions
de la geometria esferica: la relativitat especial d’Einstein (explicant que es pot
generalitzar I'estudi que han fet a estructures més complexes i amb més dimensions)
i 'estudi de la superficie de la terra. En I'dltim s’ensenyen dues eines per entendre
el problema del mapatge del planeta tot i que no se’n faci molt emfasi per falta de
temps, s’obre un fil des d’on algu encuriosit pot estirar.

Al llarg de Pactivitat, els grups hauran de prendre fotografies dels resultats obtinguts i
penjar-les a un Padlet (un album d’imatges virtual compartit) conjunt.
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Aspectes didactics i metodologics

L’activitat esta pensada per fer-se en grups, preferiblement de quatre persones i cada cert
temps es posen en comu resultats. En el cas de l'activitat feta en aquest treball es té
disponible una hora, pero perfectament es podria allargar de forma natural a dues o tres
hores estirant el problema del mapatge i no tallant en cap moment el fil de preguntes
de l’activitat troncal. Es important remarcar que cal donar certa llibertat als grups per
respondre les preguntes que a ells els sembli més interessants, i és que certes respostes
sovint porten a noves preguntes. Per exemple, la proposta plantejada al segon apartat de
mesurar la suma dels angles d’un triangle esféric pot portar a qiiestionar si sempre sumen
el mateix i, quan comprovin que no, buscar les cotes superior i inferior.

Recursos emprats

Perque treballin els/les alumnes: boles de porexpan o esferes de plastic transparent d’uns
15-20 cm de radi, cordes, retoladors, regle i tisores, opcionalment és ttil portar trans-
portador d’angles i compas, pero es pot treballar sense ells. Per donar més perspectives
dels resultats i com a eines pel professor per explicar: una presentacid, GeoGebra i les
dues eines de la part final de I'activitat: la web thetruesize.com i ’eina en linia de la
universitat de Lisboa Mappai mundi que mostra diferents tipus de mapatge de I'esfera de
la Terra.

Continguts, competéencies i processos que es treballen de forma destacada

A part dels continguts en geometria esferica ja mencionats, al llarg de I'activitat es tre-
ballen de manera rellevant: la capacitat de deduccié i raonament, la comunicacié amb el
grup aportant i comparant idees, I’estructura axiomatica i deductiva de les matematiques
(partint d’unes definicions i postulats i comprovant resultats), les estrategies de dibuix
tecnic per dibuixar figures amb certes propietats donades, la trigonometria elemental i la
intuicié geometrica.

Alumnat a qui s’adrega especialment
Alumnes de segon cicle d’ESO i batxillerat, cal que la classe tingui certes nocions de

geometria plana, segons les eines que tinguin podem introduir conceptes com el pla tangent
tot fent paral-lelismes amb matéria que han estudiat.

Interdisciplinarietat, transversalitat, relacions amb 1’entorn
Es treballen les habilitats de ’educacié visual i plastica i el dibuix tecnic. L’activitat esta

fortament contextualitzada, ja que poden fer paral-lelismes amb la superficie de la Terra,
a més 'esfera és un objecte matematic que constantment veuen a la vida quotidiana.

Proposta d’ampliaci6

Pot ser interessant repetir 'activitat sobre la superficie d’un tor, per fer-ho es pot utilitzar
una tassa de plastic en lloc de la bola. Es poden treure resultats sorprenents, com per
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Figura 10: Analisi exhaustiva d’una bola de porexpan

exemple que hi ha triangles que no tanquen una regié (idea equiparable amb els grups
d’homologia).

7 Experiencia a ’aula i coses a millorar

Vaig portar I'activitat a una aula de 4t d’ESO dels Jesuites del Clot, I'institut on vaig
cursar el batxillerat. Per un problema organitzatiu, vaig saber el dia anterior que tindria
disponibles dues hores en lloc d’una, que se m’havia dit inicialment. Un cop alla també
vaig saber que la meitat del grup marxaria després de la primera hora. Obviament,
aquests factors externs van afectar el desenvolupament de ’activitat. De totes maneres,
crec que va ser prou productiva i interessant.

Tal com portava preparat, vaig comengar explicant els postulats d’Euclides parant-me
a preguntar el significat de cada terme que hi apareixia. Vaig comprovar que als nois els
costava parlar davant de la classe. De totes maneres, quan els vaig donar el material i els
vaig fer les primeres preguntes que havien de contrastar amb el grup vaig comprovar que
eren molt participatius en aquest ambient. Vaig acabar prenent la decisio, doncs, de no
parar la classe per contrastar entre tots les conclusions que anaven prenent, pensant que
aixi activitat seria més productiva per ells. Encara no he decidit si va ser o no una bona
decisié.

També vaig notar que molts nois no estaven acostumats a treballar amb material.
Algunes boles van acabar trencades, vull pensar, per I'analisi exhaustiva que hi feien.
Deixant de banda les contrarietats, vaig trobar molt interessant algunes observacions que
van fer alumnes. Per exemple, responent a la pregunta de si es compleix la desigualtat
triangular a I’esfera, un grup va raonar:

El segment de dos punts és el cami més curt que hi ha entre ells, per tant, passar per
un punt entremig fara que el cami sigui més llarg.

Que de fet, es podria considerar que és una demostracid, ja que han fet servir la
definici6 de segment que van donar. Aquest mateix grup va intentar trobar la suma
minima i maxima dels angles d’un triangle i quan va acabar 'activitat van concloure:

No hem trobat cap triangle esferic que els seus angles mesurin menys de 180° graus. Tots
mesuraven entre 180° i 270°, que és el maxim que hem aconseguit.

Els va faltar observar que la suma dels angles d’un triangle augmenta quan aquest és
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Angles d'un friangle H Els angles sumen més de
rectangle 180

Els angles sempre sumen més de 180
graus, depenen de la mida els graus

son més oberts.

55+35+90=180

Figura 11: Dues respostes diferents donades pel mateix grup.

més gran. A aquesta conclusié hi va arribar un altre grup, probablement si haguessin
posat les seves descobertes en comu haurien arribat més lluny.

També hi va haver autocorreccions, que és un dels punts del decaleg d’en Pere Puig
i Adam. N’he pogut documentar dues: la primera la va fer el grup que he citat ja dos
cops, que a 'inici de activitat va penjar una foto al padlet on comentava que el cami més
curt entre dos punts d’'una esfera passa per dins de 'esfera (cosa certa, perdo que dona a
entendre que no havien entes bé la situacié que se’ls plantejava), clarament hi va haver un
punt d’autocorreccié perque els resultats posteriors que han penjat donen a entendre que
han entés bé I'escenari. La segona autocorreccié es va produir en un altre grup que va
penjar dues respostes diferents a la pregunta de si els angles d’un triangle mesuren 180°,
la primera incorrecta i la segona correcta (vegeu la figura 11).

Em va sorprendre comprovar que en les activitats finals de 'activitat, els nois es van
mostrar molt més participatius que al principi, cosa que va reforcar la idea que potser
m’havia equivocat en deixar de posar en comu els resultats de la classe.

8 Conclusions

Hem comencat aquest viatge definint els grups d’homologia simplicial que mitjancant
els simplexs (una generalitzacié a dimensions superiors del concepte de triangle) i I'o-
perador vora ens permeten detectar forats a les varietats sense tenir una representacid
visual. Els grups de cohomologia de deRham fan s d’eines molt diferents per obtenir
propietats sorprenentment similars, en aquest cas treballem amb formes diferencials (una
generalitzacié a dimensions superiors dels camps cotangents diferenciables d’una varie-
tat) i Poperador diferencial exterior. Hem comprovat en tots dos casos que les aplicacions
induides commutaven amb el seu respectiu operador, també hem comprovat que els dos
grups sén propietats invariants a transformacions homotopiques i que tots dos grups eren
no-trivials quan hi havia forats.

Havent comprovat les multiples similituds entre les dues estructures semblava evident
que estaven relacionades d’alguna forma. Aqui és on apareix la integracié de varietats que,
en combinacié amb la versié simplicial del conegut teorema d’Stokes ens demostra que
no és que siguin estructures remotament relacionades, siné que en esséncia sén el mateix!
Hem acabat donant la versié general del teorema concloent aixi una de les connexions
més elegants que he pogut observar de dues branques de les matematiques com sén la
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topologia i ’analisi.

Sorprenentment, les 50 pagines limit del treball se m’han quedat curtes, he hagut de
descartar moltes explicacions de la part matematica i activitats en la part didactica, pel
simple fet que no hi cabien. Aixo és un bon senyal, ja que vol dir que he apres moltissim
en el procés i m’emporto un munt de coneixement aixi com una primera experiéncia a
Paula des del costat del docent (la primera de moltes).

La part matematica del treball ha estat una sorpresa, ja que, tot i que des d’un inici
sabia que volia fer alguna cosa relacionada amb la integracié de formes sobre varietats
diferencials (després d’estudiar la integracié respecte d’una mesura, era la que em faltava),
no m’esperava trobar una connexié tan bonica entre la topologia i la geometria diferencial
en el procés. La veritat és que aquests ponts inesperats son els que desperten la meva
passié per aquesta branca del coneixement, aixi que no puc estar més content amb el
resultat.

La part didactica ha estat accidentada, ja que ha costat una mica aconseguir que se’'m
cedis una classe. De totes maneres, i amb la tranquil-litat de saber com ha anat finalment,
en surto molt content i amb ganes de més. De cop se m’ha obert el mén de la docencia
com una branca d’estudi interessant. Sense cap dubte, aquest estiu tinc més d’una lectura
obligatoria d’algun dels grans personatges que he tractat en aquest treball, com la Maria
Antonia Canals, que no només es nota que va treballar molt en les activitats que proposa
als seus llibres, siné que també les sabia transmetre amb passié pels lectors encuriosits
com ho soc jo ara.
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