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Abstract

The n-body problem aims to determine the motions of n massive bodies interacting with
each other gravitationally. In this work we present an introduction to the general problem,
we solve the n = 2 case completely, and the n = 3 case is developed in detail, providing
some particular solutions. Finally, we compute numerically the curve of zero velocity and
the trajectory of the comet for the system Sun - Jupiter - comet 39P /Oterma.

Resum

El problema dels n cossos té com a objectiu determinar els moviments d’n cossos massics
que interactuen a causa de la forca de la gravetat. En aquest treball es fa una introduccio
sobre el cas general, es resol completament pel cas n = 2 i es desenvolupa amb més detall
el cas n = 3 donant algunes solucions particulars. Finalment, pel sistema Sol - Jupiter -
cometa 39P /Oterma es troben i representen, mitjancant simulacié numérica, la corba de
velocitat nul-la i la trajectoria del cometa.
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1 Introduccid

El problema dels n cossos és un problema ben conegut i estudiat en el camp de la fisica i
de les matematiques. L’objectiu és determinar exactament les posicions de n cossos amb
massa els quals interactuen dos a dos a partir de la forca de la gravetat, modelada per la
llei de gravitacié universal de Newton. Aquest problema va ser resolt per primera vegada,
per a n = 2, pel mateix Newton, i de la solucié que va trobar en va poder deduir les tres
lleis de Kepler.

En aquest treball donarem una visié global del problema dels n cossos, i centrarem
Pestudi d’aquest en els casos n = 2 i n = 3. Abordarem el problema per a n = 2 de
forma analitica, i en trobarem completament la solucié. Aixo ens permetra deduir les ben
conegudes tres lleis de Kepler. El cas amb n = 3 'estudiarem analiticament fins a un cert
punt, ja que després es requereixen técniques numeériques per a acabar de resoldre’l. Una
part del treball consisteix en la implementacié numeérica de dos programes que ens han
permés calcular la trajectoria del cometa 39P /Oterma.

L’estructura del treball és la segiient. En el capitol 2 es fa una breu presentacié de
diversos conceptes fisics que poden ajudar a contextualitzar el problema fisic en el qual
es basa el treball. En el capitol 3 es presenta el problema dels n cossos en la seva total
generalitat, i les equacions diferencials que I'identifiquen. Es construeixen també les eines
classiques que permeten simplificar el problema, com sén els moments lineal i angular, les
energies cinética i potencial, i els seus corresponents teoremes de conservacié. Finalment,
s’enuncia i demostra el teorema del col-lapse total de Sundman, que déna una condicid
necessaria per a que el sistema dels n cossos sofreixi un col-lapse total.

El capitol 4 se centra en el cas particular del problema dels dos cossos, o problema de
Kepler. Es resol completament el problema de forma analitica, i s’aplica la seva resoluci6
per a demostrar, dins del model, les famoses tres lleis de Kepler, en la seva formulacié
moderna.

En el capitol 5, el més extens del treball, s’estudia el problema dels tres cossos. Es ben
sabut que aquest problema no té soluci6é general analitica, és a dir, no admet una férmula
explicita que descrigui el moviment dels cossos. Tanmateix, si que existeixen solucions per
casos molt concrets que aqui es desenvolupen. En una part del capitol es troben solucions
exactes per a casos molt concrets: les solucions de Lagrange i d’Euler. La resta del capitol
es dedica a estudiar el problema dels tres cossos restringit, on se suposa que un dels tres
cossos (posem el tercer) té massa negligible respecte els altres dos. N’hem estudiat els seus
punts d’equilibri, coneguts com a punts de Lagrange, i possibles regions de moviment del
tercer cos, fixades unes condicions inicials.

Per tal de posar en practica tot el coneixement adquirit, en el capitol 6 hem desenvo-
lupat numéricament programes que ens permeten trobar les corbes de velocitat nul-la i la
trajectoria del tercer cos en el sistema concret Sol-Jupiter-cometa 39P /Oterma.

Finalment, en el capitol 7 es troben les conclusions generals i finals del present treball.



2 Preliminars: conceptes fisics

En aquest primer capitol presentem de manera introductoria conceptes que poden facilitar
la comprensié d’aquest treball. No sén imprescindibles per a la comprensié des d’un punt
de vista matematic, perd si que poden donar una visié fisica més contextualitzada i/o
completa.

Definici6 2.1 (Moviment). El moviment és un canvi de la posicié d'un cos al llarg del
temps respecte d'un sistema de referéncia.?

Matematicament, el moviment d’un cos queda definit pel canvi del seu vector posicio r.
Més especificament, si la posicié del cos ve donada per una corba r(t), llavors el moviment
és la derivada d’aquesta corba, o la velocitat 1(t).

Definicié 2.2 (Forca). La for¢a és la capacitat, vigor o robustesa per a moure alguna
cosa que té pes o fa resisténcia. En fisica, la for¢a és un fenomen fisic capac¢ de modificar
la velocitat de moviment i/o I'estructura (deformacié) d'un cos.?

Matematicament, la forca es modelitza com a un vector F de tres components, els quals
la seva direcci6 i sentit indiquen cap a on s’esta aplicant la forga, i el modul quantifica
numéricament la forca que s’esta aplicant.

Les lleis de Newton son tres principis enunciats per Isaac Newton a partir dels quals
s’expliquen una gran part dels problemes plantejats en la mecénica classica, en particular
aquells relatius al moviment dels cossos en I'univers. Aquestes lleis son les segiients [5].

la lei (o llei de la inércia). Tot cos romandra en el seu estat de repos o moviment
uniforme i rectilini a no ser que sigui obligat, per forces externes, a canviar el seu estat.

Matematicament, aquesta llei ens diu el segiient. Si denotem per Fy,...,F,, totes les
forces externes que actuen sobre el cos, llavors, si > ; F; = 0, necessariament la velocitat
(moviment) v del cos és constant, és a dir, el vector posici6 del cos és de la forma

r(t) =ro+ vt
amb rg un vector constant.

2a llei (o llei de la interaccid i la for¢a). El canvi de moviment és proporcional a la forga
motriu externa, i ocorre segons la linia recta al llarg de la qual aquella forca s’imprimeix
(actua).

Matematicament, aquesta llei ens diu el segiient. Si denotem per F4,...,F, totes les
forces externes que actuen sobre el cos, i per v la velocitat (moviment) d’aquest, llavors
la derivada v = 1 (el canvi de moviment) és proporcional a ; Fj. Aquesta constant de
proporcionalitat és la inversa del que es coneix com a massa inercial m;, i doncs, tenim

I’'equacio
m;r — E Fj,
J

que és la famosa equacié de Newton.

*Font: https://es.wikipedia.org/wiki/Movimiento_(fisica).
3Font: https://www.significados.com/fuerza/.



3a llei (o llei d’accid-reaccid). Amb tota accié ocorre sempre una reaccio igual i contraria;
les accions mutues de dos cossos sempre séon d’igual magnitud i dirigides en sentit contrari.

Matematicament, aquesta llei ens diu el segiient. Suposem que tenim dos cossos 11 2.
Si el cos 1 1i aplica una forga al cos 2, donada pel vector Fi_,s, llavors el cos 2 també li
aplica una forca al cos 1, donada per Fo_,1 = —F1_,o.

De totes les forces que existeixen a la natura, una de les més importants és I’anomenada,
forca gravitatoria.

Definicié 2.3 (Forga gravitatoria). Definim la for¢a gravitatoria com la for¢a d’atraccio
mutua que experimenten dos objectes amb massa. Es tracta d’'una de les quatre forces
fonamentals observades fins ara en la natura.

De fet, la llei de la gravitacié universal de Newton ens postula l’existéncia de la forca
gravitatoria, i ens la descriu concretament.

Llei de la gravitacié universal. La forca gravitatoria amb la que s’atrauen dos cossos
és proporcional a les seves masses i inversament proporcional al quadrat de la distancia
que les separa.

Matematicament, aquesta llei ens diu el segiient. Donats dos cossos de masses gravita-
tories mg i My, la forca gravitatoria que experimenta el primer cos degut a la preséncia
del segon ve donada per I'expressio

meM,
giVlg
Foy=-G 5 U251,
[r2 — 1
essent ry i ry els vectors posicio dels cossos 11 2 respectivament, us_,; = ﬁ el vector

unitari que apunta del cos 2 al cos 1, 1 G la constant de proporcionalitat enunciada a la
llei, coneguda com la constant de gravitacié universal, i amb valor

G = 6.6742 - 107" 'Nm? /kg?.

Figura 1: Forca gravitaroria entre dos cossos.

Cal remarcar la distincié que hem fet entre massa inercial, la donada per I'equacio
de Newton, i massa gravitacional, la donada per la llei de gravitacié universal. A priori,
aquestes dues masses no tenen per qué ser iguals, pero fins el dia d’avui, i fins on la precisio
dels experiments ha permeés, sempre s’ha observat experimentalment que coincideixen.

Principi d’equivaléncia débil. Tenim igualtat en les masses inercial i gravitatoria de
qualsevol cos.



3 El problema dels n cossos

En aquest capitol introduirem el problema dels n cossos, que interaccionen sota la forca
gravitatoria de Newton.

Comencarem exposant el problema fisic. Suposem que tenim n cossos de masses
my,...,my € (0,400), els quals estan sotmesos Gnicament a la forga gravitatoria de New-
ton. Les trajectories d’aquests cossos estan descrites per n corbes a l'espai r; : I — R3,
1 < i < n, que suposarem que estan definides en el mateix interval I C R. Suposarem,
sense pérdua de generalitat, que 0 € I. Si fixem i € {1,...,n}, la for¢a que actua sobre el
cos i ve donada, tal com s’explica als preliminars, pel camp vectorial

Fitl R Fit) = ) Fimit) = ) Gmym Hrr.j((t) =0
Jj=1 j=1 J

- t) —ri(t)]*

i i
Llavors, el sistema d’equacions diferencials que governa ’evolucié temporal del cos i és el
que ve determinat per ’equacié de Newton, que en aquest cas és, pel cos i,

rj(t) —ri(t)
LAORSAGIE

m,rz(t) = Fl(t) = Z ijmi
j=1
JF

Simplificant, les equacions diferencials que governen tot el sistema dels n cossos, i intro-
duint les noves variables v;(t) := 1;(t), es pot reescriure com

ri(t) = vi(t),

peral <i<mn. (3.1)
. _ r;(t)—ri(t)
vilt) = 251 Oy e o

J#i
L’objectiu del problema dels n cossos és resoldre aquest sistema d’equacions diferenci-

als. Es ben sabut que, per a n = 2, el problema té soluci6 analitica, i que, per a n > 3, el

problema no admet soluci6 analitica [1]. El Capitol 4 d’aquest treball tracta de solucionar

explicitament el problema per al cas n = 2, conegut com el problema de Kepler. En la

resta del treball ens dedicarem a estudiar el problema per a n = 3 tant analiticament com

numeéricament.

Observem que tenim n X 3 = 3n equacions diferencials a resoldre, cada una d’elles
de segon ordre. Aixi, necessitem en total 3n x 2 = 6n condicions inicials per a resoldre
completament el sistema. Aquestes condicions inicials poden ser, per exemple, les posicions
i velocitats inicials de cada cos, que denotarem

ri(0) =:ri0, Vvi(0)=:v;o peral<i<n. (3.2)

En la resta d’aquest capitol obtindrem resultats generals que ens permetran fer aquest
estudi per als casos n = 2 i n = 3 posteriors. Més concretament, ens dedicarem a trobar
integrals primeres per al sistema (3.1). Per a fer-ho, ens ajudarem de conceptes fisics tan
importants com sén ’energia o el moment.

Definicié 3.1 (Moment lineal). Definim el moment lineal del cos i, i € {1,...,n}, com el
camp vectorial
p; i I =R pi(t) = mii(t).



El moment lineal total del sistema ve definit per la suma puntual dels moments lineals
dels cossos:

P: 1R P = Zn:pi(t).

El segiient resultat mostra que el moment lineal total és una integral primera del sistema
d’equacions diferencials (3.1).

Teorema 3.2 (Conservacié del moment lineal). Suposem que les corbes r; : I — R3,
i € {1,...,n}, son solucid del sistema d’equacions diferencials (3.1). Llavors el moment
lineal total P(t) és constant.

Dit d’una altra manera, si ens pensem el moment lineal total com a una funcio
, p
n
P RSn X R?’n — RS, P(T’i, ’UZ') = E m;v;,
i=1

llavors P és una integral primera per al sistema d’equacions diferencials (3.1).

Demostracid. Derivem el moment lineal:

n

P(t) =Y mii(t) =) > Gmm; r;(t) —ri(t)
i=1

ej () —ra()]?

i=1 j=1
J#
B n S rj(t)—ri(t) - r,-(t)—rj(t) _
-2 (O e e * O™y i) O

Aquest resultat ens dona 3 integrals primeres (les components del vector) per a un
sistema que necessita de 6n condicions inicials per a resoldre’s. De fet, ens dona més
informaci6é de la que diem, ja que tal com esta definit, el moment lineal és a la vegada la
derivada d’una corba.

Definicié 3.3 (Centre de masses). Definim el centre de masses del sistema com la corba
1 n
R:I—R} R(@) = i ;miri(t),
1=

on M =>""  m; és la massa total del sistema.

Aixi, la conservacié del moment lineal ens diu que el centre de masses es mou uniforme-
ment en linia recta, ja que es compleix que, si les trajectories r; : I — R3 son solucio del
sistema (3.1) amb condicions inicials (3.2), llavors R(t) = P(t) = 0, i la solucié d’aquesta
equacié ve donada explicitament per

R:I - R R(t)=Ry+ Vo,

essent Ry := ﬁ Z?:l m;rio, Vo 1= ﬁ 2?21 m;V; o constants totalment determinades per
les condicions inicials. Observem que aquestes determinen 6 = 2 X 3 parametres coneguts.
Per tant, la conservacié del moment lineal ens redueix el nombre de graus de llibertat del
sistema de 6n a 6n — 6.

Continuem amb la cerca de més integrals primeres.



Definicié 3.4 (Moment angular). Definim el moment angular del cos i, i € {1,...,n},
com el camp vectorial

Li I — RS, Lz(t) = I'Z'(t) X mzrl(t)
El moment angular total del sistema ve definit per la suma puntual dels moments angulars

dels cossos:

Ly: IR, Lp(t) =) Lit).
=1

Resulta que el moment angular total és una altra integral primera per al sistema d’e-
quacions diferencials (3.1).

Teorema 3.5 (Conservacié del moment angular). Suposem que les corbes r; : I — R3,
i € {1,...,n}, son solucid del sistema d’equacions diferencials (3.1). Llavors el moment
angular total Ly(t) és constant.

Dit d’una altra manera, si ens pensem el moment angular total com a una funcid
n
LT : Rgn X R3n — Rg, LT('I‘i, ’Ui) = E r; X M;v;,
=1

llavors Ly és una integral primera per al sistema d’equacions diferencials (3.1).

Demostracid. Derivem el moment angular:

n

Lp(t) = (0i(t) x miti(t) +ri(t) x miFi(t)) = > > Gmym; ry(t) rj(t) —ri(t)

X
i=1 i=1 j=1 Hrj(t) - I'i(t)||3
J#i

n

S (cmmrt  BOZEO G 500
— Z <G 1M z(t)x HI‘](t)_rl(t)HB + Gmy J ](t)X ||rl(t)—rj(t)H3>

— M ri(t) X rj(t) m;m; I'j(t) x 1ilt) -
= (G ! zHrj(t)—ri(t)H?’+G ' J\lrz‘(t)—rj(t)ﬂ?’) > :

Aquest resultat ens dona 3 noves integrals primeres que redueixen el nombre de graus
de llibertat a 6n — 6 — 3 = 6n — 9.

Introduim ara I'altim concepte per poder obtenir la darrera integral primera coneguda.

Definicié 3.6 (Energies cinética i potencial). Definim 'energia cinética del cos i, i €
{1,...,n}, com el camp escalar

Ip.(t))”

1 .
Ki: I =R, Ki(t) = gmillti()]* = = ~
K

2

Definim també I’energia cinética total com la suma puntual dels camps vectorials anteriors:

K:I5R, K(t) = zn:Ki(t).
=1



Per altra banda, 1’energia potencial del sistema es defineix com el camp escalar

n

1 im;
U:T=R, Ult)=—5 Y Gt

2 2 i) - (O

i#]
Finalment, I’energia total del sistema és la suma dels camps escalars energia cinética total
i energia potencial:
ET:I—>R, ET(t):K(t)-i-U(t).

Obtenim aixi 'altima de les integrals primeres que més es coneixen a la fisica.

Teorema 3.7 (Conservacié de l'energia). Suposem que les corbes r; : I — R3, i €
{1,...,n}, son solucid del sistema d’equacions diferencials (3.1). Llavors ’energia total
Ep(t) és constant.

Dit d’una altra manera, si ens pensem [’energia total com a una funcio

n n
1 1 MM
Er U CR™ xR™ 5 R, Ep(r,v) = g —myl|v||? = = g G—
T = T( i Z) L9 ZH ZH 9 2 ||7"z‘—7"jH
=1 i,7=1
i
definida ara en un obert de R3™ x R3™ (on els v # r; per a i # j), llavors Ep és una
integral primera per al sistema d’equacions diferencials (3.1).

Demostracio. Calculant la derivada de l’energia total, obtenim

NS kS gy T 1) - () — #5(0)
P07 2 mb B0+ 2 Emem T ) 0
7]

NS g B0 —it) 1§ () — () - (F () — #5(0)
g%G E HORSIO1 23%G T ) — @

i#] 1#]
Uk o () () - (5 () ()
_23;GZ'7 i) —x; O ’

i#j

En I'tltima igualtat hem fet servir que el terme (r;(¢) —r;(t))- (¥;(t) +1;(t)) és antisimeétric
sota el canvi d’indexs i <> j. O

Aix0 ens redueix el nombre de graus de llibertat del sistema a 6n —9 — 1 = 6n — 10.
Aix0 és el millor que es pot assolir en el cas general d’n cossos. Com hem comentat, en els
seglients capitols ens centrarem en els casos n = 2 i n = 3, i veurem que podrem resoldre
el problema completament per al cas n = 2, ja que en aquest cas podem construir prou
integrals primeres per al sistema.

3.1 Col-lapse total: un teorema de Sundman

Per acabar aquest capitol, enunciarem i demostrarem un teorema de Sundman, que es-
tudia la possibilitat de que els n cossos sofreixin un col-lapse total. Cal remarcar que la



demostraci6 donada a [6, Capitol 2| esta escrita sota la hipotesi de que el centre de masses
del sistema es troba a l’origen durant tot el moviment. En aquest treball hem optat per
a donar i demostrar una versié del teorema on no se suposa aquesta hipotesi. Recordem
que la corba centre de masses ve donada explicitament per

R:T— R} R(t) =R+ Vol

Definici6 3.8 (Col-lapse total). Diem que les corbes r; : I — R3, i € {1,...,n}, sofreixen
un col-lapse total en un temps ¢* (finit o infinit) si per a tot 4,5 € {1,...,n}, es té

li i(t) —r;(f)] = 0.
lim [Irs(t) — x(0)] = 0

El teorema de Sundman ens déna una condicié necessaria per a que es produeixi un
col-lapse total.

Teorema 3.9 (Teorema de Sundman del col-lapse total). Suposem que les corbes r; : I —
R3, i € {1,...,n}, son solucié del sistema d’equacions diferencials (3.1).

Si les corbes i, 1 € {1,...,n}, sofreizen un col-lapse total en un temps t*, llavors
(1) Necessariament t* ha de ser finit.

(2) Necessariament Ly = Ry x M Vy. En particular, el moment angular total calculat
respecte el centre de masses del sistema €s nul.

La demostracié del teorema que presentarem esta basada en la identitat de Lagrange-
Jacobi i en la desigualtat de Sundman. Les dues estan expressades en termes del moment
d’inércia total del sistema respecte al centre de masses, que definirem a continuacio.

Definicié 3.10 (Moment d’inércia respecte al centre de masses). Definim el moment
d’inércia del cos i, i € {1,...,n}, respecte al centre de masses com el camp escalar

1
LT =R, (1) = smilr(t) - (1)

El moment d’inércia total del sistema respecte al centre de masses ve definit per la suma
puntual dels moments d’inércia dels cossos respecte al centre de masses:

Ir: I =R, Ip(t)=> L)

Proposicié 3.11. Suposem que les corbes m; : I — R3, i € {1,....,n}, son solucié del
sistema d’equacions diferencials (3.1). Llavors

a) (Identitat de Lagrange-Jacobi) Es compleix la igualtat
Ip(t) = BEr(t) + K(t) — M|| Vo[> = 2E7(t) — U(t) — M| Vo[>
b) (Desigualtat de Sundman) Es compleiz la desigualtat

HLT(t) — R() X MV()H2 < 4IT(t) (IT(t) — ET(t) + %MH VOH2>

c) Podem escriure

1 n
Ir(®) = g7 3 mimsllni(®) =m0
i,j=1



Demostracio.

a) Observem primer que es compleix
ZmzHrz R(1)[* = 2K(t) — M| Vo|>.
Derivant Ip(t) dos cops tenim

Zmzrz 7, ZmZHrl )H2

—ZF%W%”)ugﬁlﬂéh K = MIVol?

i,j=1
1#]

(1)

Si definim (I7) = Y 7' j—1 Gm;m; (rj(t)ﬁ:?((f)))'g”('g‘)‘;R(t)) veiem que, si intercanviem els
i#j e
indexs i < j,

o () () () - R
= 2 O w0 0

ij=1
i7#]
1 amés
mlmj
(1) Gi—r——— = 2U(1).
ijl [ (£) = ri(t)]]
i#j

Per tant, (I1) = —(I) = =U(t), i finalment
I7(t) = (I) +2K(t) — M||Vo|* = 2K(t) + U(t) — M| Vo
= Br(t) + K(t) — M||Vo|* = 2Br(t) — U(t) — M| Vol*.

b) Calculem primer

n n
Z(ri(t) = R(t)) x m;(£:(2) = Zrl x m;t;(t) — Ro x MV
i=1 i=1

= LT( ) —RO X MVQ,

per tant

ILr(t) = Ro x MVo| = | Y (ri(t) = R(#)) x mi(£:(t) — R(1))]
=1

<me ~R(®)[[lE:(1) - R

= Z(\/”TiHri(t) = RO (vmallt:(t) = R
i=1



Aplicant la desigualtat de Cauchy-Schwartz, trobem

IL7(t) — Ro x MVl < (Y mllri(t) — R(5)]2)%( Zm@nrz R()?)"?
=1
= (2Ir(1))* (2K (1) — M| Vo] )”2.

Per tant, fent servir la igualtat de Lagrange-Jacobi de 'apartat a),
. 1
[Lr(t) = Ro x MVl < aLr(t) (Ir(t) = Br(t) + 3M||Vo|?).

c¢) Calculem

> mimglri(t) —x (1)) = Z mimy||ri(t) = RO|® + Y mimyr;(8) — RO

i,j=1 i,j=1 i,j=1
—2 ) mim;(ri(t) — R(?)) - (r;(t) — R(1))
&
_2Mzm,||r, R()|? = AMIp(t). O

Finalment, podem demostrar el teorema de Sundman 3.9.

Demostracio del Teorema de Sundman 3.9. Demostrem primer 'apartat (1). Suposem
que t* = oo. Llavors

n

1 m;m;

) _ 1 lim — My

B 0= 2 O ey eyt ~
i

Pel Teorema 3.7, Ep(t) és una constant, és a dir, Ep(t) = E7(0). Fent servir la identitat
de Lagrange-Jacobi, trobem que

lim Ir(t) = lim (2B7(t) — U(t) = M|[Vo||*) = 2B7(0) - M|[Vo|* — lim U(t) =

t—o00

Aixi, fixat € := 2, existeix to tal que, si ¢ > to, tenim Ip(t) > € = 2. Integrant dos cops,
obtenim
Ir(t) > t* + At + B

on A, B son constants. Aixi, veiem que

tlgrolo Ip(t) = oo.

Per altra banda, per la identitat ¢) de la Proposicié 3.11, calculem

lim IT Z mzm] hm ||r1( ) - rj(t)HQ =0,

t—o0
,7=1

una contradiccié. Per tant, t* ha de ser finit.
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Demostrem ara 'apartat (2). Pel Teorema 3.5, el moment angular total és constant,
Lz (t) = L7(0). Volem demostrar que aquesta constant és Ry x M V.

Igual que en els calculs anteriors, tenim

lim U(t) = —o0, lim I7(t) = oo, lim I7(t) =0

t—t* t—t* t—t*

on ara t* ha de ser finit, per 'apartat (1). Per tant, existeix ¢y tal que, si top < t < t*,
tenim I7(t) > 0. Veiem que aixo implica que necessariament I7(t) < 0 per a tg <t < t*.4

Suposem que no, és a dir, existeix ¢; € [to, ") tal que IT(tl) > 0. Com que I7(t) > 0,

tenlm que IT( ) és una funci6 estrictament creixent, i per tant IT( )>0peratott; <t<

*. Aixi, aplicant el Teorema de Rolle en un interval [t1,ts] C [t1,t*), tenim que existeix
un punt c € [t1,ts] tal que

Ir(tz) — I7(t1)

=1 0
to — 1 r(e) >
és a dir, Ip(te) > Ip(t1). Fent el limit to — t*, trobem que

Ir(t) < lim Tr(t2) = 0.

Aixo contradiu que I7(t) > 0 per a tot t < t*.
Continuem. Fent servir la desigualtat de Sundman, tenim

|IL7(0) — Ro x MV
41 (t)

. 1
Ir(t) > E7(0) — iMHVoH2 +

Definim la constant Ey := Er(0) — 2 M|Vg||? per comoditat de notacié. Multiplicant per
—I7(t) > 0 tenim

HLT(O) - RO X MV()H2 jT(t)

—Ir(t)ir(t) > —Eolr(t) - 1 Ir(t)’

Aquesta desigualtat la podem integrar entre tg i t1 < t*:

L) =Bl ) — It - @)= o M, (Z&;)

2
Ara bé, com IT( ) <0, veiem que I7(t) és una funci6 decreixent, per tant I (t1) < Ir(to).
També, com I7(t) > 0, Ir(t) és una funci6 creixent, i per tant IT(tl) > Ip(tg). Amb tot
aixo, si aillem | Ly (0) — Rg x M Vg|? trobem

—Q[fT(tl)Q — fT(to)Q] +4Ey[Ip(t1) — Ir(to)]
in (72

< AEo[Ir(t) — Ir(to)]

B In (%)

Fent el limit ¢; — ¢* trobem que ||L7(0) — Ro x M V|2 <0, és a dir,

IL7(0) — Ro x MV <

LT(O) = R() X MV(),

com voliem demostrar. O

“Resolucié de I'exercici 3.2. de [6, Capitol 2].
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4 El problema dels dos cossos, o problema de Kepler

En aquest capitol ens centrarem en estudiar el problema dels dos cossos, és a dir, el
cas n = 2 del problema plantejat al Capitol 3. En aquest cas, el sistema d’equacions
diferencials a resoldre és

. ra(t)—r: (¢
i (t) = Gm2M’ (4.1)

. ri(t)—ro(t
Iro (t) = Gml Hr;(st))_rf(g))ns y

amb les condicions inicials
ri(0) =rio, 11(0) =vio, 12(0)=rz9, 12(0)=vapo.

Ja hem vist, en general, que els moments lineal i angular totals del sistema, com també
I’energia total, sén integrals primeres que ens permeten reduir el nombre de graus de
llibertat. Hem vist també que la corba centre de masses R ens redueix aquest nombre de
graus de llibertat en 6, el moment angular total en 3, i 'energia total en 1. Com que aqui
estem en el cas n = 2, obtenim 6 x2—6—3—1 = 2 graus de llibertat que encara necessitem
per a resoldre completament el problema. Veurem que aquests graus de llibertat extra
ens els dona el vector excentricitat o vector de Laplace-Runge-Lenz. Abans, perd, anem a
reduir el problema fent servir el centre de masses ja introduit.

Definicié 4.1 (Coordenada relativa entre els cossos). Definim la corba coordenada relativa
del sistema com
r:] =R r(t)=ryt) —ri(t).

Es a dir, r és la posici6 del cos 2 respecte a la posicio del cos 1.

Figura 2: Disposicié dels cossos 1 i 2 amb les coordenades introduides fins al moment.

En aquest cas concret de n = 2, és obvi que les noves corbes R i r donen un canvi de
coordenades invertible, en el sentit que podem recuperar les corbes ry i ro de les corbes R
i r fent servir les formules

rlzR—%r, rQ:R—i—%r,
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on, recordem, M = mj + mo és la massa total del sistema.

Meés explicitament, tenim el segiient resultat.

Teorema 4.2. El sistema d’equacions diferencials (4.1) és equivalent al sistema d’equa-
ctons diferencials

R(t) =0,

. r(t)
#(t) = ~GM e

(4.2)

amb les condicions inicials

my ma mi ma
Ry=—mro+—-—m0 Vo=—v0+-—1290
M M MO T e

o := 1(0) = 120 — r10, v :=(0) = v20 — V1.

Demostracid. Suposem que rq, ra son solucions del sistema (4.1). Ja hem vist en el Capitol
3 que R(t) = 0. Calculem la segona equacio,

r(t) —ra() . _ r(t)
00 —nOF ™m0 -—nof -~ koF

Per tant, se satisfa el sistema (4.2). Reciprocament, si R,r son solucions de (4.2), tenim

ro (t) -1 (t)

I'(t) = f‘g(t) -1 (t) =Gmy

Lo ma. .. m r(t) ra(t) —ri(t)
(1) = RU) — 37¥(0) = 37OM g = G
S R mi.o,_ _m r(t) ri(t) —ra(t)
() = R() + 77(0) =~ 37 OM s = Oy =

que son les equacions del sistema (4.1).

Les condicions inicials sén directes de les definicions de R i r. O

Aixi, d’ara endavant ens centrarem a estudiar el sistema (4.2) amb les condicions inicials
corresponents.

Un fet important en el sistema (4.2) és que és un tipus de sistema que s’anomena
desacoblat: les equacions diferencials que hi ha no depenen de les dues variables R i
r alhora, sind que la primera equaci6é diferencial estda tnicament en termes de R, i la
segona equacié diferencial esta inicament en termes de r. Aix0 ens permet estudiar-les
per separat. De fet, ja hem resolt la primera d’aquestes equacions en el Capitol 3, que té
per solucié

R:I —R3 R(t)=Rg+ Vot

Aixi, ens queda estudiar la segona equacid

)
S O

Si definim
mims mims

mi + meo M
quantitat que s’anomena massa reduida, podem escriure ’equacié anterior com a una
equacié de Newton, és a dir, “forca = massa x acceleracio”

=

i

r(t)

(@)1

ut(t) = —Gmimo—~=— (4.3)

13



Continuant amb la mateixa metodologia que en el Capitol 3, trobarem integrals pri-
meres d’aquesta equacié (4.3), que ens la permetran resoldre. Fisicament, la idea és la
mateixa: considerar el moment angular i ’energia.

Definici6 4.3. Definim el moment angular de la coordenada relativa com el camp vectorial
L.: T =R L.(t) =r(t) x ur(t).
Definim també el moment angular de la coordenada baricéntrica com el camp vectorial
Lp: I —R3 Lg(t) = R(t) x MR(t).
Pel que fa a les energies, definim 1’energia de la coordenada relativa com el camp escalar

mimsa
@1l

i també I’energia de la coordenada baricéntrica com el camp escalar

1
B il =R, En(t) = gulit)]* -G

1 .
Eg:1—R, Bp(t)= 5 M[R(®)[*

Tenim resultats analegs als Teoremes 3.5 1 3.7.

Teorema 4.4 (Conservacié del moment angular i l'energia, coordenades relativa i bari-
céntrica). Suposem que les coordenades R, r: I — R3 son solucid del sistema d’equacions
diferencials (4.2). Llavors els camps vectorials L., Lr i els camps escalars E,, Er son tots
constants. A més,

L.+ Lgr=Ly, FE.+FEr=EFEr.

Demostracid. Son calculs analegs a les demostracions dels Teoremes 3.5 i 3.7, fent servir
ara el sistema d’equacions diferencials (4.2). O

Aquest resultat sorprén, ja que haviem vist que el camp vectorial Ly si era constant,
pero no els camps vectorials L i Lg individualment. Ara bé, fent servir les coordenades
R ir, resulta que els moments angulars individuals es conserven de manera independent.

Observem que els camps Lr i ER estan definits purament en termes de R, i doncs
constitueixen integrals primeres per a I’equacié diferencial R(t) = 0. Aquesta equacio ja
I’hem resolt, per tant ens centrarem en els altres dos camps L, i E,, que constitueixen
integrals primeres per a la segona equacié (4.3), que és en la que estem interessats.

Tenim doncs 3 + 1 = 4 integrals primeres per a una equacié que necessita 6 graus de
llibertat i per tant ens en falten 2. De moment, denotem Lo := L,(0) i Ey := E,(0). La
primera observacié important és el segilient lema.

Lema 4.5. Sir: I — R3 és solucid de I'equacid (4.3), llavors es compleix

T'(t) . Lo =0.

Demostracié. Fem servir que, si aj,ag,ag € R3, tenim les igualtats
aj - (a2 X a3) =ag - (a3 X a1) = as - (al X ag)‘ (44)
Calculem:

2() - Lo = 2() - Ly(t) = £(t) - (v(t) x () = pi(t) - (v(t) x£(6) =0. O

A partir d’aqui estudiem dos casos per separat, segons el valor del moment angular L.
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41 CasLy=0

Aquest és un cas degenerat, ja que la relacié anterior r(t)-Lo = 0 no ens aporta informacio.
Tot i aixi, podem solucionar completament el problema.

Teorema 4.6. La solucid de l'equacio (4.3) amb les corresponents condicions inicials
r(0) = 1y, (0) = vy, ve donada per la corba

r(t) = rgefot As)ds
on A(t) és solucid de l’equacio diferencial ordinaria
A+ B +303 =0

amb condicions inicials

vl M wl?
0) =10l Aoy =¢ - .
7ol Imoll> lrol?

Demostracio. Sir és una solucid de (4.3) amb les condicions inicials especificades, tenim
0 =Ly =r(t) x pi(t).

Aixo vol dir que els vectors r(t) i #(t) son paral-lels (son proporcionals), per tant existeix
un escalar A(t) de manera que

£(t) = A(t)r(t),

que és una equacié diferencial a resoldre. Si resolem queda
t
r(t) = roelo A)ds,

és a dir, el moviment queda sobre una recta amb direcci6 ry.

Per trobar A(t) utilitzem 'equaci6 (4.3). Substituint per I’expressioé anterior trobem

irol® 2y _ -3 [' A(s)ds
P00 + A1) = e A0

Derivant i tornant a substituir trobem ’equacié diferencial
A+5AN 430 =0

amb les condicions inicials enunciades.

Reciprocament, si A(t) és solucié de I'equacio diferencial esmentada, un calcul rapid

A(s)ds

demostra que r(t) = roefot és la solucid que busquem. O

4.2 CasLy#0

Aqui la relacio r(t) - Lo = 0 si que ens déna informacio sobre la corba r: ens diu que la
seva imatge im(r) es troba sempre continguda en un pla que té com a vector normal el
vector L.

Definicié 4.7. Definim el pla 7 com el pla que té per a vector normal Lg i conté el punt
Irq (t)
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Sabent aixo, podem reduir el problema utilitzant coordenades polars sobre aquest pla.
Necessitem, pero, seleccionar molt bé quins eixos agafem. Per raons geométriques, aga-
farem com a eix d’abscisses el que s’anomena vector excentricitat, o vector de Laplace-
Runge-Lenz.

Definicié 4.8. Definim el vector excentricitat (o vector de Laplace-Runge-Lenz) com el
camp vectorial
1 r(t)

) 3. e(t)= —— () x - ’
el 3R elt) = oo k() X Tolt) —

Resulta que aquest camp vectorial torna a ser una integral primera per a l’equacio
(4.3).

Teorema 4.9. Si r: I — R3 és solucid de l'equacid (4.3), llavors el camp vectorial e(t)
és constant. A més, es compleix que

e(t) : L() =0.

Demostracio. La primera part es demostra derivant i utilitzant ’equacié (4.3) per a cal-
cular ¥(¢). Fem el calcul de la segona part:

(B() x Lo) - Lo _r(t) - Lo _ r(t)-Le() _ r(t)-(x(t) x pi(t))
|

Gmms k@l - kol - or > P

e(t) . LO =

Denotem aquest camp vectorial constant com ey := e(0). El resultat anterior demostra
que aquest vector esta contingut sobre el pla . Per a poder agafar aquest vector com a
eix d’abscisses, necessitem distingir entre dos casos.

4.2.1 Casey =0

En aquest cas no podem fer servir ey com a part d’uns eixos de coordenades sobre aquest
pla. Agafem uj, uy dos vectors unitaris qualssevol sobre el pla que siguin ortogonals, i tals

que u; X ug = Hkigll
Lo

formen una base ortonormal de R3, per tant els podem fer servir com a un sistema de
coordenades. Com r(t) - Ly = 0, podem escriure la corba r com

Llavors els vectors

r(t) = z(t)u + y(t)uz

per a certes funcions z,y : I — R3. Aixi, per a resoldre completament el problema, només
ens cal trobar les dues components x(t) i y(¢). Aqui és on introduirem coordenades polars.
Escrivim

z(t) = r(t)cos(f(£), y(t) =r(t)sin(f(t))

per a certes funcions r : I — [0,00), f : I — [0, 27), que s6n les que trobarem a continuacio.
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u, T Cos 2
- - 4

Figura 3: Representacié de la nova base ortonormal introduida.

(t)
(t)

Figura 4: Coordenades polars relatives a {u1, us}.

El segiient teorema ens resol finalment el problema en el cas ey = 0.

-

Teorema 4.10. Si r: [ — R3 és solucid de ’equacic (4.3), llavors
(1) La funcié r : I — [0,00) ve donada per

| Lol|?
)= 20
r®) Gmimap

Es a dir, r(t) és constant i per tant estem en el cas d’un moviment circular.

(2) La funcié f : I — [0,27) ve donada per

G*m2m2pu
ft) = fo+ ——+=20t
([ Lol[?
on fo esta donat, tret de miltiples de 2w, per
Gmimap . Gmimap
cos(fo) = —r 510w, sin(fo) = —— 510 U2
([ Lol[? (| Lol[?
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Demostracio.

(1) Calculem el producte escalar fent servir (4.4) i que ep = O:

r(t) - (£(t) x Lo) Lol f?
r(0)- e0 = "0 iy = PO e,
on hem calculat r(t) - (#(t) x L) = Lg - (r(t) x £(t)) = ||Lo[>. A més, fent servir que
els vectors {uy, uz} séon ortonormals, trobem que ||r(¢)|| = r(¢). Per tant,
L 2
oo Lol
Gmimap

que és el que voliem demostrar.

[[Loll?

(2) Derivant r(f) i fent servir que r(f) = -7, trobem
Loll? . .
£0) = Gl (s /() + cos(£(0) (D)
Calculem
Lo = r(t) x (1) = - f(oyL,,
G?m2m3u

Trobem lequaci6 ||Lo||? f(t) = G*m3m3p. Integrant, obtenim I'expressio
G*m2m3u
[[Loll®

Per a trobar fo = f(0) simplement substituim ¢ = 0 en l’expressio

I Lol
Gmimap Gmimap

f@)=fo+ t.

cos(f(t))ur + sin(f(t))ug,

i fem productes escalars amb els vectors u; i ug, respectivament. ]

4.2.2 Casey#0
Aqui tenim els vectors Ly, ey diferents de 0 i ortogonals. Els vectors
{ eg Loxey Ly }
leoll” Lo x eol|” [ Lol
formen una base ortonormal de R3, per tant els podem fer servir com a un sistema de
coordenades. Com r(t) - Ly = 0, podem escriure la corba r com
€0

r(t) = w(t)m y(t)

per a certes funcions x,y : I — R. Aixi, per a resoldre completament el problema,
només ens cal trobar les dues components z(t) i y(¢). Com en el cas anterior, introduim
coordenades polars. Escrivim

w(t) = r(t)cos(f(1), y(t) =r(t)sin(f(t))

per a certes funcions r : I — [0,00), f : I — [0,27), que son les que trobarem en el que
queda de seccid.

L() X €p
Lo x eqll

La segiient proposici6 ens dona la forma de la trajectoria de la corba r; és a dir, trobem
el radi r(t) en funcio de 'angle f(t).
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Proposicié 4.11 (Forma de la trajectoria). Si r: I — R3 és solucid de 'equacio (4.3),
llavors les funcions r, f : I — R compleizen la relacio

A
rt) = 1+ ecos(f(t))

Lol . . o
amb A = Glmon”lw ie=|e|l. La constant e s’anomena excentricitat de la trajectoria.

Demostracio. Aprofitant el calcul de la demostracié del Teorema 4.10 (1), tenim

r(t)-ep = M —r(t)=A—r(t).
Gmimap
Fent servir la nova base ortonormal introduida, r(t) - ey = z(t)||eg|| = e r(t) cos(f(t)), per
tant
er(t)cos(f(t) =A—r(t)
que és 'equacié de la trajectoria de I'enunciat. O

Segons els valors de e tenim diferents tipus de moviments.

Definicié 4.12. Suposem que r : I — R3 és solucié de I'equacié (4.3). Llavors

(a) Per a e > 1, diem que la corba r segueix un moviment hiperbolic.
(b) Per a e =1, diem que la corba r segueix un moviment parabolic.

(c) Per a e <1, diem que la corba r segueix un moviment el-liptic.

La integral primera FEj ens classifica totalment el moviment que tenim.

Proposicié 4.13. Suposem que r: I — R3 és solucid de equacid (4.3). Llavors tenim

la relacio )
2Eo|| Lo|

=1+ 5

p(Gmams)
En particular,
a) Per a Eyg > 0, tenim moviment hiperbolic.
b) Per a Ey =0, tenim moviment parabolic.

c) Per a Ey <0, tenim moviment el-liptic.

Demostracio. Calculem

2 1 ; B r(t) ‘ 1 ; B r(t)
‘(Gmlmz (£) x Lo Hr(t)||> <Gm1m2 (£) x Lo ur(t)u)
(1) - ((t) % Lo)

() [[Gmams

. r
= WHI‘(U X LOH2 + 1-2

Com que r(t) és perpendicular a Lo, #(t) també ho és, per tant ||#(¢)x Lo||? = ||#(¢)]|?||Lol|?.
2
Tambe r(t) - (#(t) x Lo) = Lo - (r(t) x #(t)) = 22 Llavors

|| Lol|? .
[x(t)]| nGmima

1 )
e’ = WHF(UWHLOW +1-2
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Fent servir que I'energia Ey és E,.(t) trobem ||&(t)[|? = 2% + ZHC-iT()Z)IﬁZQ Finalment,
2 2Bo|Lof® . 2ol Lol _,  2Eo|Lol?
p(Gmimz)? [r@)|pGmams  [lr(t)|pGmame p(Gmimg)?’

que és la relacié de 'enunciat. D’aquesta relacio entre e i Ey és clar que tenim la classifi-
caci6 dels moviments que diu I’enunciat. O

Ja hem trobat la forma de la trajectoria, pero ens falta trobar exactament les funcions
r,f: I — R. Ara és el moment de fer servir la informacié de les integrals primeres.

Proposicié 4.14. Suposem que r: I — R3 és solucid de l'equacié (4.3). Llavors les
funcions r, f : I — R estan relacionades amb les quantitats Ly 1 Ey segons

: 1

Lol = pr(®)?F (1), Eo = u(i(t)* + () (1)) -G

mima

r(t)

Demostracio. Derivant r(t) trobem

r(t) =(7(t) cos(f(t)) — r(t)sin(f(¢)) f H%H
S : Lo x eg
+ (7(t) sin(f(2)) + () COS(f(t))f(t))m-
Calculem
Lo =pr(t) cos(F(£)) (F(t) sin( £(£)) + r{t) cos(F(8)) £(8)) -2 x H0
leol|  [ILo x eof|
+ ar(t) sin(F(8)) () cos(£(£)) — () sin(£(£) £(8)) T -0
Lo x eoll ~ leol|
(D2 F Lo
D’aqui trobem la primera equacié ||Lo|| = pr(t)2f(t). Fent servir que tenim una base

ortonormal, trobem |r()|| = r(¢) 1 |#(t)||? = 7(t)® + r(t)2f (t)2. Per tant,

_1 P 2 m1m2:1 A2 4 2 2y MM
By = gl = GTHR = Lutr (0 + r(07 (") - 6P,

que és la segona equacio. ]

Les equacions d’aquesta proposicié son les que resoldrem per a trobar finalment r i f.
Per a fer-ho, introduirem un canvi de parametre ¢ — u, definit de la segiient manera.

Definicié 4.15. Fixem constants k,7 € R amb k # 0 (que especificarem més endavant,
segons els valors de 'energia). Definim llavors el canvi de parametre

t
u:l—R, u(t):k/ Lals.
7 7(s)

Com que %(s) = k% # 0, la funcié u és localment injectiva. Suposem que l'interval
I és tal que u és injectiva en I, i agafem J que sigui la imatge de u, és a dir, agafem

u:l —J
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invertible. Aixi podem fer el canvi de parametre ¢ +— wu de forma licita. Aquest nou
parametre v s’anomena anomalia excéntrica.

Amb aquest nou parametre, expressem les equacions de la Proposici6é 4.14 en termes
de g—z i %. Abusarem de notacio i escriurem
reJ =R, or(w)=rtw),  f:J =R f(u) = ftw),

és a dir, r denotara la funcié rou™', i f denotara la funcié f ou~".

Proposicié 4.16. Si r: I — R3 és solucid de l'equacié (4.3), llavors la funcio r : J — R
compleizx ’equacio

o (S U 2mmrt) 2B,

du 2 7 7

Demostracio. Utilitzem les equacions de la Proposicié 4.14. Aillant f (t) de la primera
equacié i substituint-la a la segona, trobem

1 L 2 1 L 2
B = g (st + Y gmume e JLolE s

=3 MO O 2ur(t? ()
Fem servir la regla de la cadena per trobar 7(t) = %(t) = d—?(t)j—;(u) = T(’Z) j—;(u). Per
tant,
1 k‘2 dr 2 HL()H2 mims
Ey== — -G
0 2Mr(u)2 (du( )> 2pr(u)? r(u)
que, si simplifiquem, déna ’equacié de I’enunciat. O

L’equacio (4.5) és la que ens permetra trobar r(u). A partir d’aqui, separarem diferents
casos, segons el valor de 'energia Fj.

4.2.2.1 Cas Ey=0: moviment parabodlic

El segiient teorema ens resol completament el problema.

Teorema 4.17. Agafem les constants

p— | Gmame T:_ém"vo_}(m'vo)?)
PR 2 26 K

|| Lol|?
nGmima

on recordem A =

Llavors la solucio v : J — R de l'equacio (4.5) ve donada per

u?+ A
r(u) = 5

A més, tenim la relacid entre u i t donada implicitament per

ud A
2oy = —T).
6—1—2u k(t )
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Demostracio. L'equacié (4.5) queda

((‘Z(@) 2 + A —2r(u) = 0. (4.6)

Tornant a derivar trobem 'equaci6 %(u)%(u) = j—;(u). Si fos el cas que g—; = 0, llavors r
seria constant i igual a 4. Fent servir I'equaci6 de la trajectoria trobariem cos(f(t)) = 1, i
per tant f(¢) també seria constant. Llavors ||Lo|| = ur(t)2f(t) = 0, que seria contradicci6

ja que estem en el cas Ly # 0.
Per tant, 3—2 = 0, i aixo implica %(u) = 1. Integrant dos cops trobem que la soluci
general és de la forma
2

U
T(U) e 5 + cou + c1.
Si imposem que aquesta també ha de ser solucié de l'equaci6 inicial (4.6) trobem que
2
cp = CO;A. Ara veurem que hem escollit T' de manera que ¢g = 0. Com que % = %

podem integrar aquesta equacié i trobem

u=0 t=T
/ r(u)du = / kdt,
u=u(0) t=0

Per trobar u(0) fem servir que 7(¢) = ) ar (y) = T(IZ) (u+ cp), que en t = 0 dona
7(0)r(0) = k(u(0) + co).

El producte 7(t)r(t) coincideix sempre amb el producte escalar ¥(t) - r(t), per tant
ro - vo = k(u(0) + co).

Substituint a I’equacié anterior i fent servir el valor de T trobem

5 A
668+§CO =0

que 'inica solucid és ¢y = 0, ja que A és positiu.
Aixi, hem trobat que

w24+ A
() =

i integrant altre cop % = % trobem la relacié

u=0 t=T
/ r(u)du = / kdt,
u=u t=t

ud

6

+—u=k(t-T). O

0|

Aquest resultat ens dona el valor r(t). L’equacio de la trajectoria r = r(f) trobada en
la Proposicié 4.11 ens permet recuperar f(t).
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4.2.2.2 Cas Ey > 0: moviment hiperbolic

El segiient teorema ens resol completament el problema.

Teorema 4.18. Agafem les constants

2E Gmimy 70 - Vo
kj = _ T = —
\ 2Eok O K2

|| Lo |?
nGmimsa *

: _ 2Ey 799
on sinh(a) = 2"

lequacio (4.5) ve donada per

, 4 recordem A = Llavors la solucié r : J — R de

mims

r(u) =G >E,

(ecosh(u) — 1).

A més, tenim la relacid entre u i t donada implicitament per

2Epk

h(y) — oy — 220k
esinh(u) — u ey

(t—1).

Demostracio. L’equacio (4.5) queda

dr \*  |Lol? SRR
<du(u)> + 2Fos —r(u) —GTOT(U) =0.

Completant quadrats a la banda dreta, fent el canvi de variable

r(u) + GLQ%ZZ

plu) = mims
GTEO e

i simplificant queda
d 2
() +1=plw?

Les solucions d’aquesta equacié son p(u) = £1 1 p(u) = £ cosh(u + ¢9) on ¢y és una
constant. Com que 7(u) no és constant (el mateix argument que en el cas anterior d’energia
nul-la), p(u) tampoc pot ser constant; a més, r(u) és sempre positiva, per tant, p(u) també
ho ha de ser. L’nica soluci6é que queda és doncs p(u) = cosh(u + ¢p), és a dir,

mim

_ 2
r(u) =G 2B,

(ecosh(u + ¢g) — 1).

Ara veurem que hem escollit T' de manera que ¢y = 0. Com que %‘ = % podem integrar

aquesta equaci6 i trobem
u=0 t=T
/ r(u)du = / kdt,
u=u(0) t=0

GT?;Emz (esinh(cg) — esinh(u(0) + ¢) + u(0)) = kT.
0
Per trobar u(0) fem servir que 7(t) = r(li) ar (y) = T(’;) Gg%gngesinh(u +¢p), queent =0
dona o
#0)7(0) = k—2"2 ¢ sinh(u(0) + co).
2Ey
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El producte 7(t)r(t) coincideix sempre amb el producte escalar ¥(t) - r(t), per tant

rg-vg = k%e sinh(u(0) + co).

Substituint a ’equacié anterior i fent servir el valor de T' trobem
esinh(cp) —cop =0

que "nica solucié és ¢y = 0.

Aixi, hem trobat que

2 (ecosh(u) — 1)

r(u) =G SE,

i integrant altre cop % = % trobem la relacié

u=0 t=T
/ r(u)du = / kdt,
u=u t=t

2ok

esinh(u) —u = Gt (t—=1T). O
El valor Ok
li=—2 (t—T
Gm1m2 ( )

que apareix al teorema anterior s’anomena anomalia mitjana, i doncs donat ¢, es pot trobar
facilment [, i per tant també u resolent (numéricament) 1’equacio
)

esinh(u) —u = 1.
4.2.2.3 Cas Fy < 0: moviment el-liptic

El segiient teorema ens resol completament el problema.

Teorema 4.19. Agafem les constants

b 2|E0|7 r_To '27)0 _ Gmumg
I k 2|Eolk

on « és linic valor en (—m, 7| que compleix

sinfay = 2L 1t oy 1 Aolinl
Gmimee k e  Gmimae’
1 recordem A = Ng{;ﬂ'ﬁ@. Llavors la solucio r: J — R de l'equacid (4.5) ve donada per
r(u) = G221~ ecos(u)).

2| Eo|
A més, tenim la relacid entre u i t donada implicitament per

_ 2|Eolk

= —T).
Gmlmg (t )

u — esin(u)
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Demostracio. L'equacié (4.5) queda

@(u) : + I Loll” + 7“(u)2 — GmlmQT(u) =0
du 2l ol [Fo |

Completant quadrats a la banda dreta, fent el canvi de variable

() — i

p(u) = O
2[Ep|

e

i simplificant queda
2
L) 1= —pw?
du

Les solucions d’aquesta equacié son p(u) = £11 p(u) = £ cos(u+cp) on ¢y és una constant,
que podem agafar en l'interval (—m, 7). Com que 7(u) no és constant (el mateix argument
que en els casos anteriors), p(u) tampoc pot ser constant; fent servir que cos(z + ) =
— cos(x), podem suposar que la soluci6 és p(u) = — cos(u + ¢p), és a dir,

mima

=G
r(u) 3Eo|

(1 —ecos(u+ cp)).

Ara veurem que hem escollit T' de manera que ¢y = 0. Com que ‘é—? = é podem integrar

aquesta equacio i trobem
u=0 t=T
/ r(u)du = / kdt,
u=u(0) t=0

_ghme (esin(cp) + u(0) — esin(u(0) + ) = kT.
2|Ey
Per trobar u(0) fem servir que r7(¢) = T(IZ) ar (y) = T(]Z) Ggféglmesin(u +¢p), queent =0
dona o
7(0)r(0) =k mlersm(u(O) + o)
2| Ey|

Per altra banda, avaluant en ¢t = 0 la soluci6 que hem trobat r(u), i fent servir que
r(t) = [|x(¢)||, trobem que

mimsa
2| Eo|

vl =G (1 — ecos(u(0) + o).
Aquestes dues tltimes equacions determinen totalment el valor de u(0) + ¢o tret de mul-
tiples de 27. Observem que el valor de o de ’enunciat estd definit de manera que també
és solucio d’aquestes dues equacions; és a dir, es compleix que u(0) + ¢y — a és multiple
de 27. Substituint tot aixo a I’equacié que ens relaciona el ¢y i T', i fent servir el valor de
T definit trobem

cp — esin(cg) = multiple de 27.

Com que ¢y ’hem agafat en (—m, 7| i estem en el cas e < 1, 'tnica solucié d’aquesta
equaci6 és cg = 0.
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Aixi, hem trobat que
m1msy

2| Eo

i integrant altra cop CC%‘ = é trobem la relacio

u=0 t=T
/ r(u)du = / kdt,
u=u t=t

 2|Eylk (t -
N Gm1m2

r(u) =G

(1 —ecos(u))

u — esin(u)

T). 0

Igual que en el cas Ey > 0, el valor
2| Eolk
l:= 7’ ol t—1T)
Gmlmg
que apareix al teorema anterior s’anomena anomalia mitjana, i doncs donat ¢, es pot trobar
facilment [, i per tant també u resolent (numeéricament) ’equacio

u— esin(u) = [.

Aquesta tltima equaci6 és la famosa equacio de Kepler.

4.3 Les lleis de Kepler

Per acabar aquest capitol, exposarem en aquest apartat una de les aplicacions més famoses
i importants del model donat pel problema dels dos cossos: la deduccié de les famoses lleis
de Kepler.

Les demostrarem tot suposant que els planetes del sistema solar segueixen el model
mencionat; més concretament, suposarem que tenim un sistema amb només el Sol, de
massa M, i un planeta del sistema solar, de massa m. La posicidé del planeta vindra
donada per ro i la posicié del Sol per rj.

Cal remarcar que presentarem les lleis de Kepler tal com les va enunciar originalment.
Durant la demostracio farem precis I’enunciat matematic a demostrar en el marc del model
escollit.

Teorema 4.20 (Primera llei de Kepler). L’orbita de cada planeta del sistema solar és una
el-lipse amb el Sol en un dels dos focus.

Demostracio. Recordem que la posicié del planeta ve donada per ro i la posicié del Sol
per ry.
Fent servir tot el que ja hem calculat fins ara, la corba r = ro — r; denota la posicié

del planeta relativa al Sol. El que hem de demostrar és que la forma de la trajectoria
d’aquesta corba r és una el-lipse.

Segons mostra la Taula 1, totes les excentricitats dels planetes del sistema solar com-
pleixen 0 < e < 1, i per tant, la corba r segueix efectivament un moviment el-liptic. Més
concretament, per la Proposicié 4.11, tenim que

A

Ixll = 1+ ecos(f)

_ Lol 4 : :
amb A = G Aquesta expressio representa precisament una el-lipse, on un dels focus
és el punt origen r = 0, que en el nostre cas és precisament la posicié del Sol. O

26



Planeta | Excentricitat e | Planeta | Excentricitat e

Mercuri 0.2056 Jupiter 0.0484
Venus 0.0068 Saturn 0.0541
Terra 0.0167 Ura 0.0472
Mart 0.0934 Neptu 0.0086

Taula 1: Excentricitats dels planetes del sistema solar.

Teorema 4.21 (Segona llei de Kepler). Una linia que uneiz un planeta del sistema solar
i el Sol escombra arees iguals durant intervals de temps iguals.

Demostracio. Fem servir la férmula per calcular arees acotades per una corba polar: si
r = r(f) és una corba polar (és a dir, f parametritza 'angle i r el radi), llavors la regio
acotada pel graf r = r(f) entre els angles f = fo i f = f té area donada per

()2
A= [y

0

En el nostre cas, r(f) = ||r]| = H—%gs(f)‘

Planeta

Area = A(fy 1)

Figura 5: Representacié de la segona llei de Kepler.

Fixem fo =01 f1 = f(t), 'angle en funci6 del temps. Llavors

és l'area de la regio acotada pel graf r = r(f) entre f =01 f = f(¢t).
El que volem demostrar és, doncs, que si tenim ¢; < t5 i t3 < t4 dos intervals de temps

iguals, és a dir, complint
t4—t3:t2—t1 = At,

llavors es compleix

A(ts) — A(t3) = A(t2) — A(t1).
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Per a fer-ho, derivem A(t):

. @) ()2 , 2
i = g ([ ar) =TI g = Bl

on en l'ultima igualtat hem fet servir la Proposicié 4.14. Per tant,

o t ||L0H ||L0H
A(ty) — A(ts) = Atdt—/ —dt = ——AL.
( 4) ( 3) s ( ) t5 2 2

Observem que només depén de la diferéncia de temps. Aix0 és precisament el que voliem
demostrar, ja que

Aea) - Afes) = 1220t = age) - () n

Teorema 4.22 (Tercera llei de Kepler). La relacio del quadrat del periode orbital d’un
planeta del sistema solar amb el cub del semieix major de la seva orbita és la mateixa per
a tots els planetes del sistema solar.”

Demostracio. Recordem que, si tenim una el-lipse d’equacié en coordenades polars de la
forma

Iell = 1
r|=——

1+ ecos(f)’
llavors el semieix major a ve donat per I'expressio a = 5 _Aez.

Per trobar el periode orbital, podem fer servir que I’area que s’ha escombrat en tot el
periode orbital és exactament ’area de tota 1’el-lipse, que ve donada per

A(T) = mab,
on T és el periode orbital i b és el semieix menor de 'el-lipse. La relaci6é entre a i b ve
donada precisament per I'excentricitat, b?> = a?(1 — €?).
Ara ja ho tenim tot per a calcular la relacio Z—;, que és el que volem. Fent servir que
AT) = ”;‘—SHT (pel Teorema 4.21), trobem
T? 44 A(T)? 4p2m2b? 4pm? 472 472

a3 |Lo|[?a®  AGMmpa GMm  G(M+m) GM

5 Aquesta llei no és acurada del tot, és només una aproximacié; assumeix que la massa del Sol és molt
4 : moa
més gran que la massa dels planetes, i doncs §; ~ 0.
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5 El problema dels tres cossos

En aquest capitol ens centrarem en estudiar el problema dels tres cossos, és a dir, el
cas n = 3 del problema plantejat al Capitol 3. En aquest cas, el sistema d’equacions
diferencials a resoldre és

.. . ro(t)—r1(t) r3(t)—ri(?)
11(1) = Gmai o T G - o

Fa(t) = G [ 920 + Gmg o (5.1)

i‘g(t):GmlHrl(ﬂ%m(t),+Gm2”r?((f))_+;%)”37

amb condicions inicials
ri(0) =ri9, r1(0)=vio, 1r2(0)=ro0, 12(0)=vag, 13(0)=r30, 13(0)=V30.

Hem vist que la corba centre de masses R ens redueix el nombre de graus de llibertat
del sistema en 6, el moment angular total en 3, i I’energia total en 1. Aixi, obtenim en
aquest cas 6 x 3 — 6 — 3 — 1 = 8 graus de llibertat que encara necessitem per a resoldre
completament el problema. En aquest cas n = 3, pero, és conegut que no es pot resoldre
analiticament.

Per poder estudiar-lo millor, introduirem un canvi de coordenades, anomenades coor-
denades de Jacobi.

Definicié 5.1. Definim dues noves corbes com

r: I =R r(t):=ryt) —ri(t)
_marg (t) + m2r2(t) .

p:I =R p(t) :=r3t)

m1 + mso

Figura 6: Disposicié dels cossos 1, 2 i 3 amb les coordenades de Jacobi.

Es a dir, la corba r ens déna la posicié relativa del cos 2 respecte del cos 1, i la corba p
ens dona la posici6 relativa del cos 3 respecte al centre de masses dels dos primers cossos
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11i 2, que ve donat per
ma

my
Rip = r; + ro.
mi + mso mi + mso

Aquestes dues noves coordenades s’anomenen coordenades de Jacobs.

Juntament amb la coordenada centre de masses del sistema R, les coordenades de
Jacobi donen un canvi de coordenades licit, en el sentit que podem recuperar les corbes
ri,rs i r3 a partir de les corbes R, r i p fent servir les formules

on hem definit n com la massa total del sistema format pel cos 1 i cos 2, és a dir n =
mi + mo.

Meés explicitament, tenim el segiient resultat, que és analeg al Teorema 4.2 per al cas
n=23.
Teorema 5.2. FEl sistema d’equacions diferencials (5.1) és equivalent al sistema d’equa-

cions diferencials

Rt) =0,
. (1) p(t)—"Lrt)  p()+TEr()
#(t) = ~ G + Gm3<up< D-ZLAO o+ 22D (5-2)
. my POFE27(t) Mmo PH—"2r(t)
pt) = —GH s — G o
L llo(t)+=2r@)l m o le@—=Lr@l
amb les condicions inicials
m m m
Ry = Ml7“10+ MQT'20+ﬁ37'30, Vo= Mlvlo-i- sz20+ Mgv:a(),

T = 'P(O) =T20— T1,0, Uo:= 'I"(O) = V20 — V1,0,

M . M
po :=p(0) = ?(7"3,0 — Ry), wo:=p(0)= ;(03,0 - Vo).

Demostracio. Calculem primer
ma m1
rp—r;=r, rs—ry=p+—r, rgs—ro=p— —T.
n n
Aquestes formules les necessitarem durant la demostracio.
Suposem ara que ry, roirs son solucions del sistema (5.1). Ja hem vist en el Capitol 3

que R(t) = 0. Calculem les altres dues derivades:

(1) = ta(t) —11(2)

r(t) p(t) —5r(t) o ) p(t) + 72r(t)

™l O™ o — B~ RO S o + 0T

() pl) = x()  p(t) + ()
Gl Om <||p<>— {OF o)+ 2 2<>||3>

<Bla|

p(t) = ?(i‘:a(t) ~R(1))

_GM ri(t) —r3(?) - ra(t) —r3(?)
- < e T ot >—r3<t>u3>

n \ () — s
 GMmy p()+ () GMmy p(t) — 5rr(t)
n e +2Zx®F 0 ) - @)
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Per tant, se satisfa el sistema (5.2). Reciprocament, si R, r, p séon solucions de (5.2), tenim

B M2a T3 r (1) plt) + 5ir()
() = R{) = SRR = 580 = Omaprs + Oma B
= Gmy 20~ g, 1s(l) ~rull)

[ra(t) —ru (B

w3 r(t) o PO
) = F7A(0) = ~Gmi s o Gm
)

[ra(t) —ro(®)]°

ry(t) —ra(t r3(t) — ra(t)
= Gmy + Gms ,
[r1(2) — r2(2)|? [[r3(t) — r2(2)]°
oy p(t) + Z2x(t) plt) — ()
t3(t) = R(t) + 7-p(t) = —Gmy T — Gma m
M lp(t) + 2 ()] lo(t) = Se(@)]?
ry (t) - rg(t) ro (t) — rg(t)
= Gm]_ + Gmg y
[r1(2) — r3(t)]® [r2(t) — r3(t)]®
que son les equacions del sistema (5.1).
Les condicions inicials son directes de les definicions de R, r i p. O

5.1 Col-lapse total en el cas n =3

En aquesta secci6 aplicarem el teorema de Sundman del col-lapse total en el cas particular
n = 3, per a concloure el segilient resultat.

Proposicié 5.3. Si es produeiz col-lapse total en el problema dels tres cossos, llavors

necessariament el moviment dels cossos es troba en un pla.

Demostracio. El Teorema de Sundman 3.9 ens diu que el moment angular total ve donat
per Lt = Rg X MVy. Recordem que

LT(t) = rl(t) X mli‘l(t) + I'Q(t) X mQI"Q(t) + I‘3(t) X m3f3(t).

En termes de les noves coordenades R, r i p, el moment angular L es pot escriure com

R (d) < £(0) + 7 p(0) % p0).

Lr(t) = R(t) x MR(t) +

Ara bé, R(t) x MR(t) = (Ro + Vot) x MV = Rg x MV = Lp(t). Per tant, trobem
que

TR p () x b (1) + 2 p(t) x p(t).

0=
n M

En particular, fent productes escalars, trobem
0= p(t) - (x(t) x £(t)) = x(t) - (£(t) X p(1)),

0=r(t) - (p(t) x p(t)) = p(t) - (p(t) x x(t)) = —p(t) - (r(t) x p(1)).
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Suposem primer que u(t) := r(t) x p(t) # 0. Llavors

ﬁ( u(t) ) _ a@)u@)|® —u@)(@) -a@) _ u) x () xu(t)
dt \[u(t)]]

[u(t)||? B Ju(t)||® ’
on hem fet servir la relacié vectorial

ax(bxc)=(a-c)b—(a-b)c.
Calculant u(t) x u(t), trobem que

u(t) xu(t) = (£(t) x p(t)) x (r(t) x p(t)) + (x(t) x p(t)) x (x(t) x p(t)) = 0,

. . t . . .
és a dir el vector % = 0 és un vector constant, i a més

Aixi, tot el moviment es troba sobre el pla que té per vector normal %

Suposem ara que u(t) = 0, és a dir, els vectors r(t) i p(t) son paral-lels.% Si fos el cas
que r(t) x ¥(t) = 0, llavors també p(t) x p(t) = 0, i per tant r(¢) es troba sempre sobre la
recta que té direccio rg, i també p(t) es troba sobre la recta de direccid pg. Al ser aquests
paral-lels, veiem que tot el moviment es troba sobre una mateixa recta; en particular, el
moviment es troba sobre un mateix pla.

Suposem ara que r(t) x r(t) # 0. Llavors, fent servir la segona equacio del sistema

(5.2), trobem que

d

. ) u(t) u(t)
G0 X 5(0) = 1(0) X 50) = G

1) = 2@ Tio(0) + “;2r<t>||3) =0
és a dir, el vector r(t) x r(t) # 0 és un vector constant, i a més
K1) (e(t) X H() =0, plt) - (r(t) x £(t)) = 0.

Aixi, en aquest cas tot el moviment es troba sobre el pla que té per vector normal r(¢) x¢(t).
La proposicié queda demostrada. ]

5.2 El problema dels tres cossos restringit (circular i pla)

En aquest apartat ens centrarem en estudiar el problema dels tres cossos restringit. Farem
tres hipotesis, una d’elles per raons de simplificacié de les equacions, i dues d’elles per
estudiar simplement solucions particulars del problema.

Hipotesi 5.4 (Problema restringit). A partir d’ara, suposarem que la massa ms del
sistema és menyspreable respecte a les altres dues masses mi, ms.

Matematicament, posarem ms = 0 en el sistema d’equacions diferencials (5.2). Equi-
valentment, M = n.

SResolucié de I'exercici 7.1. de [6, Capitol 2].
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Sota la hipotesi 5.4, el sistema d’equacions diferencials que hem de resoldre és ara

. (0
i(t) = —GM o5 (5.3)

p(t) -G P(t)+%r(t)

B p(t)—"Lr(t)
e+ e@PE — C2]

p(t)— 3t

amb les condicions inicials

my ma mi mo
Ro=—rio+—r29, Vo= —Vipg+ —Vao
MO AR MO YR

ro :=r(0) =r20 —r1,0, vo:=1(0)=v20— Vi,
po :=p(0) =130 —Ro, wo:=p(0) =v39— Vo.

Com ja hem comentat diversos cops, la primera de les equacions del sistema (5.3) és
facil de resoldre, i té per solucio

R(t) = Ry + Vpt.

Ara, el que veiem és que en el problema restringit, la segona equacié del sistema (5.3) és
exactament ’equacié diferencial que teniem en el problema dels dos cossos. Aix0 ens esta
dient que els cossos 11 2, anomenats també primaris, es comporten com un sistema aillat
de dos cossos, sense que els hi afecti la forga gravitatoria del tercer cos. Ja hem solucionat
aquesta equacio en el Capitol 4.

La segona hipotesi que farem és suposar que el moviment dels dos primaris és el-liptic
al voltant del seu centre de masses, amb la mateixa freqiiéncia angular.

Hipotesi 5.5 (Moviment el-liptic dels primaris). A partir d’ara, suposarem que el movi-
ment dels cossos 11 2 és un moviment el-liptic al voltant del seu centre de masses.

Matematicament, suposarem que r és una solucié de 'equacié diferencial (4.3) de la
forma
r(t) = cos(wt)vy + sin(wt)vy

per a certs vectors vi,ve € R, i w € (0,00).

Proposicié 5.6 (Moviment circular). Sota la hipotesi 5.5, tenim:

a) ’U1:’I"0i’02:%.

b) Necessariament els vectors Ty i vy han de ser ortogonals, i a més ||vo| = w||rol|-
2 _ GM
¢) WT= -

d) Els dos primaris es troben sempre sobre el pla m amb vector normal Ly = 19 X puvy,
que és necessariament diferent de 0 per b).
mimo mimo

Recordem que p = 772 = T
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Aixi, la proposici6 ens dona condicions necessaries que ens imposa la hipotesi 5.5 sobre
les condicions inicials: els vectors rg i vo han de ser perpendiculars, i a més ||vo|| = w||rol|;
és a dir, estem estudiant solucions les quals aquestes condicions es compleixen. Dit d’una
altra manera, el moviment dels primaris ha de ser circular. Es facil veure que aquestes
condicions son també suficients; és a dir, si es compleixen a), b) i ¢) de la proposicio (la
condici6 d) és immediata de les altres tres), llavors la solucié r(t) proposada és efectivament
una soluci6 de 'equaci6 (4.3) amb les corresponents condicions inicials.

Demostracio de la proposicio 5.6. Hem de garantir que la corba
r(t) = cos(wt)vy + sin(wt) vy

és solucio de 'equacio (4.3). Si derivem, tenim

r(t) = —wsin(wt)vy + w cos(wt)va, i(t) = —w? cos(wt) vy — w?sin(wt)vy = —w?r(t).

Fent servir les condicions inicials, trobem que
ro =r(0) =vy, vo=r1(0)=wvs.

Aixo demostra a). Si ara imposem que r(t) compleix 'equacié (4.3), trobem

2 (t) = r(t)
)= ~CM e

Es a dir, w? = Tr ( )” s, Aixo ens diu dues coses: la primera és que ||r(¢)|| ha de ser constant,

2 _

i, per tant, igual a ||ro||; la segona és que llavors w G]V‘[g, que és c).

— rol
Calculem ara ||r(¢)|| 1 ho igualem a [|rgl|:
r(®)]|? = cos?(wt)|vi|? + sin®(wt)||va||* + 2sin(wt) cos(wt)vy - vy
1 2
= cos?(wt)||rol|* + — sin?(wt)||vol|* + = sin(wt) cos(wt)rg - vo = ||ro?.
w w
Posant ¢ = 7=, trobem que =3 [|vol|®> = ||ro|?. Aixo demostra la segona part de b). Sabent
aix0, deduim que
2
— sin(wt) cos(wt)rg - vo = 0,
w
és a dir ro - vo = 0, que és la primera part de b).

Finalment, d) es segueix del Lema 4.5. O

Si calculem el vector excentricitat, obtenim e(t) = 0, és a dir, tenim precisament un
moviment circular dels dos primaris.

L altima hipotesi que farem és suposar que el tercer cos es troba sempre sobre el pla
del moviment dels dos primaris.

Hipotesi 5.7 (Moviment pla dels tres cossos). A partir d’ara, suposarem que el moviment
dels tres cossos és un moviment pla, és a dir, que els tres cossos es troben sempre sobre
un mateix pla (que ha de ser necessariament el pla 7).

Matematicament, suposarem que
p(t) . L(] =0.
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Proposicié 5.8. Sota la hipotesi 5.7, tenim
PO - L() = O, wo - L(] = 0. (5.4)

El reciproc és també cert en un cert interval de temps; és a dir, si es compleizen les
condicions (5.4), i si p(t) és solucid de la tercera equacié de (5.3), llavors es compleiz la
hipotesi 5.7.

Com abans, aquesta proposicié ens doéna condicions necessiries que ens imposa la
hipotesi 5.7 sobre les condicions inicials pg i wg, que a més a més han de ser suficients.
Es a dir, estem estudiant solucions les quals aquestes condicions es compleixen.

Demostracio de la Proposicié 5.8. Derivant la condicié p(t) - Lo = 0 trobem p(t) - Lo = 0.
Posant ¢ = 0 trobem les equacions (5.4).

Per veure el reciproc, posem F(t) := p(t) - Ly. Llavors les equacions (5.4) ens diuen
que F(0) = F(0) = 0. Calculem ara F'(t) fent servir la tercera de les equacions (5.3):

m p(t) + 22r(t) p(t) — ™r(t) > .
' lp(t) + %I’(t)”‘3 lp(t) — T]\”Jl (t)Hg 0
= (= Gmy _ Gmag Lo = g()F (1)
( lp(t) + G2r(@)|®  [lp(t) — 7]7/[11.(15>H3>p(t) 0 =:9( .

Es a dir, la funci6 F(t) compleix I'equacié diferencial F(t) = g(t)F(t). Observem que la
funcié constantment zero també compleix tant aquesta mateixa equacié diferencial com les
condicions inicials que compleix F. Aixi, per unicitat de soluci6, tenim que necessariament
p(t) - Lo = F(t) =0, com voliem demostrar. O

— Gmy

Continuem estudiant el problema, tot suposant les hipotesis 5.4, 5.51 5.7. El que farem
és reduir el problema utilitzant coordenades sobre aquest nou pla 7w. Necessitem, pero,
seleccionar molt bé quins eixos agafem sobre aquest pla. El que utilitzarem sera un sistema
de coordenades giratori, és a dir, utilitzarem com a base ortonormal de R? la donada per

{ I‘(t) L() X I‘(t) LO }
eI Lo x e Lol

Explicitament,
r(t) ro Vo
= cos(wt)— + sin(wt) 7—,
(@)l [[rol| [[voll
L() X I‘(t) Vo
sm(wt)— + cos(wt) —,
Lo xx@®)] ~ [[rol| [voll
Lo _ o % Vo
Lol iroll — [[voll
Escrivim la corba p com
r(t) Lo x r(t)

p(t) = lrolla(t) =< + lIrollb(?)

Lo
B0l Moz T Pl

per a certes funcions a, b, ¢ : I — R. Hem decidit fer servir les coordenades ||rg||a, |[ro||b i
lrollc, ja que llavors a, b, ¢ sén quantitats adimensionals. De fet, com que la corba p esta
continguda en el pla 7, tenim que ¢(t) = 0. Ens queda

p(t) = (a(t) cos(wt) — b(t) sin(wt))re + (a(t) sin(wt) + b(t) cos(wt)) %
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Teorema 5.9. La tercera equacid diferencial de (5.3) és equivalent al sistema d’equacions
diferencials

a(t) — 2wb(t) — wa(t) = —w(1 — p)—22 2 el
((a(t)+p)2+b(1)?) ((alt)~1+p)2+b(1)2)

b(t) + 2wa(t) — w?b(t) = —w?(1 - p) ) —wip .
((a(t)+p)2+b(t)?) ((alt)~14p)2+b(1)?)

(5.5)

on hem fet servir el valor w? = Hﬁ% i definit els parametres p = 57,1 —p = 5F.

Demostracio. Teniem

p(t) = (a(t) cos(wt) — b(t) sin(wt))re + (a(t) sin(wt) + b(t) cos(wt)) %.

Si derivem dues vegades trobem

pt) =(a(t) — 2wb(t) — w2a(t)) cos(wt)rg + (— b(t) — 2wa(t) + w2b(t)) sin(wt)rg

+ (a(t) — 2wb(t) — w?a(t)) sin(wt)% + (b(t) + 2wa(t) — w?b(t)) cos(wt)%.

Per altra banda,

lo(t) + %r(t)H? —(a(t) cos(wt) — b(t) sin(wt) + pcos(wt))?||ro||?

v 2
+ (a(t) sin(wt) + b(t) cos(wt) + psin(wt)) HonH

=(lrol* ((a(t) + p)* + b(¢)?),

lott) = F7 @) =(a(t) cos(et) — b(e)sin(et) = (1 = p) cos(wt)) o>
vall2
+ (a(t) sin(wt) + b(t) cos(wt) — (1 — p) Sin(wt)) ||w02”

=[lrol*((a(t) — 1 +p)* +b(t)?).

Substituint aquests canvis a la tercera equacié de (5.3), igualant les components dels
vectors de rg i Y2 (recordem que son ortogonals), i igualant finalment les components que
acompanyen al cosinus i al sinus de cada una de les equacions, trobem quatre equacions
diferencials que, de fet, son dues (n’hi ha dues de repetides), que son les equacions de

I’enunciat. O
Definicié 5.10. Definim el potencial de Jacobi com la funcié

1—p P a® + b?

P:UCR? =R, &(a,b) = +
(a+p2+82)"*  ((a—1+p2+82)* 2

definit en un obert de R?; exactament U = R?\{(—p,0), (1 — p,0)}.

Amb el potencial de Jacobi, el sistema d’equacions (5.5) es pot escriure de forma més
compacta com

(5.6)



Un comentari important és el segiient: degut a la hipotesi 5.4, les integrals primeres
que hem trobat al principi de tot (el moment angular total i 'energia total) ja no son ara
integrals primeres per al sistema (5.6), perqué aquest sistema s’ha derivat del sistema (5.3),
que no és el sistema inicial (5.2), només és una aproximacié (posant mg = 0). Sembla
que hem perdut tota la informacié que ens donaven les 3+ 1 = 4 integrals primeres. Tot i
aixi, pero, el nou sistema (5.6) si que admet una integral primera, anomenada integral de
Jacobi.

Teorema 5.11. Suposem que la corba
I = R%  t (a(t),b(t))
és solucid del sistema d’equacions diferencials (5.6). Llavors la quantitat
J:I =R, J(t) = 22®(a(t),b(t)) — (a(t)® + b(t)?)

és constant. Aquesta integral primera s’anomena integral de Jacobi, i el valor de la constant
s’anomena constant de Jacobi, que escriurem com Jy := J(0).

Demostracio. Derivem:

J(t) = 202®(a(t),b(t)) — 2a(t)i(t) — 2b(t)b(t)
= 2w2?§(a(t), b(t)) - a(t) + Qng(f(a(t), b(t)) - b(t) — 2a(t)i(t) — 2b(t)b(t)

= 2(a(t) — 2wb(t))a(t) + 2(b(t) + 2wal(t))b(t) — 2a(t)a(t) — 2b(t)b(t) = 0. O

En les segiients seccions trobarem solucions explicites del sistema (5.6), i estudiarem
també el comportament de les solucions en general.

5.2.1 Punts d’equilibri: els punts de Lagrange

En aquesta secci6 buscarem solucions de (5.6) que siguin punts d’equilibri del sistema,
és a dir, buscarem solucions constants a(t) = a, b(t) = b. Fisicament, estem buscant
solucions tals que el cos 3 estigui en repos respecte al sistema de referéncia giratori introduit
anteriorment, és a dir, busquem solucions les quals el cos 3 es mogui en moviment circular
igual que els dos primaris.

Hem de resoldre el sistema

0P 0P
%(a, b) = 0,

5% (a,b) =0,

és a dir,

_(1 _p) a+p 5 — D a—1+p 37 +a=0
((atp)2+b2) ((a=14p)2+02)

—(1— b b +b=0.
(=) ((a+p)2+b2)5/2 P ((a—1+p)2+b2)5/2

(5.7)

Teorema 5.12 (Punts de Lagrange). Tenim exactament 5 solucions de les equacions
(5.7), anomenats punts de Lagrange Ly, Lo, L3, Ly i Ls. Aquests venen donats per:

37



(1) L1 = (z1 — p,0), amb x1 "inica solucié en (—o0,0) de la quintica

2> = (2+p)a' + (1+2p)a” + (1 - p)a® = 2(1 = p)z + (1 - p) = 0.
(2) Ly = (2 — p,0), amb x2 ["inica solucid en (1,00) de la quintica

2 — (24 p)at + (1+2p)2’ — (1+p)2® +2(1 —p)z - (1-p) = 0.
(3) Ls = (x3 —p,0), amb x3 la inica solucié en (0,1) de la quintica

2 —(24p)t+ 1 +2p)2% — (1 —pla? +2(1 —p)z— (1 —p) =0.

(5) Ls = (3 — . =%).

En la literatura, els punts de Lagrange es troben indexats, segons l’enumeracid que hem
fet servir, sota el conveni que mo < my, és a dir, 0 < p < %

Demostracié. Anem a trobar punts (a,b) satisfent el sistema (5.7) suposant primer que
b # 0. Llavors de la segona equacio de (5.7) podem treure factor comu b, i deduim que

1 1
_(1—p)((&ﬂ))zerQ)g/2 —p((a_ 1+p)2+b2)3/2 +1=0. (5.8)

Fent servir aquesta equacio en la primera equaci6 de (5.7) trobem

D +p 1—p
((a+p)°+82)** " ((a—1+p)° +82)*?

—(1-p) =0.

Arreglant, trobem
(a+p)®=(a—1+p)*

L’ tnica solucib és a = % — p. Llavors, per a trobar b, substituim a (5.8) i trobem

Aquests son els punts Ly i Ls.

Suposem ara que b = 0. La segona equacié de (5.7) ens queda 0 = 0, i la primera
equaci6 diu, fent el canvi x = a + p,

T z—1
—(1—p)W—pm+$—p:0-

Hem de distingir casos per a estudiar el valor absolut.

e r — 1> 0: en aquest cas x > 0 i ’equaci6 a resoldre és

1—p P
- - —p=0.
x? ($_1)2+$ P
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Si simplifiquem,
2 — (2+p)a' + (1+2p)a® — (1 +p)a® +2(1 - p)z — (1 —p) = 0.
Per veure que només té una arrel complint x —1 > 0, fem el canvi y = x — 1 i trobem
v+ B-p)y' + (B —-2p)y° —py* —2py —p=0.

Per la regla de signes de Descartes, aquest polinomi té una tnica arrel positiva, que
és la que busquem. Aquest cas ens déna el punt Lo.

e r—1<0ix>0: en aquest cas ’equacié a resoldre és

1—p P

a2 +(aL‘—l)2

+z—p=0.

Si simplifiquem,
2® = (2+p)zt + (1+2p)2® — (1 —p)z® +2(1 —p)z — (1 —p) = 0.

Pel Teorema de Sturm, aquest polinomi té exactament una arrel en l'interval (0, 1),
que és la que busquem. Aquest cas ens dona el punt Lg.

e x < 0: en aquest cas x — 1 < 0 i ’equaci6 a resoldre és

1—p p
z? + (x —1)2

+x—-—p=0.

Si simplifiquem,
2° — (24 p)zt + (1 +2p)z® + (1 — p)z® —2(1 —p)z + (1 —p) = 0.
Per veure que només té una arrel negativa, fem el canvi y = —z i trobem
v+ 2+p)yt+ (1 +2p)y° — (L-p)y® —2(L—p)y — (L —p) =0.

Per la regla de signes de Descartes, aquest polinomi té una tnica arrel positiva, que
és la que busquem. Aquest cas ens déna el punt L. ]

Exemples 5.13. A continuacié presentem exemples de sistemes, alguns amb objectes
celestes del nostre sistema solar, als que els hi calcularem els respectius punts de Lagrange.

1) Suposem que mj = mg. Llavors p = %, i els punts de Lagrange sén
L; = (—1.198406,0), Lo = (1.198406,0), L3 = (0,0),
Ly = (0,0.866025), L5 = (0,—0.866025).

2) Suposem ara que el cos 1 és la Terra i el cos 2 és la Lluna. Aqui m; = 5.9722 - 10%*kg
i mo = 7.3477 - 10%?kg, per tant p = 0.012154, i els punts de Lagrange son

Ly = (—1.005064,0), Ly = (1.155695,0), Lz = (0.836898,0),

L4 = (0.487846,0.866025), L5 = (0.487846,—0.866025).
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3) Suposem ara que el cos 1 és el Sol i el cos 2 és la Terra. Aqui m; = 1.9885 - 103°kg i
me = 5.9722 - 102*kg, per tant p = 3.003360 - 1076, i els punts de Lagrange son

Ly = (—1.000001,0), Lo = (1.010037,0), Ls = (0.990027,0),
Ly = (0.499997,0.866025), Ls = (0.499997, —0.866025).

4) Suposem ara que el cos 1 és el Sol i el cos 2 és Jupiter. Aqui m; = 1.9885 - 103%kg i
mo = 1.8981 - 102"kg, per tant p = 9.536283 - 107, i els punts de Lagrange son

Ly = (—1.000397,0), L, = (1.068836,0), Lz = (0.932363,0),
Ly = (0.499046,0.866025), Ls = (0.499046, —0.866025).
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Figura 8: Representacié dels punts de Lagrange de I’exemple 5.13, 4).
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5.2.2 Corbes de velocitat nul-la: regions possibles de moviment

En aquesta seccié estudiarem les regions possibles de moviment del cos 3. Més concre-
tament, donades unes condicions inicials pg, wo (complint les condicions de les hipotesis
5.4, 5.5 1 5.7), resulta que no totes les regions del pla 7w son accessibles per al moviment
del cos 3. Estudiarem aquelles regions per les quals és possible el moviment o, altrament,
veurem quines d’aquelles no sén possibles.

Recordem que la integral de Jacobi venia definida com a
J:T =R, Jt) =2w2®(a(t),bt)) — (a(t)? + b(t)?).

Teorema 5.14. Suposem que la corba I — R?, t — (a(t),b(t)) és solucid del sistema
d’equacions diferencials (5.6). Llavors sempre es compleix la desigualtat
. Ji 1— a(t)? + b(t)?
s= o p _— p 1/2+() ®)°
207 ((a(t) +p)? + b(1)?) ((a(t) = 1+ p)? +b(t)?) 2

on recordem Jo = J(0) = 2w>®(ag, by) — (a2 + b2), amb

PO - T0 Po - Yo
= 0 = s = = s
S P e R A e
. Wo - 70 wWp - Vo
ag 1= CL(O) HTOHQ + bowv bO ( ) = (-UHTOH2 — apWw

Demostracié. Calculem primer la constant de Jacobi Jy en termes de les condicions inicials.
Recordem que

p(t) = (a(t) cos(wt) — b(t) sin(wt))ro + (a(t) sin(wt) + b(t) cos(wt)) %,

p(t) = (a(t) cos(wt) — a(t)w sin(wt) — b(t) sin(wt) — b(t)w cos(wt))ro
+ (a(t) sin(wt) + a(t)w cos(wt) + b(t) cos(wt) — b(t)w sin(wt)) %

En ¢ = 0 trobem

v , , LV
po = p(0) = agprg + bo;o, wo = p(0) = (@o — bow)ro + (aow + bo);o.

Fent productes escalars amb rg i vo i fent servir la Proposicié 5.6, obtenim les férmules
per a ag, ag, bg 1 by, 1 per tant el valor de Jy.

La desigualtat de 'enunciat ve de I'observacio a(t)? + b(t)2 > 0, és a dir,
J(t) = 202®(a(t), b(t)) — (a(t)? + b(t)?) < 2w B(a(t), b(t)). O

Definicié 5.15. Donades condicions inicials pg i wy (i, per tant, el valor J* = 2‘1}—02 definit

en el teorema anterior), definim la regid possible del moviment com la regi6

Pos(po, wo) := {(a,b) € R? | J* < ®(a,b)} C R?.
Aixi, el Teorema 5.14 ens assegura que, si la corba I — R?, ¢+ (a(t),b(t)) és soluci6
del sistema d’equacions diferencials (5.6) amb condicions inicials py i wy, llavors la seva

imatge esta sempre continguda en Pos(pg, wy).
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Definicié 5.16. Donades condicions inicials pg i wq (i, per tant, el valor J* = 2{? definit
en el teorema anterior), definim la corba de velocitat nul-la com la frontera de la regio

possible del moviment, és a dir,

Nul(po, wo) := dPos(po, wo) = {(a,b) € R? | J* = ®(a,b)} C R2.

Com a comentari, el nom corba de velocitat nul-la prové del fet que, en tenir igual-
tat, necessariament el terme ()2 4 b(t)? (que podem pensar com una velocitat en les
coordenades (a, b)) és nul.

Exemples 5.17. A continuaci6 presentem dos exemples de possibles corbes de nivell, per

a diferents valors de J*.

1) Suposem que m; = mg. Llavors p = % Les segiients figures mostren diverses corbes
de velocitat nul-la, per a diferents valors de J*.

S

/@ |

40
35

30

25

¢

20

S5y

-2

15

Figura 9: Diverses corbes de velocitat nul-la per al cas p = 0.5 i diferents valors de J*.

2) Agafem el sistema Terra - Lluna. Segons I'exemple 5.13 2), tenim p = 0.012154. Les
segilients figures mostren diverses corbes de velocitat nul-la, per a diferents valors de
J*.

T=2.1889
2

JJ

k&

Figura 10: Diverses corbes de velocitat nul-la per al cas p = 0.012154 i diferents valors de J*.
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Per acabar la seccid, demostrarem que existeix una constant, posem C', de manera que
per a qualssevol condicions inicials pg, wo complint J* < C, el conjunt Pos(pg, wg) és tot
R2. Aquest valor C és, de fet, 3=pll=p)

2
Teorema 5.18. Suposem que tenim condicions inicials pg, wy complint J* < w.
Llavors
Pos(po, wo) = {(a,b) € R? | J* < ®(a,b)} = R
A més,

Nul(po, wo) = {(a,b) € R? | J* = ®(a,b)} = 0.

En el valor J* = w, trobem exactament

Nul(po, wo) = {(a,b) € R? | J* = ®(a,b)} = {L4, Ls}.

Demostracié. Demostrarem que la funciéo ®(a,b) té un minim global, que val precisament

3—p(1— . . L.
M. Aixi, per a valors de J* estrictament menors que aquest valor minim, clarament

la desigualtat J* < ®(a, b) sempre es compleix, i a més mai podem tenir la igualtat. Aixi
la primera part del teorema quedara demostrada.

Recordem que

1-p p Lt
2 21/2+ _ 2 4 p2)1/2 2
((a+p)?+0?) ((a—1+p)2+0?)

d(a,b) =

La idea és escriure ®(a,b) en unes altres coordenades que facin facil d’identificar el minim.
Definim

p=((a+p?+0)"%  pr=((a—1+p)?+0%)""
Llavors
(1—p)pi+pp3 _ a®+b L p(1-p)
2 2 2
i per tant podem escriure
1- 1—p)p? 2 1—
B(ab) = =P 2 (=ppitpry  pl=p)
P1 P2 2 )
2 2
pr 1 ps 1\ p(l-p)
() et 2) -2
(1-p) 2 o P35 p 5
p(l—p
= (1 =p)g(p1) +pg(p2) — (2)

on hem definit la funci6 g(z) = % + 1, definida en (0, +00). Aquesta funci6 té un minim

absolut en xz = 1, que val % Aixi, trobem que ®(a,b) té un minim en p; = py = 1, que

val 35 3 p(l—p) 3—p(l—p)
pil—p —pll—=D
1—p)= - = = .
(1=p); +r; 5 5
A més, solucionant p; = pa = 1 trobem que els minims sén exactament els punts de
Lagrange L4 i Ls. ]

43



5.3 Solucions particulars: solucions de Lagrange i Euler

Per acabar el capitol calcularem solucions exactes del problema dels tres cossos, proposades
per Lagrange i Euler. Per a fer-ho, tornarem al sistema d’equacions diferencials inicial

() = Gy p2@=nlls 4 Gy pZelon

ENOE OESIOIE
1 ()=ra(t) s (t)—ra(t)
B2(t) = Gmi o + G @ a0 (5.9)

1()=ra(t) ra(t)—ralt)
¥3(t) = Gmu\rl(ig +Gm2m’

amb condicions inicials

ri(0) =r19, r2(0)=r9, r3(0)=rsp,

11(0) =vi0, ¥T2(0) =vap, 13(0)=v3p.

Igual que en la seccié anterior, presentarem diverses hipotesis que ens permetran re-
soldre completament el sistema, tot estudiant amb detall quines condicions inicials s6n
compatibles amb aquestes hipotesis.

Hipotesi 5.19 (Moviments el-liptics respecte al centre de masses). A partir d’ara, supo-
sarem que el moviment de cada cos 1, 2 i 3 és un moviment el-liptic al voltant del seu
centre de masses, amb la mateixa freqiiéncia angular.

Matematicament, suposarem que cada corba r; és una soluci6 de (5.9) de la forma
r;(t) = R(t) + cos(wt)u; + sin(wt)u]

per a certs vectors u;,u, € R3, i € {1,2,3}, i w € (0,00). Recordem que R(t) és el vector
centre de masses, donat per

R(1) = %rl(t) 4 %rg(t) n %rg(t),

amb M = mi + mo + ms.

De fet, els vectors u;,u, es poden trobar molt facilment de les condicions inicials,
avaluant a ¢ = 0 tant les corbes com les seves derivades. Calculem

(1) = R(t) — wsin(wt)u; 4+ w cos(wt)uj
Avaluant r(t) i ©(t) en ¢t = 0, trobem les condicions
r;o = Ro +u, vio = Vo + wuj,

és a dir,
1
/
u; = I'Z'70 — Ro, u; = ;(Vi,o — \/0),

i per tant, sota la hipotesi 5.19, les corbes venen donades exactament per

ri(t) = Ro(t) + cos(wt) (rio — Ro) + Sin(wt)%(vi,g —Vy).
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Proposicié 5.20. Sota la hipotesi 5.19, les condicions inicials compleizen les equacions

( Gm Gm Gm Gm
1-— 2 — 3 T 2 T 3 r30 = R
(1~ e — S ) 10 + s 20 + s 750 = Ro,
Gmq Gmy Gms Gms _
5371 1— — T 53T =
Ao 0+ (1= i — e ) 20 + o = Ro,
Gmy Gma Gmy Gma _
=7 = 1— T — = )30 =R
| Trio=raolP 70 T W o= 720 1 7 W2 g=ralF ~ W7ra0-maolF ) T30 = 10

per a les posicions, i

1— Gmow _ Gmaw v Gmow v Gmaw v -V
(1~ i — oemiip ) oo + im0 + atimmo = Vo
Gmiw Gmiw Gmaw Gmsw _

T Ee——— V) 1 — — U T ——T D) = V
llo1,0=v2,0]1” 1’0+< Toro—w20l® ~ Tes0-v20lP ) 20 T Jog g0z o V30 = V05
Gmiw Gmaw Gmiw Gmow _

T ee— 0 Tl §) 1 — — () = V
[ Tor.o—vs.0lF V10 T Tuz0—vg ofF ¥20 T Toro—vaol® ~ Tozo—vsol® ) Y30 = V0

per a les velocitats.

Demostracio. Hem de fer servir que les corbes

1
= (Vio — Vo),
W(V,O 0)

ri(t) = R(t) + cos(wt)(r;o — Ro) + sin(wt)
per i € {1,2,3}, son soluci6 del sistema (5.9). Si derivem dos cops, trobem

(1) = —w? cos(wt) (0 — Ro) — w? sin(wt) ~ (vig — Vo),
iamés 1
r;(t) — r;(t) = cos(wt)(rjo — rio) + sin(wt);(vjp — Vi)
Aixi, les equacions del sistema (5.9) donen, per a t = 0,

2 _ _ ro 0—Tr1,0 r3,0—ri,o
w(rio — Ro) = Gm2Hr2,0—r1,0||3 +Gmg lrs,o—r1,0l®’

r20—rs,0

2 . _ ri0-Tr3,0
w (r3,0 RO) = Gmy Tr1.0—73.0] + Gma Trz.0—T3 03"

i, perat= -,

2 V20—Vio 2 V3,0—Vi1,0
—w(vio — Vo) = Gmaow?* —=""—= Mmaw” o
(vio 0) = Gma [va,0—vi,0l® +Gms [lvs,0—vi,0l®’

2 V1,0—V20 2 V3,0—V2,0
—w(vag— Vp) = Gmijw* ——22+ maw’ ———3
(Va0 0) = Gm [Vio—v2ol® +Gms [va,o—v2,0®’

2 V1,0—V3,0 2 V2,0—V3,0
—w(v3g— Vp) = Gmjw* ——>2~ Mow* ————".
(Va0 0) = Gm [vio—vsol® +Gma [va,0—vs,0ll®

Simplificant i reordenant aquestes equacions, obtenim les equacions de ’enunciat. ]

En general, les equacions de la proposicié anterior no sén condicions suficients per a
garantir soluci6 de I'equaci6 diferencial (5.9). Més concretament, el que necessitariem és

que la norma dels vectors diferencia
. 1
rj(t) —r;i(t) = cos(wt)(rjo — rip) + sm(wt);(vm — Vo)

fos independent del temps. Aixd es garanteix sota la segiient hipotesi.
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Hipotesi 5.21 (Moviment circular de les posicions relatives). A partir d’ara, suposarem
que les condicions inicials compleixen les condicions segiients:

i) Peri,j € {1,2,3}, i # j, els vectors rj o —r; o i vj0 — Vi son ortogonals.

ii) Peri,j € {1,2,3}, i # j, es compleix que [|v;o — Vo

| = wllrjo — iy

Proposicié 5.22. Suposant que les condicions inicials compleizen els sistemes d’equacions
donats per la Proposicid 5.20 i la hipotesi 5.21, les corbes

ri(t) = R(t) + cos(wt)(r;0 — Ro) + sin(wt)%(v@() - V),
peri € {1,2,3}, son solucid del sistema (5.9).
Demostracio. Utilitzant la hipotesi 5.21, podem calcular
w5 (t) = ri(1)][* = cos*(wt)||rj0 — riol* + SiHZ(wt)éHVj,o —violl?
+ 2sin(wt) cos(wt)%(rj,g —10) - (Vjo — Vip)
=|rj0 = riol®

Ara és facil comprovar que les corbes son efectivament solucio del sistema d’equacions
diferencials (5.9): les equacions de la Proposici6 5.20 son exactament les components del
cos(wt) 1 sin(wt) que apareixen un cop substituim la corba i la seva segona derivada al
sistema d’equacions (5.9). O

A partir d’ara ens centrarem a resoldre les equacions de la Proposicié 5.20, sota la
hipotesi extra 5.21. Per a fer-ho, és convenient introduir la segiient notacié. Definim els
parametres

G Gw G Gw
pl = = p2 = e
w?[|re0 —r30l® Va0 — vl wr1 o —r30l® v —vaol?’
G Gw
3 = = .
P re —r20P Vi — vaolP

Aixi, amb aquests nous parametres les equacions de la Proposicio 5.20 sén
(I —maps —mgp2)rio + mapsra + maparso = Ro,
mi1pario + (1 —mips — mgpi)ra o0+ mapirsp = Ro, (5.10)
m1pario + mapireo + (1 —mips — map1)rso = Ro

per a les posicions, i
(1 —mgps — map2)Vio + mapsvao + mapavsg = Vo,
m1p3vio + (1 —mips — map1)va o+ map1vso = Vo, (5.11)
m1paVvio +map1veo + (1 —mipa —map1)vao = Vo

per a les velocitats.
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El segiient teorema ens dona la solucié per a resoldre aquests sistemes d’equacions, on
s’han de distingir diferents casos.

Teorema 5.23. Suposem que tenim vectors wy, wy, w3 complint el sistema d’equacions
(1 —map3 — map2)wy + mapzwz + mapaws = Wo,
mipzwy + (1 —myip3 — map1)ws + maprwz = Wy,

mypawy + maprws + (1 —mipa — map1)ws = Wy,

_ A _ A _ A ;
0N P1 = T—wa®? P2 = Tuon—wsP? P3 = Twi—wa® amb A una constant, i
mi mo ms
Wy=—w + —wo + —wn.
M M M

Llavors, les solucions del sistema son exactament tots aquells vectors wy, wsy, w3 que com-
pleizen:

(1) O bé que els vectors wy — wa, wy — w3 son linealment independents i, a més,

Jwn — wal = wr — wsl] = s — ws]| = (AM)'/, (5.12)

(2) O bé que els vectors wy — wa, wy — w3 son linealment dependents i, a més,
w = (1+Nw+ws, w=\w+ ws
amb X complint:
(a) sivolem X € (0,00), llavors X és "inica solucid en (0,00) de la quintica

)\5+3m1+2m2)\4+3m1+m2)\3_m2+3m3)\2_2m2+3m3)\_m2+m3 —0
mi + me mi + mo mi + mo mi + meo mi 4+ mo

(b) st volem A € (—1,0), llavors X és "inica solucid en (—1,0) de la quintica

Ay 2t ms

5 3m1+2m2>\4+3m1+m2+2m3)\3+m2+3m3>\2+2m2—|—3m3
mi + ma mi + ma my + mo my + mo my + mo

A%+

(c) st volem A\ € (—oo, —1), llavors X és [inica solucid en (—oo, —1) de la quintica

)\5+3m1+2m2>\4+3m1+m2)\3 2m1—|—m2—|—3m3>\2 2m2+3m3)\ me + ms
mi1 + mo mi1 + ma mi + mo mi1 + mo mi1 + mo

1w, wy vectors qualssevol complint

[[w]®
A

A 14+ A )

==

Demostracio. Fent servir que w; = (w;—w;)+Ww;, podem reescriure el sistema d’equacions
com

(1 —maps — mgp2) (W1 — wa) + (1 — mgp2)(wa2 — w3) + w3 = Wy,
myp3(wi1 — wa) + (1 — mzp1)(we — w3) + w3 = W,

mi1p2(W1 — Wa) + (mip2 + maop1)(wa — wi) + w3 = Wy,
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(1) Suposem primer que els vectors wi — wy, Wo — w3 son linealment independents.
Restant a la primera equaci6 la segona del sistema anterior, trobem

(1 —map3 — m3pz — m1p3)(W1 — wz) + (mzp1 — mzpa)(wa2 — wsz) = 0.

Al ser els vectors linealment independents, necessariament trobem que p; = po i
1 —map3 — mapas — mip3 = 0. Restant ara a la segona equacié la tercera, trobem

(mipz — myp2)(wW1 — wa) + (1 — mgp1 — mip2 — map1) (w2 — ws) = 0.

Altre cop, la independéncia lineal implica que pa = p3. Finalment, trobem que p; =

P2 = p3 = ﬁ7 i per tant
[wi — w2 = [[wi — wa| = [[wa — wa|| = (AM)'/3.

Reciprocament, si es compleixen les equacions (5.12), tenim que p; = pa = p3 = ﬁ, i
es comprova facilment que el sistema d’equacions de I’enunciat es compleix, fent servir
la definici6é del vector Wy.

(2) Suposem ara que els vectors wi — way, Wy — w3 son linealment dependents, i escrivim
W1 — Wy = W, Wy — W3z = Aw. Aqui

B A B A B A
PEDRIWE 2T aRwRE P W

Llavors el sistema d’equacions anteriors és equivalent al sistema d’equacions
(1 = maps —mapa) + (1 = map2)X = T+ X) + 52,
mipz + (1 —mgp1)A = TH(1+ \) + 52,
mipz + (mip2 +maepi)\ = TH1+A) + 2.

Restant a la primera equaci6 la segona equacio, i a la segona equacio la tercera equacio,
trobem
(1 —map3 —m3pa — myp3z) +mz(p1 — p2)A = 0,

mi(p3 — p2) + (1 — m3p1 — mip2 — map1)A = 0.

Multiplicant per A la primera equaci6 i restant-li la segona, tenim
m3pIAZ —m3pad? + (ma+m3)p1 A+ (m1 —mz)p2 A — (1 +ma) psA+mipa —mips = 0,

que és l'equacié per a A de ’enunciat un cop separem casos, segons si A\,1 + A sé6n
positius o negatius, i la simplifiquem. Fent servir ara, per exemple, la primera equacio
de les dues anteriors, és a dir, ’equacio

(1 —map3 —m3p2 — mips) +ma(p1 — p2)A = 0,
trobem el valor de ||w| de I’enunciat.
Es un calcul llarg pero facil demostrar que el reciproc també és cert. ]

En les segiients seccions ens centrarem a estudiar cada cas per separat, tot distingint
els casos entre els vectors posicions inicials i els vectors velocitats inicials.
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5.3.1 Soluci6é de Lagrange: triangle equilater

Aquest és el cas en queé els vectors posicions inicials compleixen que rig— 120, rag —r3g
son linealment independents. Pel Teorema 5.23, necessariament s’ha de complir que
GM\1/3
[r1,0 — 20/l = [[r2,0 — T30l = llr10 — T30 = (—5) -
w
Es a dir, les posicions inicials dels cossos formen un triangle equilater. Tal com hem vist
en la secci6 anterior, sempre tindrem |[|r;(t) — r;(t)|| = ||rjo0 — rioll i, per tant, els tres
cossos estaran formant un triangle equilater en tot instant de temps.” Pel que fa a les
velocitats inicials, tenim dos casos a distingir.

(I) Els vectors vy — vap, Va0 — V3 son linealment independents. En aquest cas tenim,
similar al que ja hem comentat, que s’ha de complir
1/3

[vio = vaoll = [[v2,0 — vsoll = [[vio — V3ol = (GMw)

Exemple 5.24. Per exemplificar aquesta solucié en un dibuix, agafem com a condi-
cions inicials els vectors

rio = (0,0,0), 130 =(1,0,0), r30=(5

27 2
V3 1
Vl,O - (07070)7 V2,0 - (07 170)7 V3,0 — - 9 7570
en el cas d’agafar els parametres G = M =w = 1.
T 14
H_L_‘
N N2
L_7VE‘
—fl
1 =
N ™ \
- A
0.8 /S
06 V 4
V2
Y r 8
0.4 | 31 I'23 ‘
0.2 4 2
mq "2
-0.6 0.4 -0.2 0‘ 0.2 0.4 0.6 0.8 ‘ m 1.2 14 1€
vy 2

Figura 11: Solucié de Lagrange - Triangle equilater

(II) Els vectors vi o — va,, V2,0 — V30 son linealment dependents. Anem a veure que, de
fet, aquest cas no pot passar.
Escrivim vy g — vo o = Vv, Va0 — V3o = Av, 1 per tant vig —v3g = (1 + A)v. Fent
servir la part ii) de la hipotesi 5.21, trobem la condici6
vl = AV =1+ Al

ésadir 1 = [A| = |1+ A|, que és clarament una contradiccio.

"Observem que aquest fet és independent de les masses; és a dir, siguin quins siguin els valors de les
masses, sempre formaran un triangle equilater.
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5.3.2 Soluci6é d’Euler: punts colineals

Aquest és el cas en queé els vectors posicions inicials compleixen que rig— 120, rag —r3g
son linealment dependents, és a dir, es troben sobre una mateixa recta. Pel Teorema 5.23,
necessariament s’ha de complir que

rio=(14+A)(r10—r20)+1r30, roo = A(ri0 —rag) +r3p

amb A i [|ryp — rap|| complint les condicions del teorema.

Igual que abans, tindriem dos casos a distingir en funcio de les velocitats inicials.

(I) Els vectors v — Va0, V2,0 — V3,0 son linealment independents. Igual que en el cas
(IT) de la seccié anterior, aquest cas no pot passar.

(I) Els vectors vig — Va0, V2,0 — V3,0 son linealment dependents. En aquest cas també
tenim que

vio=(1+A)(vio—Vv20) + V30,  V20=A(Vio— V20)+ Vip
amb A la mateixa que ja hem trobat, i a més ||vi o — vool| = w|ri0 — ra o]

Exemple 5.25. Suposem que m; = mgo = m3. En aquest cas, els valors possibles
de X\ es poden trobar solucionant les quintiques del Teorema 5.23. Trobem els valors
A= A=-1ix=-2

) 2

Per exemplificar aquesta solucié en un dibuix, agafem el cas A = 1 i com a condicions
inicials els vectors

=000, w=(0(5)""0). s0= 02(5)"0)

=000, v ()00} ()"0

on hem agafat els parametres G = =1

0.8
0.6

04
M2

02

my

06 0.4 0.2 0

0.2

Figura 12: Solucié d’Euler - Punts colineals
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6 Simulacié numeérica

Per tal de posar en practica la teoria vista en els capitols anteriors hem volgut estudiar
un cas particular i real d’un problema de tres cossos: el sistema Sol, Japiter i cometa
39P /Oterma.

El 39P/Oterma és un cometa, actualment inactiu, i que manté una orbita periodica
d’aproximadament 19,49 anys. Va ser descobert per Liisi Oterma, de la Universitat de
Turku, la qual va descobrir 54 asteroides i diversos cometes entre els anys 1938 i 1953.

Se sap que el cometa fa transicions rapides d’'una orbita fora de ’orbita de Jupiter a
una orbita dins de la de Jupiter, i viceversa. A més, la seva massa és negligible respecte
a les masses principals (Sol i Jupiter), i Pangle entre la recta Sol-Oterma i el pla on es
mou Jupiter té un angle de 2.486° aproximadament. Per aquests motius, podem aplicar
el model del problema dels tres cossos restringit i circular per a estudiar aquest sistema,
tal com es fa en [3].

En aquest capitol, aplicarem la teoria que hem desenvolupat del problema restringit
dels tres cossos per tal de:

(a) calcular la corba de velocitat nul-la del cometa 39P /Oterma;

(b) la corba que descriu la trajectoria del cometa.

Les dades que hem agafat son (vegeu [2]):

p = 9.5388118036310115 - 10~%, J* = 1.512842856.

6.1 Implementaci6: corba de velocitat nul-la del cometa 39P /Oterma

En aquesta seccié descriurem 1’algorisme implementat numeéricament per a trobar la corba
de velocitat nul-la del cometa 39P/Oterma i mostrarem la corba graficament.

Algorisme 6.1.

(I) Trobem el primer punt de la corba de velocitat nul-la, el qual és solucié de 'equacié

1—p n P a2+b2_
(a+p2+82)"?  ((a—1+p2+82)? 2

J* =0,

i 'agafem de la forma (ap,0). Per a fer-ho, agafem com a llavor el punt (—0.9,0) i,
utilitzant el meétode de Newton d’una dimensid, trobem la solucio.

(IT) Trobem el segon punt soluci6 de la corba de velocitat nul-la de la forma (a1, h), amb
h = 10~%. Agafem com a llavor el punt (ag, k) i, utilitzant el métode de Newton d’una
dimensio, trobem la solucio.

(III) Trobats dos punts de la corba de velocitat nulla ja podem calcular la resta de
punts. Trobarem I'n-éssim punt (an, by,) utilitzant el meétode de continuacio predictor-
corrector amb pseudo-parametre arc, que expliquem a continuacio.

Predicci6: prenem com a aproximacié del punt (ay,,b,) el punt (ap—1,b,—1) + U, on
7= (an—la bn—l) - (an—2a bn—2)-
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Correccid: per a la correccié del punt (ap—1,b,—1) + U usarem el meétode de Newton
amb dues variables pel sistema

_ 252
1-p 1/2+ b 1/2+a—2|—b _J*
((a+p)2+12) ((a—1+p)2+02)

(a—an_1)?>+ (b—by_1)? = h2%

=0,

(IV) Iterem el pas (III) per anar trobant punts de la corba fins a, finalment, trobar un punt
(ax*, bx) tal que

h

(a0, bo) — (a*,b%)[| < 5

6.2 Implementaci6: corba de la trajectoria del cometa 39P /Oterma

En aquesta seccio, descriurem 1’algorisme implementat numeéricament per a trobar la corba
de la trajectoria del cometa 39P /Oterma i mostrarem la corba graficament. Les condicions
inicials que s’han fet servir son (vegeu [2]):

ap = 1.0952439413131636, by = —2.9918455882452549 - 102,

ao = —1.1061743167676116 - 10~1, by = —5.94136766591944 - 10~2.

Algorisme 6.2. L’objectiu d’aquest segon programa és trobar la trajectoria del cometa
integrant les equacions 5.5 que regeixen el seu moviment. Per tal de ser integrades, hem
utilitzat el métode de Runge-Kutta-Fehlberg d’ordre 4 i 5.

Tant 'algorisme 6.1 com el 6.2 han estat implementats en C (codi adjunt a 'annex)
i les representacions de les corbes (Figura 13) s’han fet amb el programa Gnuplot. Les
figures s’han obtingut a partir dels punts trobats pels respectius programes en C.

1k iy
05 | ‘.f’ J T
0.5 ool
[ Jup|ter |7
| A H \ /[
s

Figura 13: A I’esquerra, corba de velocitat nul-la (lila) del cometa 39P/Oterma. A la dreta, trajectoria
del cometa 39P/Oterma (verd) juntament amb la seva corba de velocitat nul-la (lila).
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7 Comentaris finals i conclusions

Un dels principals proposits que tenia aquest treball era formalitzar un problema de con-
text fisic, és a dir, no estrictament matematic, pero afegint la rigorositat i estructura que
caracteritza qualsevol text matematic. S’ha buscat intencionadament un equilibri entre
una lectura senzilla i dinamica, i a la vegada oferir un estudi ordenat, detallat, complet i
rigoros.

Un altre proposit que tenia el treball era fer s i experimentar la poténcia i I’abast
que tenen les matematiques com a eina per se per a modelar i resoldre qiiestions tan
fonamentals, i a la vegada extraordinaries, com sén els principis que regeixen el nostre
univers.

El primer repte trobat va ser adquirir una base de coneixements fisics en el camp
de la mecanica classica, el qual era inexplorat per a mi. El llibre Dindmica cldsica de
las particulas y sistemas de J. B. Marion [4] va ser el que em va ajudar a assentar els
conceptes basics que necessitava.

Posteriorment, i durant la realitzacié de tot el treball, s’ha utilitzat com a guia principal
el llibre Mathematical Introduction to Celestial Mechanics de H. Pollard [6]. Tot i aixi, he
desenvolupat el treball amb una estructura propia diferent del seu plantejament. En alguns
punts s’ha fet un pas més enlla de generalitzacié (com per exemple el Teorema 3.9), s’han
concretat en tot moment les coordenades utilitzades (coordenades que en molts casos el
Pollard suposa), trobat constants de forma explicita (com les constants k i T' de la definicio
4.15 segons els diferents valors de 'energia), i fet la majoria de les demostracions de zero,
incloent-hi casos no fets pel Pollard i exercicis que proposa en el seu llibre. En algunes
seccions especifiques s’han utilitzat altres referéncies, com el llibre Theory of Orbits: The
Restricted Problem of Three Bodies de V. Szebehely [7].

En la part de simulacié numérica s’han programat amb éxit dos programes originalment
escrits per a mi, juntament amb un integrador proporcionat pel meu tutor. El primer pro-
grama determina completament la regié possible de moviment pel cometa 39P /Oterma, i
el segon simula la trajectoria del cometa utilitzant les equacions trobades en el treball i
Iintegrador esmentat. Per a fer-ho, s’han utilitzat coneixements adquirits en les assigna-
tures Métodes Numeérics I i II. En aquesta part practica he estat conscient (encara més)
de com la sensibilitat de les condicions inicials poden afectar drasticament la resolucié
numeérica del problema.

Finalment, un punt interessant que m’ha perseguit o acompanyat durant tota la carrera
ha estat la redaccié dels texts matematics, almenys els que jo he llegit. Sovint, trobar
resultats molt directes i amb pocs passos previs o poc detallats, presentar idees felices
sense saber com han estat concebudes, canvis de coordenades aparentment sense gaire
proposit i un llarg etcétera, han estat detalls que m’han ‘turmentat’. Ha estat recurrent
la meva queixa pensant que facilment podia ser millorat. Quina sorpresa ha estat, al fer
jo mateixa aquest treball, el poder aprendre i adonar-me del per qué de tot aixd. Potser
ha estat una de les grans sorpreses i aprenentatges d’aquest treball. Jo, que vaig fer PAS
per PAS i cada calcul a ma del que presento aqui, he entés que la falta d’espai sovint et
forca a prescindir del que has escrit, et fa fer canvis de coordenades poc entenibles pero
molt sintetitzants, i a vegades un cop tot escrit i ben ordenat te n’adones que canviar per
un ordre menys clar (potser) t’estalviara encara més espai.

Com a comentari final, si pogués continuar m’hagués agradat estudiar les orbites peri-
odiques o la dinamica al voltant dels punts de Lagrange.
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A  Apéndix

A.1 Algorismes per al problema de Kepler

En aquesta secci6 de I'apéndix descriurem algorismes, que es poden implementar numeéri-
cament, per a solucionar el problema de Kepler.

A1l CasLy=0

Algorisme A.1. Algorisme per a trobar la soluci6é del problema de Kepler.
(I) Donades les condicions inicials ry,r2,0, V1,0 i V20, calculem les condicions inicials
Ro, Vo, Iro i V.
(IT) La corba R(t) és simplement Rg + Vot.

(III) Solucionem (numéricament) l'equacié diferencial

A(t) + BA)A(L) + 3X(t)3 =0
amb condicions inicials

[voll M |vol?
A0) = 17— A0) = - :
[[roll lrol® [lroll?

(IV) Tenint A(t), trobem el valor de la corba r(t) integrant (numeéricament)
r(t) = roelo Me)ds

(V) Finalment, les corbes ri(t) i ra(t) venen donades per

ri(t) = R(t) — %r(t), ra(t) = R(t) + %r(t).

A.1.2 Cas Lo 7& 0i €y = 0

Algorisme A.2. Algorisme per a trobar la soluci6 del problema de Kepler.

(I) Donades les condicions inicials ry,r20, Vi, i V20, calculem les condicions inicials
R(), Vo, Iro i V.

(IT) La corba R(t) és simplement Rg + Vot.

(ITI) Les funcions r(t) i f(t) venen donades explicitament per

[ Lo]l? GZmim3p
r(t) = ; t)=Jo+
)= G 1O =P+ oG
amb fy donat, tret de multiples de 2w, per

t
Gmimap . Gmimap
Cos\Jo) = — 5 Yo U1, SI(jo)= —F¥ 5 To - U2.
o) = "L, p o) = T, e

(IV) Tenint r(t) i f(t), trobem el valor de la corba r(t) fent servir
r(t) = r(t) cos(f(t))uy + r(t) sin(f(t))ue.
(V) Finalment, les corbes ri(t) i ra(t) venen donades per

r1(t) = R(t) — %r(t), ra(t) = R(t) + %r(t).
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A.1.3 Cas Lo#o,eo#OiE():O
Algorisme A.3. Algorisme per a trobar la soluci6é del problema de Kepler.

(I) Donades les condicions inicials 11,120, V1,0 1 V2,0, calculem les condicions inicials
Ro, Vo, ro i vo.

(IT) La corba R(t) és simplement Rg + V.

(ITI) Donat un temps ¢, trobem el valor de u = wu(t) solucionant (de manera numérica)

I’equacié
ud

A

(IV) Amb aquest valor de u, trobem els valors r(u) i f(u) amb les expressions

w4+ A A

r(u) = 5 cos(f(u)) = o 1.

Agafem f(u) >0siu>01 f(u) <0siu<D0.
(V) Tenint r(¢) = r(u(t)) i f(t) = f(u(t)), trobem el valor de la corba r(t) fent servir

LO X €q
Lo x eol|”

r(t) = r(t) cos(f(t»”%‘gn +r(t) sin(£(¢))

(VI) Finalment, les corbes ri(t) i r2(¢) venen donades per

ri(t) = R(t) — %r(t), ro(t) = R(t) + %r(t).

A.1.4 Cas Lo#o,eo%OiEo>0
Algorisme A.4. Algorisme per a trobar la soluci6 del problema de Kepler.

(I) Donades les condicions inicials ry,r2,0, V1,0 i V20, calculem les condicions inicials
Ro, V(), Iro 1 Vo.

(IT) La corba R(t) és simplement Ry + Vot.
(III) Donat un temps ¢, trobem el valor de ’anomalia mitjana | = [(¢) segons I'equaciod

,_ 2Eok
N Gm1m2

(t—1T).

(IV) Amb aquest valor de [, trobem u = u(t) solucionant (de manera numeérica) ’equacio

esinh(u) —u = 1.

(V) Amb aquest valor de u, trobem els valors r(u) i f(u) amb les expressions

mim A
r(u) =G 21E[)2(ecosh(u) —1), cos(f(u) ="~ 1.

Agafem f(u) >0siu>01 f(u) <0siu<0.
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(VI) Tenint r(¢) = r(u(t)) i f(t) = f(u(t)), trobem el valor de la corba r(t) fent servir

(1) = () cos(F(£)) - + r(t) sin(f (1)) 00

leoll Lo x e

(VII) Finalment, les corbes ry(t) i ro(t) venen donades per

ri(t) = R(t) — %r(t), ro(t) = R(t) + ——r(t).

A.15 CasLy#0,e0#01i Fy<0
Algorisme A.5. Algorisme per a trobar la soluci6é del problema de Kepler.

(I) Donades les condicions inicials rq,r20, V1,0 1 V2,0, calculem les condicions inicials
Ro, Vo, o 1 V.

(IT) La corba R(t) és simplement Rg + V.
(III) Donat un temps ¢, trobem el valor de ’anomalia mitjana | = [(¢) segons l'equaciod

2| Eolk
l=——"—@-1T).
Gmlmg( )

(IV) Amb aquest valor de [, trobem u = u(t) solucionant (de manera numeérica) l’'equacio
de Kepler

u— esin(u) = I.
(V) Amb aquest valor de u, trobem els valors r(u) i f(u) amb les expressions

mims A

2By (1 —ecos(u)), cos(f(u))= o 1.

r(u) =G
Agafem f(u) > 0 si I'angle u, mirat en linterval [0, 27], compleix u < 7, i agafem
f(u) < 0 si Pangle u, mirat en Uinterval [0, 27|, compleix u > 7.

(VI) Tenint r(t) = r(u(t)) i f(t) = f(u(t)), trobem el valor de la corba r(t) fent servir

€

leol|

LoXeo

r(t) = r(t) cos(f(t)) +r(t)sin(f(t))

Lo x eo|

(VII) Finalment, les corbes ry(t) i ro(t) venen donades per

r1(t) = R(t) — %r(t), ra(t) = R(t) + %r(t).

A.2 Codi en C per trobar la corba de velocitat nul-la del 39P /Oterma

#include <stdio.h>

#include <stdlib.h>

#include <math.h>

/* p = massa Jupiter/(massa Jupiter + massa sol)*/
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#define P 9.5388118036310115e-04
#define JC 1.512842856

#define TOL 1.e-9

#define H 1.e-4

/*Num Points and density*/
#define TOTALPOINTS 1.5e5
#define MAXITER 1000

double distancia(double x0, double y0, double x1, double yl1);

double f(double x, double y);

double dfdx(double x, double y);

double dfdy(double x, double y);

double g(double cx, double cy, double x, double y);

double dgdx(double cx, double cy, double x, double y);

double dgdy(double cx, double cy, double x, double y);

void newtonlD(double aproximaciox, double y, double *resultat);

void newton2D(double centre_x, double centre_y, double aproximaciox,
double aproximacioy, double *resultatx, double *resultaty);

void puntsCorba(double solx0O, double solyO, double solxl, double solyl,

char nomFitxer[]);

void trobarPrimeraSolucio(double *solx0O, double *solyO0);
void trobarSegonaSolucio(double solx0, double soly0, double *solxl,
double *solyl);

int main(){

double so0lx0, soly0O, solxl, solyl;
char nomFitxer[]="CorbaVelocitat_0.txt";

trobarPrimeraSolucio(&so0lx0,&soly0) ;
trobarSegonaSolucio(solx0, soly0, &solxl,&solyl);

puntsCorba(solx0, soly0O, solxl, solyl, nomFitxer);
printf ("status: 100%%");

return O;

double distancia(double x0, double y0, double x1, double y1){
return sqrt( (x1-x0)*(x1-x0) + (y1-y0)*(y1l-y0) );
}

double f(double x, double y){
return (1-P)/sqrt ((x+P)*(x+P)+y*y)
+ P/sqrt ((x-1+P) * (x-1+P) +yxy) + (x*x+y*y) /2 -IC;

double dfdx(double x, double y){
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return -(1-P)*(x+P)/pow( (x+P)*(x+P)+y*y ,1.5)
- Px(x-1+P) /pow( (x-1+P)*(x-1+P)+y*y ,1.5) + x;

double dfdy(double x, double y){
return -(1-P)*y/pow( (x+P)*(x+P)+y*y ,1.5)
- Pxy/pow( (x-1+P)*(x-1+P)+y*y ,1.5) + y;

double g(double cx, double cy, double x, double y){
return (x-cx)*(x-cx) + (y-cy)*(y-cy) - HxH;
}

double dgdx(double cx, double cy, double x, double y){
return 2*(x-cx);

}

double dgdy(double cx, double cy, double x, double y){
return 2*(y-cy);
}

void newtonlD(double aproximaciox, double y, double *resultat){
double x0, x1;

x1 = aproximaciox;
doq{
x0=x1;
x1= x0 - £(x0,y)/dfdx(x0,y);

}while(fabs(x1-x0)>=TOL && fabs(f(xl,y))>=TOL);

*resultat = x1;

void newton2D(double centre_x, double centre_y, double aproximaciox,
double aproximacioy, double *resultatx, double *resultaty){
int iter=0;
double x0, yO, x1, yi1, F, Fx, Fy, G, Gx, Gy, detA;

x1= aproximaciox;
yl= aproximacioy;

do{

x0= x1;
yo= y1i;

F= £(x0,y0);
Fx= dfdx(x0,y0);
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Fy= dfdy(x0,y0) ;

G= g(centre_x, centre_y, x0,y0);

Gx= dgdx(centre_x, centre_y, x0,y0);
Gy= dgdy(centre_x, centre_y, xO,yO);
detA= Fx*Gy-Gx*Fy;

x1= x0 - (+Gy*F-Fy*G)/detA;
y1= yO - (-Gx*F+Fx*G)/detA;

}while(fabs(f(x1,y1))>=TOL && iter++<10);
if (iter>= 10) printf("no ha convergit en %20.15le %20.151le \n",x1,y1);

*resultatx= x1;
*resultaty= yi;

void puntsCorba(double solx0O, double solyO, double solxl, double solyl,
char nomFitxer[]){
int numPoints= 0, status= 5;
double solx2, soly2, solx3, soly3, centre_x, centre_y, vectorTangent_x,
vectorTangent_y, aproximaciox, aproximacioy;

FILE *fp;

fp=fopen(nomFitxer,"w");

if (£p==NULL){
printf("No s’ha trobat el fitxer de sortida\n");
exit(1);

fprintf (fp,"%20.151e %20.151le\n",so0lx0,s0ly0);
fprintf (fp,"%20.151e %20.15le\n",solxl,solyl);

/* Comencem a trobar punts*/
solx2= solx0;

soly2= solyO;

so0lx3= solxi1;
soly3= solyl;

do{
vectorTangent_x= solx3 - solx2;

vectorTangent_y= soly3 - soly2;

aproximaciox= solx3 + vectorTangent_x;
aproximacioy= soly3 + vectorTangent_y;

centre_x= so0lx3;
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centre_y= soly3;

so0lx2=s01x3;
soly2=s0ly3;

newton2D(centre_x, centre_y, aproximaciox, aproximacioy,
&solx3, &soly3);

fprintf (fp,"%20.151e %20.151le\n",s0lx3,soly3);
if (numPoints>=TOTALPOINTS/100*status){
printf ("status: %d%%\n",status);
status+=5;
}
}while(distancia(solx0,s0ly0,s0lx3,s0ly3)>=H/2 && numPoints++<TOTALPOINTS-3);
fclose(fp);
void trobarPrimeraSolucio(double *solx0, double *soly0){

double aproximaciox= -0.9, resultat;

newtonlD(aproximaciox, 0, &resultat);

*s0l1x0 = resultat;
*s0ly0 = 0;

void trobarSegonaSolucio(double solx0, double soly0, double *solxl,
double *solyl){
double aproximaciox = so0lx0, resultat;

newtonlD(aproximaciox, H, &resultat);

*solxl = resultat;
*solyl = H;

A.3 Codi en C per trobar la trajectoria del 39P/Oterma

#include <math.h>

#include <stdio.h>

#include <stdlib.h>

void eq3cos(double t, double *x, int n, doublex f);

int main(void){

double x[4], t, h, er;
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char nomFitxer[]="PuntsCorbalterma.txt";
FILE xfp;

fp=fopen(nomFitxer,"w");

if (£p==NULL){
printf("No s’ha trobat el fitxer de sortida\n");
exit(1);

t=0;

x[0]= 1.0952439413131636€0;
x[1]= -2.9918455882452549¢e-2;
x[2]= -1.1061743167676116e-1;
x[3]= -5.94136766591944e-2;

h=0.001;
fprintf(fp, "%20.15f %20.15f\n", x[0], x[1]);

while (t<60)

{
rkf45(&t,x,4,&h,1,1.e-12,NULL,&er,eq3cos) ;
fprintf (fp, "%20.15f %20.15f\n", x[0], x[1]);

fclose(fp);
return O;

void eq3cos(double t, double *x, int n, doublex f){
/* equacio 3 cos= 39P-Otermax*/
double w=1.0, p=9.5388118036310115e-04;

£[0] = x[2];
f[1] = x[3];
f[2] = 2*w*xx[3] + wxw*x[0]
- wxwx (1-p)*(x[0]+p) /pow( (x[0]+p)*(x[0]+p)+ x[1]1=*x[1], 1.5)
- wxwkpx (x[0] -1+p) /pow( (x[0]-1+p)*(x[0]-1+p)+ x[1]*x[1], 1.5);
f[3] = -2%wxx[2] + wxwkx[1]

- wxwx (1-p)*x[1]/pow( (x[0]+p)*(x[0]+p)+ x[1]1*x[1], 1.5)
- wxwkp*x [1] /pow( (x[0]-1+p) *(x[0]-1+p)+ x[1]1*x[1], 1.5);
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