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Resum

Aquest treball tracta des d’un punt de vista analitic els problemes de fixacio de tazxesi la
manera de resoldre’ls.

Primerament es defineixen aquests tipus de problemes i les principals regles existents
(estudiarem la regla proporcional, la regla de contribucid igualitaria, la regla d’ingrés net
igualitari, la regla Talmidica, la familia de les regles talmudiques i la familia de les regles
inverses a les talmidiques), seguit de les definicions de varies propietats que poden tenir
aquestes regles i les demostracions del compliment o no de cadascuna d’elles per a cada
regla estudiada, per poder fer-ne una posterior caracteritzacio.

Per ltim analitzarem més en detall la propietat de la progressivitat i que comporta
que una regla sigui més progressiva que una altra.

Abstract

This paper adresses from an analytical point of view the tazation problems and a way to
solve them.

First, these type of problems and the existant rules are defined (we study the propor-
tional rule, the head tazx, the leveling tax and the Talmud rule, and some combinations of
them), followed by the definitions of many traits that rules can have and the proofs of
the compliance of each one for each rule studied, to do a posterior characterization.

Finally, we analize in detail the characteristics of progressivity and what makes a rule
more progressive than another.
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Notacié general

Conjunt dels nombres naturals

Conjunt de subconjunts finits de N
Element generic de A

Cardinal de N

Conjunt dels nombres reals

Interval tancat en R amb extrems a,b
Interval obert en R amb extrems a,b
Donats x,y € RN per cadai e N,z; <uv;
Donats x,y € RNl per cadai e N,z; < y;
Vectors generics

Carrega fiscal geneérica

Problemes de fixacié de taxes generics
Regla proporcional

Regla de contribucié igualitaria

Regla d’ingrés net igualitari

Regla Talmudica

Familia de les regles talmidiques

Familia de les regles inverses a les talmudiques



1 Introduccio

El projecte

Un problema de bancarrota té lloc quan es pretén assignar una quantitat determinada
d’un bé divisible entre certs demandants i no n’hi ha prou per satisfer les demandes de
tots els agents. Els exemples més coneguts sén la fallida d’una empresa, ’execucié d’'un
testament amb actius insuficients o I’assignacié d’accions en empreses privatitzades.

La interpretacié d’aquests problemes també es pot fer des d’una vessant impositiva,
analitzant els problemes de firacid de tares. En aquests casos el que s’analitza és com
recaptar una determinada quantitat d’impostos d’una poblacié amb ingressos donats.

S’han fet molts estudis sobre els problemes de bancarrota. En destaquen Thomson W.
(2019), Moreno-Ternero J.D. i Villar A. (2002), Herrero C. i Villar A. (2002), etc. Alguns
d’aquests han introduit en els seus projectes analisis de la part més impositiva, i sén amb
els que ens hem centrat per dur a terme ’estudi d’aquest treball.

En aquest projecte doncs hem analitzat amb profunditat els problemes de fixacio de
taxes, i hem estudiat les diferents maneres de resoldre’ls mitjancant les regles fiscals,
les quals especifiquen els imports dels impostos pagats pels agents. N’hem estudiat les
quatre principals, i algunes variacions d’aquestes. Hem analitzat amb profunditat les
seves propietats per fer una posterior caracteritzaciéo de cada una d’elles.

M’agradaria remarcar que 'estudi que s’ha fet en aquest projecte ha estat extret d’a-
quests llibres o articles mencionats i altres que comentarem a mesura que anem avancgant,
pero gran part de les demostracions de les propietats que complien les regles estudiades
estaven fetes respecte als problemes de bancarrota, i en aquest treball s’han adaptat als
problemes de fixacié de taxes.

Un dels objectius del treball ha sigut avaluar I'impacte distributiu de les regles fiscals,
i ens hem centrat en la nocié de la progressivitat. També hem introduit el concepte de la
dominacio de Lorenz i que comporta en la distribucié dels ingressos després d’impostos.
En I'iltim capitol del treball s’ha estudiat aquest aspecte sobre una de les regles.

Estructura de la memoria

Aquest treball comenga al Capitol 2 amb una introduccié dels problemes de bancarrota.
Es defineix aquest concepte i posteriorment es relaciona amb els anomenats problemes de
fizacid de taxes, la base de tot el treball. Es defineixen i s’expliquen les diferents regles que
es poden aplicar sobre aquests problemes; concretament la regla proporcional, la regla de
contribucid igualitaria, la regla d’ingrés net igualitari i la regla Talmidica. A continuacid
es defineixen varies propietats que poden tenir les regles estudiades, i es demostra per cada
una d’elles quines compleixen. Es parla de propietats com la consisténcia, la continuitat,
la monotonia respecte als ingressos, etc.

Al Capitol 3 es fa una caracteritzacié de les tres principals regles estudiades, i per cada
una d’elles s’exposa i es demostra un teorema que les diferencia de la resta.

Per ultim al Capitol 4 es fa una analisi més exhaustiva de la propietat de la progressi-
vitat, on entrarem més en detall a estudiar ’anomenada famdlia de les regles talmidiques
i en quins casos és progressiva o regressiva. També es defineix la relacié entre les regles i
aquesta propietat, i quina utilitat té a 'hora d’escollir quina regla utilitzar.



2 Model i axiomes

En aquest capitol introduirem els problemes de bancarrota i parlarem sobre la seva re-
lacié amb els problemes de fixacié de taxes, amb els quals ens centrarem durant tot el
treball. Estudiarem les diferents regles que es poden aplicar sobre aquests problemes
i les propietats que poden tenir cadascuna d’elles, per fer una posterior caracteritzacid
d’aquestes.

2.1 Problemes de fixacié de taxes i regles

Considerem una situacié on es tracta de repartir un bé escas la quantitat del qual és
insuficient per satisfer la demanda dels agents que la reclamen. Aquest tipus de proble-
mes son anomenats problemes de bancarrota, i 'exemple més conegut és la fallida d’una
empresa, quan aquesta no pot fer front als pagaments pendents ja que sén superiors als
seus recursos economics disponibles.

Sigui N = {1,2,...,n} un grup de n agents que reclamen certes demandes (claims)
¢; > 0 per cada i € N sobre una quantitat de recursos divisible X € Ry. Aixi, el vector
¢ = (¢;)ien sera el vector de demandes.

Definicié 2.1.1. Un problema de bancarrota és una terna (N, X, c) tal que

ZCZZX

1EN

Un problema de bancarrota també es pot considerar en I’ambit de la fiscalitat com un
problema de fizacid de tazes, on es pretén recaptar una quantitat determinada d’impostos
d’una poblacié amb vector d’ingressos bruts conegut. Aquests dos conceptes formalment
sén iguals, pero conceptualment son diferents. Una assignacié més alta en el joc de
bancarrota és millor ja que es tradueix en una major quantitat de recursos que reben els
agents, i en canvi una assignacié més alta en els problemes de fizacid de tazes és pitjor ja
que implica major carrega fiscal.

Sigui N el conjunt d’agents, .4 és el conjunt de subconjunts finits de N i el seu element
generic és V.

Definicié 2.1.2. Un problema de fixacié de taxes (en anglés més conegut per taxation
problem) és una terna (N, T,y), on N = {1,2,...,n} és el conjunt d’agents, T' € R, repre-
senta la carrega fiscal (quantitat d’impostos a recaptar) iy € R’y és el vector d’ingressos
bruts dels agents, el component i-éssim del qual és y;, satisfent

Y uizTz0

1€EN
Denotem per T la familia de tots els problemes de taxacié.

Per simplificar la notacid, escriurem Y = ZyZ per a tot (N,T,y) € T i assumirem
1EN
d’ara en endavant sense perdua de generalitat que y1 < yo < ... < yp.

Ens centrarem en aquest tipus de problemes i en les formes de resoldre’ls. Estudiarem
com fer-ho mitjancant les regles fiscals, aplicacions que associen a cada problema de
fixacié de taxes una assignacié que especifica els imports dels impostos que han de pagar
els agents.



Definicié 2.1.3. Una regla fiscal és una aplicacié R que associa a cada (N,T,y) € T un
unic punt R(N,T,y) € R™ tal que:

(i) 0< R(N,T,y) <,

(ﬁ) Z Ri(Nv T, y) =T,

1EN
(iii) per a toti,j € N, y; > y; implica
El punt « = (z1,z9,...,xz,) = R(N,T,y) proposa una manera de repartir la carrega

fiscal entre els agents, on x; és la carrega assignada a I’agent i. Els requisits de la definicid
es refereixen a que:

(i) Cada agent pagui una quantitat no negativa i delimitada pels seus ingressos.
(ii) La carrega fiscal total estigui coberta.

(iii) Les contribucions fiscals i els ingressos després d’impostos conservin I'ordenacié dels
ingressos bruts.

O Y1

Figura 1: Aquest grafic mostra un exemple d’una corba de pagaments d’una regla aleatoria
en el cas de dos contribuents. Una corba de pagaments indica per cada valor de 7', on
0 < T < y1 + y2, quin seria el repartiment. El requisit (i) de la definicié exigeix que
la corba estigui delimitada en el rectangle, el requisit (ii) que es trobi sobre la linia que
representa x1 + xo = T i el requisit (iii) que es trobi dins les bandes marcades amb color
verd.

2.2 Principals regles

En aquest apartat definirem les regles basiques. Thomson W. (2019) descriu moltes
d’aquestes regles; nosaltres analitzarem les segiients: la regla proporcional, la regla de
contribucid igualitaria, la regla d’ingrés net igualitari, la regla Talmidica i algunes com-
binacions d’aquestes. Definirem cada una d’elles i mostrarem també una representacid
grafica.



2.2.1 Regla proporcional

La regla proporcional, en anglés més coneguda per flat tax, és la més intuitiva, i resol el
problema de dividir la carrega fiscal de manera que cada agent pagui una fraccié igual
dels seus ingressos. Esta relacionada amb la regla proporcional referida als problemes de
bancarrota, on cada demandant rep una part proporcional de la seva demanda respecte
del total de demandes.

Definicié 2.2.1. La regla proporcional (F') és la regla que, per a tot (N,T,y) € T i per
a toti € N, estableix
Fl(Na T) y) = )‘y’m

on A € R és tal que ZFi(N,T,y) =T.
1EN

Figura 2: Corba de pagaments per a la regla proporcional en el cas de dos contribuents.
Cada agent contribueix amb una part proporcional igual dels seus ingressos fins assolir el
total de la carrega fiscal.

Observem que en ’anterior definicié el valor de A € R és tinic per a cada problema, ja

T
que Zx\yi =T implica A = —— per a tot 7 € N.
iEN Yi
1EN

2.2.2 Regla de contribucié igualitaria

La regla de contribucio igualitaria, més coneguda en angles per head tax, assigna un impost
fix a cada agent, i per tant reparteix la carrega fiscal de manera uniforme sempre que cap
agent acabi pagant per sobre dels seus ingressos. Aquesta regla correspon a la regla de
guanys igualitaris, en angles Constrained-equal awards rule (CEA), on es reparteix la
quantitat de forma igual a tothom sense sobrepassar el que cada agent demana.

Definicié 2.2.2. Laregla de contribuci6 igualitaria (H) és la regla que, per a tot (N, T,y) €
T ¢ per a tot i € N, estableix

HZ(N7 T7 y) = mzn{yla /\}7

on A € R és tal que ZH,-(N,T,y) =T.
1EN



Figura 3: Corba de pagaments per a la regla de contribucio igualitaria en el cas de
dos contribuents. Cada agent contribueix amb la mateixa quantitat fins que aquell amb
ingressos inferiors contribueix amb el seu total d’ingressos, i a partir d’aquest punt ’agent
amb majors ingressos és el que suporta tota la carrega addicional.

Lema 2.2.1. En la formula de la regla de contribucié igualitaria, el valor de A és nic

quan Zyi >T.
1EN

Comentari: Excloem el cas en que Z y; = T ja que aleshores podem prendre qualsevol
1EN
valor A > y,.
Prova: En primer lloc demostrarem ’existéncia de A mitjancant el Teorema de Bolza-
no. Recordem que podem assumir y; < ... < .

Definim la funci6 ¢(\) = Z min{y;, A} — T i prenem \M = max{y; |i € N} = y,.
1EN

dA) = p(yn) =D yi =T >0,
Aleshores: iEN
G(=AY) = ¢(—yn) = —nyn — T = —(ny, + T) < 0.
Per tant tenim una funcié ¢ continua en linterval [AM, —AM] i el signe de la funcié

és diferent en cadascun dels extrems de 'interval. El teorema de Bolzano estableix que
existeix al menys un valor A* € R dins aquest interval en el qual

Pp(N)=0= Zmin{yi, AN -T = Zmin{yi, Ay=T.
1EN i€EN
Per tant 'existencia queda provada.

A continuacié provarem la unicitat de A demostrant que la funcié és estrictament
creixent. Es a dir, cal veure que si x1,xo pertanyen al domini i sén tals que z1 < 2,
aleshores f(z1) < f(z2). Vegem-ho.

Considerem 0 < A\ < A2 < gy, i volem veure que ¢(A;) < ¢(A2). Suposem que
yr < Ao < ypp1,onr € {0,...,n—1}.

CAS1: y. <M <X < yr1



T

d(ha) =Y min{y X} =T =) yp+(n—r)ho—T

iEN k=1
>y g+ (=) =T = min{y, M} — T = ¢(\).
k=1 1EN

CAS 2: M <yr < X2 < ypp1:

d(N2) =D min{y, o} —T=> ye+(n—r)g—T

1EN k=1
r—1 r—1

>y gty =M =T >> g+ (n—r+ 1\ —T
k=1 k=1

= Zmin{yi, )\1} T = ¢()\1)
€N
Aix{ doncs, queda provat que la funcié és estrictament creixent i per tant A és unica.

O

2.2.3 Regla d’ingrés net igualitari

Tot seguit definim la regla d’ingrés net igualitari, més coneguda en angles per leveling tax,
la qual pretén igualar els ingressos després d’impostos entre els agents amb una condicié:
tots els ingressos nets sén no negatius. Aquest impost correspon a la regla de pérdues
igualitaries, en angles Constrained-equal losses rule, la qual reparteix la perdua en relacid
amb la demanda per igual entre tots els agents, és a dir, la quantitat que no reben de
la part demandada és sempre la mateixa per a tots, sempre i quan cap agent rebi un
pagament negatiu.

Definicié 2.2.3. La regla d’ingrés net igualitari (L) és la regla que, per a tot (N, T,y) € T
i per a tot i € N, estableizx

LZ(Na Tay) = max{o?yi - )‘};

on XA € R és tal que ZLi(N,T,y) =T.
1EN

Yo e ----------+ oy
Y2 — |
— &
O Y1

Figura 4: Corba de pagaments per a la regla d’ingrés net igualitari en el cas de dos
contribuents. Aquell agent amb ingressos superiors contribueix fins que els seus ingressos
després d’impostos sén iguals als de 'altre agent, i després contribueixen a parts iguals.



Més endavant, a la pagina 10, definirem el concepte de dualitat i demostrarem que la
regla d’ingrés net igualitari és dual a la regla de contribucio igualitaria. Aixd comporta
que en la definici6 2.2.3 el valor de A també sigui tnic.

2.2.4 Regla Talmudica

Abans de definir aquesta regla recordem que el Talmud és una obra elaborada entre els
segles I11 1V que recull principalment discussions rabiniques sobre lleis jueves, tradicions,
costums, narracions, paraboles, histories i llegendes. Entre aquestes lleis figuren recoma-
nacions sobre com distribuir-se una quantitat que esta en disputa, el que posteriorment
s’ha conegut com la regla Talmidica.

La regla Talmudica va ser estudiada i formalitzada amb profunditat per Aumann i
Maschler (1985). Aquesta regla es comporta com la regla d’ingrés net igualitari o la regla
de contribucié igualitaria depenent de si la carrega fiscal supera o no arriba a la meitat
dels ingressos totals dels contribuents. Es correspon a la regla Talmidica referida als
problemes de bancarrota, on en el cas de dos contribuents cada agent concedeix a l’altre
la part que no reclama, i si queda quelcom a repartir s’ho reparteixen a parts iguals (en
angles és més conegut per concede and divide).

Definicié 2.2.4. La regla Talmudica (7)) és la regla que, per a tot (N, T,y) € T i per a
tot i € N, estableix

( H; (N, T ! =mi L iy A T < 1Y
7 ) I 2y = mn 2%7 St — 2 )
Ti(N,T,y) =4 1 1.1 1 1
1 1
on A i son escollides per tal que Z Ti(N,T,y)=T.
€N
Yr----------5 oy
Y1 b----- | U }
(-} P S !
ol H] |
2 1 1
@) 9 Y1

Figura 5: Corba de pagaments per a la regla Talmidica en el cas de dos contribuents.
Mentre la carrega fiscal és menor a la meitat de la suma dels ingressos de tots els contri-
buents, actua com la regla de contribucié igualitaria. Quan és major o igual, actua com
la regla d’ingrés net igualitari.



Lema 2.2.2. En la formula de la regla Talmudica, el valor de \ és unic.

Prova: Diferenciem casos:

1 1
CAS1: T> .Y = T:(N,T,y) = H;(N, T, iyi)

Com que hem provat en el lema 2.2.1 que en la definicié de la regla de contribucio
tgualitaria el valor de X és unic, aqui també ho sera.

1 1 1.1

Hem vist que en la definicié de la regla de d’ingrés net igualitari el valor de A és tnic,
per tant aqui també ho sera.

O

Moreno-Ternero J.D. i Villar A. (2002) estudien una familia de regles (la famdlia de
les regles talmidiques), la qual generalitza la regla Talmidica i inclou la regla d’ingrés net
iqualitari i la regla de contribucio igualitaria.

Definicié 2.2.5. La familia de les regles talmidiques (familia TAL) consta de totes les
regles amb la segiient forma. Sigui 6 € (0,1), per a tot (N,T,y) € T i per a toti € N:

) min{0y;, A} si T <6Y,
TP (N, T,y) =
max{0yi,y; — p} = yi —min{Oy;, u} si T > 0Y,

on A ip son tals que Z’]f(N, T,y)="1T.
1EN

Observem que:

i) Si 6 = 0 obtenim trivialment la regla d’ingrés net igualitari. Vegem-ho:
Sigui 6 = 0, aleshores T' > 0, per tant 7,° = maz{0,y; — p} = L;.

1
ii) Sif= 3 obtenim trivialment la regla Talmidica.

iii) Si @ = 1, obtenim la regla de contribucid igualitaria. Vegem-ho:

Sigui 6 = 1, aleshores T' <Y, per tant 7; = min{y;, A\} = H;.

Segons el valor de 6 tenim, doncs, els seglients casos:

Y2¢----------4 oy Y24
i Y1
Y2 — Y1 |
.—l—) <
(0] Y1 O
(@) §=0 (c)f=1

Figura 6: Corba de pagaments per a la familia de les regles talmidiques en el cas de dos
contribuents en funcié del valor de 6.



A continuacié definim la familia de les regles inverses a les talmidiques, en anglés més
coneguda per Reverse Talmudic rules.

Definici6é 2.2.6. La familia de les regles inverses a les talmudiques consta de totes les
normes amb la segiient forma. Sigui 6 € (0,1), per a tot (N,T,y) € T i per a tot i € N
tenim

max{0, 0y; — A} si T <80Y,
Oy; + min{(1 — 0)y;, \} si T >0Y,

RTY(N,T,y) =

on A és tal que ZR’EQ(N, T,y)=T.
1EN

En aquest cas, observem que:
i) Si @ = 0, obtenim la regla de contribucid igualitaria. Vegem-ho:

Sigui 6 = 0, aleshores T' > 0 per tant RT'(N,T,y) = min{y;, \} = H;.
ii) Si @ =1, obtenim la regla d’ingrés net igualitari. Vegem-ho:

Sigui § = 1, aleshores T < Y i per tant RT,}(N,T,y) = maz{0,y; — A} = L.

Segons el valor de 6 tenim, doncs, els segiients casos:

Y29 Y2¢----------5 qy
Y1 |
Y2 — Y1 l

< L — . S
O O Y1

Figura 7: Corba de pagaments per a la familia de les regles inverses a les talmidiques en
el cas de dos contribuents en funcié del valor de 6.

2.3 Dualitat entre regles

Un problema de fizacio de taxes es pot veure des de dues perspectives: enfocat des del
que s’ha de recaptar o bé dels ingressos restants dels contribuents un cop s’ha fet el
repartiment. La simetria en aquestes perspectives es percep facilment en les definicions
de la regla de contribucio igualitaria i la regla d’ingrés net igualitari, per exemple. Aquest
concepte seria una idea de la dualitat, que definim a continuacié.

Definicié 2.3.1. Donada una regla R, direm que la regla R* és dual de R si per a tot
(N,T,y) € T tenim
R(N’Tay) = y_R*(NaMay)a

onM:Zyi—T.
1EN

10



En el segiient lema demostrarem la nocié de dualitat per les regles estudiades.

Lema 2.3.1. Per a tot problema (N,T,y) € T es compleiz el segiient:

(a) La regla de contribucid igualitaria i la regla d’ingrés net igualitari sén duals.
(b) La regla proporcional és dual de si mateiza.

(¢) La regla Talmidica és dual de si mateiza.

Prova:

(a) Volem veure que la regla de contribucié igualitaria i la regla d’ingrés net igualitari
son duals.

Sigui H;(N,T,y) = min{y;, A}, volem veure que H;(N,T,y) = vy; — L;(N, M,y), on
M = Z y; —T. Vegem-ho:
€N
Hi(N,T,y) =min{\ yi} +yi —yi = yi + min{X — y;, i — yi}
on a l'dltima igualtat hem aplicat el segiient: sabem que X és escollida per tal que
Z min{y;, \} = T. Llavors observem que

1EN
Z mazx{y; — \,0} = Z Yi + Z max{y; — X\ — Yi, —Vi}
iEN iEN iEN
= yi+ Y maz{-X —y;}
€N 1EN
= Zyz — Zmin{/\,yi} = Zyz —T =M.
iEN iEN i€N
Per tant tenim que maz{y; — X\,0} = L;(N, M,y), on M = Zyl -T.

iEN
(b) Volem veure que la regla proporcional és dual de si mateixa. Es a dir, que

F(NvTay):y_F(Nazyl_Tay)

1EN
Sabem per definicié de la regla que A = i per tant
Yi
€N
T -T
Fi(NT,y) = Nyi==<Y%+tVYi—Y%=Yi— Vi +1
> u; DU
JEN JEN
~T+ Yy
JEN
=YY | T ~—
DU
JEN

11



T+ y

JEN

>y

JEN

I observem que efectivament es compleix el que voliem provar, ja que

seria la A\ de la regla F'(N, Z yi — T, y).
iEN

(¢) Volem veure que la regla Talmidica és dual de si mateixa. Es a dir, que
T(N,T,y) =y —T(N,Y v —T,y).
1EN

Anem a diferenciar casos:
1
CAS 1: T < §Y

1
En aquest cas tenim 7;(N,T,y) = min {2%‘7 )\}-

1
El que volem veure en aquest cas és que min {2y¢, )\} =y, — Ti(N, Z yi —T,y).
1EN
ComqueTﬁ1 yi:>T—|—1 Y < yZ:>1 Y < y; — T i per tant
2 ¢ 2 , 2 - -
iEN 1EN iEN 1EN 1EN
(1
iEN

(1 (1 , (1 ,
Aleshores volem veure que min §yi, A = y—yi+min §yi, A =min §yi, A,
és a dir ens falta provar que A = .

1
Recordem que X és tal que Z min {2%, /\} = T i per altra banda, \ és tal que
1EN

g(yz—mm{ ym’}) > yi—T

1EN
De I'iltima igualtat observem que

Z(yi—min{ vis A }) > i me{ yM’}zZyi—

€N 1EN iEN €N
i per tant me 1y N =T, ésadr =N
‘ 2 (3 i .
€N
1
CAS 2: T > §Y
En aquest cas tenim

1 1.1 1 1.1
Ti(N,T,y) = Sit Li (N,T—QY,2y> =Yi— 5¥%+Li <N,T—2Y,2y>

1 1 1 . 1
=Y — Q¥+ maz {07 QY ~ /\} =Y — ¥ —min {0,)\ - 2%’}

1
=y — min {Qyz‘, )\}
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Volem veure que T;(N,T,y) =y; — T; (N, Zyi =T, y) .
1EN

1 1 1
Com que T > 52% == T+§Zyi > Zyi == 523/1 > Zyi—T, aleshores
1EN iEN 1EN i€EN iEN
(1
7; <Nazyl - Ta?/) = nmn {le’)\/}
iEN
. . 1 1 o

En definitiva el que volem veure és que y; — min 5‘%’ Ap =y, —min 5‘%’ AN o, és
a dir, A = \.

Per una banda tenim que A és tal que

Zﬂ(N,T,y) =T = Z <yi —min{;yi,)\}> =T=Y-T= Zmin{;yi,)\}.

1EN 1EN 1EN

Per altra banda, \ és tal que

1
S H(NY -T,y) =T = Zmin{2yi,)\/} =Y -T.
iEN 1EN

Per tant A\ = ).

2.4 Propietats

En aquest apartat definirem les principals propietats a partir de les quals podrem carac-
teritzar les regles definides anteriorment. Per cada un d’elles, demostrarem quines de les
regles estudiades els compleixen i quines no.

Algunes d’aquestes propietats van ser definides per Chambers C.P. i Moreno-Ternero
J.D. (2017) i per JU B.G. i Moreno-Ternero J.D. (2017) en I'ambit dels problemes de
bancarrota, i les hem adaptat als problemes de fizacid de tazes.

2.4.1 Progressivitat i regressivitat

La progressivitat postula que per qualsevol parell d’agents, aquell amb ingressos superi-
ors hauria d’afrontar una taxa impositiva almenys tant alta com la taxa dels de menys
ingressos. Per altra banda la regressivitat postula el contrari.

La progressivitat és important perque estableix que aquells agents amb majors ingressos
contribueixen amb major quantitat a la recaptacié d’impostos, i per tant s’anivella el
benestar de la poblacié.

Progressivitat /Regressivitat: Per cada (N,T,y) € T i per a cada i,j € N, si
0 < y; < y; tenim que una regla R és progressiva (respectivament regressiva) si

Yi N Yj
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0 respectivament
Rz(Na T7 y) > R](N’ T: y)

Yi Yj

Lema 2.4.1. Per a tot problema (N,T,y) € T es compleiz el segiient:

(i) La regla proporcional és una regla progressiva i regressiva.
(ii) La regla de contribucid igualitiaria és una regla regressiva.
(i1i) La regla d’ingrés net igualitari és una regla progressiva.

Comentari: La regla Talmidica sera analitzada amb més detall en el capitol 4.

Prova:
(i) Suposem 0 < y; < y;. Aleshores

E(N.Ty) _ Ay _ Ay _ BN, Tvy)
Yi Yi Yj Yj

Observem doncs que la regla proporcional és una regla progressiva i regressiva alhora.

. . <y, >
(ii) Volem veure que si 0 < y; < y;, aleshores >
Yi Yy

Suposem, doncs, y; < y;. Tenim

Hi(N,T,y) = min{, yi} :min{)\ yl} :min{)\ 1} >min{)\ 1}

Yi Yi Yi Yi Yi Yj
Ay in{ X, y,; H;(N,T,
:mm{’yg}:mm{ it _ Hi(N.Toy)
Y5 Y Y Yj

Observem que efectivament la regla de contribucid igualitaria és una regla regressiva.

L;(N,T L:(N,T
(ili) Volem veure que si 0 < y; < y;, aleshores iV, T, y) < (N, ,y)'
Yi Yj

Suposem, doncs, y; < y;. Tenim

L;(N,T,y) max{0,y; — \} {0 yi—/\} {0 Yi /\}
” = " = max =% = max

0 A 0 A 0 y; A
:ma:v{,l—} §max{,1—} :ma;p{’yﬂ_}
Yi Yi Yj Yj Yi Yi Yj

_ max{0,y; — A}  L;(N,T,y)
Yj Yj .
Observem doncs que la regla d’ingrés net igualitari és una regla progressiva.
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2.4.2 L’anonimat
Aquesta propietat estableix que els pagaments d’impostos no depenen del nom del con-
tribuent.

La importancia de I’anonimat es deu a que els agents no contribueixen en funcié del
seu nom siné en funcié dels seus ingressos.

Anonimat: Per cada (N,T,y) € T, cada N’ € 4, cada bijeccié 7 : N — N’ i cada
i € N, tenim
Rﬂ(i)(Nl7 T, (yﬂ(i))iEN) - R’L<N7 T, y)

Lema 2.4.2. Per a tot problema (N,T,y) € T, la regla proporcional, la regla de contribu-
ci6 igualitaria, la regla d’ingrés net igualitari ¢ la regla Talmuidica compleizen la propietat
de I’anonimat.

La demostracié del lema és trivial.

2.4.3 Consisténcia

Aquesta propietat estableix que, un cop certs agents contribueixen amb el que els pertoca,
si es reparteix el que queda entre els agents restants aquests segueixen contribuint amb
la mateixa quantitat.

Consisténcia: Per cada (N,T,y) € Ticada M C N, si x = R(N,T,y) llavors

ieEM

Lema 2.4.3. Per a tot problema (N,T,y) € T:

(i) La regla proporcional és consistent.

(ii) La regla de contribucid igualitaria és consistent.
(i1i) La regla d’ingrés net igualitari és consistent.

(iv) La regla Talmidica és consistent.
Prova:

(i) Sigui (N,T,y) € Ti M C N. La regla proporcional defineix

T
> v
1EN
per atot ¢ € N.
Per altra banda,
T
- (2
T Z Yi \ieN\M
ieN
v, =F|MT-—=—1| > wl.um|= = Yi-
Z Yi \ien\M Z Yi
1EN €M
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Volem veure que z; = . Vegem-ho:

TY 4i—T >

T iEN ieEN\M
T— — Yi
Z Yi Z’e%\:M Z Z Yi
- iEN i = iEN ”
ieM ieM
T Z Yi — Z Yi T Z Yi
iEN 1EN\M ieM
= ey Yi = e Yi = ! Yi = T
ieM ieM ieN

Observem que son iguals per tant es compleix la propietat.
(ii) Sigui (N,T,y) € Ti M C N. La regla de contribucid igualitaria defineix

x; = H;(N,T,y) = min{y;, \}.

Per altra banda, =, = H;(M,T — Z min{y;, A}, yn) = min{y;, \'}.

ieEN\M
Per veure z; = 2} el que hem de veure és que A = X'. Sabem per definici6é que A és
tal que

Z min{y;, \} =T

1EN
i\ és tal que

Z min{y;, N} =T — Z min{y;, \}.

ieN iEN\M

Anem a comprovar si es compleix la igualtat:

Z min{y;, \} = Z H;(N,T,y)

€M €M
=Y Hi(N,T,y)+ > H(NTy) - > H(N,Ty)
icM iEN\M iEN\M

=T- > H(NTy)=T- Y min{y,\}.

IEN\M IEN\M

Per tant observem que A = X' i es compleix la propietat.
(iii) Sigui (N,T,y) € Ti M C N. La regla d’ingrés net igualitari defineix

Ty = Ll(Na T7 y) = mal’{o’yi - )‘}

Per altra banda, z}, = L; | M,T — Z max{0,y; — A}, ym | = max{0,y; — N'}.
IEN\M
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(iv)

Per veure z; = z; el que hem de veure és que A = X'. Sabem per definici6é que A és
tal que

Z max{0,y; — A} =T

1EN

i\ és tal que

Zmaw{o,yi - XN}=T - Z maz{0,y; — A}.

1€EN iEN\M

Vegem que prenent \ es compleix la condicié de ).

Z maz{0,y; — A\} = Z Li(N,T,y)

ieM ieM
=Y Li(N,T,y)+ > L(N,T,y)— Y L(N,Ty)
ieM iEN\M iEN\M

=T — Z Li(N,T,y) =T — Z maz{0,y; — A}
iEN\M iEN\M

Per tant observem que A = )\ i es compleix la propietat.

Sigui z = T(N,T,y) i M C N. Hem de provar que

T(N7T7y)|M:T(M7T_ Z xivyM)7
1EN\M

onT — Z T; = Z x; 1 denotem Z x; = x(M) per simplificar la notacio.
IEN\M ieM ieM

CAS1: T < %Y
1
Suposem que T' < §Y. Aleshores

1

per a tot ¢ € N.

. 1

Es facil veure que §y(M) >T —x(N\ M) =xz(M). Sino fos aixi, és a dir si
1 1

iy(M ) < x(M), existiria almenys un ¢ € M tal que J¥i < i, fet que contradiu
(2.1).

Per tant tenim que

TV Ty = 1 (NT50) = H (M), guar ) = TOLa(0). ).

|M

1
on la primera igualtat es deu a la definicié de la regla Talmidica quan iY > T,

la segona a que la regla de contribucic igualitaria és consistent i la tercera a que
1
Sy(M) > a(M),
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CAS 2: T > éY

1 1
Suposem que 1" > §Y. Aleshores x; > Vi per a tot 2 € N.
Tenim

1

1 1 1 1
TN, T,y)my =zym+L(NT—-2Y,cy| =cym+L(MzM),-yum
2 27727) " 2 2

=T (M, z(M),yn),

on a la primera igualtat hem utilitzat la definicié de la regla Talmidica quan T >
§Y, a la segona que la regla d’ingrés net igualitari és consistent i a la tercera el

segiient:

1 1 1
z(M) :T—§Y—Z(N\M):T—§Zyi—§ Z Yi — Z z;

ieM ieN\M IEN\M
1 1 1
SEEOWEDY (2y+> ST w- Y e
ieM tEN\M €M 1EN\M

1
=a(M) =3 > v >0.
eM

2.4.4 Continuitat

Aquesta propietat estableix que els petits canvis en els ingressos no produeixen un salt
en els pagaments d’impostos.

Continuitat: Per cada N € .4, cada (N, T,y) € TV i cada seqiiencia {(N,T",y") : n €
N} a TV, si (y", T") convergeix a (y,T) llavors R(N,T",y") convergeix a R(N,T,y).
Lema 2.4.4. La regla proporcional, la regla de contribucié igualitaria, la regla d’ingrés
net igualitari ¢ la regla Talmudica compleizen la propietat de continuitat.

La demostracié del lema és trivial.

2.4.5 Sacrifici total condicionat

Si un agent contribueix amb la totalitat dels seus ingressos, com també ho fan els que
ingressen menys, i suposant que els que ingressen més contribueixen igual que ell i tot i
aixi no hi ha prou per cobrir la totalitat dels impostos a recaptar, aleshores la propietat
estableix que ’agent ha de contribuir amb la totalitat dels seus ingressos. D’aquesta
manera podem dir que els ingressos de ’agent sén imprescindibles.

Abans de definir la propietat formalment, introduim el concepte que defineixen Herrero
C. i Villar A. (2002) d’ingrés imprescindible: diem que els ingressos d'un agent 'i’ sén
imprescindibles en (N, T,y) si

Z min{y;,y;} <T.

JEN

18



Sacrifici total condicionat: Per cada (NV,T,y) € T i cada i € N, si els ingressos d’'un
agent "7/ sén imprescindibles aleshores

Lema 2.4.5. Respecte a la propietat de sacrifici total condicionat, es verifica per a tot
problema (N, T,y) € T el segiient:

(i) La regla proporcional no compleizx la propietat.

(ii) La regla de contribucid igualitaria compleix la propietat.

(i1i) La regla d’ingrés net igualitari no compleizx la propietat.

(iv) La regla Talmidica no compleix la propietat.

Prova:

(i)

Ho provarem mitjangat un contraexemple. Sigui N = {1,2, 3,4} un grup de 4 agents
amb corresponents ingressos y = (100, 200, 300, 400) i sigui 7" = 800. Prenem i = 2.

Volem veure que si Z min{ya,y;} < T, aleshores F»(N,T,y) = yo.
JEN
Observem que
Z min{yz,y;} = min{ys, y1} + min{yz, y2} + min{yz, ys} + min{yz, ys}
jJEN
=1+ y2 +y2 + y2 = 700 < 800.

Per tant 'agent 2 és imprescindible. A continuacié volem provar, doncs, que

F>(N,T,y) = y2 = 200.

Sabem que la regla proporcional es defineix com F;(N,T,y) = \y;. Per tant el que
volem provar és que \yz = y2, és a dir A = 1.

Per definicié de la regla, tenim que

T
Ao L _ 800

:Z?Ji_m

€N
Per tant no es compleix la propietat per la regla proporcional.

Ho provarem mitjangant contradicci6. Sigui H;(N,T,y) = min{y;, \}. Per definicid,
tenim que

> min{y;, A} =T. (2.2)
iEN

Suposem que Zmin{yi,yj} < T perd H;(N,T,y) = min{y;, \} < y;, és a dir,

JEN
A<y
Aleshores tenim que Z min{y;,y;} > Z min{\,y;} = T per tant trobem una
JEN JEN
contradiccié amb (2.2).

19



(iii)

(iv)

Ho provarem mitjangant un contraexemple. Sigui N = {1,2,3,4} un grup de 4
agents amb corresponents ingressos y = (100, 200, 300, 400) i sigui 7' = 800. Prenem
i=2.

Volem veure que si Z min{yz,y;} < T, aleshores Lo(N,T,y) = yo.
JEN
Observem que

Z min{y2,y;} = min{ye, y1} + min{yz, y2} + min{ye, y3} + min{yz, ys}
jEN

=y1 +y2 +y2 +y2 = 700 < 800.

Per tant 'agent 2 és imprescindible. A continuacié volem provar, doncs, que

L2(N7T)y) =Y2.

Sabem que la regla d’ingrés net igualitari es defineix com

LZ(N7 Ta y) = max{O, Yi — A})
per tant el que volem veure és que maz{0,y2 — A} = y2, és a dir, yo — A = y92, és a
dir, A = 0.

Per definicié de la regla, tenim

Z mazx{0,y; — A} =T. (2.3)

iEN
Suposem que A = 0. Aleshores tenim que

Z maz{0,y; — A} = max{0,y1} + maz{0,y2} + max{0,y3} + max{0,y4}
€N
=y + y2 +y3 + ya = 100 4+ 200 + 300 + 400 = 1000 # T.

i trobem una contradiccié amb (2.3).

CAS1: T > %Y

Ho provarem mitjangant un contraexemple. Sigui N = {1,2,3,4} un grup de 4
agents amb corresponents ingressos y = (100, 200, 300, 400) i sigui 7" = 800. Prenem
i=2.

Volem veure que si Z min{yz,y;} < T, aleshores T(N,T,y) = yo.
JEN
Observem que

Z min{y2,y;} = min{yz, y1} +min{ya, y2} + min{yz, ys} + min{ya, ys}
jEN

=y1 +y2 +y2 +y2 = 700 < 800.

Per tant 'agent 2 és imprescindible. A continuacié volem provar, doncs, que

E(NaTvy) = Y2
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En el cas en el que ens trobem, la regla és definida com

) 1
7§(N7T,Z/) = Y2 — mln{2y27ﬂ}7

1
per tant el que volem provar és equivalent a que min {ng, ,u} =0, és adir p=0.
Per definicié de la regla, tenim
(1
Z yi —miny Syifie | = T. (2.4)
1EN

Suposem que p = 0. Aleshores tenim que

1 .1 .1
> (yz — min {2%,#}) = y1 — min {22/1,#} +yo — min {22/2,#} +ys3

iEN
(1 (1
—min {2y3’ u} + ya — min {2y4, u}

=y +ty2+ys+ys
= 100 + 200 + 300 + 400 = 1000 # T.

i trobem una contradiccié amb (2.4).

2.4.6 Sacrifici nul condicionat

Si un agent contribueix amb la totalitat dels seus ingressos, com també ho fan els que
ingressen menys, i suposant que els que ingressen més contribueixen amb ’excés i s’assoleix
la carrega fiscal, aleshores la propietat estableix que es pot prescindir de la contribucié
d’aquest agent.

Abans de definir-la formalment, introduim el concepte que defineixen Herrero C. i
Villar A. (2002) d’ingrés prescindibe: diem que els ingressos d’un agent i’ sén prescindibles
en (N,T,y) si

Z max{0,y; —y;} > T.
JEN

Sacrifici nul condicionat: Per cada (N,T,y) € T i cada i € N, si els ingressos d’'un
agent "7/ sén prescindibles aleshores

Lema 2.4.6. Respecte a la propietat de Sacrifici nul condicionat, es werifica per a tot
problema (N, T,y) € T el segiient:

(i) La regla proporcional no compleizx la propietat.
(ii) La regla de contribucid igualitaria no compleix la propietat.

(i7i) La regla d’ingrés net igualitari compleix la propietat.

21



(iv) La regla Talmidica no compleix la propietat.

Prova:

(i)

Ho provarem mitjangant un contraexemple. Sigui N = {1,2,3,4} un grup de 4
agents amb corresponents ingressos y = (100, 200, 300, 400) i sigui 7" = 200. Prenem
1= 2.
Volem veure que si Z max{0,y; — y2} > T aleshores F5(N,T,y) = 0.
JEN
Observem que
> maz{0,y; — g2} =maz{0,y1 — ya} + max{0,y2 — y2} + maz{0, ys — y2}
JEN
+max{0,ys — y2}
=040+ 100 + 200 = 300 > 200.

Per tant 'agent 2 és prescindible. A continuaci6é volem provar, doncs, que

F5(N,T,y) = 0.

Hem definit anteriorment la regla proporcional com F;(N,T,y) = Ay;, per tant el
que volem provar és que A\ys = 0, és a dir A = 0.

Per definici6 de la regla, tenim que

T 200
A= == #£0.
Sy 1000

€N

Per tant no es compleix la propietat per la regla proporcional.

Ho provarem amb el mateix contraexemple. Sigui N = {1,2,3,4} un grup de 4
agents amb corresponents ingressos y = (100, 200, 300, 400) i sigui 7" = 200. Prenem
1=2.

Volem veure que si Z maxz{0,y; — y2} > T aleshores Hy(N,T,y) = 0.
JEN

Observem que

Z maz{0,y; —yi} = maz{0,y1 — y2} + maz{0,y2 — y2} + max{0, y3 — y2}
iEN

+mCLZL‘{O, Yq — yg}

=0+ 0+ 100 + 200 = 300 > 200.

Per tant 'agent 2 és prescindible. A continuacié volem provar, doncs, que

H2(N7T’y) =0.

Hem definit anteriorment la regla de contribucid igualitaria com H;(N,T,y) =
min{y;, A}, per tant el que volem provar és que min{y;, A} =0, és a dir, A = 0.
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(iii)

(iv)

Per definicié de la regla tenim que

Z min{y;, A} = T. (2.5)
1€EN
SiA=0,

> min{yi, A}y = y1 + y2 + y3 + ya = 1000 # T,

1EN
per tant trobem una contradiccié amb (2.5) i aix0 comporta que A # 0, i no es
compleix la propietat.

Sigui L; = maz{0,y; — A\}. Suposem que Z maxz{0,y; —y;} > T i volem veure que
JEN
L;(N,T,y) =0, és a dir, que max{0,y; — A} = 0.

Suposem que max{0,y; — A} > 0. Aleshores y; — A > 0= y; > \.

Per definicid, tenim que

Z maz{0,y; — A} =T. (2.6)
JEN

Tenim T < Z maz{0,y; — yi} < Z maxz{0,y; — A} = T per tant trobem una
JEN jEN
contradiccié amb (2.6). Aix{ doncs, es compleix la propietat.

CAS 1: T < %Y

Ho provarem mitjangant un contraexemple. Sigui N = {1,2,3,4} un grup de 4
agents amb corresponents ingressos y = (100, 200, 300, 400) i sigui 7' = 200. Prenem
1=2.

Volem veure que si Z max{0,y; — y2} > T aleshores To(N,T,y) = 0.
JEN
Observem que

> maz{0,y; — g2} =maz{0,y1 — ya} + max{0,y2 — y2} + max{0, ys — y2}
JEN

+max{0,ys — y2}
=0+ 0+ 100 + 200 = 300 > 200.

Per tant 'agent 2 és prescindible. A continuaci6é volem provar, doncs, que

T2(N,T,y) = 0.

En el cas en el que ens trobem, la regla Talmidica és definida com

1

per tant el que volem provar és que A = 0.
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Per definici6 de la regla, tenim que

me{;yA} =T. (2.7)

iEN
Suposem que A = 0.
Aleshores tenim que
> min {lyi, A} P
et 2 2 2 2 2
= 50 4 100 + 150 + 200 = 500 # T

i trobem una contradiccié amb (2.7).

2.4.7 Monotonia respecte als ingressos

Aquesta propietat exigeix que si els ingressos d’un agent augmenten i els de la resta no
pateixen cap variacid, el primer ha de pagar més.

Monotonia respecte als ingressos: Per cada (N,T,y) € T, cada i € N i cada y} > y;,
tenim

RZ(N7 Ta y/) Z Rz(Na Ta y)>
on y; = y; per a tot j # i.

Lema 2.4.7. Respecte a la propietat de monotonia respecte als ingressos, es verifica per
a tot problema (N,T,y) € T el segiient:

(i) La regla proporcional compleix la propietat.
(ii) La regla de contribucid igualitaria compleix la propietat.
(iii) La regla d’ingrés net igualitari compleiz la propietat.

w) La 76910, Talmudica compleiz: la pr opietat.
Prova:

(i) Volem veure que si y; > y;, aleshores F;(N,T,y") > F;(N,T,y), on y; = y; per a tot
j # 1. Vegem-ho:
T

Per una banda tenim que F;(N,T,y) =Ny, on N = ——————.
q z( y) Yi Y+(y§*yi)

T
Per Ialtra tenim que F;(N,T,y) = A\y;, on A = v
Volem veure F;(N,T,y") > F;(N,T,y), és a dir F;
dir X'y; — Ay; > 0. Vegem-ho:

(NaTay/) _Fl(NaTvy) > 07 és a
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Y Y + (v, — i Y
_TYyi +TY (y; — i) = TYyi — T(y; — vy
Y2 +Y(y; — i)
_ IV (i — i) =Ty —yivi
Y2+Y(y, —ui) B
Per tant es compleix F;(N,T,y') > F;(N,T,y).

)‘;?Ji — Ay

(ii) Volem veure que si y; > y;, aleshores H;(N,T,y') > H;(N,T,y), on y;- = y; per a

tot j # i. Vegem-ho:
Per una banda tenim que H;(N,T,y") = min{y}, \'}, on Z min{y;, N} =T.

JEN
Per laltra, H;(N,T,y) = min{y;, \} on Z min{y;, \} =T.

JEN

Distingim casos:
CAS 1: y} < X

Hi(N,T,y') = y; > min{y;, \} > min{y;,\} = H;y(N,T,y)
CAS 2: y, > X

Distingim subcasos:
e Si N>\
Hi(Na T, y/) = mln{y;a )‘/} > min{yia >‘} = Hi(N’ T, y)
e Si N <A
Per una banda estudiem qué passa per les j # i.
S H(N,T,y)=> minfy;\} > > min{y;, N} => H;j(N,T,y).
J#i J#i J#1 J#1
Per altra banda, anteriorment hem definit A i \’ com
Y Hj(N,T,y)=> Hj(N,T,y/)=T
JEN JEN
i per tant
H;(N,T,y) < Hi(N,T.y).
(iii) Volem veure que si y; > y;, aleshores L;(N,T,y') > Li(N,T,y), on y; = y; per a
tot j # i. Vegem-ho:
Per una banda L;(N,T.,y’) = maz{0,y, — X'}, on X és tq Z maz{0,y; — N} =T.
JEN
Per laltra, L;(N,T,y) = max{0,y; — A}, on A compleix Z maz{0,y; — A} =T.
JEN

Distingim casos:
CAS1: 0>y, - N= X >y

Distingim subcasos:
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e Si\> N,

Li(N,T,y") = maz{0,y; — \'} > maz{0,y; — A} = Li(N,T,y)
e Si A < ), tenim per una banda que L;(N,T,y') =0 i per l'altra

T = ZLj(N,}/,y/) = Zmax{O,y; -N} < Zmax{o,yj — A}

i i i
=Y Li(N,T,y) <T
i

= L;(N,T,y) =0.

CAS2: 0<y, - N=XN<y
Distingim subcasos:

Si N < )\,

L’L(N7 Ta yl) = maa;{O,y; - )‘I} > maﬂ?{@% - )‘I} > maﬂ?{@% - )‘} = LZ(N7 T7y)

Si M > ), estudiem queé passa per les j # i.
D OLiN,Ty) = max{0,y; = N} <> maa{0,y; — A} = Y L;j(N,T,y)
J#i J#i J#i J#i
Per altra banda, anteriorment hem definit A i \' com
JEN JEN

i per tant
LZ(Na T7 y/) > LZ(N) T: y)
Volem veure que si y; > y;, aleshores T(N,T,y") > T(N,T,y), on y; = y; per a tot
.
Distingim varis casos.
1
Tenim el segiient

1 1
7;<N7 T7 y) = HZ(N7 T: iy) S HZ(N7 T7 iy/) - T(N7 Ta y/)

1
on la primera igualtat es deu a la definicié de la regla Talmidica quan T < =Y

i la desigualtat a que la regla de contribucio igualitaria compleix la propietat de
Monotonia respecte als ingressos com hem demostrat en 'apartat (ii).

CAS 2: T > %Y

Dins d’aquest cas distingim dos subcasos. Abans, pero, enunciem una propietat
introduida per Thomson W.(2019) [pag. 140] que ens sera d’utilitat.
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Composition up: Per cada (N,T,y) € TiT =T'+T", tenim que
R(N,T,y) = R(N,T",y) + L(N, T",y — 2),
on 2’ = L(N,T,y).
Cas 2.1: T > %Y’
Si T;(N,T,y) = %yz < %y; < Ti(N,T,y) ja queda provat, on hem utilitzat que
Yl > y; per a tot i € N.

1
Si T:(N,T,y) > Vi aleshores

1 1 1
7;<N7 T7 3/) = §y; +L’L (NuT_ §Y/7 2y,)
1 1 1 1 1 1
=g%—wH@w+M(MT—2 —gé—w%ﬂ+ﬂmw2%—W)
1 1 1.1 1
= i(y;_yi)"i‘iyi‘i‘l/i (N,T— 3 7231/) — L <N72(y£_yi)7_>
1 1 1.1 1
> 5(92—%)‘1‘5%4-% (MT— §Y7§ /> - 5(%"—%)
1 1.1

1
on la primera igualtat es deu a la definicié de la regla Talmidica quan T > §Y/ , a

la segona hem aplicat el fet que Y <Y’ =Y + y/ — y;, a la tercera hem utilitzat la
propietat composition up tenint en compte el segiient:

1 1.1
Y=Y 4y—y =5V =3V +5i—v)

2 2
1 1 1
= T —Y =T - 2Y — ~(y — y;
9 9 9 (yz yz)
1 1 1
=T — Y =T—--Y'+ (¢ — v,
5 Y+ 5 i —vi)

i aleshores
1.1 1,1 1
Li <-“7T - §K 2y,> = LZ <1”7T - 2Y/2y/> +L1, (N7 §(y; - yl)a _> .

1 1
A la primera desigualtat hem utilitzat que L; (N, i(y; — i), —) < i(y; —y;)iala
seglient el fet que la regla d’ingrés net igualitari compleix la propietat de Monotonia
respecte als ingressos.

1
Cas 2.2: T < §Y’

1 1
En aquest cas tenim que JU; < §yj per a tot j € N, ia més que x; > §yj per a tot

1
7 € N degut a que recordem que ens trobem dins del cas T' > iY.
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Si definim = T(N,T,y) i 2’ = T(N,T,y’) tenim que

W =T o (N\i) 2T~ f/(N\i) =T~ Ly(N\i) > T — (N \ i) =

2.4.8 Monotonia conjunta respecte als ingressos i la carrega fiscal

Aquesta propietat estableix que si els ingressos d’un agent i la carrega fiscal total augmen-
ten en quantitats iguals, aquest agent augmentara la seva contribucié en com a maxim
aquesta quantitat.

Monotonia conjunta respecte als ingressos i la carrega fiscal: Per cada (N, T,y) €
T, cada ¢ € N i cada d > 0, tenim

Rz(Ny Tl,?/) - RZ(N7 Ta y) < d7

+d st j=1.
onT'=T+diy;= Yi J
Yj st j # .

Lema 2.4.8. Respecte a la propietat de monotonia conjunta respecte als ingressos i la
carrega fiscal, es verifica per a tot problema (N,T,y) € T el segiient:

(i) La regla proporcional compleix la propietat.

(ii) La regla de contribucid igualitaria compleix la propietat.
(i4i) La regla d’ingrés net igualitari compleiz la propietat.
(iv) La regla Talmidica compleix la propietat.

Prova:

(i) Observem que

T+ d
R‘(N,T', Y
2.1 Suse - Tuse e S

J#i J#i
JEN JEN JEN
= R;(N,T,y).
ji
Aleshores
Ri(N,T',y/) — R;(N,T,y) = ZR (N, T,y ZR (N, T,y)
JFi JF
— (D RWN.T ) =D RN T,y) | >d.
J#i J#i

Per tant es compleix la propietat.
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(ii) Lema: Per a tot j # 14, H;j(N,T,y) < H;(N,T",y).

Prova: Suposem que no es compleix el que postula el lema. Es a dir, que existeix
una j # ¢ tal que

H;(N,T,y) > Hj(N,T",y') = min{\,y;} >min{\N,y;} = min{\,y;}
= A>\.
Aleshores tenim

T = Z min{y;j, \'} + min{y;, \} > Z min{y;, \'} + min{y;, '} +d — d
JEN\ JEN\i

= Z min{y;, N'} + min{y, + d, N +d} — d
JEN\G

> Z min{y;, N'} + min{y, + d, N} —d =T — d.
FEN\G
Per tant tenim 7' > T’ —d = T + d > T’ contradiccié.

Aleshores tenim

Hi(NvT/7y/) - HZ(Na T7y) = T/ - Z H](N7T,y/) - T— Z H](Na Tay)
JEN\i JEN\I

=d— | Y Hj(NT.,y)- > Hj(N,Ty) | <d
JEN\G FEN\G
Per tant es compleix la propietat.
(iii) Lema: Per a tot j # i, L;j(N,T,y) < L;j(N,T",y').
Prova: Suposem que no es compleix el que postula el lema. Es a dir, que existeix
una j # ¢ tal que
L;(N,T,y) > Lj(N,T',y") = maz{0,y; — A\} > maz{0,y; — \'}.
Aleshores tenim

T = Z maz{0,y; — A} + maz{0,y; — A}
JEN\i

> Z maz{0,y; — X'} + maz{0,y; — N} +d —d
JEN\i

= Z maz{0,y; — N'} + maz{d,y; — N +d} —d
JEN\G

> Z maz{0,y; — N} + maz{0,y; — N} —d=T —d.
JEN\
Per tant tenim 7' > T' +d = T + d > T’ contradiccié.
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Aleshores tenim

Li(N,T,y) = Li(N,T,y) =T = > LiN,T,y)= (T— > Li(N,T,y)

JEN\G JENNI
=d— | Y LiNT.y)— > LiN,T.y) | <d.
JEN\G JENNI

Per tant es compleix la propietat.
(iv) Distingim casos:
1
CAS1: T < §Y

Distingim subcasos:
1 1
T+d< =Y+ =d
*hrds3t Ty

1
En aquest cas definim primerament z; = H; (N T+ d { yi + d yN\Z]>

per a tot ¢ € N. Aleshores tenim

1

1 1

H(NT+ d[%+ dﬁmd)
1
9 Yi

)

1
< H, (NT—i— ~d, [ yi + d, yN\l])

—|—H<N d[yz—i- —d — z;; =

1

< gd+ pd+ BN, T,y) = d+ (N, Ty),
on a la primera desigualtat hem utilitzat que la regla de contribucio igualitaria
compleix la propietat de composition up i a la dltima igualtat el fet que ens
trobem al cas T' < §Y.
Aleshores es compleix T;(N, T +d, [y; + d;yn\s]) — Ti(N, T, y) < d.
.T+d>%Y+%d
Per a tot j # i tenim que

1 1

< Ti(N, T +d, (yi + d, yni))

on la primera igualtat es deu a que T' < §Y ila primera desigualtat es compleix
per definicio.
Si fem el sumatori per a tot j # ¢ observem que

S TN, T,y) <Y TN, T +d, (yi + d;ywi)).
i i
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Com que Z (N, T,y) =T, tenim Z (N, T,y) =T —T;(N,T,y).

JEN J#
Com que Z Ti(N, T +d,(yi + d;yn\i)) = T + d, aleshores
JEN

STTNT +d, (yi + dsyng)) =T +d — Ti(N, T +d, (y; + d yw))-
j#i

Substituint obtenim 7' — T;(N,T,y) < T +d — T(N,T +d, (yi + d;yn\;)) 1 per
tant T;(N, T +d, (y; + d;yn\)) — Ti(N, T, y) < d.

CAS 2: T > %Y

1 1
En aquest cas es compleix T+ d > §Y + §d i tenim:

Ti(N,T +d, [y + d; yni)

1 1 1
:2yi+2d+Li<N,T— Y + d [ Yi + d yN\})

1 1
—L; (N, T - Y, y> + L <N,T -5Y, y)

1 1 1
= L; | NT - 2Y,
2 Yi + d+2d+ ( ; 2 ,y)

1

1

2.4.9 Transferéencia no avantatjosa

Aquesta propietat estableix que cap grup d’agents aconseguira avantatges si es presenta
com una unitat fiscal conjunta envers presentant-la per separat.

Transferéncia no avantatjosa: Per cada (N,T,y) € T, cada N’ C N i cada (y})ien’
c RY', si Z yh = Z y; aleshores

i€EN’ iEN’
Z RZ(N7 T7 ((y;)iGN'vyN—N’)) = Z RZ(Na T7y)
€N’ iEN'

Lema 2.4.9. Respecte a la propietat de transferéncia no avantatjosa, es verifica per a tot
problema (N, T,y) € T el segiient:

(i) La regla proporcional compleix la propietat.
(ii) La regla de contribucid igualitaria no compleix la propietat.

(i4i) La regla d’ingrés net igualitari no compleizr la propietat.
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(iv) La regla Talmidica no compleix la propietat.

Prova:

(i)

(iii)

Hem definit anteriorment la regla proporcional com F;(N,T,y) = A\y;. Aleshores

ZFZ-(N,T,y) ZZ)\%:/\Z%Z/\Z?JQZZ)\Q;

1EN' 1EN’ €N’ €N’ iEN’

= Z E(N7 T) ((y;)’iEN’) ?/N—N’))-
ieEN’
Per tant observem que compleix la propietat.

Anem a provar que la regla no compleix la propietat mitjancant un contraexemple.
Sigui N = {1,2,3} un grup de 3 agents tals que (N, T,y) € T amb

T = 500,91 = 100, y> = 200, y5 = 300.

Hem definit anteriorment la regla de contribucio igualitaria com

per a tot i« € N. Aleshores tenim que x = H(N,T,y) = (100, 200,200), és a dir
I’agent 1 paga la totalitat dels seus ingressos i I’agent 2 i 3 contribueixen per igual
amb 200.

Ara suposem que 'agent 3 déna 100 unitats dels seus ingressos a ’agent 1, per tant
tenim yj = 200, y5 = 200, y5 = 200. Ara

500 500 500
x/:H(N7T7(yllay27y:/3)): ( o >7

37373

i observem que els agents 1 i 3 junts paguen més que inicialment. Es a dir,
o+ 2l >z + ws,

per tant no es compleix la propietat.

En aquest cas també provarem que no es compleix la propietat mitjancant un con-
traexemple. Sigui N = {1,2,3} un grup de 3 agents tals que (N, T,y) € T amb

T = 550,41 = 200, y> = 200, y5 = 300.

Hem definit anteriorment la regla d’ingrés net igualitari com
L; = max{0,y; — \}

per a tot i € N. Aleshores tenim que z = L(N,T,y) = (150, 150, 250), és a dir els
agents 1 i 2 contribueixen amb 150 i I'agent 3 amb 250, i els ingressos de cada un
després d’impostos queden igualats a 50.

Ara suposem que l'agent 3 déna 300 unitats dels seus ingressos a ’agent 1 i tenim
y; = 500, y2 = 200,95 = 0. Ara

o' = L(N, T, (y},y2, y5)) = (425,125,0).

Observem que
Ty + 2% > 11 + 3,

per tant tampoc es compleix la propietat.
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(iv) Anem a provar que la regla no compleix la propietat mitjangant un contraexemple.
Sigui N = {1,2,3} un grup de 3 agents tals que (N,T,y) € T amb

T = 550,41 = 200, y> = 200, y5 = 300.

1 1 1
Ens trobem al cas que T > §Y ja que §Y = 5700 = 350 < 550 = T per tant

Ti(N,T,y) = %yz — L (N,T — % ;y>
Es a dir
x=T(N,T,y) = (100,100,150)+ L;(N,200, (100,100, 150))
= (100, 100, 150) + (50, 50, 100) = (150, 150, 250),
és a dir els agents 11 2 contribueixen amb 150 i ’agent 3 amb 250.

Ara suposem que l'agent 3 déna 300 unitats dels seus ingressos a ’agent 1 i tenim
y'" = (500,200,0), és a dir, yj = 500,y2 = 200,95 = 0. La Y segueix sent 700 i

1
T = 550, per tant seguim estant en el cas T' > §Y. Aleshores tenim

2/ =T(N,T,y) = (250,100,0) + L;(N, 200, (250, 100, 0))
= (250,100, 0) + (175, 25,0) = (425,125, 0).

Observem que z + x4 > x1 + x3, per tant no es compleix la propietat.

2.5 Taula de propietats

Un cop definides les propietats i estudiat quines regles compleixen cada propietat, consi-
derem aquesta taula en forma de resum.

F|\H|L|T
Progressivitat v v
Regressivitat v |V
Anonimat araraxi
Consisténcia araraxi
Continuitat araraxi
Sacrifici total condicionat
Sacrifici nul condicionat
Monotonia respecte als ingressos v aRs
Monotonia conjunta respecte als ingressos i la carrega fiscal v v
Transferencia no avantatjosa v

Figura 8: Taula resum de les propietats de la regla proporcional (F'), regla de contribucio
igualitaria (H), regla d’ingrés net igualitari (L) i regla Talmidica (T). En color blau
remarquem les propietats que caracteritzen la regla proporcional, en verd la regla de con-
tribucio igualitaria i en taronja la regla d’ingrés net igualitari, les quals comentarem al
capitol segiient.
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Observem que les quatre regles estudiades compleixen les propietats de I’anonimat, la
consistencia i la continuitat. Per altra banda, hi ha certes propietats que sén satisfetes
per una tnica regla. Son els casos del sacrifici total condicionat per la regla de contribucic
iqualitaria, el sacrifici nul condicionat per la regla d’ingrés net igualitari i la transferéncia
no avantatjosa per la regla proporcional.

3 Caracteritzacions

Un cop estudiades les diverses regles i les propietats que aquestes compleixen, en aquest
capitol parlarem sobre algunes caracteritzacions de la regla proporcional, la regla de con-
tribucio igualitaria i la regla d’ingrés net igualitari, que permeten diferenciar-les unes de
les altres.

A més, a ’hora d’escollir quina regla utilitzar és util coneixer quines propietats satisfa
cada regla, i depenent de la importancia que la persona doni a cada propietat la quantitat
de regles entre les que es pot escollir es va reduint i facilita la presa de decisions.

3.1 Caracteritzacié de la regla de contribucio igualitaria

Comencem amb una caracteritzacié de la regla de contribucio igualitaria, introduida per
Thomson W.(2019) [pag. 98].

Teorema 3.1. La dnica regla que verifica Sacrifici total condicionat ¢ Monotonia respecte

als ingressos és la regla de contribucié igualitaria (H).

Prova: Hem vist anteriorment als lemes (2.4.5) i (2.4.7) que la regla de contribucid igua-
litaria satisfa les dues propietats nombrades al teorema i, per tant, I'existencia quedaria
provada.

Per demostrar la unicitat, suposarem ara que existeix una regla R # H que satisfa la
CM i la CFS. Aix0 implica que existeix un problema (N,T,y) € T tal que H(N,T,y) #
R(N,T,y). Sigui x = H(N,T,y) i z = R(N,T,y). A més, d’acord a la definicié de la
regla d’igual contribucié, tenim A € R tal que z; = min{\,y;} per a tot i € N tal que

Zl’i =T.

1EN
Degut a la suposicié de que x # z, existeix almenys algun i, € N tal que

zi, < xp, = min{\, y;, } <A, 1per tant, z;, < A\ (3.1)

Per altra banda, es pot demostrar que
Yi, > A\ (3.2)
En efecte, si y;, < A, aleshores tindriem T = Z xj = Z min{\,y;} > Z min{yi.,y;},
JEN JEN JEN
i per tant, aplicant la propietat CFS, deduiriem que
zi, = Hi(N,T,y) = yi. = Ri(N,T,y) = z~,

ja que tant la regla H com la regla R verifiquen aquesta propietat. I aixo contradiu que
zi, < x;,. De (3.1) i (3.2) podem concloure que

Zi* < )\ < yi*’
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Tenint en compte aquesta darrera desigualtat definim 3/ € ]Rf tal que y; = A, i
I

Y; = yj, per a tot j # i,. Observem que (N,T,y") € T ja que

IVESD DIFEEERD DI FRTHUNIEID p e

JEN JEN\{i+} JEN\{i*} JEN—i

Observem que ’agent i, compleix
> min{yj,yi} = min{y;, A} => x; <T
JEN JEN JEN
i per tant per la propietat CFS tenim que z; = R; (N, T,y") = y;, = A.
Com que X = y; < y;,, per la propietat CM tenim que

)‘:R’L*(N7T7y/) < RZ*(NaTay) = Zi.

i per tant A < z;, 1 aix0 contradiu (3.1).

Podem concloure doncs que = = z i per tant queda demostrada la unicitat.

3.2 Caracteritzacié de la regla d’ingrés net igualitari

Seguim amb una caracteritzacié de la regla d’ingrés net igualitari, també introduida per
Thomson W. (2019) [pag. 172].

Teorema 3.2. La unica regla que verifica Sacrifici nul condicionat ¢ Monotonia conjunta
respecte als ingressos i la carrega fiscal és la regla d’ingrés net igualitari.

Prova: Hem vist anteriorment als lemes (2.4.6) i (2.4.8) que la regla d’ingrés net iguali-
tari (L) satisfa les dues propietats nombrades al teorema, per tant 'existéncia quedaria
provada.

Per demostrar la unicitat, suposem ara que existeix una altra regla R que també verifica
les dues propietats, perd que R # L. Aleshores existeix un problema (N,T,y) € T tal
que x = L(N,T,y) # R(N,T,y) = z. D’acord a la definicié de la d’igual ingrés net, sigui
A € R tal que x; = max{y; — \,0} Vi € N, on Zml =T.

iEN
Primer de tot, notem que si y; < A, aleshores

Z max{0,y_y;} > Z max{y; — A, 0} = Z =T,

JEN JEN ieN

i per tant y; és prescindible. Com a conseqiiéncia, i aplicant la propietat de Sacrifici nul
condicionat tenim que

En segon lloc, com estem suposant que x # z i ZieN T = ZieT z; =T, segur que existeix
un agent i, € N tal que z;, < z;,. Tenint en compte (3.3) també deduim que y;, > A, i
per tant

z;, = max{y;, — \,0} =y, — A < z,. (3.4)
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Definim ara i’ € R tal que Y, = Aiy; =y;, per atot j € N, j # ix. A més definim
T =T (y. — \) <T.

Primer demostrarem que (N,T”,y') € T. Volem veure, doncs, que Z y; > T

JjeEN
T =T—(y;, — \) = ij —(yi, —A) = ij —maz{y;, — A, 0}
jEN jEN
=Y wm—w.= ), m< Y, hitA=) 4
JEN JEN\{ix} JEN\{i«} JEN

A continuacié demostrarem que 'ingrés de I’agent i, € N, y;,, és prescindible. Volem

veure, doncs, que Z mam{y} —y; ,0} > T. En efecte,
JEN

> max{yj -y, 0} =Y max{y;—A\0}= > max{y; -\ 0}

JEN JEN JEN\{i+}
= Z zj=T—x;, =T —max{y;, —\,0} =T — (y;, — A),
N\{i«}

on a la ultima igualtat hem utilitzat el fet que y;, — A > 0. Com lingrés de ¢, és
prescindible, i la regla R satisfa sacrifici nul condicionat obtenim que

zi, = R, (N, T',y/) = 0.
Per ultim, aplicarem LCEM. Si prenem d = y;, — A obtenim

Rz*(Nv T, - (yl* - )‘)>y) - RZ*(Na Tlay/) S Yi. — A

De Danterior desigualtat, com 7" — (y;, — A) = T arribem a
Zi* = Ri*(N7 T’ y) S y’i* - )\’

el que contradiu (3.4). Per tant, concloem finalment que x = z i, per tant, queda provada
la unicitat de la regla.

O

3.3 Caracteritzacié de la regla proporcional

Acabem amb una caracteritzacié de la regla proporcional, introduida per Thomson W.
(2019) [pag. 184].

Teorema 3.3. Per |N| > 2, la inica regla que verifica Transferéncia no avantatjosa és
la regla proporcional (F).

Prova: Hem vist anteriorment al lema (2.4.9) que la regla proporcional (F') satisfa la
propietat nombrada al teorema, per tant I’existéncia quedaria provada.

Inversament, sigui S una regla que satisfa la propietat i sigui (N,7T,y) € T tal que

Zyi =Y.

1EN
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Per la NAT tenim:

Sl(N7 T, y) + SZ(N') T, y) = Sl(N7 T, (yl +y2,0,y3, ---7yn)) (35)
Sl(N,T,y) :Sl(N7T7 (y1307Y—y170a-~-a0)) (36)
SQ(Na Tvy) = S2(N7 T: (07y27Y - yz,O, 70)) (37)

Sl(Na Ta ((yl + y2)a anSa sy yn)) = Sl(Na Tv ((yl + y2)7O’Y i 3/270, 70)) (38)

SQ(N, T, (0, yQ,Y — yQ,O, ,O)) = Sl(N, T, (yg, 0, Y — yQ,O, ,0)) (39)
Sigui una funcié ¢ : [0,Y] — R definida, per cada ¢t € [0,Y], com

o(t) = S1(N, T, (t,0,Y —t,0,...,0)).
Notem que si t = y;, aleshores:

e ¢(y1) = S1(N, T, ((¥1,0,Y — 91,0,...,0)) = S1(N, T,y) per (3.6).
o d(y2) =SV, T, ((42,0,Y —92,0,...,0)) = S2(N, T, (0,92, Y — 42,0,...,0))
= 52(N,T,y)
per (3.9) 1 (3.7).
o d(y+y2) =S1(N T ((y1 +92,0,Y —y1 —92,0,...,0))
= S1(N, T, ((y1 + ¥2),0, 93, -, Un))
= 51(N, T, y) + S2(N, T, y) = ¢(y1) + ¢(y2)
per (3.8) 1 (3.5).
Degut a que (N, T, y) estava subjecte arbitrariament a Z y; = Y, deduim l'existencia
d’un t € R4 tal que, per cada vy € [0,Y], ¢(v) = tv, VeurezZJZzél (1966).

Donat (N,T,y) € T tal que Zyz = Y, obtenim doncs que per a cada ¢ € N,
iEN

Si(N,T,y) = ty;. Per versemblanca, t =

i 8 és la regla proporcional.
Yi
1EN
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4 Analisi de progressivitat

En aquest capitol analitzarem amb més detall la progressivitat i la regressivitat, propietats
que hem definit al capitol 2. Per comencar, introduim la proposicié segiient.

Proposicié 4.1. La regla proporcional és la unica regla que satisfa progressivitat i re-
gressivitat.

Prova: Hem vist anteriorment al lema (2.4.1) que la regla proporcional satisfa progres-
stvitat i regressivitat, per tant ’existencia quedaria provada.

Anem a veure que és I'tinica regla que ho compleix. Suposem que existeix una regla
R que satisfa progressivitat i regressivitat. Aleshores, per a tot 4,5 € N i suposant sense
perdua de generalitat que y; < y;, tenim el segiient:

. ) R; R; Ry _Rj . R, R;
Per progressivitat tenim que — < —=, per regressivitat — > —= i per tant — = —=.
Yi Yj Yi Yj Yi Yj

R R R .
D’aqui es despren que A2 = A, d’on concluim que R; = A\y;

Y1 Y2 Yn

= R; = F; és la regla proporcional.
O

4.1 Analisi de la progressivitat de la familia TAL

T
Sigui 7(N,T,y) = % la part de la carrega fiscal en relacié amb els ingressos totals de la

poblacié, i definim D° = {(N,T,y) € T : 7(N,T,y) = 6} per cada § € (0,1). Es a dir, D’
és el conjunt de problemes de fixacié de taxes amb quota tributaria igual a J.

A continuacié introduim un resultat de Moreno-Ternero J.D. i Villar A. (2002) que
mostra que una regla a la familia TAL és progressiva en D? si i només si 6 < §. Formal-
ment:

Teorema 4.1. Sigui {Re}ge[m] la familia TAL i 6 € (0,1) donada. Aleshores:

1) Si 60 < ¢ aleshores Re és progressiva en ]D(S.
prog
7i) Si 0 > 0 aleshores Re €s regressiva en D(s.

(iii) Si @ = & aleshores R? no és progressiva ni regressiva en D°.

Prova: Sigui ¢ € (0,1) donada i considerem el domini de problemes de fixaci6 de taxes
D°. Sigui (N, T,y) € D i considerem 4, j € N tals que y; > y;. Sigui 6 € [0, 1].

Recordem la definicié de familia TAL:
min{0y;, A} si T <46Y.

TA(N,T,y) =
max{0y;,y; —u} si T > 6Y.

(i) Si 6 < ¢ tenim que T' > Y per tant per definicié tenim
RY(N,T,y) = maw{0y;, yi — \}

per a tot ¢ € N. Anem a diferenciar casos:

38



e Suposem que A < (1 —60)y;.
Com que y; > y;, (1 —0y;) > (1 —0)y; i per tant A < (1 — 0)y;. Aixo implica
A <y; —0y; = Oy; < y; — A\ per tant R?(N,T,y) =y — A\
Per altra banda, R?(N, T,y) = y; — A pel mateix raonament.

Alesh Yi Yi Yi
eshores R?(N,T,y) Y= A A
Yj Yj Yj
. _ RUN,T,y) _ RJ(N,T.y)
i com que y; > y;, es compleix > .

Yi Yj
e Suposem que (1 —0)y; <A < (1—0)y;.
Aleshores Rf(N ,T,y) = y; — A pel raonament anterior.
Per altra banda, A > (1 —0)y; = X > y; — 0y; = Oy; > y; — A per tant
RI(N,T,y) = 0y;.

RINTy) _yi=A_, A
Aleshores: Yi Yi Yi
Y Yj

Yi

A
Observem que 1 — — > 6 ja que > 6 degut a que y; — A > 0y; com hem
vi A

7 (2
suposat al principi.

RI(N,T RY(N,T,
Per tant es compleix ( - x) > i y)

1
Yi Yj
e Finalment suposem A > (1 — 6)y;.
Aleshores RY(N,T,y) = 0y; i R?(N, T,y) = Oy; pels raonaments de 'apartat

anterior.
o ! RI(N,T,y) RUN,T.y)
Per tant g NzT ! i es compleix —* L= )
Yj Yj

Observem que en els tres casos obtenim que R? és progressiva en D°.

(ii) Si @ > § tenim que T < OY per tant per definicié tenim RY(N,T,y) = min{0y;, \}
per a tot ¢ € N. Anem a diferenciar casos:

e Suposem que A < 0y;.
Com que y; > y;, 0y; > Oy; i per tant A < Oy;.
Aleshores tenim RY(N,T,y) = A i RY(N,T,y) = .
RI(N,T,y) A

Yi Yi
Per tant R?(N, T, y) B A
Yj Yj

RIN,T.y) _ RY(N,T,y)

i com que y; > y;, es compleix
Yi Yj
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e Suposem ara que Oy; < A < 0y;.
Aleshores R?(N,T,y) = A pel raonament anterior.
Per altra banda, fy; < A implica R?(N, T,y) = 0y;.
RN, T,y) X

Alesh V. b
eshores M _ 0y; =40.
Y Yi

Yi Yj

Com que hem suposat que A < fy;, tenim

e Suposem finalment que A > fy;.
Aleshores tenim Rf(N, T,y) = 0y; i Rf-(N7 T,y) = 0y, pel raonament de l'a-
partat anterior.

RI(N,T,y) Oy

=0
Per tant tenim Yi Yi
RON.T) oy,
Yj Yj
i es compleix = _
Yi Yj

Observem que en els tres casos obtenim que R? és regressiva en D°.
(iii) Si @ = J aleshores és immediat veure que RY(N,T,y) = y; per a tot i € N, que
RY(N,T,y)

z = 0 per a tot i € N per tant R’ no és progressiva ni
Yi

implica que

Tegressiva en D°.

O

Remarquem doncs que la familia de les regles Talmidiques no és purament progressiva
o regressiva, sino que depen de la carrega fiscal.

Del teorema 4.1 se’n despren el segiient corol-lari:

Corol-lari 4.1. Sigui {RG}HG[OJ] la familia TAL. Aleshores:

(i) R? és progressiva en X si i només si @ = 0, és a dir és la regla d’ingrés net igualitari.

(ii) R? és regressiva en X si i només si § = 1, és a dir és la regla de contribucié
igualitaria.

4.2 Dominacio de Lorenz

La reduccié de la desigualtat és un dels objectius principals de la fiscalitat progressiva, és
a dir, es busca que la distribucié dels ingressos després d’impostos sigui més igualitaria
que la distribucié de renda original. Es parla de que una regla és més igualitaria que una
altra quan el vector d’ingressos després d’impostos Lorenz-domina el vector d’ingressos
després d’impostos de la segona. Anem a definir-ho formalment:
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Definicio 4.2.1. Siguin x,z € R™ dos vectors amb components ordenades, és a dir,

n n

1 <z < ..o <xp b 21 < 29 <o < 2, 1 otals que g T; = g z;. Diem que el vector x
i=1 i=1

domina en forma de Lorenz al vector z i ho escrivim com x 21, z i i només si

k k
E T > E Z;
i=1 i—1

per a tot k ={1,...,n—1}.
Lema 4.2.1. La dominacié de Lorenz és una relacié transitiva i reflexiva, pero no
stmetrica.

Prova:

(i) Transitivitat: volem veure que si x 22, z i z 27, t aleshores = 7, t.

n n k k
Tenim per una banda dos vectors z, z € R™ tals que Z xT; = Z zi i Z x; > Z z

i=1 i=1 i=1 i=1
per a tot k = {1,....,n — 1}.

n n k k
Per altra banda, tenim t € R" tal que Zzl = Zti i Zzz > Zti per a tot
i=1 i=1 i=1 i=1
E=A{1,..,n—1}.

n n k k k
Veiem facilment que sz = Zti i sz > Zzl > Zti peratot k= {1,...,n—
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

1} per tant es compleix la propietat.

(ii) Reflexivitat: la demostracié és trivial.

(iii) Simetria: volem veure que no es compleix el seglient: si z 2y 2 = z 7 «. Ho
veurem mitjancant un contraexemple.

Sigui = = (200,100,300) i z = (100,200,300). Aleshores el vector ordenat z és
2’ = (100, 200, 300). Per tant observem que x =y, z perd = # z.

4.3 Regles més progressives que altres

En aquest apartat definirem quan una regla es considera més progressiva que una altra i
demostrarem els diversos casos possibles per la familia TAL. Comencem amb la definicié
formal.

Definici6 4.3.1. Una regla R és més progressiva que una regla G en un domini D C X ¢
ho escrivim com R 75 G si per cada problema de fizacio de taxes (N,T,y) € D,

y_R(NaTvy) iLy_G(N7T7y)

Si R és més progressiva que G en tot el domini X dels problemes de fixacio de tazes,
aleshores diem que R és més progressiva que G i escrivim R 7=* G.
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A continuacié introduim un resultat de Moreno-Ternero J.D. i Villar A. (2002) que
mostra que totes les regles de la familia TAL poden ser classificades segons el principi de
relativitat progressiva sobre un domini restringit X en el qual 6; < 6y implica que R?" és
més progressiva que R’2. Vegem la definicié formal a continuacié.

Teorema 4.2. Siguin R%', R% dues regles de la familia TAL amb 01,605 € [0,1]. Aleshores
R% ol R% quan 0; < 0,.

La demostraciéo d’aquest teorema esta detallada en l'article de Moreno-Ternero J.D.
i Villar A. (2006a). Degut a la complexitat i extensié d’aquesta prova, I’hem adaptat i
provarem el cas de dos contribuents.

Prova: Abans de comencar la demostracié definim uns conceptes. Per cada problema
de fizacid de tazes (N, T,y) € T definim els segiients conjunts:

e Q(N,T,y) ={z €R% : 21y + 2o =T, amb z; < y; per a tot i = {1,2}}
e OON,T,y) ={x€R?: 21+ 29 =T, amb x; < y; per a tot i = {1,2}}

e W(N,T,y)={x€R% 121 +20=T}

Observem que Q(N, T, y) és el conjunt de possibles assignacions, QY(N, T, y) és la part
de I'hiperpld x1 = X que es troba acotat superiorment pel vector y (on x € R%, 1 = (1,1)
i x1 és el producte escalar en R?). De forma similar, Qq(N, T, %) correspon a la part del
mateix hiperpla que interseca amb la part no negativa. Observem que

y2" *************** -

Qo |

T1+x9=T

O Y1

Figura 9: Representacié grafica dels tres conjunts descrits anteriorment €2, Q° i Q.
Sigui (N,T,y) € X un problema de fizacid de tazes i sigui z un punt arbitrari en el

conjunt Q(N,T,y). Es facil veure que

H(N,T,y) 7L = (4.1)
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on H i L sén respectivament la regla de contribucio tqualitaria i la regla d’ingrés net
igualitari. A més, observem també que

H(N.T,y) Z1 = (4.3)

per a tot z € QO(N, T, y) i

y_L<N7T7y) iLy_Z (44)

per a tot z € Qo(N,T,y).

Siguin 61,02 € [0,1] amb 6; < 6,. Per simplificar la notacid, denotem
tt = RO(N,T,y) i t> = R®(N,T,y).

El que volem provar és que y — t' =1 y — t2, o equivalentment ¢? >, t!.
CAS 1: T < 6rY.

Per definicié de la familia TAL, t} < b1y; < Oy; per i = {1,2}. Per tant t! €
QO(N,T,0y) i aleshores H(N,T,6y) = t' per (4.3). A més, degut a que T < 6Y,
tenim que t?> = H(N, T, 62y).

Per tant concloem que 2 =y t!.

Y2 ¢

212

0192 OaY

Figura 10: Representacié grafica de la corba de pagaments en el cas de dos contribuents
quan T < 61Y.
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CAS 2: T > 6,Y.
Per definici6 de la familia TAL, t? > Ooy; > 61y; per i = {1,2}. Equivalentment,

yi —t2 < (1 —02)y; < (1—61)ys

i per tant
t2 — 91y S Qo(N,T — 91Y, (1 — 91)y)

Aleshores
(1—01)y— L(N,T —01Y, (1L —01)y) Zr (1 —61)y — (* — bry) =y — 2.

Degut a que T > 61Y, sabem que t!' = 01y + L(N,T — 01Y, (1 — 01)y), que prova que
y—t' Zpy—t*

Y29

toy2

0192

Figura 11: Representacié grafica de la corba de pagaments en el cas de dos contribuents
quan T > 65Y.
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CAS 3: 1Y <T < 86Y

En aquest cas farem la prova graficament. Distingim tres casos possibles depenent dels
punts on talla la corba de la T" amb les regles.

%
O2y2
O2(y1 + y2)
T (cas 3.3)
\
01yo (cas 3.2)
(cas 3.1)
01(y1 + y2)

Figura 12: Representacié grafica de la corba de pagaments en el cas de dos contribuents
quan 61Y < T < 65Y.

Distingim tres casos:

e CAS 3.113.2: Pel (4.1) tenim que t? 7 t' i per tant

y— RO(N,T,y) =y — R%(N,T,y) = R% =* R%.

e CAS 3.3: Pel (4.2) tenim que y — t* == y — t? i per tant t? >-p t' i R% »=* R,
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5 Conclusions

En aquest treball s’ha fet un analisi des d’un punt de vista analitic dels problemes de
fixacié de taxes.

La recaptacié d’impostos és un tema que ens afecta a tots al nostre dia a dia, i la gran
varietat de maneres per fer-ho és un aspecte que jo no m’havia plantejat fins que he fet
aquest treball, on m’he adonat de la diversitat d’opcions que hi ha i com arriben a afectar
als diferents agents cada una de les opcions.

Al llarg d’aquest estudi hem analitzat les diferents regles que es poden aplicar als
problemes de fixacié de taxes, aixi com propietats que aquestes poden tenir i que les
diferencien les unes de les altres.

Hem aprofunditzat en la propietat de la progressivitat, i qué comporta que una regla
sigui més progressiva que una altra. Hem observat que la implicacié més directa d’aquesta
propietat és una distribucié d’ingressos després d’impostos més igualitaria, fet que és un
dels principals objectius a ’hora de recaptar impostos.

Trobo que l'estudi que s’ha fet és molt interessant i aprofundeix en un ambit que, si
que és cert que ja ha estat estudiat per molts autors, pero ha estat adaptat a la part
impositiva.

Seria interessant fer un analisi empiric i veure en quins casos reals les regles aplicades
a les taxes impositives son progressives i regressives, i els seus efectes.
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