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Abstract

The main objective of this work is to study in-depth the concepts of power indices in
weighted majority games. In particular, to apply this study and understanding of the
power dynamics established in partisan political representation chambers.

The theoretical part focuses on the mathematical preliminary concepts needed to un-
derstand weighted majority games. It starts with a general overview of game theory, then
narrows down to transferable utility games, followed by simple games, and finally reaching
majority games. The relevant mathematical definitions are provided for understanding
the concepts.

The practical part consists of developing computer software to automate the calcula-
tion of the two main power indices in weighted majority games. In particular, it is used
to analyze the electoral results in the elections to the Parliament of Catalonia.

Resum

L’objectiu principal d’aquest treball és estudiar en profunditat els conceptes dels indexs
de poder en els jocs de majoria ponderada. En particular, aplicar aquest estudi i la
comprensié de les dinamiques de poder que s’estableixen en cambres de representacié
politica partidistes.

La part teorica, es centra en els conceptes matematics previs per entendre els jocs de
majoria ponderada. Es comenca des d’una visita general a la teoria de jocs, per després
anar acotant als jocs d’utilitat transferible, posteriorment els jocs simples, i finalment arri-
bant als jocs de majoria. Es fan les definicions matematiques pertinents per la comprensié
dels conceptes.

La part practica, consisteix en la realitzacié d’un programari informatic per automa-
titzar el calcul dels dos principals indexs de poder en jocs de majoria ponderada. En
particular es fa servir per a analitzar els resultats electorals en les eleccions al Parlament
de Catalunya.
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1 Introduccio

La teoria de jocs és una branca de les matematiques que modelitza la relacié entre agents
racionals. Ens ajuda a comprendre i modelitzar situacions en les que agents prenedors de
decisions intervenen. Un joc comu, és a dir qualsevol activitat competitiva entre diferents
individus, esta contingut dins el conjunt de situacions que la teoria de jocs pot analitzar.
No obstant, les situacions analitzables sén moltes més, i de fet, una gran part de la
literatura sobre la teoria de jocs es basa en aquestes.

Els jocs han estat molt sovint modelitzats en matematiques. Molts erudits de les
matematiques han estat aficionats al joc i han tractat d’escombrar cap a casa (bé per
interés purament teoric o bé per millorar les seves técniques) i racionalitzar-los. Per
exemple, ja a meitats del segle XVI, Cardano va escriure el Liber de ludo aleae on va
desenvolupar algunes de les primeres idees basiques sobre el camp. Més enedvant, altres
estudiosos van avancar en el desenvolupament. Sense anar més lluny, Pascal i Huygens
van formular poc després, 'any 1653, el concepte d’esparanca maematica tot raonant
sobre les esctructures dels jocs d’atzar. Si bé és cert que no podem referir-nos encara
fins al segle XX a la teoria de jocs, si que podem considerar aquests avencos i primers
apropaments com els precursors de la disciplina de la teoria de jocs. En aquest sentit, a
principis del segle XVIII, s’atribueix a una carta de Waldegrave una estrateégia minmax
que servia com a solucié a un joc de cartes de dos jugadors, problema conegut avui com
a Waldegrave. Aixo va dur, un segle més endevant, a que Cournot presentés en el seu
llibre Recherches sur les principes mathematiques de la théorie des richesses una situacio
d’equilibri en la qual cap jugador pot millorar el seu resultat individualment.

El naixement de la teoria de jocs, com a tal, es pot datar de 1928. Quan John von
Neumann va publicar el paper On the Theory of Games of Strategy. Von Neumann
va fer servir el teorema del punt fix de Brower sobre aplicacions continues en conjunts
convexos compactes. Aquest article va portar al llibre (escrit per von Neumann i Oskar
Morgenstern) Theory of Games and Economic Behavior. A partir d’aquesta publicacid,
junt amb la teoria axiomatica de la utilitat que apareix en la seva segona edicid, es
consideren sentades les bases logiques i matematiques de la teoria de jocs.

Els ambits d’aplicacié de la teoria de jocs sén molt extensos i transversals. Es utilitzada
en biologia, psicologia, economia, estratégia militar en conflictes bellics, i forca més. Els
metodes classics de la teoria de jocs tracten jocs de suma-zero de dos agents, és a dir de
dos jugadors que prenen decisions. Sera tractat més endevant, pero els jocs de suma-zero
es refereixen a totes aquelles situacions en les que els guanys o perdues d’un agent estan
exactament compensades pels guanys o perdues de la resta d’agents (I’altre inic agent en
el cas de dos jugadors). Per tant aquests jos descriuen situacions purament competitives.

En conclusié, la teoria de jocs és una disciplina matematica i social que estudia els
comportaments estrategics en situacions d’interaccié entre agents racionals. Mitjangant
I’analisi de jocs, és possible comprendre i predir els resultats de les decisions preses pels
jugadors en diverses situacions. Una conclusié important de la teoria de jocs és que les
decisions individuals poden afectar el resultat collectiu. Els jugadors han de tenir en
compte les estrategies dels altres participants i considerar com les seves propies eleccions
poden influir en els resultats finals.

La teoria de jocs també ha demostrat la importancia de la cooperacié i la coordinacio
entre els jugadors per aconseguir resultats optims. En molts casos, la collaboracié pot
portar a solucions més beneficioses per a tots els jugadors en comptes de buscar inicament



el seu propi interes. Precisament un exemple molt comu per introduir de forma practica
la teoria de jocs és el dilema del presoner, que exposarem tot seguit.

En resum, la teoria de jocs és una eina valuosa per comprendre els processos de presa
de decisions en situacions de conflicte i cooperacié. Les seves aplicacions sén amplies i
ofereixen eines per analitzar, predir i optimitzar resultats en diverses arees de la vida
quotidiana i professional.

El dilema del presoner és una situacié hipotetica presentada com un exemple de 1'a-
plicacié de la teoria de jocs. Es un cas d’un joc on intervenen dos agents prenedors de
decisions.

Es presenta el cas en el que dos individus han estat arrestats per la policia per haver
comes un delicte penal conjuntament. Entre ells no poden tenir comunicacié i la policia
els exposa el segiient: No hi ha proves suficients per enculpar-los integrament pel delicte
comes. Per tant, si cap dels dos confessa, seran condemnats a dos anys de presd. Ara bé,
en cas de no confessar el delicte, si l'altre agent si el confessa, I’encobridor sera condemnat
a deu anys de presé. Per contra, si es dona la mateixa situacié a l'inrevés, és a dir, el
primer confessa mentre el segon no ho fa, el delator no complira pena de presé per col-
laborar amb la justicia. Per 1ltim, en cas de ser tots dos delators, es condemnara a
cadascun d’ells a complir cinc anys de presé.

Aquest dilema, a més de diferents apropaments matematics de la teoria de jocs, també
té molts altres enfocaments com, per exemple el psicologic, en un pla més d’implicacid
emocional, per exemple. Com l’enfocament que més ens interessa, per ara, és el ma-
tematic, el presentarem com un problema purament d’aquesta area.

Exemple 1.1. Suposem dos agents diferents, anomenats A i B. Cada un d’ells té dues
opcions, que direm S i C, que haura d’escollir sense interectuar amb l’altre. En cas
d’escollir tots dos 'opcid S, rebra cadascun d’ells una utilitat de -2. En cas d’escollir tots
dos l'opcié C, rebra cadascun d’ells una utilitat de -5. Finalment, en cas d’escollir tots
dos opcions diferents, ’agent que ha escollit S rep una utilitat de -10 mentre que el que
ha escollit C rep una utilitat de 0. L’objectiu dels agents és maximitzar la utilitat, en
aquest cas doncs que sigui el minim de negativa possible.

Jugador B
Estrategia S | Estrategia C
Estrategia S | (-2, -2) (-10, 0)
Jugador A =g eeia C | (0, -10) (5, -5)

Taula 1: Utilitats individuals segons estrategia, dilema del presoner.

Aquesta taula representa els parells ordenats d’utilitat dels jugadors A i B, respectiva-
ment, en funcié de quina opcid escullin. Quina seria la millor estrategia a seguir doncs?
D’una banda, a nivell grupal, el que més conve és maximitzar la utilitat conjunta de tots
dos jugadors. L’estrategia (S, S) té una utilitat conjunta de -4. Tota la resta d’opcions
tenen una utilitat conjunta de -10. Aixi doncs, vist des d’aquest prisma el que surt més
a compte és escollir tots dos ’opcié S.

Un cop explicat el millor resultat des d’un punt de vista conjunts, ara farem un apro-



pament a el punt de vista individual, és a dir, suposem que els agents només volen ma-
ximitzar la seva propia utilitat. Tenint en compte que els agents no poden comunicar-se
ni coordinar-se a I'hora de la presa de decisions, és també 1util tenir un jugador fixat i
posar la lupa en les decisions que pot prendre 'altre. Fixem la decisié del jugador B i
ens centrem en les opcions que té aleshores el jugador A per maximitzar la utilitat que
obtindra.

D’una banda, en cas que el jugador B hagi optat per 'estrategia C, aleshores el jugador
A té la opcid de prendre la estratégia S, que li reportara una utilitat de -10, o bé prendre
la estrategia C, que aquesta li reportara una utilitat de -5. Per tant, la utilitat compartida
és la mateixa en qualsevol de les dues opcions i la individual és considerablement superior
amb la opcié C. Per contra, si assumim que el jugador B ha optat per l'estrategia S, al
jugador A li conve igualment optar per la C. Doncs si opta per la S tindra una utilitat de
-2, inferior a 0, que és la que obtindria si opta per la C.

Aix{ doncs, tot i que el perfil d’estrategies més beneficids pel grup fos (S, S), si tenim en
compte que no hi ha interaccio i, per tant els dos agents han d’assumir fixada I'estrategia
de P'altre, acabem arribant a que s’empara (C, C). Remarquem que faci el que faci Paltre
jugador, sempre és millor, en qualsevol dels casos, de forma individual, d’optar per la
estrategia C.

Aqui ens trobem amb una paradoxa que ens serveix per illustrar les contradiccions i la
complexitat de la teoria de jocs. El que, a priori, sembla un innocent i senzill repte, dona
pas a diferents estrategies de solucié que son contradictories entre elles. El dilema del
presoner pot servir, amb lleugeres o més profundes variacions, per modelitzar diferents
situacions de la vida real, en relacions humanes, economia, i altres. De fet, 'etiqueta del
dilema del presoner, es fa servir sovint per referir-se a situacions en les que dues entitats
poden treure un benefici en cooperar pero també es poden aprofitar de la cooperacié de la
resta per treure uns beneficis majors no coperant. Es a dir, per contraposar els incentius
individuals contra uns menors beneficis pero repartits a nivell social.



1.1 Equilibri de Nash

Amb aquest 1ltim exemple es pot arribar a un dels conceptes més importants de la
teoria de jocs, el de l'equilibri. Un equilibri de Nash és un perfil d’estrategies que els
jugadors escullen, amb la particularitat de que cap jugador treu benefici de canviar la seva
estrategia. Dit d’altre mode, aixo significa que, si cap dels jugadors (en un equilibri de
Nash) sabes 'estrategia dels seus oponents, no tindria incentius per a canviar d’estrategia
donat el que fan la resta de jugadors.

Els equilibris de Nash, doncs, sén molt tils per examinar el resultat de jocs i escenaris
competitius, com per exemple en situacié de guerra. De mode similar, tot sovint es fan
servir per analitzar factors economics, per exemple subhastes, evolucions en borsa i tipus
de canvi. També es fan servir per assegurar la cooperacié a través de l'interes propi, tot
creant recompenses relatives de les estrategies de tal mode que cada jugador esculli de
forma independent ’acci6é desitjada.

Exemple 1.2. L’equilibri de Nash en els jocs no sempre porta a una solucié optima en
aquests. Per exemple, justament en el dilema del presoner, hem vist que la solucié optima
seria que tots dos guardin silenci. Ara bé, per trobar l'equilibri de Nash d’aquest joc,
podem seguir el segilient raonament: partim que tots dos jugadors segueixen l’estrategia
S. Si I'agent B canvia a D'estrategia C, aleshores obtindra una utilitat major de 0 en
comptes de -2. Aixo significa que si el jugador B segueix amb S, rebra una utilitat inferior
de -10 en comptes de -2. Aix{ doncs, (5,.5) no és un equilibri de Nash (malgrat si sigui la
soluci6 optima). Suposem ara que tots dos jugadors fan servir 'estrategia C. Si el jugador
A canvia a S, aleshores rebra una utilitat inferior de -10 en comptes de -5. El mateix
passa amb el jugador B. Com, en aquest cas, cap dels dos pot millorar la utilitat rebuda
canviant d’estrategia, concluim que I'equilibri de Nash en aquesta situacié és (C, C).

Sigui N := {1,2,...,n} el conjunt de jugadors. Sigui S; el conjunt d’estrategies pel
jugador i. Sigui § = 5753 - ... S, el conjunt producte dels perfils d’estrategia dels n
jugadors. Per tant, els elements de S sén totes les combinacions possibles d’estrategies
individuals. Sigui fi(s) la utilitat per l'i-essim jugador quan s’evalua l’estrategia col-
lectiva s € S (cal tenir en compte que la utilitat obtinguda per un jugador a partir d’una
estrategia depeén, en general, també de les estrategies esollides per la resta).

Definicié 1.3. Una estratégia mizta individual és una distribucio de probabilitat dins
el conjunt d’estratégies disponibles. Una estrategia pura és una que mo implica atzar ni
aleatorietat, sind que escull una estratégia particular amb probabilitat 1.

Els metodes que s’utilitzen per calcular estrategies mixtes son també tutils per a es-
trategies pures, al tractar-se aquestes d’un cas particular.

Definicié 1.4. Un equilibri de Nash és un perfil d’estratégia s = (s1, 82, ..., 8p) que té la
propietat de que fi(s) > fi((s1,82,..., 8i, ..., Sn)) per a tot i, amb §; € S; denotant una
estrategia diferent a s; disponible pel jugador 1.

Si la desigualtat anterior és esctricte s’anomena equilibri de Nash estricte. FEn cas
contrari s’anomena equilibri de Nash feble.

Exemple 1.5. Un altre exemple més simple per entendre ’equilibri de Nash és el joc
de la coordinacié. En aquest joc, també de dos jugadors, es beneficien clarament de
la cooperacid, pero també entren en joc les preferéncies individuals. En aquest cas es



suposen dues opcions que poden prendre cada un dels dos jugadors, siguin A i B aquestes
opcions. Suposem que el jugador 1 té més preferéencia cap a la opcié A, mentre que el
jugador 2 té més preferencia cap a la opcié B. No obstant, cap dels dos jugadors té cap
aversié per 'altra opcié. L’tnica condicié que hi ha és que tots dos han de coincidir en
la opcid a escollir.

Per tant queda aixi. En el cas de que tots dos escullin la mateixa estrategia, es rebra
una utilitat de 2 pel jugador que en té preferéncia, mentre que 'altre rebra una utilitat de
1. En cas que no coincideixin en eleccié de opcions, tots dos jugadors reben una utilitat
nulla. Aixi doncs, la taula d’utilitats quedaria com segueix:

Jugador 2
Estrategia A | Estrategia B
Estrategia A | (2, 1) (0, 0)
Jugador 1 =g 0 eeia B | (0, 0) 1, 2)

Taula 2: Utilitats individuals segons estrategia, joc de la coordinacié.

Aquest exemple un tant abstracte, es podria illustrar en situacions de la vida quoti-
diana com, per exemple, una eleccié de trobada amb un amic. Suposem que l'agent 1,
direm Maria, té ganes d’anar al teatre (el que representa la opcié A). Ens trobem que
Pagent 2, a qui direm Marcel, prefereix anar al cinema (que seria la opcié B). No obstant,
a tots dos els esta bé el pla que proposa l'altre, tot i que prefereixen el seu. En cas que
no es posin d’acord, evidentment, cap dels dos plans es dura a terme. En aquest cas, esta
clar que, suposant que estan d’acord, cap dels dos té incentius individuals per fer ’altre
pla (ja que es trobara sol i no el podra fer). Per contra, si no estan d’acord, si que hi ha
incentius per cedir a la opcié que l'altre escull, per obtenir una utilitat superior (és a dir,
finalment trobar-se en comptes de no fer res). En altres paraules, en aquest joc també
trobem equilibri de Nash, ja que en les situacions (A,A) i (B,B) es dona la situacié que
cap dels dos agents obtindra una utilitat superior a ’hora de canviar opcions. Queden
descartades les opcions creuades (A,B) i (B,A), doncs aqui si que hi ha un increment d’u-
tilitat amb un canvi d’opcions. En definitiva, hem vist que en aquest cas (A,A) i (B,B)
sén equilibris de Nash.

Hem vist, doncs, jocs amb un equilibri de Nash amb I’exemple classic del dilema del
prsoner. Pero també hem vist que hi pot haver jocs amb més d’un equilibri de Nash, com
I’exemple que acabem de descriure. Aixo ens fa obrir el dubte de quants equilibris hi pot
haver en un joc. Doncs bé, un resultat important, conegut pel nom de Teorema de Nash,
és el segiient:

Teorema 1.6. Tot joc amb un conjunt finit de jugadors i amb un nombre finit d’es-
tratégies té un equilibri de Nash en estratégies mixtes.

Aquest resultat és molt 1til, ja que ens assegura que en tota situacié amb les ca-
racteristiques descrites, podrem trobar almenys un equilibri. Per aquest resultat, entre
d’altres, Nash va rebre el premi Nobel.



2 Jocs cooperatius

Dins la teoria de jocs, es diferencia entre els jocs cooperatius i els no-cooperatius. L’exem-
ple del dilema del presoner pot ser tant d’una classe com de 'altra, segons quin prisma
s’adopti per a la seva analisi. Els jocs cooperatius sén una branca de la teoria de jocs que
se centra en l'estudi de situacions en que els jugadors han de collaborar per aconseguir
resultats beneficiosos per a tots ells. En aquests jocs, els jugadors poden formar coalicions
o collaborar d’alguna manera per aconseguir un objectiu comu, en lloc de competir entre
si de manera pura. La base dels jocs cooperatius és suposar que els diferents agents es
comporten d’'un mode en el que busquen també el benefici collectiu.

En aquesta branca, el que s’estudia és més bé el mode en com es reparteixen els
beneficis de la cooperacié. Per tant, en aquesta classe de jocs, no es fa tanta emfasi en
Pestrategia concreta d’un jugador sindé que l'objecte d’estudi passa a ser la coalcié. Els
jocs cooperatius en la teoria de jocs sén estudiats mitjancant estructures matematiques
per analitzar situacions en les quals els jugadors poden cooperar per aconseguir resultats
beneficiosos per a tots ells.

En els jocs cooperatius, I’emfasi recau en la negociacid, la comunicacié i la presa de
decisions conjuntes per part dels jugadors. Diferent dels jocs no cooperatius, on cada
jugador busca maximitzar el seu benefici personal, en els jocs cooperatius els jugadors
busquen solucions que generin beneficis per a tot el grup.

Definicié 2.1. El conjunt total de jugadors, que denotarem per N := {1,...,n}, és un
conjunt on els seus elements son els agents prenedors de decisions d’un joc i tots els agents
estan inclosos.

Un concepte clau en els jocs cooperatius és el de coalicid, que és un conjunt de jugadors
que s’uneixen per cooperar en el joc. Les coalicions poden ser de diverses formes i mides,
i poden canviar al llarg del joc. Una coalicié és un subconjunt de jugadors que decideixen
collaborar entre ells. La teoria dels jocs cooperatius se centra en estudiar quines coalicions
sén estables i com es poden repartir els guanys generats per aquestes coalicions entre els
seus membres.

Definicié 2.2. Per a cada subconjnt S C N |, ens referim a S com a coalicid. En aquest
cas, |S| representa el cardinal de S. FEs dir, la quantitat de jugadors involucrats en la
coalicio S. La coalicid N, el grup total, s’anomena la gran coalicid.

La teoria de jocs cooperatius és la branca de la teoria de jocs que tracta els jocs en
els que els jugadors poden formar coalicions, tot cooperant, i arribar a acords. Hi ha
diferents caracteristiques que comparteixen els jocs cooperatius. Els quatre gans pilars
sén els segiients:

1. Interés comi: Els jugadors comparteixen un interes comu a I’hora d’assolir un
objectiu o resultat especific. Han de cooperar i trobar punts comuns per establir
una cooperacié per assolir aquest interes.

2. Interaccié necessaria entre jugadors: En els jocs cooperatius, els diferents
agents tenen publiques les seves preferéncies i objectius. Sent les preferencies i els
objectius no ocults i assumuint la interaccid, es poden assumir decions preses de
forma racional.



3. Acord obligat: Els acords entre jugadors en jocs cooperatius son de compliment
obligatori. Un cop s’arriba a un acord, els jugadors tenen la obligacié de complir-lo.

4. Benefici mutu: Els jugadors voluntariament formen coalicions. Es suposa la igual-
tat en condicions de la coalici6 i el benefici dels acords ha de ser mutu. Tots els
participants de la coalicié obtenen part del benefici com.

Els jocs cooperatius en la teoria de jocs proporcionen eines per analitzar situacions en
que la cooperacié és una opcid viable per als jugadors. Mitjancant 1'is de conceptes
matematics i solucions, es poden explorar diferents estrategies de cooperacié, negocis i
repartiment de guanys en una amplia gamma de contextos.

Els jocs cooperatius s’apliquen en diverses arees com la teoria economica, la politica,
la gestié de recursos, la intelligéncia artificial, entre altres. Aquests jocs ofereixen un
enfocament interessant per analitzar situacions en que la cooperacié pot ser beneficiosa
per a tots els jugadors involucrats i per entendre com s’estableixen acords i collaboracions
en diferents contextos. Tot seguit, en aquest capitol ens dedicarem a descriure d’una
manera més rigorosa aquest tipus de jocs.



2.1 Jocs d’utilitat no-transferible

Dins els jocs cooperatius, hi ha diferents seccions. Una d’elles sén els jocs d’utilitat no-
transferible. Als jocs d’utilitat no-transferible ens hi referirem indistintament amb aquest
nom o amb el nom de jocs — NTU. En aquest subgrup dels jocs cooperatius s’assumenix
que la utilitat no pot ser transferida entre els diferents agents.

Definicié 2.3. Donada una coalicié S C N i un conjunt A C RS, diem que A és raonable
si, per a cada parell z,y € RS tals que x € A iy < x, tenim que y € A. També el casc
raonable d’un conjunt A és el conjunt raonable més petit que conté A.

Definicié 2.4. Un joc d’utilitat no-transferible (joc — NTU) és un parell (N,V), en el
que N és el conjunt de jugadors i V és la funcio que assigna, a cada coalicio S C N, un
conjunt V(S) € RS. Per convencid, la imatge del buit és el conjunt {0}. Per a cada
coalicié S C N, tenim que si S # 0:

1. V(S) és un conjunt diferent al buit i un subconjunt tancat de RS

2. V(S) és raonable. Encara més, per a cadai € N, tenim que V({i}) # R. Dit d’altra
manera, hi ha un z; € R tal que V({i}) = (—o0, z;].

3. El conjunt V(S)N{y € RY : per a cada i € S,y; > x;} és fitat.

Per tant, un joc-NTU és un cas particular en el que tenim que per a cada S C N i
cada x € V(9), hi ha un resultat » € R¥ tal que, per a cada i € S, tenim que x; = U (7).
En termes més entenedors, RS representa el conjunt de tots els possibles pagaments de

cada jugador en la coalicié S.

Cal remarcar que és també comu trobar condicions una mica diferents (tot sovint
equivalents a les anteriors) per als conjunts imatge V(S) quan es defineixen els jocs-
NTU. Al ser equivalents, cada autor escull la condicié que més s’escau pels seus objectius
expecifics en aquell cas. La condicié de no buidor i tancadura és una exigencia tecnica
que té sentit en aquest context. Al demanar que els conjunts V' (.S) siguin raonables, es
fa una suposicié convenient que permet als jugadors en la coalicié S rebutjar I'utilitat
si aixi ho desitgen. A més, és important assenyalar que sovint s’assumeix també que els
conjunts V'(S) sén convexos, el que implica, entre d’altres coses, que els jugadors dins de

cada coalicié S poden prendre decisions basades en loteries que involucren els elements
de R,

Definicié 2.5. Sigui (N, V) un joc-NTU. Aleshores als vectors en RN se’ls diu assigna-
cions o pagaments. Una assignacio © € R™ és factible si hi ha una particié {S1, ..., Si} de
N que satisfa que per a cada l € {1,....,k} hi ha un y € V(5)) tal que, per a cada i € S;
tenim que y; = ;.

Ara veurem un exemple classic descrit per Owen Iany 1972 de joc d’utilitat no-
transferible, conegut amb el nom de joc del banquer.

Exemple 2.6. Considerem el joc-NTU descrit de la seglient manera:
v({i}) = {x; : x; <0},i € {1,2,3},
v({1,2}) = {(z1,22) : 1 + 422 <1000 i 21 < 1000},
v({1,3}) = {(z1,23) : 1 <013 <0},



v({2,3}) = {(z2,23) : 22 <01 23 <0},
v(N) = {(21, 22, 3) : ¥1 + 2 + 23 < 1000}.

Podem pensar en aquest joc aixi: Cap jugador pot obtenir res per ell mateix. Els
jugadors 11 2 si que poden obtenir recompensa plegats. Quan s’ajunten, el jugador 1 pot
obtenir fins a 1000 dolars. El jugador 1 pot recompensar el jugador 2 donant-li part dels
1000 dolars, pero aquests es perden amb una probabilitat de 0,75.

El jugador 3 pren la posicié d’'un banquer. Aleshores el jugador 1 pot assegurar les
seves transaccions al jugador 2 fent servir el jugador-banquer 3 com a intermediari. Ara,
la pregunta és quant hauria de pagar el jugador 1 al 2 per la seva ajuda en I'obtencié dels
1000 dolars i quant hauria de pagar al jugador 3 per ajudar en la transaccié.

La ra6 per a referir-nos a aquest joc com a NTU és que algunes transferencies entre
jugadors no es permeten. Per exemple, (1000, 0) pertany clarament a v({1,2}) pero els
jugadors 11 2 no tenen 'opcié de compartir aixi (500, 500) sense I’ajut del jugador 3.

A mode de resum, 'objectiu dels jocs-NTU (utilitat no-transferible) en teoria de jocs
és analitzar situacions en les quals els beneficis generats per la cooperacié dels jugadors
no poden ser transferits directament entre ells. En aquests jocs, cada jugador té una
funcié d’utilitat propia i indivisible, que reflecteix les seves preferencies sobre els diferents
resultats possibles del joc. L’objectiu és estudiar com s’han de prendre decisions per a
repartir els beneficis entre els jugadors quan no és possible transferir-los de forma directa.

En un joc-NTU, es busquen solucions que estiguin basades en les caracteristiques de
les coalicions i els resultats possibles. Aix0 pot implicar I'estudi de conceptes com ara
solucions estables, equilibris de Nash, repartiment equitatiu, eficiencia o altres criteris per
a distribuir els beneficis entre els jugadors.

En conclusié, 'objectiu dels jocs-NTU és analitzar com prendre decisions per a repartir
els beneficis generats per la cooperacié en situacions en les quals aquests beneficis no poden
ser transferits directament entre els jugadors.



2.2 Jocs d’utilitat transferible

Recordem la separacié que hem fet entre els diferents tipus de jocs cooperatius. Hem
vist en la seccié anterior els jocs-NTU o jocs d’utilitat no-transferible. Aquest nom en
si mateix, ja ens dona una pista de quina és la classe de jocs restant. Efectivament,
parlem dels jocs d’utilitat transferible (jocs amb els que indistintament ens referirem aixi
o sota el nom de jocs-TU). Comparteix diferents caracteristiques amb els jocs-NTU, perd
evidentment té diferéncies. Tot seguit ens dedicarem a presentar aquestes similituds i
diferencies amb els jocs-NTU.

En aquest tipus de jocs també s’assumeix la formacié de coalicions d’agents que coo-
peren. Les coalicions que es poden formar entre els jugadors de N poden també imposar
certes condicions (a través d’acords entre els actors que hi prenen part). El problema
rau en decidir de quina manera s’han de repartir els beneficis generats per la cooperacid
entre els agents en coalicié. Ara bé, hi ha una diferencia respecte als jocs-NTU: en un joc
d’utilitat transferible, donada una coalicié S C N i una assignacié = € V(S) C R® que els
jugadors de S poden formar, aleshores totes les assignacions que es poden obtenir a partir
de transferencies d’utilitat de ’assignacié = entre els agents involucrats en la formacié de
la coalicié S també pertanuen a V' (S). Per tant, el conjunt V'(S) es pot caracteritzar per
un unic nimero, donat pel maz ey (s) Y ics Ti- Aquest valor té transcendencia a I’hora
d’estudiar els jocs. Ens referim a ell amb v(S) (en mindscula) i li diem valor de la coalicié

S.

El canvi de no-transferibilitat a si-transferibilitat en els jocs té diferents vessants a les
que afecta. A nivell tecnic, com les propies condicions del joc ens impliquen la reparticié
d’un nimero per cada coalicid, ens fa els jocs d’utilitat transferible molt mes manejables
que els jocs-NTU vistos abans. D’altra banda, també té una altra significacié teorica no
trivial. Al assumir que hi ha una utilitat totalment transferible entre jugadors, s’entén
que hi ha un bé numerable tal que les utilitats dels diferents jugadors involucrats sén
totalment lineals respecte aquest i també que es pot transferir de forma lliure entre els
diferents agents. Aix0 ens porta a tenir uns jocs més orientats a repartir bens objectius
com, per exemple, quantitats de diners.

En altres paraules, I'objectiu dels jocs-TU (utilitat transferible) en teoria de jocs és
estudiar com els beneficis generats per la cooperacié entre els jugadors han de ser re-
partits de manera justa entre ells. En aquests jocs, es considera que hi ha una utilitat
transferible que pot ser intercanviada entre els jugadors mitjancant acords i negociacions.
L’objectiu és trobar una distribucié de la utilitat que sigui estatica o dinamica, és a dir,
una assignacié que determini com es reparteixen els beneficis entre les diferents coalicions
de jugadors. Aix0 pot implicar la determinacié de valors de coalicié (que veurem més
endevant), esquemes de repartiment o altres mecanismes de negociacié. En resum, ’ob-
jectiu dels jocs-TU és analitzar com els jugadors poden arribar a acords per a repartir els
beneficis generats per la seva cooperacio.

Definicié 2.7. Un joc d’utilitat transferible és un parell (N,v), on N és el conjunt de
jugadors i la funcid caracteristica del joc és v : 2N — R. Per convencid, notem que la
imatge del buit és zero (v() :=0).

El valor v(S), el valor de la coalicié S en el joc, s’interpreta com el benefici que la
coalicié S pot generar amb els seus mitjans, independentment del que faci la resta de
jugadors. En casos on no hi puguin sortir altres interpretacions, de vegades es denota
el joc-TU (N,v) tnicament amb la seva funcié caracteristica v. També, es denota (en
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el cas de, per exemple les coalicions numl = {i} i num2{i,j}) el valor v(numl) com,
directament, v(i) 1 v(num?2) com v(ij).

Notem per G la classe dels jocs d’utilitat transferible amb n jugadors.

Definicié 2.8. Sigui (N,v) € GV i sigui una coalicié S C N. La restriccié de (N,v) a la
coalicié S és un altre joc d’utilitat transferible definit per (S,vs), on per cada subcoalicid
T C S C N tenim que es defineix la seva funcid caracteristica com vs(T) := v(T).

Un exemple entenedor d’un joc-TU (utilitat transferible) en teoria de jocs pot ser el
segiient:

Exemple 2.9. Imaginem que dues persones, I’Alicia i la Bea, decideixen treballar juntes
en un projecte de disseny grafic. El projecte requereix de 20 hores de treball en total.
I’Alicia té una habilitat especialitzada en illustracions i pot fer 10 hores de treball en
aquesta tasca, mentre que la Bea té una habilitat especialitzada en disseny web i pot fer
10 hores de treball en aquesta tasca.

Ara bé, I’Alicia presta molta més importancia al seu treball d’illustracions i considera
que per a ella, 1 hora d’il'lustracié té un valor de 5 euros. La Bea, per altra banda, presta
més importancia al seu treball de disseny web i considera que per a ella, 1 hora de disseny
web té un valor de 8 euros.

En aquest joc TU, es permet la transferencia d’utilitat entre els jugadors, de forma
escalada. En aquest cas, la utilitat és el valor monetari associat a les hores de treball.
Per arribar a un acord just, ’Alicia i la Bea podrien decidir, per exemple:

1. L’Alicia realitzara 6 hores d’illustracié (6 hores * 5 euros/hora = 30 euros) i 4 hores
de disseny web (4 hores * 8 euros/hora = 32 euros). En total, I’Alicia obtindria 62
euros.

2. La Bea realitzara 4 hores d’il'lustraci6 (4 hores * 5 euros/hora = 20 euros) i 6 hores
de disseny web (6 hores * 8 euros/hora = 48 euros). En total, la Bea obtindria 68
euros.

D’aquesta manera, I’Alicia i la Bea han arribat a un acord mitjangant la transferéncia
d’utilitat. L’Alicia ha acceptat realitzar més hores de disseny web del que preferiria
inicialment, pero ha rebut una compensacié monetaria addicional per aquesta tasca. De
manera similar, la Bea ha acceptat realitzar més hores d’il'lustracié del que preferiria
inicialment, pero també ha rebut una compensacié monetaria addicional.

L’objectiu d’un joc TU és trobar una distribucié de recursos, en aquest cas, utilitat mo-
netaria, que sigui acceptable per a tots els jugadors, permetent la transferemcia d’aquests
recursos entre ells. Aixo implica la negociacié i arribar a un acord sobre com repartir els
recursos de manera que es tingui en compte el valor individual que cada jugador atorga
a les diferents tasques.

Tornant a l'explicacié matematica dels jocs-TU, habitualment s’assumeixen diferents
propietats a la funcié caracteristica v. Tot seguit veurem un seguit de definicions i rela-
cions entre elles per poder entendre millor aquest tipus de jocs.

Definicié 2.10. Un joc-TU v € GV és superadditiu si, per a cada parell de coalicions
S, T CN ambSNT =0. Es dir, cada dos coalicions disjuntes. Tenim que:

v(SUT) >v(S)+v(T). (2.1)
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Remarquem que un joc de tipus TU és superadditiu si, i només si, els jugadors tenen
incentius reals per a formar coalicions. Es a dir, podem veure aqui que si és superadditiu,
aleshores clarament la unié de coalicions disjuntes mai redueix els beneficis o la utilitat
obtinguda, ans al contrari, la iguala o supera.

Per aquest mateix motiu, és natural pensar que la dinamca del joc porta a formar la
gran coalicié N. Per tant, la qiiestié és com repartir v(IV) entre els agents decisius. De
fet, una part important de la recerca en jocs d’utilitat transferible va ser desenvolupada
tenint jocs superadditius com els benchmark.

Definicié 2.11. Diem que un joc d’utilitat transferible v € GV és superadditiu fluiz si
tenim que per a cada jugador i € N i cada coalicio S C N \ {i}, tenim que v(S) 4+ v(i) <

v(S U {i}).

Definicié 2.12. Diem que un joc d’utilitat transferible v € GV és additiu si tenim que
per a cada jugador i € N i cada coalicic S C N\ {i}, tenim que v(S)+v(i) = v(SU{i}).
En particular, tenim que per a cada S C N, v(S) = > .cgv({i}).

Aquestes son les definicions pel que respeca a la banda d’additivitat. Tot seguit també
presentarem unes definicions que ens seran ttils per a la comprensié d’aquesta classe de
jocs cooperatius.

Definicié 2.13. Un joc d’utilitat transferible v € GV és monoton si per cada parell de
coalicions S, T C N on tenim que S C T, tenim que v(S) < v(T).

Definicié 2.14. Un joc d’utilitat transferible v € GN és zero-normalitzat si, tenim que
per a cada jugador i € N, aleshores v(i) = 0, recordem que amb v(i) denotem v({i}).

Donat un cert joc v € GV, la zero-normalitzacié de v és el joc zero-normalitzat w
definit, per a cada coalici6 S C N com a w(S) := v(S) — > ;cqv(i).

Definicié 2.15. Un joc d’utilitat transferible v € GV és zero-monoton si la seva zero-
normalitzacié és un joc monoton.

D’aquestes definicions, surt el segiient lema:

Lema 2.16. Sigui v € GV . Aleshores tenim que v és superadditiu fluix si, i només si, és
zero-monoton.

Demostracié. Implicacié cap a ’esquerra: Suposem que el joc és zero-monoton. Ales-
hores considerem una coalicié qualsevol S C N'\{i}, amb ¢ € N també qualsevol, i definim
T = SuU{i}. Per la zero-normalitat tenim la primera igualtat, i com S C T per monotonia
tenim la desigualtat.
v(S) +v(i) =v(S) <u(T) =v(SUi).

Veient que v(S) + v(i) < v(S U 1) per qualsevol i € N i .S C N \ {i}, queda provada la
propietat de superadditiu fluix i, per tant, la implicacio.

Implicacié cap a la dreta: Suposem que el joc és superadditiu fluix (és a dir

v(S)+v(i) < v(SUi)). Considerem la zero-normalitzacié del joc, w i considerem coalicons
qualssevol tals que S C T. Per tant T'= S U {ig,, ..., i, }. Aleshores tenim que

l=m l=m
w(S) = w(S) + > wlix) < w(SUig,) + Y wlip) < ... w(SUig, U... Uidp,) = w(T).
=1 =2

~
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Per tant hem demostrat que per qualssevol S C T, la zero-normalitzacié de v, w, compleix
w(S) < W(T) (monotonia) en cas que el joc v sigui superadditiu fluix.

Un cop provades les dues implicacions, queda demostrada la doble implicacio.
O

L’objectiu dels jocs-TU és doncs repartir els beneficis de la cooperacié entre els agents
que hi prenen part. En la majoria de jocs-TU s’assumeix la monotonia, I’additivitat i, en
molts casos, la zero-normalitzacio.

Tot seguit veurem un parell més d’exemples:

Exemple 2.17. Un exemple basic és el joc del guant. Aquest consisteix en tres jugadors
A, Bi C. Per tant el joc és (M,v) on M = {A,B,C} i tenim v(A) = v(B) = v(C) =
v(BC) = 0, mentre que v(AB) = v(AC) = v(M) = 1. Aquest joc es diu aixi al poder-se
entendre també com un procés de vendre un parell de guants, tenint el jugador A el guant
esquerre i B i C un guant dret cada un. En aquest cas, cap d’ells per si sols aconsegueix
lobjectiu, ni els dos tultims junts. Han de posar-se d’accord el jugador A amb algun (o
els dos) dels jugadors B i C.

Exemple 2.18. Un altre exemple de joc-TU que sovint es fa servir és el joc del professor.
Suposem un professor del Japd que tres grups de recerca el volen convidar a les seves
universitats. Els grups de recerca es troben, respectivament, a Mila (grup 1), a Ginebra
(grup 2) i a Barcelona (grup 3). El cost del viatge sera assumit pels que el conviden. Aix{
doncs, es troben amb el problema de com distribuir entre ells aquest cost.

Amb aquest objectiu, han fet una aproximacié del cost del viatge en tots els casos
possibles (totes les coalicions): ¢(1) = 1500, ¢(2) = 1600, ¢(3) = 1900, ¢(12) = 1600,
¢(13) = 2900, ¢(23) = 3000 i ¢(NN) = 3000. Per a cada coalicié S, ¢(S) representa el cost
per a visitar tots els grups de recerca de S. Sigui N0{1,2,3}. Notem que (N,c) és un
joc-TU. Ara bé, és el que habitualment es diu joc de costs, ja que per a cada coalicié
S, ¢(S) no representa els beneficis que la coalicié genera, siné el cost a assumir.

El joc d’estalvi associat a aquest joc és (N, v), on v ve donada, per a cada S C N:

v(S) = (i) — e(S).

€S

Aleshores, ens queda que v(1) = v(2) = v(3) = 0,v(12) = 1500, v(13) = 500, v(23) = 500
i finalment v(NN') = 2000.
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3 Valor de Shapley

El capitol present tractara sobre el valor de Shapley, que té una gran utilitat en els jocs-
TU. En la teoria de jocs, el valor de Shapley és un concepte fonamental que permet
assignar un valor als jugadors en un joc cooperatiu. Es anomenat en honor a Lloyd
Shapley, qui va introduir aquest concepte en la decada dels 1950.

El valor de Shapley proporciona una manera equitativa de distribuir els beneficis ge-
nerats per la cooperacié entre els jugadors. Es a dir, busca donar un valor en el que es
representi 'aportacié individual de cada jugador al grup i per tant poder ser més objectius
a ’hora de repartir els seus beneficis en base a la rellevancia de cada agent. En els jocs
cooperatius, els jugadors formen coalicions per a aconseguir un objectiu comu i busquen
repartir els beneficis de manera justa. El valor de Shapley ofereix una solucié que té en
compte les aportacions uniques de cada jugador i la seva contribucié al funcionament de
les coalicions.

A diferéncia d’altres metodes de repartiment, com ara la divisié igualitaria o la divisié
proporcional, el valor de Shapley té en compte la seqiiéncia en que els jugadors s’afegeixen
a les coalicions. Es basa en el concepte de contribucio marginal, que mesura el benefici
addicional que cada jugador aporta en el moment en que s’uneix a una coalicié.

El valor de Shapley es calcula considerant totes les possibles permutacions dels jugadors
i mitjancant una mitjana ponderada de les seves contribucions marginals. Aquest valor
proporciona una distribucié justa dels beneficis, ja que reflecteix la importancia de cada
jugador en el context de les coalicions.

El valor de Shapley és una eina clau en la teoria de jocs cooperatius per a determinar
una distribucié equitativa dels beneficis. Aporta una perspectiva justa i considera les
aportacions uniques de cada jugador en el context de les coalicions. El seu calcul requereix
analitzar totes les possibles permutacions dels jugadors, pero ofereix una solucié robusta
i ampliament acceptada per repartir els beneficis de manera justa en jocs cooperatius.

Tot seguit li donarem robustesa mateatica als conceptes ara exposats.
Definicié 3.1. Sigui v € GV.
1. Un jugador i € N es diu jugador nul si, per a qualsevol S C N, tenim que v(S U
{i}) —v(S5) = 0.

2. Dos jugdors i,j son simétrics si, per a cada coalicic S C N \ {i,j}, tenim que

v(SU{i}) =v(SU{j})

Definicié 3.2. Se li diu valor del joc v € GN a una funcié ¢ de GV en R™ en que ¢(v)
és un vector que representa en cada coordenada ¢;(v) el pagament o assignacié que percep
el jugador i € N.

Tot seguit definirem un conjunt de propietats que poden complir els valors d’un joc.

1. Eficiencia: El valor del joc ¢ satisfa la propietat d’eficiéncia si, per a qualsevol
v e GN, tenim que Y,y ¢i(v) = v(N).

2. Jugador nul: El valor del joc ¢ satisfa la propietat del jugador nul si, per a cada
v € GV i cada jugador nul i € N, tenim que el seu valor és zero, ¢;(v) = 0.
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3. Simetria: El valor del joc ¢ satisfa la propietat de la simetria si per a cada v € GV
i cada parell 7,57 € N de jugadors simetrics, tenim que els seus valors son iguals,

¢i(v) = ¢j(v).

4. Additivitat: El valor del joc ¢ satisfa la propietat d’additivitat si, per a cada parell
de jocs v, w € GV, tenim que els valors ¢(\v +w) = Ap(v) + ¢(w).

Per la propietat d’eficiencia tenim que la funcié ¢ reparteix la utilitat total de la gran
coalicié v(IN) entre els jugadors. Per altra banda, la propietat del jugador nul, ens sugge-
reix que els jugadors que no contribueixen en la coalicié en absout, no haurien de rebre
res a canvi del seu suport a la coalicié. La de la simetria, per la seva banda, ens exigeix
tractar els jugadors de forma igual si aporten el mateix a la coalicié.

Tot seguit presentem el valor de Shapley tal com el va introduir el seu propi artifex
Pany 1953.

Definicié 3.3. El valor de Shapley, ®, es defineix per a cada v € GN i cada i € N com:

o) = Y P e0 () - ofs). (3.1)

n!
SCN\{i}

Aleshores, en esperit, el valor de Shapley assigna a cada jugador les contribucions que
fa a les diferents coalicions. De fet, cada jugador obté una mitjana ponderada de les seves
contribucions. El valor de Shapley es calcula pressuposant que s’acabara formant la gran
coalicié, pero que els jugados s’hi van afegint seqiiencialment en tots els ordres possibles
(calculant un per un).

Quan el jugador ¢ entra, obté la seva contribucié a la coalicié dels jugadors que ja sén
a l'interior (és a dir, si aquesta coalicié és S, obté v(SU{i}) - v(S)). L’ordre dels jugadors
es decideix de manera aleatoria, amb totes les n! possibles ordenacions sent igualment
probables. Es facil comprovar que el valor de Shapley assigna a cada jugador el seu valor
esperat sota aquest procés d’entrada ordenada aleatoria.

Amb aquest raonament, es suggereix una definicié alternativa del valor de Shapley,
tot basant-se en els vectors de contribucions marginals. Sigui II(IV) el conjunt de totes
les possibles permutacions dels elements en el conjunt N i per a cada permutacié ™ €
II(N), denotarem amb P™(7) el conjunt dels predecessors de i seguint I’ordre donat per
la permutacié 7. Es a dir, j € P™(4) si i només si w(j) < m(i).

Definicié 3.4. Sigui v € GV un joc-TU. Sigui m € TI(N). Aleshores el vector de contri-

bucions marginals associat amb 7, que direm m™(v) € RN, ve definida per a cada i € N
per m(v) := v(P7(i) U{i}) - v(P7(i)).

Amb aquesta definicid, doncs, podem simplificar I'escriptura del valor de Shapley i es
pot posar com:

" mell(N)
Tot seguit, presentem un tipus de joc d’utilitat transferible que ens pot ser 1util per als
nostres estudis. Es tracta dels jocs d’unanimitat de la coalicio.

Definicié 3.5. Dins la classe GV, donada una coalicié S C N, tenim que el joc d’u-
nanimitat de la coalicié S, que direm w®, es defineix de la segiient manera. Per a cada
T C N, tenim que v(T) :==1 si S C T i en canvi, en altre cas ens queda v(T) := 0.
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Similarment al teorema vist anteriorment, ara estudiarem un que s’adequa a la nova
definicié del valor de Shapley.

Teorema 3.6. El valor de Shapley és Iinic valor de joc en G que satisfa les propietats
d’eficiéncia, jugador nul, simetria i additivitat simultaniament.

Demostracio. Clarament la propietat de jugador nul es compleix, ja que si un jugador
és nul, tindrem que la diferencia en la utilitat abans i despres de la seva aparicié en
la coalici6é és nulla. Per tant el seu vector de contribucions marginals és nul i aleshores
clarament el seu sumatori equival a zero, pel que el seu valor de Shapley és també zero. La
propietat de I’additivitat de dos jocs independents es compleix per definicié del valor. Les
altres dues propietats surten de la forma reescrita que li hem donat al valor de Shapley.
La d’eficiencia surt de que si sumem totes les utilitats marginals, per la definicié dels
jocs-TU en G, tindrem la utilitat de la gran coalicié v(IV).

I per altra banda respecte a la simetria, per cada permutacié (amb 4, j simetrics) podem
trobar una altra permutacié que intercanvii les posicions dels jugadors 1, j. Es a dir, si
1,7 sén simetrics, aleshores dins del conjunt de permutacions, per cada permutaci6 on %
estigui en la posicié k—essima i j en posicié [-essima, podem trobar una exactament igual
que només itercanvii els papers d’aquestes dues. Si ho repetim per totes les permutacions,
obtenim exactament el mateix conjunt. Aleshores, tenim que el seu valor és el mateix, per
tant satisfa aquesta propietat, i per consequencia, compleix totes les quatre condicions.

Ara provem la seva unicitat. Suposem que existeix una altra funcié ¢ que satisfa totes
les quatre propietats. Cada v € GV es pot veure com un vector {v(S)}seam\foy € R2"—1,
Aleshores, G pot ser considerat com un espai vectorial 2" —1-dimensional. Ara veiem que
els jocs d'unanimitat U(N):={w® : § € 2V \ {#}} sén una base d’aquest espai vectorial.

Veurem ara amb aquest proposit que U(N) és un conjunt de vectors linealment inde-
pendents. Siguin {as}geon gy C R tals que Y geon (g asw® = 0 i suposem que hi ha
un 7 € 2V \ {#} amb ar # 0.Podem assumir aleshores que no hi ha R C T tal que ag #
0. Aleshores tenim que 0 = }_gcon (g asw¥(T) = ar # 0 i arribem a contradiccié. Com

¢ satisfa les propietats d’eficiencia, jugador nul i simetria, tenim que per a cada jugador
1€ N,cada() #S C N icada ag € R,

<5 ¢i1e S
pi(asgw®) =< 5 "

0 siig¢s
Aleshores si ¢ també satisfa la propietat de 'additivitat, tenim que ¢ estd univocament
determinada, ja que U(N) és una base de GV i per tant, ¢ = ®. O

Exemple 3.7. Tot seguit, tornarem a revisar el joc dels guants vist en el capitol anterior.
Ara l'analitzarem amb la perspectiva també del valor de Shapley. Recordem les normes
del joc: Aquest consisteix en tres jugadors A, B i C, la gran coalicié és N = {A, B,C}.
El jugador A té el guant dret. Mentre que tant el jugador B com el C tenen un guant
esquerra.

Entre els jugadors volen reunir un parell (dret i esquerra) de guants per poder vendre’ls.
La funcié d’utilitat és v(S) = 1 si la coalicié S C N conté un parell complet de guants
i, en altre cas, v(S) = 0. Per tant el joc és (N,v) on N = {A,B,C} i tenim v(A) =
v(B) = v(C) = v(BC) = 0, mentre que v(AB) = v(AC) = v(N) = 1. Si considerem les
n! = 3! = 6 possibles permutacions dels agents de la coalicié i les utilitats marginals a
I’entrar cada jugador, ens queda la segiient taula:
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7 Jugador A Jugador B Jugador C
(A, B, C) 0 1 0

(A, C, B) 0 0 1

(B, A, C) 1 0 0

(B, C, A) 1 0 0

(C, A, B) 1 0 0

(C, B, A) 1 0 0
Sumatori 4 1 1

® (Shapley) | 2/3 1/6 1/6

Taula 3: Utilitats marginals i valors de Shapley dels jugadors

Revisem la obtencié dels valors anterior. Suposem que som el jugador A: Tindrem
una utilitat marginal igual a 1 en el cas que entri a la coalicié i ja hi hagi algun altre
jugador. Aixo és aixi ja que els altres dos jugadors aporten guants esquerres i sense el
jugador A sempre tenen una utilitat de 0, ja que no arriben al parell complet. No obstant,
si el jugador A és el primer en arribar a la coalicid, la seva utilitat marginal també és de
zero, ja que només tindra el guant dret.

Ara mirem el cas del jugador B. Només té una contribucié marginal igual a 1 quan
entra en segon lloc i ja hi ha dins la coalicié el jugador A. Aixi, arriba quan només hi
ha un guant dret i aporta el guant esquerra que completa la parella. En els altres casos,
si entra en tercera posicié o en segona un cop ja hi és el jugador C'; no completa els
parells i per tant la utilitat marginal és de zero. En el cas d’entrar primer, evidentment
no completa el parell i per tant la seva utilitat marginal també és de zero. Els jugadors

B i C s6n intercanviables ja que sén simetrics, aixi que els casos pel C' sén analegs als del
B.

Per dltim, dividim la suma de la utilitat marginal entre el total de permutacions
possibles i ens queden els valors de Shapley finals, que son els seglients:

1. ®4(0) =2/3
2. dp(v) =1/6
3. de(v) =1/6

Aixi doncs, hem trobat els valors de Shapley dels diferents jugadors en l'exemple dels
guants que vam exposar en el capitol anterior.

Ara veurem un altre exemple també aplicat a un problema de la vida real. El problema
consiseix en esbrinar com es poden repartir justament uns guanys generats entre tres
persones. Acte seguit es presenta:

Exemple 3.8. Suposem tres companys de feina: 1’Aniol, el Bernat i la Claudia. Ens
referirem a ells també com a jugadors A, B i C, respectivament. El cas és que treballant
tots tres plegats, han aconseguit generar uns beneficis de 160 euros.

Com porten molt de temps treballant tots tres junts, sabem quant acostumen a generar
per parelles i individualment. L’Aniol, quan treballa tot sol, genera uns beneficis de 40
euros per a ’empresa. En Bernat, per la seva banda, genera beneficis de 50 euros i, per
dltim, la Claudia treballant sola, genera 60 euros. Ara bé, quan treballen en parelles
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no produeixen la suma del que produeixen individualment. Si tenim I’Aniol i en Bernat
treballant junts, aconsegueixen produir 95 euros (cinc més del que seria només la seva
suma individual). Sil’Aniol s’ajunta amb la Claudia, produeixen 110 euros (deu més que
la suma individual), mentre que si la Claudia s’ajunta amb en Bernat, produeixen 120
euros (aconseguint també deu euros més que la suma dels dos individualment).

En aquest cas, per tant, podem caracteritzar la funcié d’utilitats, ja que tenim tots els
valors. Individualment, per parelles i tots junts, respectivament, tenim el segiient:

o v(A) =40, v(B)=>501iv(C) =060
o W(AB) = 95, v(AC) = 110 i v(BC) = 120
e v(ABC) =160

L’ Aniol proposa de repartir la quantitat final a parts iguals entre tots els tres jugadors.
La Claudia proposa que cadasci es quedi amb el que genera individualment i que els deu
euros que sobren se’ls quedi la persona que més generi (és a dir, ella). En Bernat pero,
proposa un metode alternatiu. Fa uns dies va llegir un treball sobre el valor de Shapley
en el TFG d’un amic seu. Proposa que es reparteixin els guanys segons aquest valor, ja
que és la forma més justa de repartir-los.

Els explica que el que faran sera repartir els guanys segons la mitjana ponderada de
les utilitats marginals aportades per cada un d’ells. Tot seguit, fara una taula amb les
utilitats marginals de cada jugador en cada una de les possibles situacions, pero abans els
explica en el que consisteix.

Com tenen el que genera cada un individualment i per parelles, cal considerar totes les
opcions ordenades que tenen d’acabar els tres treballant plegats com igual de probables.
Es a dir, les permutacions del conjunt {4, B,C}, que son ABC, ACB, BAC, BCA,
CAB i CBA. Els illustra amb I’exemple de la primera permutacié possible, el cas ABC
(li direm la permutacié m € II(ABC)). Quan el primer jugador entra, forma la coalici6
A, i la seva utilitat marginal en aquest cas és:

mhy =v(A) —v(A\ A) =v(A) —v(d) = v(A) — 0 =40

El segiient en entrar a la coalicié és el jugador B, que al entrar forma la coalicié AB i la
seva utilitat marginal en aquest cas és:

mp = v(AB) —v(AB\ B) = v(AB) — v(A4) = 95 — 40 = 55

Per 1ltim, entra a la coalicié el jugador C i quan entra formen la gran coalici6 ABC. Per
tant la seva utilitat marginal és de:

m¢ = v(ABC) —v(ABC \ C) = v(ABC) — v(AB) = 160 — 95 = 65

Un cop tots han entés com funcionen les utilitats marginals en aquests casos, considera
totes les permutacions de II(ABC) i decideix fer una taula amb les utilitats marginals i
la suma de totes elles, que tenim a l’inici de la segilient pagina.

Explica que ara que ja tenen les utilitats marginals, només cal dividir ponderadament
per les coalicions (que es consideren totes equiprobables) i cadasci obtindra el seu valor
de Shapley.

e &,4(v) =255/3! =255/6 = 42,5
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7r Jugador A Jugador B Jugador C
(A, B, C) | 40 55 65

(A, C,B) | 40 50 70

(B, A, C) | 45 50 65

(B, C, A) | 40 50 70

(C, A, B) | 50 50 60
(C,B,A) | 40 60 60

> 255 | 315 | 390

Taula 4: Utilitats marginals dels jugadors en cada permutacié possible de la coalicid

o dp(v) =315/3! = 315/6 = 52,5

o O (v) =390/3! = 390/6 = 65

Aixi doncs, queden que els beneficis es reparteixen de la segiient manera: 1’Aniol rebra
la suma de 42,5 euros producte de la seva feina. Per la seva banda, en Bernat n’obtindra
52,5. I per tltim, a la Claudia li seran donats 65 euros per remunerar la seva feina. Aquest
exemple serveix per illustrar de forma detallada i pautada les possibilitats d’explorar el
valor de Shapley en les situacions més quotidianes.

El valor de Shapley és una solucié justa i equitativa per a la distribucié dels guanys
en jocs de coalici6. Aquest valor proporciona una manera sistematica de calcular la
contribucié de cada jugador en funcio de les coalicions en les quals participa. Mitjancant el
concepte de vectors de contribucions marginals, el valor de Shapley ofereix una distribucio
equitativa que té en compte tant les aportacions individuals com la interaccié entre els
jugadors.

Una de les grans avantatges del valor de Shapley és la seva propietat d’eficiencia, ja
que assegura que tots els guanys generats per les coalicions es reparteixen de manera
justa i que no hi ha cap jugador que estigui rebent més del que hauria de rebre. A més,
el valor de Shapley compleix altres propietats desitjables com la simetria, que garanteix
que jugadors amb contribucions equivalents reben una assignacié igual.

Aquesta solucié és ampliament utilitzada en diverses arees, com ara la teoria de jocs
cooperatius, la teoria de collaboracié i la presa de decisions en equips. El valor de Shapley
proporciona una eina valuosa per avaluar i reconeixer la importancia de cada jugador en
la consecucié d’objectius comuns i promou la cooperacio i el treball en equip.

En resum, el valor de Shapley és una solucié poderosa i equitativa per a la distribucio
de guanys en jocs de coalicié. La seva aplicacié pot ajudar a generar incentius per a la
cooperacié, promoure la justicia en els resultats i millorar la presa de decisions collectives
en diferents contextos.
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4 Jocs simples

Per introduir els conceptes de la part practica d’aquest treball, associats amb les coalicions
post-electorals, ens sera molt 1til presentar una classe de jocs lligats a aquestes. Ens
centrarem en estudiar ara una subclasse dels jocs d’utilitat transferible, els jocs simples.

Els jocs simples sén una subclasse de jocs amb caracteristiques particulars, que tot
seguit descriurem. Tenen un paper cabdal en la representacié dels processos de presa de
decisions i votacions de grups. Precisament per aquest motiu sén sovint usats en diverses
branques d’estudi vinculades a les ciéncies socials, i de manera destacada, en les ciéncies
politiques.

El factor important i on es posa la lupa de I'estudi en aquests jocs es desplaga. Si a la
majoria de jocs d’utilitat transferible ens fixavem en les utilitats per a poder repartir els
beneficis entre els diferents agents que hi prenien part, ara, en els jocs simples, el focus
esta posat més bé en una altra banda. Als jocs simples, passa a tenir més importancia
el poder. Ens fixarem en la mesura i ’analisi del poder, aixi com també la rellevancia i
influéncia dels agents que prenen part en la presa de decisions.

En aquest capitol, ens referirem sovint a comite, que farem servir de forma similar al
que seria un parlament. Tindrem un nombre fixat de participants dins d’ell i cada un
pot, o bé unir-se a la coalicié, o bé desestimar-ho. Ara suposem que tenim un comite
amb n jugadors, que han de decidir si tirar endevant o no una decisié (per exemple una
llei imortant). Si tenim una coalicié S i la seva utilitat v(S) = 1 significa que la llei tira
endevant si els conformants de la coalicié S s’hi adhereixen.

Per tant, en aquests jocs, el que abans significaven les solucions proposant un reparti-
ment just dels beneficis, en aquest cas signifiquen més bé una mesura de la capacitat que
tenen els jugadors de fer-se valer per a canviar el resultat del joc. A aquests valors, els
direm més endevant indexs de poder, ja que és precisament el que ens aporten a ’estudi
d’aquests jocs.

Definicié 4.1. Direm que un joc-TU v € GV és un joc simple si compleix les segiients
propietats:
1. Per tota coalicic S C N la funcié v(S) només pot prendre els valors 0 o 1.

2. Per a la gran coalicid, tenim que v(N) = 1.

3. El joc v és monoton.
Al conjunt de jocs simples de n jugadors, el denotem com S¥. Un joc simple v
qualsevol, compleix doncs que v € SV,

Com es veu en una de les condicions de la definicié dels jocs simples, la seva funcié
caracteristica pren solament els valors 0 i 1. Per tant, és logic dividir el total de possi-
bles coalicions en dues classes. D’una banda, les coalicions amb la funcié caracteristica
avaluada en elles pren el valor 1 i, d’ altra banda, aquelles amb les que pren el valor 0.

Definicié 4.2. Definim el conjunt de coalicions guanyadores en un joc v € SN com:

W(v) :={S CN:v(S)=1}

També ‘podriem treballar amb les coalicions perdedores, que és el concepte comple-
mentari. El conjunt de coalicions perdedores en un joc v € SV com:

L(v) :={S C N :v(S)=0}.
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A partir del conjunt de coalicions guanyadores W (v), en podem definir un altre. Per
exemple, si tant el conjunt A € W (v) com també B € W (v), perd en canvi tenim que B ¢
W (v), aleshores tenim que la coalicié AB esta dins el conjunt de coalicions guanyadores
i, no obstant, el jugador B no té cap paper decisiu en aquesta coalicio. Es per aixo que
definim el conjunt de coalicons minimals.

Definicié 4.3. Donat un joc simple v € SV, tenim que la colleccié minimal de coalicions
guanyadores ve definida de la segiient manera:

Whw)={SeW :siT €W iT CS, aleshores T = S}.

Es facil construir el conjunt W (v) a partir del conjunt W™ (v). Es pot incloure a cada
coalicié dins la colleccié de coalicions minimals, totes les possibles combinacions de la
resta de jugadors s’uneixen amb les que ja formen part del conjunt, fent aixi les coalicions
(minimals i no) guanyadores.

Exemple 4.4. Suposem que en Bernat és el fill petit d’una familia de cinc integrants.
D’una banda, els seus pares (el Miquel i I’Olga). La familia Rampell, a més del Bernat,
té dues altres filles, la Teresa i ’Adela. Amb els seus amics, el Bernat vol anar al cinema,
i demana permis a casa. Podra anar-hi en el cas d’obtenir el permis a casa. Es considera
que té el permis a casa en cas que tant el seu pare com la seva mare ho acceptin. La
opinié de les germanes, pel que respecta al permis, és indiferent.

Considerem el conjunt de jugadors de la familia F' = {P, M, T, A} on P significa pare,
M significa mare, T representa la Teresa i A representa la seva germana Adela. Per tant,
si definim aquesta situacié com el joc v € S¥ tenim que la funcié caracteristica té la
segiient forma:

v(S) =

1 en cas que{P,M} C S
0 enelcasque{P, M} Z S

Ara, aplicarem els conceptes que hem descrit anteriorment a aquest exemple. D’una
banda, trobem quin és el conjunt de coalicions guanyadores de v és el conjunt de coalicions
que fa que la fu ncié caracteristica sigui igual a 1. Esta clar que la condicié per a la igualtat
és que el conjunt {P, M} sigui un subconjunt de la coalicié. Per tant obtindriem:

W) ={{P, M}, {P,M, T}, {P,M,A},{P,M,T, A}}

El conjunt de les coalicions perdedores en el mateix joc v és justament complementari
del de coalicions guanyadores. Hi pertanyen totes les coalicions que no incloguin el con-
junt {P, M}, en el cas que només cotingui un dels dos progenitors, la coalicié també és
perdedora. Per tant tenim que:

L(v) = {{P},{P,T},{P, A}, {P,T, A}, {M},{M,T},{M, A},
{M, T, A} AT} AT, A}, {A}}

Ara, a partir del conjunt de coalicions guanyadores, buscarem precisament quina és la
colleccié minimal de coalicons guanyadores. Recordem que es defineix el conjunt com
Wmw):={SeW:siTeWiT C S, aleshores T = S}.

Clarament veiem que el conjunt {P, M} és un subconjunt de totes les coalicions que
pertanyen al conjunt W (v). Per tant tenim que justament:

W (v) = {{P, M}}.
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Aquest és un exemple practic d’un joc simple on es pot veure clarament com es cons-
trueix el conjunt de coalicions guanyadores i el de perdedores. A més, un cop trobada
la colleccié minimal de coalicons guanyadores, veiem que el conjunt general de coalicons
guanyadores es genera justament fent totes les possibles combinacions amb els jugadors
que no pertanyen a les coalicions de la collecci6.
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4.1 Jocs de majoria

Ara ens centrarem en un tipus concret de jocs simples. Els jocs simples de majories, en
diferents formes. Podem trobar els jocs de majoria aixi com també els jocs de majoria
ponderada. Aquest tipus de jocs sén precisament els que ens seran més utils pels nostres
proposits d’estudi practic. Definirem ara els jocs de majoria o jocs de quota.

Definicié 4.5. Sigui un nombre real ¢ € R que diem quota. El joc simple v € SV és un
joc de majoria quan el conjunt de coalicions guanyadores del joc compleiz el segiient:

W(v) ={SCN:|5]>q}

En aquest tipus de jocs, cada jugador té la mateixa capacitat de suposar un canvi.
Es a dir, si aconsegueixen que ¢ o més jugadors es sumin a la coalicié, aleshores el valor
de la funcié caracteristica d’aquesta coalicié, sera 1. En cas que el total de jugadors a la
coalicié no arribi a ¢, aleshores tenim que la seva funcié caracteristica val 0.

Un cas especific dels jocs de majoria sén els jocs de majoria simple, que compleixen
justament la condicié de majoria simple.

Definicié 4.6. Un joc de majoria v € SN compeiz la condicid de majoria simple si la
quota q € R és tal que ¢ > ”T‘H Si la quota és tal, diem que és un joc de majoria simple.

A els jocs de majoria, de forma general, ens referim sovint també amb una notacié
especifica. Com cada un dels jugadors, entrant o sortint de la coalicid, fa que el cardinal
tingui un canvi d’una unitat, aleshores representem el seu pes amb un 1. Expressem el
joc v que té la quota ¢ € R com v = [¢; 1,1, ..., 1].

Ens trobem que els jocs de majoria sén molt tutils a ’hora de la presa de decisons
collecives. D’una forma gairebé diaria formem part d’aquests jocs. Decidir entre amics
si anem a un restaurant o a un altre, per exemple, seria una situacié quotidiana amb la
que ens podem trobar.

No obstant, cal dir que malgrat ser el cas més comt de presa de decisions, aquest model
en concret no és el més comul quan es parla d’escenaris politics. Tret de situacions molt
especifiques quan es consulta a la ciutadania directament decisions binaries, la condicié
de que cada jugador té el mateix pes, no es compleix.

En aquestes circumstancies particulars, principalment en casos de referendums, si que
podem usar aquest model. No obstant, les decisions politiques normalment es modelen
seguint un tipus de jocs que sén també de majoria, pero de majoria ponderada.

Molt sovint, a I’hora de simplificar les decisions politiques, grups de persones s’associen
compartint un paquet d’idees socials, eonomiques, d’identitat i més, amb l’objectiu de
representar la poblacié. En els sistemes de representacié politica, aquestes agrupacions
es coneixen com a partits politics i cada un acostuma a tenir una influéncia diferent,
depenent del nivell de recolzament ciutada.

De forma més general, aquesta idea es pot traslladar a la teoria de jocs. En aquests jocs
de votacid, els diferents agents tenen diferents pesos. Aquesta és la principal diferéencia
amb els jocs anteriors. En quant a similituds, aquest tipus de joc també té una quota,
també és un tipus de joc simple (v € SV) i podem aplicar-hi també les idees de conjunts
de coalicions guanyadores W (v) i el de la colleccié minimal de coalicions guanyadores
W™ (v). Ara donarem una definicié rigorosa.
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Definicié 4.7. Un joc simple v € SN és un joc de majoria ponderada si hi ha una qupta
0 < q € R i un vector de pesos no negatius (p1,p2, ..., pn) € R™ tals que:

v(S) =1 si i només si Zpi >q.
€S

De mode similar i integrador al vist abans, els jocs de majoria (inclosos els de majoria
ponderada) es poden representar d’aquest mode v = [¢; p1, p2, ..., pn], amb el valor ¢ abans
del punt i coma representant la quota, mentre que la resta és el vector ordenat de pesos
que té cada jugador. Ens podem fixar que la representacié que abans haviem donat dels
jocs de majoria, era un cas particular en el que tots els jugadors tenien el mateix pes de
1.

Exemple 4.8. L’exemple descrit abans com el joc simple d’en Bernat per poder o no
anar al cinema , es pot modelitzar com a joc de majoria ponderada de la segilient manera,
per exemple:

El vector de pesos associat al pare, la mare, la Teresa i 1’Adela podria ser (10, 10, 4, 4)
respectivament. I la quota és ¢ = 20. Aixi doncs, quedaria el joc de majoria ponderada
[20; 10,10, 4, 4].

Clarament, veiem que 'inica manera d’arribar a assolir la quota és que, com a minim
tant el pare com la mare aprovin la decisié. Veiem també que la posicié de les germanes
mai no condiciona el resultat final, convertint-les aixé en jugadores nulles, tot i que el seu
pes no sigui de 0.

Exemple 4.9. Un altre exemple illustratiu i que hem anat repetint en diferents models
de jocs per fer-los més entenedors és el joc del guant. Recordem les normes del joc: Aquest
consisteix en tres jugadors A, B i C, la gran coalici6 és M = {A, B,C}. El jugador A té
el guant dret. Mentre que tant el jugador B com el C' tenen un guant esquerra.

Entre els jugadors volen reunir un parell (dret i esquerra) de guants per poder vendre’ls.
La funcié d’utilitat és v(S) = 1 si la coalicié S C M conté un parell complet de guants i,
en altre cas, v(S) = 0.P er tant el joc és (N,v) on N = {A, B,C} i tenim v(A) = v(B) =
v(C) = v(BC) = 0, mentre que v(AB) = v(AC) = v(N) = 1. El conjunt de coalicions
guanyadores és

W(v) ={{A,B},{4,C},{4,B,C}},

mentre que la colleccié minimal de coalicions guanyadores és

W(v) = {{4, B}, {4,C}}.

Per aconseguir reunir aquestes caracteristiques, podem considerar donar els pesos de
pa = 2, pg = pc = 11 una quota de ¢ = 3. En aquest cas, per a que la utilitat d’una
coalicié S sigui de 1, cal que },.gp; > ¢ = 3. Veiem clarament que totes les coalicions
que compleixen aix6 han de contenir el primer jugador (el quant dret) i, com a minim,
un dels dos ultims jugadors (el guant dret).

Per tant, hem pogut descriure el joc del guant com un joc de majoria ponderada

v=1[3;2,1,1].

Hem vist ara dos exemples de jocs que hem vist anteriorment modelitzats com a jocs
de majoria. Si bé fer-ho aixi ens serveix per a introduir i comprendre millor com funcionen
i els metodes d’analitzar els jocs de majoria, no son representatius. Principalment els jocs
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de majoria ponderada es fan servir per a modelitzar situacions de votacions. Aquests
poden ser, per exemple, decisions empresarials en consells d’accionistes, o bé decisions
plitiques en parlaments partidistes. Tot seguit veurem un exemple que si és un joc de
votacié.

Exemple 4.10. El passat dia 28 de maig, es van dur a terme a Catalunya eleccions
municipals. La lupa va estar posada en la ciutat de Barcelona. L’actual alcalsessa es
presentava per revalidar el mandat amb el partit BeC (Barcelona en Comu). El PSC,
partit que ha governat en coalicié durant les ultimes dues legislatures, s’hi presentava
amb la intencié d’aconseguir la primera placa. A més, per desbancar 1’alcaldessa actual,
una llista liderada per 'antic alcalde de la ciutat (TriasxBCN) s’hi presentava també amb
expectatives de victoria. El partit guanyador de les anteriors eleccions, tot i que no va
poder formar govern, es presentava en la llista I’ERC. Altres forces sense opcions de
victoria tamé hi concorrien, com PP, Vox i CUP.

Els resultats de la nit electoral van donar els segiients representants a cada formacio.
D’una banda, el partit guanyador va ser TriasxBCN amb 11 regidors. El segon classificat
va ser el PSC amb 10 representants, seguit de molt a prop per BeC amb 9. A forca més
distancia ERC va obtenir 5 regidors, per 4 del PP i 2 de Vox. La resta de formacions que
hi concorrien van quedar sense representacié.

El consistori, doncs compta de 41 regidors i, per gairebé totes les votacions (inclosa
també, tot i que amb alguna particularitat, I’eleccié de ’alcalde) funciona amb un sistema
de majoria simple. Es a dir, si alguna proposta obté 21 vots, queda aprovada. Aix{ doncs,
podirem modelitzar el joc de la segiient manera: v = [21;11, 10,9, 5,4, 2].

Podem veure que hi ha moltes coalicions guanyadores i, per aquest mateix motiu, no
donarem de forma extensiva el conjunt de coalicions guanyadores. Ara bé, la colleccié
minimal de coalicions guanyadores és considerablement més reduida i, aleshores aquesta
s{ pot ser donada aqui:

W™ (v) = {{TriastBCN, PSC},{TriasX BCN, BeC, ERC},
{TriasxBCN, BeC, PP},{Triasx BCN, BeC,Vox},{Triasct BCN, ERC, PP,Vox},
{PSC,BeC,ERC},{PSC, BeC, PP},{PSC,BeC,Vox},{PSC,ERC,PP,Vox}}

D’una banda, a primera vista veiem que hi ha 9 coalicions minimals. El conjunt total
de coalicions guanyadores el podem obtenir fent unions de les coalicons ja existents en
aquesta colleccié afegint-hi els partits que no hi formin part. Podem veure que en totes
les coalicions guanyadores, almenys un dels dos primers partits hi és. Es a dir, no es pot
aconseguir en cap cas la majoria si cap dels dos primers partits (TriasxBCN i PSC) ho
desitgen.

D’altra banda, veiem que aquests dos partits sén simetrics. Si intercanviem els partits
{Triasx BCN,PSCY}, les possibilitats de coalicié sén exactament les mateixes. De la
mateixa manera, la tripla de partits { ERC, PP,V oz} és també simétrica dos a dos. Tots
tenen doncs la mateixa influéncia teorica a '’hora de formar coalicions guanyadores, i per
tant el mateix poder. En aquest exemple, no tenim cap jugador nul, és a dir, no tenim
cap jugador que no aparegui en la llista de coalicions minimals. Per tant tot els partits
amb respresentacié al consistori tenen influencia politica practica en cert grau.

En el moment de realitzacio del treball, encara no s’ha constituit el ple de I’ Ajuntament
i per tant, encara no s’ha realitzat cap votacié. Precisament aquest estudi és rellevant en
la cronica politica actual, ja que es busquen quines poden ser les coalicions diferents per
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a escollir I'alcalde de la ciutat (justament la primera votacié de majoria simple que s’hi
fara).

En 'exemple antrior, hem vist que no es pot formar cap alianga guanyadora sense la
participacié de les dues primeres forces politiques. Es a dir, tenen la capacitat de blocar
o no qualsevol proposta. Precisament la segilient definicié és una formalitzacié d’aquesta
idea.

Definicié 4.11. Sigui v € S un joc simple. Diem que el jugador i € N és un jugador
amb capacitat de veto si, per a qualsevol coalicioc C C N \ {i} tenim que:

v(C) =0.

Exemple 4.12. Un exemple clar dels jugadors amb capacitat de veto el trobem al Consell
de Seguretat de les Nacions Unides. Es un comité format per 15 paisos, cinc dels quals en
sén membres permanents. Els altres deu sén rotatoris i s’estableixen per quotes segons
zones geopolitiques al mén.

Els cinc membres permaments son Franga, la Xina, els Estats Units, Russia i el Regne
Unit. Per prendre les decisions al Consell de Seguretat de les Nacions Unides, 1'tinic
dels comites de UN (Nacions Unides) que té poder vinculant en les seves decisions, cal
aconseguir l’acord entre nou membres.

Aixi doncs, sembla que les decisions aqui les podem modelitzar seguint un joc de
votacié de majoria, no de majoria simple ja que requereix més de la meitat dels vots.
Ara bé, al finalitzar la Segona Guerra Mundial es va considerar que les grans poténcies
havien d’estar d’acord en les decisions mundials de seguretat. Aleshores, en el sistema
de votacié del Consell de Seguretat de la UN , els membres permanents tenen capacitat
de veto. Aix0 és que tots i cada un dels membres permanents s’adhereixen a la definicié
abans exposada dels jugadors amb capacitat de veto.

Per tant podem modelitzar el joc com un de majoria ponderada on la quota només es
pot assolir amb la unanimitat dels cinc membres permanents i a més amb quatre membres
més del consell (per arribar als nou membres minims requeits per aprovar una ressolucio.
Una possibilitat és establir uns pesos als membres permanents prou alts tals que sigui
impossible assolir la quota sense tots ells. Es a dir, hem de tenir en compte que els
jugadors sense capacitat de veto no puguin tenir plegats el pes necessari com per superar
en forga de vot a un dels paisos amb dret de veto. Podem definir el joc de votacié al
Consell de Seguretat de les Nacions Unides v € SN com

v = [54: 10, 10, 10, 10,10,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1]

on els cinc primers jugadors sén els membres permaments. Clarament veiem que es
compleix la condicié de veto dels membres permanents, ara ho veurem.

Suposem el jugador 1 (que com els cinc primers comparteixen pes, és simetric i, per
tant, intercanviable amb ells). Suposem ara una coalicié C' C N \ {1}. Al ser els jocs
simples monotons, tenim que, si considerem la coalici6 M = N \ {i}, com tenim que
C C M, aleshores v(C) < v(M). Considerem ara la coalicié M, que té un pes de 4*10 +
10*1 = 50. Com, clarament, tenim que 50 < 54, aleshores v(M) = 0. Aix0 ens demostra
que v(C') = 0, per a qualsevol C' C N \ {1}, i per tant el jugador 1 té capacitat de veto.
Com hem vist també que els cinc primers jugadors sén simetrics, aleshores també hem
provat que els cinc primers jugadors (els membres permanents) tenen capacitat de veto.
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Els jocs de votacié en teoria de jocs sén una eina important per analitzar situacions en
que agents diferents tenen la capacitat de prendre decisions conjuntament. Aquests jocs
permeten estudiar com es formen i es gestionen les coalicions, aixA com els resultats que
poden sorgir d’aquestes interaccions.

Una conclusié clau dels jocs de votacié és que les caracteristiques individuals dels
agents, com ara els seus pesos o preferéncies, poden influir en el resultat final d’una vo-
tacio. Els jocs de majoria ponderada, en particular, tenen en compte aquestes diferencies
en els pesos dels agents i determinen les condicions en que una coalicié guanyadora pot
aprovar una proposta.

A més, els jocs de votacié posen de manifest la importancia de les coalicions i les
estrategies de negociacié. Diferents combinacions d’agents poden formar coalicions per
aconseguir els seus objectius, i 'habilitat per formar aliances pot ser crucial per influir en
els resultats de les votacions.

Tanmateix, els jocs de votacié també posen de manifest alguns problemes i desafi-
aments, com ara la possibilitat de blocar propostes amb coalicions minoritaries o l'e-
xistencia de miltiples coalicions guanyadores. Aquests aspectes poden conduir a situaci-
ons de conflicte i negociacié intensa entre els agents per aconseguir els seus interessos.

En resum, els jocs de votacié en teoria de jocs sén una eina valuosa per comprendre
les dinamiques de presa de decisions en situacions en que hi ha multiples agents amb
preferencies i pesos diferents. Aporten una visié analitica sobre com es formen les coali-
cions, com es prenen les decisions i quins resultats es poden esperar en aquests contextos
complexos de presa de decisions conjuntes.
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5 Indexs de poder

FEls indexs de poder son eines fonamentals en la teoria de jocs per analitzar la distribucid
del poder entre els jugadors d’un joc collectiu. Aquesta teoria s’ocupa de I'estudi de les
interaccions estrategiques entre agents racionals que busquen maximitzar els seus propis
interessos. L’analisi del poder és crucial per comprendre com els jugadors poden influir
en el resultat d’un joc i com s’estructuren les relacions de poder dins del mateix.

En la teoria de jocs, I'index de poder és una mesura que intenta quantificar la im-
portancia o influéncia relativa d’un jugador dins d’un joc collectiu. Hi ha diversos tipus
d’indexs de poder, cadascun amb els seus avantatges i limitacions. Els més comuns sén:

1. Index de Shapley: Aquest index es basa en la teoria de la distribucié justa i atorga
a cada jugador una mesura de poder en funcié de la seva contribucié marginal al
valor total del joc. Considera totes les possibles coalicions de jugadors i avalua com
canvia el valor del joc quan un jugador es va afegint a cada coalicié.

2. Index de Banzhaf: Aquest index es basa en el concepte de poder de votacio i mesura
la influencia que té un jugador en el resultat d’un joc collectiu. Es calcula determi-
nant quantes vegades la inclusié d’un jugador en una coalicié canvia el resultat del
joc.

Ens centrarem en aquests dos per a estudiar els jocs de votacié. Tot seguit els ana-
litzarem, definirem i entendrem de forma més profunda, juntament amb els conceptes
necessaris per a arribar a ells.

Els indexs de poder son 1tils, doncs, per a analitzar la distribucié del poder en diferents
escenaris i per avaluar I’equitat de les decisions collectives. A més, poden ajudar a predir
el comportament estrategic dels jugadors i a entendre com es poden formar i mantenir
coalicions en jocs collectius. No obstant aixo, cal tenir en compte que els indexs de poder
sén models simplificats de la realitat i no capturen tots els matisos i dinamiques de les
interaccions estrategiques.
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5.1 Conceptes basics

Ja hem vist que la lupa a I'hora d’estudiar els jocs simples és diferent a la que tenim
quan analitzem la resta de jocs d’utilitat transferible i cooperatius. El focus en ’analisi
es posa ara més que no pas en el valor de les contribucions o les seves estrategies, sind
que en la capacitat d’influéncia de cada jugador. Es per aixo que ens és especialment 1til
el concepte d’index de poder, un valor estandaritzat per poder comparar la influencia de
diferents jugadors en el mateix joc, i també comparar-la en diferents jocs.

Definicié 5.1. Un index de poder és una regla d’assignacié de S sobre RN que a cada
joc v € SN i assigna el vector f(v) € RN. Diem que la component i-éssima del vector
f(v) és el poder que té el jugador i en el joc v € SV.

Un concepte fonamental a ’hora de determinar els indexs de poder és el del jugador
pivotant. Conceptualment, el que designa és un jugador que amb la seva inclusié o exclusid
d’una coalicié, fa que aquella canvii d’estat (de perdedora a guanyadora o viceversa). Tot
seguit exposem la definicié rigorosa:

Definicié 5.2. Sigui un joc simple v € S. Es diu que el jugador i és un jugador pivotant
per a la coalicié C' si tenim que

v(C) =1 mentre que v(C\ {i}) =0

Veurem un exemple molt clar amb la intencié de clarificar el concepte de jugador
pivotant.

Exemple 5.3. Suposem un joc de majoria ponderada amb dos jugadors A i B. Els
jugadors tenen, respectivament uns pesos de 21 1. Suposem que en el joc v € SV la quota
q és de 3. Aleshores ens queda que el joc ve definit de la segiient manera:

v=[3;2,1]

I tenim que I'tinica coalicié guanyadora és la gran coalicié N, que té un pes de 3 i, per
tant assoleix la quota. Les altres coalicions no assoleixen la quota: el coalicié buida té
un pes de zero, la coalicié A té un pes insuficient de 2, i la coalicié B té tmbé un pes
insuficient de 1. Per tant, per valorar els jugadors pivotants, cal centrar-nos en la gran
coalicid, ja que la condici6 demana que v(C') = 1.

Ara, estudiem si els jugadors A i B sén pivotants en la gran coalicié. Veiem que:
v(N\A)=v(B)=0, jaque el pesde B és 1 #3=yq.
v(N\ B)=v(A)=0, jaque el pesde A és 2 *3=q.

Ens queda doncs, que els jugadors A i B sén jugadors pivotants de la gran coalicié del
joc v.

Exemple 5.4. De manera similar, considerem uj joc gairebé identic, on només canviarem
la quota. Suposem un joc de majoria ponderada amb dos jugadors A i B. Els jugadors
tenen, respectivament uns pesos de 2 i 1. Suposem que en el joc w € SN la quota q és
ara de 2. Aleshores ens queda que el joc ve definit de la segiient manera:

w = [2;2,1]

29



I tenim que hi ha dues coalicons guanyadores. D’una banda la coalicié A que té un pes
de 2, justament el mateix que la quota. D’altra banda, la gran coalici6 N és també
guanyadora, que té un pes de 3 i, per tant assoleix la quota. Les altres coalicions no
assoleixen la quota: el coalicié buida té un pes de zero i la coalicié B té tmbé un pes
insuficient de 1.

D’una banda, esta clar que en la coalicié A el jugador A és pivotant, ja que la coalicié
buida és perdedora, mentre que la coalicié A és guanyadora.

Ara, estudiem si els jugadors A i B sén pivotants en la gran coalicié. Veiem que:
w(N\ A) =w(B) =0, jaque el pesde B és 1% 3=q.

w(N\ B)=w(A) =1, jaque el pesde A és2>2=q.

Ens queda doncs, que només el jugador A és un jugador pivotant de la gran coalicié del
joc w.
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5.2 Index de Shapley-Shubik

La restriccié del valor de Shapley a la classe dels jocs simples es coneix com index de
Shapley-Shubik. Ara bé, la caracteritzaci6 del valor de Shapley pels jocs cooperatius TU
de n jugadors, GV, no és valida pels jocs simples de n jugadors, SY. La principal raé
d’aix0o és que la suma de jocs simples no té com a resultat un joc simple, i per tant,
d’additivitat del valor de Shapley no té sentit en la seva restriccié a S™.

L’index de poder de Shapley-Shubik és una variant de I'index de Shapley, un dels
indexs de poder més coneguts en la teoria de jocs. Aquest index es va proposar per
primera vegada pels economistes Lloyd Shapley i Martin Shubik I’any 1954 i proporciona
una mesura del poder relatiu dels jugadors en un joc collectiu.

L’index de Shapley-Shubik es basa en la idea de distribuir el poder de manera equitativa
entre els jugadors. En un joc collectiu, cada jugador contribueix a 1’eéxit o fracas del joc
a través de la seva participacié en diferents coalicions amb els altres jugadors. L’index de
Shapley-Shubik avalua la contribucié marginal de cada jugador al valor total del joc, tenint
en compte totes les possibles ordenacions seqiiencials de la participacié dels jugadors.

Per a calcular I'index de Shapley-Shubik, s’analitzen totes les seqiiencies possibles en
que els jugadors poden afegir-se al joc i es mesura com canvia el valor total del joc amb
cada addicié. Aquest procés reflecteix la idea que la contribucié d’un jugador a una
coalici6 pot ser diferent en funcié de l'ordre en que els jugadors es van afegint.

Siguin v iw € SN dos jocs simples. El conjunt de coalicions guanyadores del joc simple
vV w és la unid dels seus conjunts de coalicions guanyadores. En canvi, en el joc v A w
ho és la seva intersecci6.

Vist aixo0, ara definirem la propietat de transferibilitat.

Definicié 5.5. Un index de poder ¢ satisfa la propietat de transferibilitat en cas que per
a cada parell v,w € SN tinguem:

¢(vVw) +o(v Aw) = ¢(v) + d(w).

Teorema 5.6. L’index de Shapley-Subik és ["inic que satisfa les propietats d’eficiéncia,
del jugador nul, de simetria i de transferibilitat.

Demostracio. Pel teorema vist al capitol del valor de Shapley, les tres primeres propietats
ja les hem provades. Ara, donats dos jocs v,w € S™ tenim que v+ w =v Vw + v Aw i,
com hem vist també que el valor de Shapley satisfa la propietat d’additivitat, aleshores
I'index de Shapley-Subik satisfa la transferibilitat.

Ara ens cal demostrar la unicitat, que ho farem per induccié en el nombre minimal de
coalicions guanyadores, |W™|.

Sigui ¢ un index de poder que satisfa totes les propietats. Suposem un joc simple v.

e Cas |[W™| = 1: Aleshores el joc v és el joc d'unanimitat per a certa coalicié S.
Denotarem en aquesta demostracio el joc d’'unanimitat per una certa coalicié S com
a w”, per tant v = w”. Per les tres primeres propietats, tenim que ¢(v) = ®(v).

e Pas d’inducci6 forta: Ara assumim que per a cada joc v € SY amb [W™| < k — 1,
tenim també que ¢(v) = ®(v). Suposem que v € SV té que |W™| = k, aleshores
W™ = {S1,..., S} i tenim que v = w9 V...V w. Ara, sigui z = w2 V ... V w*.

: S oy S _ S uT
Per tant tenim que w”' V z = v i aleshores w”' Az = vTeW’"\{Sl} w2t
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El cardinal de la colleccié minimal de coalicions guanyadores dels jocs simples w1, 2
i de w A z és més petit que k en tots tres casos. Aleshores seguint la hipotesi
d’induccid, tenim que en aquests tres jocs I'index de poder ¢ és el mateix que 'index
de Shapley-Shubik, ®. Per la propietat de transferibilitat, tenim que ¢(w>' V 2) +
d(wr A 2) = d(w) + ¢(2). I com tenim que w>' V z = v, aleshhores:

$(v) = S(w™) + ¢(2) — p(w™ A 2)
= B(w) + ®(2) — B(w A 2)
= d(wS + 2 —w A z) = D(v).

Per induccid, doncs, queda demostrat que I'inic index de poder que reuneix aquestes
quatre propietats és 'index de Shapley-Shubik. O

Ara ens cal rescatar el concepte de jugador pivotant. El conjunt de coalicions S en les
que un jugador i és pivotant el denotarem amb SW;. Amb aquesta notacié tenim que:

n!
SESW;(v)

El cardinal de SW;(v) el denotarem per u;(v) i el total de situacions pvotants del joc
v el denotarem per fi(v) := Y,y ti(v). Aleshores, podem veure que I'index de Shapley-
Shubik és una mitjana ponderada, depenent de quants jugadors formen part de cada
coalicid, del nombre de cops en que cada jugador és pivotant.

Exemple 5.7. Suposem el segiient joc de majoria ponderada v € SN amb tres jugadors
{P1, P», P3}. El joc ve definit amb la quota i pesos que veurem tot seguit: v = [6;4, 3, 2].

Com hi ha tres jugadors, aleshores el nombre de permutacions és de 3!=6. Es a dir, hi
ha sis coalicions amb ordre diferents, que llistem a continuacid.

{P1, Py, P3},{P1, P3, P2} ,{ P2, P, P3},{ P2, P3, PL},{Ps, P1, P2}, {P3, P>, P }

Ara ens cal evaluar quin és el jugador pivotant en cada una de les coalicions. Veurem
dues coalicions per entendre la dinamica i la resta les calcularem de forma implicita.

e Coalicié {P1, P», P3}: Els jugadors en aquesta coalicié entren de forma ordenada
segons la permutacié. Aleshores quan entra el primer jugador, Pi, la coalicid té un
pes de 4, per sota de la quota de 6 i aleshores insuficient. Per tant, el jugador Pj
no és pivotant en aquesta coalicié ordenada. Acte seguit entra a formar part de
la mateixa el jugador P», tenint doncs la coalicié un pes de 4+3=7, que assoleix
la quota de 6. Aixi doncs, el jugador pivotant en aquesta coalicié ordenada és el
jugador Ps.

e Coalicié {Ps, P», P, }: Els jugadors en aquesta coalicié entren de forma ordenada
segons la permutacié. Aleshores quan entra el primer jugador, P3, la coalicié té un
pes de 2, per sota de la quota de 6 i aleshores insuficient. Per tant, el jugador Ps
no és pivotant en aquesta coalicié ordenada. Acte seguit entra a formar part de la
mateixa el jugador P», tenint doncs la coalicié un pes de 2+3=5, que segueix sense
assolir la quota de 6 i el jugador P» no és pivotant aqui. Per dltim entra a formar
part de la coalicié el jugador P;, formant la gran coalicié amb un pes de 2+3+4=9
que supera amb escreix la quota. Aixi doncs, el jugador pivotant en aquesta coalicid
ordenada és el jugador Ps.
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Si fem el mateix en totes les coalicions tindrem els jugadors pivotants en cada cas.
El jugador P» és pivotant només en la coalicié que ja hem vist { Py, P2, P3}. De manera
similar, el jugador P és només pivotant en el cas {P;, P3, P,}. En canvi, el jugador P
exerceix el paper de jugador pivotant en la resta de les coalicions, en total quatre. Per
expressar les dades de forma més visual despleguem la taula:

Jugador | Cardinal de coalicions on és pivotant Index de Shapley-Shubik
Py 4 4/6= 0,6

P 1 1/6= 0,16

Ps 1 1/6= 0,16

> 6 1

Taula 5: Calcul de I'index de Shapley-Shubik

Aixi doncs, veiem que en aquest joc 'index de poder de Shaoley-Shubik ve donat pel
vector

®(v) = (0.6,0.16,0.16)

Hem trobat doncs els valors de index de poder de Shapley-Shubik per un joc de majoria
ponderada v € SVV.
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5.3 Index de Banzhaf

Hem vist en el punt anterior que I'index de Shapley-Shubik és un index de poder en el
que el valor de les situacions pivotants ve ponderat segons el nombre de jugadors que
hi ha a cada una de les coalicions. Un podria retreure que totes i cadascuna de les
situacions pivotants han de tenir el mateix pes. I, de fet, aquesta va ser precisament la
idea introduida per Banzhaf ’any 1965. Va proposar el nombre de situacions pivotants de
cada jugador com un nou index de poder, p(v). Com ens convé que I'index de poder sigui
comparable amb la resta d’indexs, aleshores considerem I’index normalitzat de Banzhaf.

Definicié 5.8. Definim l'index normalitzat de Banzhaf com la relacid entre les situacions
pivotants d’un jugador i les situacions totals en aquell joc. Per a cada v € SN i cada
i € N, tenim doncs que:

() = pi(v)
Bilw) = 205 (52)

Hi ha també una altra variacié coneguda com I'index de Banzhaf que té una diferent
normalitzacié.

Definicié 5.9. Per a cada v € SN i cada i € N, tenim que Uindex de poder de Banzhaf
és

Bzi(v) == ’2‘71(_”1) (5.3)

Hem d’interpretar aquest index com la probabilitat qu el jugador ¢ € N sigui pivot
en una coalicié S C N escollida a l'atzar. Ara bé, té una diferencia respecte els indexs
de Shapley-Shubik i de Banzhaf normalitzat, que és que aquests dos sempre reparteixen |
mateix poder de 1 entre tots els jugadors, mentre que aquest index de Banzhaf pot sumar
un poder total diferent de 1.

En la nostra part practica farem servir I'index normalitzat de Banzhaf. Per tant en
els exemples per a la comprensié presentats tot seguit farem especial emfasi en aquest.

Exemple 5.10. Considerarem el mateix joc que 'anterior. Aquest ens servira per veure,
a més de com es calcula d’index de poder de Banzhaf normalitzat, que 5 # ®. Recordem
quin era el joc. Suposem el segiient joc de majoria ponderada v € S amb tres jugadors
{P1, P,, Ps}. El joc ve definit amb la quota i pesos que veurem tot seguit: v = [6;4, 3, 2].

En en cas de Banzhaf normalitzat, hem de considerar quines sén les coalicions gua-
nyadores i quins sén els jugadors pivotants (si n’hi ha) en cada una. Aqui no tenim en
consideracio 'ordre d’entrada a la coalicid, simplement si els jugadors sén o no pivotants
en cada una d’elles. Ara, llistem el conjunt de coalicions guanyadores per poder després
examinar-lo.

W(U) = {{PhPQ}a {P17P3}7{P17P27P3}}

Com es tracta només de tres coalicions guanyadores, ens podem permetre el luxe
d’analitzar-les una a una. El que hem de fer és tenir en compte el nombre de cops en que
cada jugador és pivotant, és a dir p;(v), i també quin és el sumatori de tots els yu;(v), és
a dir z(v).

e Coalicié P, P,: Tenim que aquesta coalicié suma un pes de 7, superant el llindar

per ser coalicié guanyadora establerta per la quota ¢ de 6. Si marxa el jugador P;
ens trobem que la coalicié suma un pes de 3 (el pes de P5) que és insuficient per a ser
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guanyadora. De manera semblant, veiem que si n’excloem el jugador P» ens queda
que la coalicio té també un pes insuficient de 4, que no supera a quota. Aixi doncs,
tenim que tant el jugador P; com el jugador P» sén pivotants en aquesta coalicié.
Aleshores, de forma provisional, posem que pi(v) = 1, p2(v) = 1, pus(v) = 0 i que
n(v) = 2.

e Coalicié P, P5;: En aquest cas, la coalicié suma un pes de justament 6, el llindar
establert per la quota per a ser una coalicié guanyadora. Com cap dels dos jugadors
no té pes nul, 'exclusié de qualsevol d’ells fara que el pes de la coalicié sigui menor
que el que té ara (recordem que és justament la quota ¢) i, per tant no assoleixi
quota i sigui perdedora. Per tant tots dos jugadors P; i P53 s6n pivotants en aquesta
coalicié. Aleshores, de forma sempre provisional, posem que u1(v) = 2, po(v) = 1,

ps(v) =11 que zi(v) = 4.

e Coalicié P, P, P;: Aquesta coalicié reuneix un pes de 9 i, per tant, és guanyadora.
Ara, veurem quins jugdors sén pivotants. Ho farem per un altre metode als fets
servir anteriorment. En comptes de calcular el pes de cada coalicié si excloem un
jugador, veurem si la coalicié sense aquell jugador forma part del conjunt de coalici-
ons guanyadores (sense necessitat de recalcular el seu pes) que és el que realment ens
interessa. Veiem que la coalici6 sense el jugador P», que és la Py Ps, forma part de
W (v) i per tant P» no és pivotant aqui al no determinar el canvi d’estat de coalici6
de guanyadora a perdedora. Exactament el mateix passa si excloem el jugador P,
no és determinant ja que la coalicié6 P; P» forma part també del conjunt guanyador.
En canvi si excloem el jugador P; obtenim la coalicié P,P3 que no figura en el
conjunt de coalicions guanyadores i per tant P; és un jugador pivotant en aquesta
coalicid. Aleshores, ens queda que p;(v) =3, pa(v) =1, us(v) =11 que fi(v) = 5.

Hem vist tres maneres diferents d’examinar les coalicions, la primera sumant els pesos
de forma manual, la segona per assumpcions logiques i 'iltima per 'analisi de conjunts.
Totes tres sén valides i es poden fer servir, ja que ens ajuden a veure si un jugador és
0 no pivotant. Hem examinat totes les coalicions guanyadores, que sén les liniques que
poden canviar d’estat excloent jugadors (passant a ser perdedores, ja que les perdedores
ho seguirien sent) i per tant les iniques que poden contenir jugadors pivotants, ’objecte
del nostre interés. Ara tenim els valors definitius de pi(v) = 3, pa(v) =1, pg(v) =11
7i(v) = 5. Dividim el vector p(v) = (3,1, 1) entre l'escalar fi(v) = 5 per obtenir I'index de

poder de Banzhaf normalitzat i obtenim que 3(v) = %gzg = (0.6,0.2,0.2).

Hem vist un primer exemple de com calcular I'index de poder de Banzhaf normalitzat, i
a més hem vist que és diferent al de Shapley-Shubik, ja que en el mateix joc v = [6;4, 3, 2],
aquests prenen valors diferents.

Ara examinarem un exemple amb una vessant més politica, en el que calcularem tant
I’index de Shapley-Shubik com el de Banzhaf normalitzat.

Exemple 5.11. Suposem un estat petit que té el seu Parlament amb solament 52 re-
presentants. Com volen forgar grans enteses, la majoria és una majoria reforcada de
36 diputats. El poder sempre s’ha repartit entre el Partit Conservador (PC) i el Partit
Socialista (PS), pero en les tltimes eleccions ha sorgit un nou partit en mig d’aquests
dos que és el Partit Liberal (PL). Tots tres han tingut uns resultats forga igualats i han
obtingut, respectivament 20, 17 i 15 representants. Per tant, tenim el joc de majoria
ponderada definit per v = [36;20,17,15]. Hi ha possibilitats d’acord per totes bandes, i
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cap no és descartable. Des d’una coalicio del stablishment que agrupi el PC i el PS, com
una coalicié liberal-progressista PS i PL o una liberal-conservadora del PC i el PL, fins
i tot es planteja una gran coalicié per donar resposta als nous reptes. Per decidir quina
coalicid els és més convenient, tant el PC com el PS encarreguen estudis sobre els seus
ndexs de poder.

El PC fa servir I'index de poder de Shapley-Shubik. Per a calcular-lo tenen en con-
sideracio totes les possibles permutacions de la gran coalicié i veuen qui és el jugador
pivotant en el cas d’entrar. El subratllen per a tenir-lo en compte i els queda el segiient:

<PC,PS,PL>,<PC,PL, PS> <PS PC,PL>,
<PS,PL,PC>,<PL,PS,PC>,<PL PC,PS>

En les 3!=6 possibles permutacions, el PC és el partit pivotant en 3 ocasions, mentre que
el PS ho és en les altres tres. Donant doncs un index de Shapley-Shubik de 0.5 a tots dos
i de 0 al Partit Liberal.

El Partit Socialista encarrega una analisi basada en I'index de Banzhaf normalitzat.
Per a aixo llisten totes les coalicions guanyadores i tenen en compte quins jugadors sén
pivotants en cada cas. El conjunt de coalicions guanyadores és

W(v) = {{PC, PS},{PC, PS, PL}}

En aquestes coalicions, tant el PC com el PS sén pivotants en totes dues, mentre que el
PL no ho és en cap. Cada un és pivotant en dos ocasions, i en total tenim quatre escenaris
pivotants.

Partit ‘ Réatio d’escons Shapley-Shubik Banzhaf normalitzat

PC | 20/52=0.385  3/6=05 2/4=0.5
PS | 17/52=0.327  3/6=0.5 2/4=0.5
PL | 15/52=0.288  0/6=0 0/4=0

Aquest és analisi que ens queda d’aquest parlament, fent servir tant Shapley-Shubik
com Banzhaf normalitzat.
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6 Calcul programat d’indexs de poder

6.1 Confeccié del programari

Un problema a I’hora de calcular indexs de poder és que la complexitat dels seus calculs
creix rapidament en funcié dels jugadors. En el cas de 'index de Shapley-Shubik, per
exemple, cal calcular les n! possibles permutacions. Els exemples que hem vist fins ara
han estat amb tres jugadors, aleshores les combinacions han estat només sis. En canvi,
veiem en la segiient taula que tal com creix el nombre de jugadors que hi prenen part, el
nombre total de permutacions a tenir en compte es va fent prou gran com per a ser massa
dificultds el seu calcul a ma.

n!

2

6

24

120
720
5040
40320
362880

COOO\]OJU'H;OJN)‘B

Aixi doncs, per al nostre proposit de calcular els indexs de poder en aliances post-
electorals, en un context fragmentat com ’actual, ens és necessari programar un codi que
ens faciliti el seu comput. Per exemple, en les tltimes eleccions al Parlament de Catalu-
nya van obtenir representacié vuit partits politics, que representen més de quaranta-mil
possibles permutacions a valorar. Suposant que cada dia estem vuit hores realitzant el
comput i n’analitzem vuit cada hora, ens caldrien dos anys aproximadament per acabar.
En canvi, amb les comandes correctes en un programa, es pot millorar, i molt, el temps
de calcul.

El programa fet ha de reunir certes caracteristiques. D’una banda, ha de ser adaptable
a diferents nombres de jugadors i diferents majories. Aixo és, ha de servir per diferents
jocs de majoria ponderada. Per tant, com a inputs el nostre programa ens demanara el
nombre de jugadors (partits politics) que hi prenen part. També ens demana la quota del
nostre joc (la majoria del parlament en el cas de 'aplicaci6 a sistemes politics). Després
ens pregunta pel pes de cada jugador (és a dir quants escons ha obtingut cada partit).

Un cop hem rebut tots aquests inputs, generem un vector de pesos (escons en el nostre
cas). Un cop fet tot aixo, ens posem ja amb el calcul del que sén en si mateixos els indexs
de poder. Comencem pel de Banzhaf normalitzat. Per a aix0 creem un vector ordenat
que valora si cada coalicié possible assoleix o no la majoria (hi posa un 1 en cas que sf i
un 0 en cas que no).

Una volta enllestit aquest vector de coalicions que superen la quota (el que equivaldria
al conjunt de coalicions guanyadores), inicialitzem a zero un comptador i un vector, que
equivaldrien respectivament a fi(v) i a u(v). Ara, per cada valor no nul dins el vector de
coalicions guanyadores, es recupera quins son els seus participants i s’evalua si la coalicié
sense cadascun d’ells també té un 1 en aquest vector (i per tant es guanyadora igualment).
En cas que aix0 no passi, incrementem en una unitat tant el comptador com la coordenada
i del vector (doncs el jugador i és pivotant en aquesta coalicid). Aquest procés s’itera per
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a cada coalicié guanyadora.

Un cop acabada aquesta iteracid, tenim els valors reals i definitius de @(v) i de u(v).
Per tant calculem 'index de poder de Banzhaf normalitzat dividint el vector per I’escalar
i obtenim finalment el desitjat 5(v). Per tenir una idea de la complexitat del calcul també
fem que ens retorni el nombre de coalicions minimals d’aquest joc.

Un cop calculats i trobats els valors de 'index normalitzat de Banzhaf, ens posem a la
recerca del de Shapley-Shubik. Recordem que aquest el calculem tenint en compte totes
les possibles permutacions de la gran coalicié i veient, en cada cas, quin és el jugador que
fa canviar la coalicié de perdedora a guanyadora.

Tenim un vector inicialitzat a zero que ens comptara quants cops és cada jugador
decisiu. Ara ens cal avaluar totes les possibilitats. Aixi doncs, fem una funcié que calculi
totes les possibles permutacions de la gran coalicié. Per a cada permutacié, anem sumant
els escons per ordre d’entrada. En el moment que superin la majoria es considera que
I'dltim jugador a ’entrar a la coalicié ha estat el decisiu i, per tant, sumem una unitat a
la seva coordenada del vector. Un cop fet aix0 passem a la segiient permutacio.

Quan ja s’han computat totes les permutacions i hem trobat quin partit és el determi-
nant en cada cas, tenim un vector que ens ho representa. El que falta ara és normalitzar-lo
per a poder obtenir 'index de Shapley-Shubik. Cal dividir aquest vector pel nombre total
de permutacions calculades, que recordem que és n!. Aquest pas ens limita en cert mode
la capacitat del programa. Aix0 és degut a que I'enter maxim amb el que l’entorn de
programacié que treballo és 2147483647, que es troba entre 12! i 13!. Per tant no podem
treballar amb parlaments de més de 12 partits.

A més també cal tenir en compte que els calculs augmenten de manera gairebé ex-
ponencial. Mentre un calcul dels indexs en un palament de 7 partits no arriba a trigar
un segon, en el cas de 12 jugadors triga prop de sis minuts. En qualsevol dels casos, el
programa complet en llenguatge C++ ve adjuntat en 'annex.
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6.2 Exemples resultats al Parlament de Catalunya

El Parlament de Catalunya s’ha caracteritzat per ser un parlament especialment multi-
partidista, comparat amb les cambres legislatives més proximes. Precisament per aixo
ens és interessant estudiar-lo des de la perspectiva de jocs simples i, en concret, com un
joc de majoria ponderada. Per aquest motiu, amb el nostre programa hem analitzat i
estudiat els indexs de poder de totes i cadascuna de les legislatures del Parlament des de
la restauracié de la democracia representativa al Parlament, I’any 1980.

Precisament aquestes primeres eleccions van causar forca expectativa. Després de
gairebé 50 anys de les ultimes eleccions al Parlament, se’n tornaven a realitzar unes. Es
presentaven diversos partits politics. D’una banda, el Partit dels Socialistes de Catalunya
(PSC) eren els preferits per guanyar les eleccions. També tenia moltes opcions el Partit
Socialista Unificat de Catalunya (PSUC), un partit comunista amb for¢a importancia
durant la clandestinitat politica causada per la dictadura del general Franco. Un partit
catalanista emergent també s’hi presentava, liderat per el també opositor i represaliat pel
regim de Franco, Jordi Pujol amb Convergencia i Uni6 (CiU).

El partit governant d’Espanya, la Uni6é de Centre Democratic (UCD), també aspirava
a tenir certa rellevancia politica a Catalunya. Per altra banda, el partit guanyador de
les ultimes eleccions al Parlament ’any 1932 i partit governant a ’exili, ’'Esquerra Repu-
blicana de Catalunya (ERC), optava a recuparar democraticament el poder que havien
perdut per les armes. Per ultim, de forma gairebé anecdotica, s’hi va presentar el Partit
Socialista d’Andalusia (PSA), que degut a la elevada immigracié rebuda a Catalunya va
tenir certa notorietat.

A les eleccions s’hi repartien 135 escons i la majoria absoluta era de 68 (aquesta
dimensié i aquesta quota del Parlament es manté encara avui en dia i en totes les eleccions
que s’hi han fet dins d’aquest periode). Els resultats van ser sorpresius: va guanyar en
contra de pronostic CiU de Jordi Pujol amb 43 escons; en segon lloc va quedar el PSC
amb 33 escons, seguit pel PSUC amb 25; a més distancia la UCD va obtenir 18 escons
pels 14 ’ERC i, per tltim, el PSA va obtenir representacié amb 3 diputats.

Per tant obtenim un joc de majoria ponderada definit aixi:
v1980 = [68;43,33,25, 18, 14, 3]

Quan agafem les dades i les posem dins el nostre programa obtenim el segiient:

Partit | Escons Proporcié Banzhafn Shapley-S
CiU 43 0,3185 0,3846 0,4000
PSC 33 0,2444 0,2308 0,2333
PSUC | 25 0,1852 0,2308 0,2333
UCDh | 18 0,1333 0,0769 0,0667
ERC | 14 0,1037 0,0769 0,0667
PSA 2 0,0148 0,0000 0,0000

Taula 6: Eleccions al Parlament de Catalunya del 1980

Veiem que el maxim guanyador a 1’hora de rendibilitzar els seus escons és CiU, que
passa de un 0,3 aproximat del total dels escons a fins a 0,4 de poder en el cas de 'index
de Shapley-Shubik. Aixo els va servir per a conformar govern en aquella legislatura. Per
contra, qui no va aconseguir en absolut rendibilitzar els seus escons va ser el PSA, amb
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indexs tant de Banzhaf normalitzat com de Shapley-Shubik de zero. Esa dir, en cap de les
possibles coalicons post-electorals, el partit era un jugador determninant. Veiem també
que el PSC i el PSUC, tot i tenir resultats electorals diferents, van tenir el mateix poder,
ja que jugaven un paper de jugadors simetrics i per tant els 25 escons del PSUC es van fer
tant de valer com els 33 dels socialistes. Una cosa similar va passar tant a la UCD com a
ERC, els seus poders van ser equivalents tot i obtenir un nombre dispar d’escons. En el
cas d’aquests dos ultims jugadors simetrics, a més, van perdre poder efectiu respecte al
mandat de les urnes, ja que els seus indexs de poder van ser substancialment més baixos
que la ratio d’escons obtinguts.

Quatre anys més tard, un cop esgotada la legislatura, es van tornar a convocar elec-
cions. Les eleccions al Parlament de Catalunya de 1984 van ser un esdeveniment politic
rellevant en la historia de Catalunya. Aquestes eleccions van tenir lloc el 29 d’abril de
1984 i van representar un moment clau en la consolidacié del sistema democratic.

Després de les primeres eleccions al Parlament de Catalunya el 1980, les eleccions de
1984 van ser les segones a celebrar-se des de la restauracié de la democracia a Espanya.
Aquestes eleccions van ser importants perque van confirmar i consolidar els canvis politics
i institucionals que s’havien produit des de la transicié democratica.

En aquest context, les eleccions de 1984 van ser una oportunitat perque els partits
politics catalans presentessin les seves propostes i busquessin el suport dels votants. Va
ser un moment crucial per a la consolidacié del sistema politic catala i per a la definicié
dels debats i les politiques que es desenvoluparien en els anys segiients.

En aquesta s’hi van presentar els mateixos partits que a les anteriors, a més de I’Alianca
Popular (AP), una agrupacié dels sectors de dreta espanyola. A diferencia de les eleccions
del 1980, el PSA i la UCD no van obtenir representacié politica. En canvi, si que en va
obtenir AP. Els resultats van ser els segiients: CiU va obtenir 72 diputats, el segon
classificat (el PSC) en va obtenir 41; AP en va obtenir 11 i, per ltim el PSUC i ERC en
van obtenir 6 i 5, respectivament.

Per tant obtenim el joc de majoria ponderada definit aixi:
v1984 = [68;72,41,11,6,5]

Veiem que CiU ha obtingut majoria absoluta i, per tant, no li cal de cap altre jugador
per assolir la quota. La taula un cop analitzat pel nostre programa seria la segiient:

Partit | Escons Proporci6 Banzhafn Shapley-S
CiU 72 0,5333 1 1
PSC 41 0,3037 0 0
AP 11 0,0814 0 0
PSUC | 6 0,0444 0 0
ERC |5 0,0370 0 0

Taula 7: Eleccions al Parlament de Catalunya del 1984

Com veiem, en situacié de majoria absoluta, tot el poder politic es desplaca a CiU,
el partit que ha obtingut la pluralitat dels escons. Per tant, la resta de partits no tenen
capacitat per a la conformacié d’alternatives i, aleshores tampoc no tenen poder, com
veiem a la taula.

Els resultats d’aquestes eleccions van tenir un impacte significatiu en la configuracio6
del Parlament de Catalunya i en la formacié del govern autonomic. Van ser un moment
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clau en la consolidacié del sistema democratic a Catalunya i van contribuir a establir
les institucions i els actors politics que han marcat la politica catalana des de llavors.
Aquestes eleccions van ser un pas més en la construccié de la identitat politica catalana
i en el cami cap a ’autogovern i la representacié democratica.

En les tres poperes legislatures, CiU seguiria governant en majoria absoluta (i aleshores
Panalisi electoral i de poder és idéntic). A més, durant un parell de legislatures després
de la majoria absoluta, CiU seguiria al poder.

Actualment, el Parlament de Catalunya esta determintat segons les eleccions que es
van fer el dia 14 de febrer de 'any 2021. En elles van concorer molts partits politics
diferents. Ara bé, el poder es disputava principalment entre tres partits, ERC, el PSC
i junts (la transformacié de ’espai politic que anteriorment ocupava CiU). Els resultats
van ser molt ajustats i repartits entre tots els partits que s’hi presentaven.

En quasi triple empat, tant el PSC com ERC van obtenir 33 escons i junts en va obtenir
32. El partit Vox en va obtenir 11, pels 9 de la CUP i els 8 d’En Comu Podem (ECP).
Per ultim, Ciutadans (C’s) i el Partit Popular (PP) en van obtenir 6 i 3, respectivament.
Per tant, el joc de majoria ponderada que s’obté d’aquests resultats és el segiient:

va021 = [68;33,33,32,11,9,8,6, 3]

Passant els resultats pel nostre programa, ens queda que els indexs de poder sén els
que segueixen:

Partit | Escons Proporcié6 Banzhafn Shapley-S
ERC | 33 0,2444 0,2870 0,2738
PSC 33 0,2444 0,2870 0,2738
junts | 32 0,2370 0,2870 0,2738
Vox 11 0,0815 0,0278 0,0357
CUP |9 0,0667 0,0278 0,0357
ECP |8 0,0593 0,0278 0,0357
C’s 6 0,0444 0,0278 0,0357
PP 3 0,0222 0,0278 0,0357

Taula 8: Eleccions al Parlament de Catalunya del 2021

En aquest cas, veiem que hi ha dues classes de jugadors simetrics. D’una banda,
els tres primers tenen exactament el mateix poder entre ells, lleugerament per sobre del
poder otorgat per les urnes. Tots tres tenen, per tant, les mateixes possibilitats a ’hora
de formar coalicions amb altres jugadors. Per altra banda, tota la resta de jugadors
també sén simetrics entre ells. Comparteixen el mateix poder (molt inferior al dels tres
guanyadors) tots cinc.

Per tant, podem classificar els partits en dos classes segons com de determinants siguin
a I’hora d’obtenir majoria. Tenim d’una banda, el grup dels més influents que sé6n ERC,
el PSC i junts, que tenen molta més forca en possibilitat d’imposar les seves idees. Per
altra banda, trobem Vox, la CUP, ECP, C’s i el PP. Aquests segueixen tenint poder, tot
i que molt menor, per a imposar i negociar les seves idees i propostes.

Pel format del treball, ens és possible només plasmar aquestes tres analisi fetes. No
obstant, hem passat pel programa i trobat els indexs de poder per a totes les 13 legislatures
que ha tingut el parlament des de 'any 1980. Adjuntem les taules dels resultats a ’annex
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per a qui li pugui resultar interessant.

Si ens fixem, en tots els casos analitzats, el primer partit pel que fa a nombre d’escons es
veu especialment afavorit a ’hora de repartiment de poder seguint els indexs de Shapley-
Shubik i de Banzhaf normalitzat. Respecte als altres jugadors, de vegades incrementen el
seu poder en relacid als escons obtinguts i d’altres vegades el disminueixen. En qualsevol
dels casos, 'analisi dels indexs de poder ens resulta molt 1til a I’hora de comprendre de
forma més profunda i clara la distirbucié del poder politic, que no és sempre la mateixa
que la distribucié de parlamentaris.
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7 Conclusions

La teoria de jocs és una branca molt extensa i altament aplicable en processos de presa
de decisions humanes, com hem vist en aquest treball. Durant la realitzacié d’aquest, ens
hem endinsat en més o menys profunditat en diferents aspectes i classes d’ella. El treball
comenga amb una vista superficial de ’equilibri de Nash i el que aquest comporta, tot
estudiant el celebre dilema del presoner.

Ara bé, tot el treball va orientat a tenir unes bases prou solides com per a poder
entendre i tractar de forma Optima els indexs de poder. Amb aquest objectiu, es fa
un estudi també exhaustiu dels jocs cooperatius, i en especial de la subclasse dels jocs
d’utilitat transferible. Es important remarcar que en els jocs cooperatius, el focus de
I'estudi deixa de ser I'estrategia individual per a agafar molt més pes el comportament i
la confeccié de coalicons.

En concret, en els jocs d’utilitat transferible, un tema rellevant i susceptible d’estudi és
el repartiment dels beneficis. Al conformar coalicions entre els jugadors, aquests obtenen
uns certs beneficis, que han de repartir entre ells. El cas és que, per sistema, els beneficis
obtinguts no sén necessariament la suma de les utilitats de tots els jugadors que conformen
la coalicié. Precisament arrel d’aquest problema de repartiment, dediquem un capitol a
estudiar el valor de Shapley. El valor de Shapley és una molt bona solucié al problema
del repartiment. Fa una mitjana ponderada de les utilitats marginals de cada jugador a
I'hora d’entrar a les coalicons, i aixi obte el valor.

El que ens interessa, els indexs de poder, no sén més que un cas concret de problema
de repartiment (del poder en aquest cas) en casos con s’aplica la majoria. Aixi doncs,
estudiat ja el valor de Sapley en profunditat, hem estudiat també l'altra pota que son
els jocs de majoria. Per a poder fer aixo, veiem els tipus de jocs simples, aquells que la
utilitat només pot ser 0 o 1. Dins d’aquests, veiem el cas concret dels jocs de majoria (i
en particular, els jocs de majoria ponderada).

Apliquem els coneixements de jocs de majoria ponderada, i del valor de Shapley, per
a veure els indexs de poder. Tant el de Shapley-Shubik com el de Banzhaf normalitzat.
El primer parteix de la base que la gran coalicié es forma i, aleshores, estudia quin
és el jugador determinant per a obtenir majoria suposant equiprobables tots els ordres
d’entrada de jugadors a la coalicié. En canvi, el segon assumeix que qualsevol coalici6
es pot formar i avalua quin (o quins) jugador és determinant per aconseguir majoria en
aquella coalicié, en aquest cas I'ordre d’arribada a la coalicié no es té en compte. Tots
dos tenen sentit dins 'analisi dels jocs de votacié.

L’objectiu del treball ha estat assolit en la part practica. Per a aquesta part, hem
intentat, rumiat i finalment aconseguit (gracies a tota la base teorica, entre d’altres)
programar un codi que ens permeti automatizar el calcul dels indexs de poder en jocs de
majoria ponderada. El programa, a més de ser altament 1til (ja que simplifica forca el
procés), demostra una comprensié profunda de com funcionen i com es calculen aquests
indexs. Per tant, en aquest sentit, es pot dir sense retrets que s’ha assolit de forma optima
I'objectiu.

Per ultim, hem aplicat aquest programa i estudi en una analisi del poder politic al Par-
lament de Catalunya. Hem calculat els indexs de Shapley-Shubik i de Banzhaf normalitzat
en totes les legislatures des de les primeres eleccions del 1980 després del restabliment de
la Generalitat. El que més clarament hem pogut veure és que els grans partits (i en
particular, el partit amb més escons) té sempre un poder tedric superior a la ratio de
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repartiment d’escons. En canvi, ens trobem una situacié particular i interessant en el cas
dels partits petits. En algunes ocasions, el poder que tenen és nul, ja que no poden ser
determinants en cap coalcid, i aleshores el seu poder es veu drasticament minvat respec-
te els resultats electorals. Ara bé, en altres ocasions, es converteixen en jugadors molt
rellevants per a donar la majoria a una coalicié (i per tant incrementen molt en termes
relatius el seu poder respecte el resultat de les urnes). En qualsevol dels casos, aquestes
sén les dues tendencies més observades, junt amb que els indexs de Banzhaf normalitzat i
de Shapley-Shubik sempre mantenen el mateix ordre de poder entre els jugadors i, a més,
no acostuma a haver-hi gran diferéncia entre ells.

En conclusié, en aquest treball s’han pogut assolir amb exit els objectius proposats.
Hem estudiat en profunditat els indexs de poder, tenint també ben assentats els conceptes
previs matematics necessaris. A més, hem pogut crear un programari per a calcular-los
de forma eficient i precisa, un altre dels objectius. I justament, aquest programa 1’hem
fet servir per analitzar de forma practica el poder politic a Catalunya durant els dltims
43 anys. En definitiva i seguint el titol, en aquest treball s’estudia la Teoria de jocs, i en
partiuclar els Indexs de poder i aplicacio en aliances post-electorals.
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A  Annex 1: Programari

En les properes pagines s’adjunta el programari que s’ha fet servir. Ha estat programat
en un entorn de C++.
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/*Programari perfer les ma trius de success de coalicionsx/
#include <stdio.h>

#include <math.h>

#include <stdlib.h>

void swap (int i, int =3){
int temp = xi;
1= *3;
*J = temp;
return;

void permute (intindex, int * involucrats, int n,intx vec, int maj, 1 ntx
shapley, int xcontshapley) {
int h,sum, 1i;
if (index==n-1){
sum=0;
h=0;
while (sum<maj) {
sum+= vec[involucrats[h]];
h++;
}
xcontshapley= *contshapley+l;
shapley[involucrats[h-1]]++;
return;
}
for (i=index; i<n; i++){
swap (involucrats+ index, i nvolucrats+ 1i);
permute (index + 1, involucrats, n, vec, maj, shapley,
&xcontshapley);

}

return;

swap (involucrats+i, involucrats+index);

int main (void){

int num, maj, i;

printf ("Quants partits hi ha?n");

scanf ("%d", &num);

printf ("Quina ésla majoria en aquest parlament? n");

scanf ("%d", &maij);

int dim, dimi, aux, linea, Jj, total, banhaf[num], contbanhaf,
involucrats[num], identificador, backwards, k;

total=0;

contbanhaf=0;

dim=pow (2, num) ;

int vec[num], /*escons[2+dim], coalicions[2*dim], min[2+dim]*/
*escons, =xcoalicions, =*min;

escons= (int=*) calloc (2*«dim, sizeof (int));

coalicions = (intx) calloc(2*dim,sizeof (int));



min = (int*) calloc (2+dim,sizeof (int));
printf ("dim=%dn ", dim);
for (i=0; i<num; i++){
printf ("Quants escons té elpartit %d ?n", i+1);
scanf ("%d", &vecl[i]);
}
printf ("Exit 1n ");
printf ("dim=%dn ", dim);
for (i=0; i<dim; i++){
coalicions[i]=0;
min[i]=0;
}
for (i=0; i<num; i++){
banhaf[i]=0;
involucrats[1]1=0;
}
printf ("nExit 2 n");
escons[0]=vec[0];
printf ("Exit 3n ");
for (i=1; i<num; i++){
printf ("Exits %dn", 1i);
dimi=pow (2, 1i);
escons [dimi-1]=vec[i];
for(j=1; j<dimi; j++){
escons[dimi + j -1l]=escons[dimi-1]+escons|[j—

if (escons[j-1]>=maj){

coalicions[dimi + j-1]=1;
involucrats[i]=1;

/ * Llavors coalicidé j-1 sumat amb partit i
és la que observem. Un copidentificat el partiti, cal ve ure quins altres
hi juguenx/

identificador=j-1;
for (backwards=i-1; backwards>=0;
backwards—-) {
if (identificador+2>pow (2,
backwards) ) {

involucrats[backwards]=1;
identificador=
identificador - pow (2, backwards);
if (escons[dimi +
j -1l]-vec[backwards]<maj) {

banhaf [backwards] ++;

contbanhaf++;

telse{
if (escons[dimi +j-1]1>=maj) {



coalicions[dimi+j-1]=1;
min[dimi+j-1]=1;
total++;
involucrats[i]=1;
banhaf [i]++;
contbanhaf++;

/ * Llavors coalicidé j-1 sumat amb
partiti és la g ue observem. Un cop dentificat el partit i, cal veure
quins altres hi juguen=/

identificador=7j-1;
for (backwards=i-1;
backwards>=0; backwards——){

if (identificador+2>pow (2, backwards)) {
involucrats[backwards]=1;

banhaf [backwards] ++;

contbanhaf++;

identificador= identificador - pow(2,backwards) ;

}
}
}
for (k=0; k<num; k++){
involucrats([k]=0;
}

}

printf ("n");

}

aux=0;
linea=0;
printf ("ESCONS PER COALICI@D");
for (i=0; i<dim-1; i++){
printf ("%dt", e scons[i]);
if(i==aux){
printf ("n");
linea++;
aux=aux+pow (2, linea);

}
aux=0;
linea=0;
printf ("nVIABIL ITAT PER COALICIOn" ) ;
for (i=0; i<dim-1; i++){
printf ("%dt", c oalicions[i]);
if (i==aux){
printf ("n");
linea++;
aux=aux+pow (2, linea);



}
aux=0;
linea=0;
printf ("nMINIMA L PER COALICIOD");
for (i=0; i<dim-1; i++){
printf ("%dt", m in[i]);
if (i==aux){
printf ("n");
linea++;
aux=aux+pow (2, linea);

}

printf ("nHi ha %d coalicions minimalsnn", tot al);
int contshapley, shapley[nu m];
for (i=0; i<num; i++) {
involucrats[i]=i;
shapley[1]=0;
}
contshapley=0;
if (num<13){
permute (0, involucrats, num, vec, maj, shapley,

&contshapley);

lelse printf ("Noté sentit clcular elvalor de S hapley, doncs 3%d!

(les possibles combinacions) és més gran que 2mil milions (1’enter més

gran)

$fn",

n", num);
/*Cal que la funcié pugui modificar les dues ultimes, IMPORTANTx*/
/ *
sum=0;
k=0;
while (sum<maij) {
sum+= vec[involucratsl[k]];
k++;
}
contshapley++;
shapley([involucrats[k-1]]++;
*/

for (i=0; i<num; i++){
float valorb= (float) banhaf[i]/ (float) contbanhaf;
float valora=(float) shapley([i]/ (float) contshapley;
printf ("Partit %d, valor Banhaf %f,t valor Shap ley

i+1, wvalo rb, valora);

}

free (min) ;

free(coalicions);

free (escons);

returnO;



B Annex 2: Indexs de poder legislatures Parlament

Acte seguit s’adjunten les taules amb els resultats del programa per a cada una de les
legislatures del Parlament.

Partit | Escons Proporci6 Banzhafn Shapley-S
CiU 43 0,3185 0,3846 0,4000
PSC 33 0,2444 0,2308 0,2333
PSUC | 25 0,1852 0,2308 0,2333
UucCh | 18 0,1333 0,0769 0,0667
ERC | 14 0,1037 0,0769 0,0667
PSA 2 0,0148 0,0000 0,0000

Taula 9: Eleccions al Parlament de Catalunya del 1980

Partit | Escons Proporci6 Banzhafn Shapley-S
CiU 72 0,5333 1 1
PSC 41 0,3037 0 0
AP 11 0,0814 0 0
PSUC | 6 0,0444 0 0
ERC |5 0,0370 0 0
Taula 10: Eleccions al Parlament de Catalunya del 1984
Partit | Escons Proporci6 Banzhafn Shapley-S
CiU 69 0,5111 1 1
PSC | 42 0,3111 0 0
ICv 9 0,0667 0 0
ERC | 6 0,0444 0 0
PP 6 0,0444 0 0
CDS |3 0,0222 0 0
Taula 11: Eleccions al Parlament de Catalunya del 1988
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Partit | Escons Proporcié6 Banzhafn Shapley-S
CiU 70 0,5185 1 1
PSC | 40 0,2963 0 0
ERC | 11 0,0815 0 0
Icv 7 0,0519 0 0
PP 7 0,0519 0 0

Taula 12: Eleccions al Parlament de Catalunya del 1992

Partit | Escons Proporci6 Banzhafn Shapley-S
CiU 60 0,4444 0,6364 0,6
PSC 34 0,2519 0,0909 0,1
AP 17 0,1259 0,0909 0,1
PSUC | 13 0,0963 0,0909 0,1
ERC | 11 0,0815 0,0909 0,1

Taula 13: Eleccions al Parlament de Catalunya del 1995

Partit | Escons Proporcié6 Banzhafn Shapley-S
CiU 56 0,4148 0,5000 0,5000
PSC 50 0,3704 0,1667 0,1667
PP 12 0,0889 0,1667 0,1667
ERC | 12 0,0889 0,1667 0,1667
ICv 5 0,0370 0,0000 0,0000

Taula 14: Eleccions al Parlament de Catalunya del 1999

Partit | Escons Proporci6 Banzhafn Shapley-S
CiU 46 0,3407 0,3846 0,4000
PSC | 42 0,3111 0,2308 0,2333
ERC |23 0,1704 0,2308 0,2333
PP 15 0,1111 0,0769 0,0667
ICv 9 0,0667 0,0769 0,0667

Taula 15: Eleccions al Parlament de Catalunya del 2003

Partit | Escons Proporci6 Banzhafn Shapley-S
CiU 48 0,3556 0,3846 0,4000
PSC | 37 0,2741 0,2308 0,2333
ERC |21 0,1556 0,2308 0,2333
PP 14 0,1037 0,0769 0,0667
ICv 12 0,0889 0,0769 0,0667
C’s 3 0,0222 0,0000 0,0000

Taula 16: Eleccions al Parlament de Catalunya del 2006
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Partit | Escons Proporci6 Banzhafn Shapley-S
CiU 62 0,4593 0,6744 0,6190
PSC | 28 0,2074 0,0698 0,0857
PP 18 0,1333 0,0698 0,0857
Icv 10 0,0741 0,0698 0,0857
ERC |10 0,0741 0,0698 0,0857
SI 4 0,0296 0,0233 0,0190
C’s 3 0,0222 0,0233 0,0190

Taula 17: Eleccions al Parlament de Catalunya del 2010

Partit | Escons Proporci6 Banzhafn Shapley-S
CiU 50 0,3704 0,5417 0,5333
PSC | 20 0,1481 0,1250 0,1333
ERC | 21 0,1556 0,1250 0,1333
PP 19 0,1407 0,1250 0,1333
ICv 13 0,0963 0,0417 0,0333
C’s 9 0,0667 0,0417 0,0333
CUP |3 0,0222 0,0000 0,0000

Taula 18: Eleccions al Parlament de Catalunya del 2012

Partit | Escons Proporcié Banzhafn Shapley-S
JxS 62 0,4593 0,7500 0,6667
C’s 25 0,1852 0,0500 0,0667
PSC 16 0,1185 0,0500 0,0667
CSQP | 11 0,0815 0,0500 0,0667
PP 11 0,0815 0,0500 0,0667
CUP |10 0,0741 0,0500 0,0667

Taula 19: Eleccions al Parlament de Catalunya del 2015

Partit | Escons Proporcié Banzhafn Shapley-S
C’s 36 0,2667 0,3333 0,3524
JxC 34 0,2519 0,2941 0,2857
ERC | 32 0,2370 0,2941 0,2857
PSC 17 0,1259 0,0196 0,0190
CSQP | 8 0,0593 0,0196 0,0190
CUP |4 0,0296 0,0196 0,0190
PP 4 0,0296 0,0196 0,0190

Taula 20: Eleccions al Parlament de Catalunya del 2017
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Partit | Escons Proporci6 Banzhafn Shapley-S
ERC | 33 0,2444 0,2870 0,2738
PSC | 33 0,2444 0,2870 0,2738
junts | 32 0,2370 0,2870 0,2738
Vox 11 0,0815 0,0278 0,0357
CUP |9 0,0667 0,0278 0,0357
ECP |8 0,0593 0,0278 0,0357
C’s 6 0,0444 0,0278 0,0357
PP 3 0,0222 0,0278 0,0357

Taula 21: Eleccions al Parlament de Catalunya del 2021
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