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1 Senyals i sistemes

En aquest primer capitol introduirem els conceptes de senyals i sistemes i els classificarem segons les seves
propietats i caracteristiques. Aquests conceptes provenen de molts contextos diferents de la ciéncia i la tecnologia.
Podem trobar-ne aplicacions en camps tan diversos com l'aeronautica, la sismologia o el processament de veu i,
tot i que la procedeéncia fisica dels senyals i els sistemes que trobem en els camps anteriors poden ser bastant
diferents, tots ells tenen algunes caracteristiques en comu: els senyals contenen informacio sobre la naturalesa
d’algun fenomen i poden ser modelitzats com a funcions matematiques d’una o més variables. En canvi, els sistemes
responen als senyals produint nous senyals o produint algun comportament desitjat.

1.1 Senyals continus i discrets

Els senyals poden descriure una amplia varietat de fenomens fisics. En aquest primer capitol introduirem la
descripci6 i representacié matematica d’aquests.

Tot i que hi ha diferents formes de representar un senyal, en molts casos la informacié que transporta esta
codificada en un cert patr6 de variacions que es mostra amb una determinada forma. Per exemple, si
consideréssim un automobil, 1a forca aplicada i la velocitat resultant del vehicle poden ser exemples de senyals.

Els senyals, en matematiques, se solen representar com a funcions amb una o més variables independents i per
conveniencia ens referirem en general a la variable independent com el temps. Al llarg dels apunts, considerarem
dos tipus de senyals: continus i discrets. Utilitzarem la notaci6 (t) per als senyals continus, que van estan definits
per a tots els punts d’un interval real, i [n] per als discrets, els quals variaran d’unitat en unitat. Aquests dos tipus
basics de senyals comparteixen moltes propietats; per aixo, a menys que s’indiqui el contrari, les expressions
matematiques i demostracions seran analogues en els dos casos.

Un sistema purament analodgic treballa només amb funcions continues, mentre que un sistema digital opera sobre
polsos discrets o discontinus. Imaginem, per fixar idees, la sortida (en V) d’'un transductor de temperatura com a
senyal analogic que volem tractar:

v(V)
55
50

40

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 t(sf
Figura 1. Resposta continua d’un transductor de temperatura (trag
gruixut) i la seva transformacio a discreta (horitzontals)

El senyal analogic és la funcid continua que déna com a resposta el transductor. Pero podem digitalitzar el senyal
a intervals amb un convertidor d’analogic a digital (ADC) de manera que haurem aproximat la funcié continua per
una serie de nombres enters. Evidentment, com major és la resolucié de la conversio, més s’aproxima el senyal
digitalitzat a 'analogic original.

1.2 Tipus de senyals i propietats

En aquest apartat donarem algunes expressions dels senyals més comuns utilitzats en I'Electronica i, en alguns
casos, ens pararem a comentar-ne les propietats fonamentals.

1.2.1 Senyals periodics

Un senyal periodic es defineix com:

x(@)=xt+T) [1]
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En altres paraules, un senyal periodic és el que no canvia per un cert desplacament en el temps, T. En aquest cas,
x(t) és periodic amb periode T. Un exemple de senyal periodic podriem trobar-lo en sistemes en que 'energia es
conserva, com l'oscil-lacié d'un péndol o altres sistemes mecanics ideals sense perdues per friccid.

1.2.2 Senyals parell i imparell

Es defineixen els senyals parells com:
x(=t) = x(t) (2]
Un senyal es considera imparell si:
x(=t) = —x(t) (3]

Els exemples d’aquests poden ser el cosinus i el sinus respectivament. Un fet important és que qualsevol senyal es
pot separar en la suma de dos senyals, un dels quals és parell i 'altre, imparell.

1.2.3 Senyals exponencials i sinusoidals continus

El senyal continu exponencial té la forma:
x(t) = Ce®t (4]

on a i C sbn, en general, nombres complexos. Depenent dels valors d’aquests parametres I'exponencial complexa
pot adoptar diferents comportaments (reals o complexos). Recordem que per 'expressié d’Euler de I'exponencial
complexa, la podem relacionar amb els senyals harmonics basics: sinus i cosinus.

Com veurem posteriorment, aquests tipus de senyals formen els blocs basics per expressar molts altres tipus de
senyals, en general més complicats, com a superposicié d’aquests elements amb diferents parametres numerics.

1.2.4 Senyals exponencials i sinusoidals discrets

El senyal exponencial discret es descriu com:

x[n] = Ca™ [5]
on Ci a sén, en general, nombres complexos. Es pot expressar de manera alternativa si fem a = e#:

x[n] = Cef™ (6]

La major part de propietats de les exponencials discretes son iguals a les de les continues, pero algunes propietats,
com la periodicitat, es veuen afectades per la discretitzaci6 de la variable. Aixi que ens pararem a estudiar els casos
en que els senyals continus i discrets difereixen.

Fixem-nos que, segons els valors de Ci a, el comportament de I'exponencial pot ser molt diferent. En el cas continu,
només teniem exponencials creixents o decreixents; pero en el discret, @ pot ser negatiu i per tant podem tenir un
senyal amb valors alternats negatius i positius.

1.2.5 Propietats de periodicitat de les exponencials discretes

Com ja sabem pel cas continu, com més gran sigui la freqiiéncia d’oscil-lacié w d’un senyal exponencial imaginari
eJ®t (j és la unitat imaginaria), més rapid vibrara el senyal; és a dir, es podra realitzar un nombre superior de
periodes per unitat de temps. En el cas discret aixo no és aixi, hi ha un limit imposat pel caracter discret de la
variable i que fa que el senyal no pugui vibrar més rapid. Comprovem-ho:

Suposem que tenim |'exponencial complexa discreta amb freqliencia w + 2m:
ej(m+2n)n — eermejam — ejam [7]

Aixi, veiem que els senyals amb freqiiéncia w i w + 27 s6n el mateix senyal. Una situacié molt diferent que en el
cas continu, en qué teniem senyals diferents per a totes les freqiiéncies.
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Una altra propietat diferent és la de la periodicitat. En el cas continu, les exponencials complexes son periodiques
per a qualsevol valor de w. En el cas discret, no és aixi. Veiem que perque el senyal discret sigui periodic amb
periode N s’ha de complir

ejw(n+N) — ejam [8]

Aix0 significa que Nw = 2mm. També vol dir que el senyal exponencial imaginari discret només sera periodic quan

[ . .
2— SIgul un numero racional.
b3

En la taula segiient hem resumit algunes de les diferencies dels senyals exponencials discrets i continus:

eijt ejw()n

Senyals diferents per a diferents valors de ®0  Senyals idéntics per a valors de ®0 separats per multiple de 2=

Periodica per a qualsevol ®0 Periodica només si ®0 = 2nm/N per a alguns enters N>0 i m
Freqiiéncia fonamental ®0 Freqiiéncia fonamental* ®0/m
Periode fonamental Periode fonamental*

®0 =0 > indefinit ®0 =0 - indefinit

®0#0 > 21/w0 ®0 #0 > m2n/w0

* Suposa que mi N no tenen cap factor comu

Taula 1. Comparacié de senyals e/®0t j g/ @01

1.2.6 Funcid impuls unitat i esglad unitat discrets

Es defineix I'impuls unitat discret com:

0, n#n
sln—nol={y I3 (9
Un segon senyal basic és el de I'esglad unitat discret:
0, n<n
uln —nyl] = {1 n> ng [10]

Hi ha una relaci6 clara entre I'impuls unitat i I'esglad unitat discret. En particular, I'impuls unitat discret és la
primera diferencia de 'esglad unitat:

8[n] =u[n] —u[n—1] [11]

1.2.7 Funcié impuls unitat i esglad unitat continus

La funcid esgla6 unitat u(t) continu es defineix de manera similar a la seva versié discreta. Concretament:

0, t<t
u(t —ty) = {1 P> tg [12]

D’igual forma que en el cas discret, la funcié impuls unitat § (t) continu esta relacionada amb la funcio esglaé unitat:

t+0

t
so={> 'Z%un= f_ 5(0)dr [13]

w!

1.3 Sistemes continus i discrets

Els sistemes fisics, en un sentit més ampli, sén una interconnexi6 d’elements o parts organitzades i relacionades
que interactuen entre si per aconseguir un objectiu. Es poden trobar exemples de sistemes en diferents contextos,
que poden anar des del processament de senyals per a les telecomunicacions fins a les plantes de processament
d’elements quimics. Els sistemes reben (entrada) dades, energia o matéria de I'ambient i proveeixen (sortida)
informacio, energia o mateéria. Concretament, en el camp dels senyals, un sistema es pot considerar un procés en
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e els senyals d’entrada son transformats i processats per aquest i després son retornats com a senyals de sortida.

Per exemple, un sistema de millora d’'imatges transforma una imatge d’entrada en una imatge de sortida, que
posseeix algunes propietats concretes, com podria ser un millor contrast. O un circuit electric, el podem entendre
com un sistema que respon al senyal d’entrada subministrat per una font (voltatge d’entrada) amb un senyal de
sortida a un condensador (voltatge del condensador). Un sistema continu és aquell pel qual els senyals continus
d’entrada son transformats en senyals continus de sortida. D’igual forma, un sistema discret és aquell que
transforma senyals d’entrada discrets en senyals de sortida discrets.

Una de les motivacions més importants per al desenvolupament de les eines per a 'analisi i el disseny de sistemes
és que en la fisica els sistemes provenen d’aplicacions molt diferents pero tenen descripcions matematiques molt
similars. A continuacié un parell d’exemples senzills per demostrar-ho:

Considerem un sistema format per un automobil on la forga de traccié de les rodes F(t) fos 'entrada del sistema
i la velocitat del cotxe v(t) la sortida. Aplicant les lleis de Newton podrem trobar una relacié entre forca total i

acceleracio:
dv
©=m= [14)
Pero podem desglossar la forca total en la forca de traccié de les rodes i una forca en sentit contrari deguda a la

fricci6, proporcional a la velocitat on p és la constant de proporcionalitat (coeficient de friccio):

dv(t
Fr(t) —pv(t) =m © [15]
dt
D’on obtenim I'equaci6 diferencial que descriu la relacid entre I'entrada i la sortida del sistema:
dv(t) u 1
= == 16
T mv(t) mFT(t) [16]

D’igual forma, podriem haver considerat un circuit amb una font, una resisténcia i un condensador. Si considerem
la tensio a la font com el senyal d’entrada i la tensié al condensador com el senyal de sortida, a partir de la llei
d’Ohm i de I'expressi6 de la intensitat que travessa un condensador, obtindriem una relaci6 entre entrada i sortida
d’estructura similar a la de I'exemple anterior pero amb constants diferents (vegeu pagines 19 i ss.). Amb aixo,
podem veure que dos sistemes molt diferents ens porten a una mateixa relacié: una equacié diferencial lineal
ordinaria de primer ordre amb coeficients constants.

1.4 Interconnexio de sistemes

Molts sistemes reals estan construits com a interconnexions de diferents subsistemes. Un exemple d’aixo el podem
trobar en un sistema d’audio, el qual involucra la interconnexié d’un receptor de radio, un reproductor de discos
amb un amplificador i un o més altaveus. Veient aquests sistemes com a interconnexi6 dels seus components,
podem utilitzar els coneixements dels sistemes de components per analitzar l'operacio i el comportament del
sistema complet. Deixant a part les interconnexions tipiques entre components com podrien ser les
interconnexions en série, paral-lel i mixtes, hi ha un altre tipus important d’interconnexié que s’anomena de
realimentacid o retroalimentacio.

Com veiem a la figura 2, la sortida del sistema 1 és I'entrada del sistema 2, mentre que la sortida del sistema 2 es
retroalimenta i se suma a I'entrada externa per produir una entrada real al sistema.

Entrada —b@—} Sistema 1 P Sortida

Sistemna 2 | e

Figura 2. Interconnexié amb realimentacié
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1.5 Propietats basiques dels sistemes
1.5.1 Sistemes amb i sense memoria

S’anomena sistema sense memoria el sistema en que la sortida, per cada valor de la variable independent en un
temps donat, depen només de I'entrada en aquell mateix moment.

Per exemple, una resisténcia és un sistema sense memoria, amb x(t) com la intensitat i y(t) com el voltatge, la
relacié entrada-sortida és:

y(t) = Rx(t) [17]

Un exemple de sistema continu amb memoria seria el d'un condensador, ja que, si agafem com a entrada el corrent
(x(7)) ila sortida com el voltatge (y(t)), aleshores:

t

y©=¢ [ xwac (8

Veiem, doncs, que la caiguda de tensi6 al condensador depén dels valors de la intensitat en temps anteriors i iguals
a t, per tant, podem dir que el sistema té memoria.

De forma general, podem dir que el concepte de memoria en un sistema correspon a la presencia d’'un mecanisme
que manté o emmagatzema informacid sobre valors d’entrada d’instants diferents al temps actual. Aixo significa
que sistemes que utilitzin temps futurs a I'actual per treballar també tindran memoria, no només els que
emmagatzemin temps passats.

Fisicament, la memoria dels sistemes esta associada a la capacitat que tenen aquests per emmagatzemar energia.
Per exemple, el condensador descrit per l'expressié [18] emmagatzema energia mitjancant 'acumulacié de
carrega electrica.

1.5.2 Invertibilitat i sistemes inversos

Es diu que un sistema és invertible si existeix un sistema invers tal que, quan esta connectat en série amb l'original,
produeix una sortida w[n] (en el cas discret) igual a I'entrada del primer sistema, x[n]. Per acabar-ho d’entendre
podem mirar la figura 3:

X[n] == [ Sistema yIn Sistema sy W[n]=x[n]

invers

Figura 3. Sistema general invertible

El concepte d’invertibilitat és important en molts contextos. Per exemple, en els sistemes de codificacié utilitzats
en aplicacions de comunicacid. En aquests sistemes, el senyal que volem transmetre s’introdueix en un sistema
codificador, per encriptar el missatge. Per una descodificacié sense pérdues, cal que I'entrada del codificador es
pugui recuperar amb precisi6 a la sortida, és a dir, el codificador ha de ser reversible.

1.5.3 Causalitat

Un sistema és causal si la seva sortida, en qualsevol instant de temps, depen només dels valors de I'entrada en el
moment presenti en el passat. El circuit comportament d'un cotxe a la carretera és causal, ja que la velocitat a cada
moment respon a valors presents i passats de I'acceleraci6 i el temps.

Cal anar en compte a I’hora d’'identificar sistemes causals, ja que sovint la intuici6 ens pot portar per un mal cami.
Per exemple, imaginem-nos un sistema que obeeixi a 'expressio segiient:

yIn] = x[-n] [19]

La intuicié ens pot fer pensar que estem davant d’un sistema causal, ja que si pensem en valors n > 0, veiem
clarament que el valor de la sortida només depén del passat de I'entrada, pero, si ens fixem en els valors den < 0,
veiem que la sortida depén de valors futurs de n i, en conseqjiiéncia, el sistema estudiat no és causal.
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1.5.4 Estabilitat

Intuitivament, un sistema estable és aquell en qué entrades petites produeixen respostes que no divergeixen. Per
exemple, suposem que tenim dos pendols, I'un penjat del sostre i I’altre ancorat a terra en una posicié invertida
respecte al primer. En el primer cas, si apliquem una forca petita al pendol, la gravetat tendira a portar el pendol
a la posici6 inicial. En conseqiiéncia, si hi apliquem una forca petita, el desplagament angular que aconseguim
també és petit i, per tant, el sistema és estable. En canvi, en el segon cas, la forca de la gravetat tendeix a
incrementar la desviacié angular. Una petita forga aplicada tendeix a provocar una gran desviaci6 respecte a la
vertical. Per tant, aquest sistema és inestable. De manera més formal, si I'entrada a un sistema estable és limitada,
llavors la sortida també ha de ser limitada i no pot divergir.

1.5.5 Invariancia en el temps

Un sistema és invariant en el temps si un desplacament de temps en el senyal d’entrada provoca un desplagament
de temps al senyal de sortida. Aix0 és, si y[n] és la sortida del sistema discret, invariant en el temps, quan x[n] és
I'entrada, llavors y[n — n, ] és la sortida quan x[n — n,] és 'entrada.

Conceptualment, un sistema és invariant en el temps si el seu comportament i les seves caracteristiques son fixes
en el temps. Per exemple, el circuit eléctric és invariant en el temps si els valors dels seus components sén
constants en el temps: si féssim un experiment amb el mateix circuit avui, podriem esperar els mateixos resultats
si el fem de forma identica dema.

1.5.6 Linealitat

Un sistema lineal és aquell que compleix la propietat de la superposicid: si una entrada consisteix en la suma
ponderada de diversos senyals, llavors la sortida és simplement la superposicié de les respostes del sistema a
cadascun d’aquests senyals amb la ponderaci6 corresponent.

Matematicament: sigui y, (t) la resposta al sistema de I'entrada x; (t) i y,(t) la sortida corresponent a I'entrada
x,(t). Llavors el sistema és lineal si, per a una constant complexa b qualsevol:

1 — Laresposta a x,(t) + x,(t) és y;(t) + y,(¢t) [20]
2 — Laresposta a bx,(t) és by, (t) [21]

La primera propietat s’anomena propietat additiva i la segona, propietat d’escalament o d’homogeneitat. Aquestes
dues propietats es poden resumir en una de més compacta: Si tenim un sistema amb una entrada com la segiient:

x[n] = ) @[] = apln] + axg(n] + -+ gy, 0] (22]
k

té una sortida que, segons [22], és:

yinl = )" ayilnl = ayn] + @y, ln] + -+ ayyyn] (23]
k

Aquesta propietat es coneix com el principi de superposicio.

2 Matematica dels sistemes lineals invariants en el temps (LTI)

2.1 Introduccié

Ja hem vist propietats basiques dels sistemes. Per als sistemes lineals invariants en el temps (LTI), la propietat
especial és la de superposicio: si podem representar I'entrada d'un sistema LTI en termes d’'una combinacid lineal
d’un conjunt de senyals basics, llavors podem utilitzar la superposici6 per calcular la sortida del sistema. Una de
les caracteristiques importants de I'impuls unitat (discret i continu) és que els senyals es poden representar com
a combinacid lineal d’'impulsos retardats. Aixi, la superposici6 i la invariancia temporal, permeten realitzar una
caracteritzacié completa de qualsevol sistema LTI en funci6 de la resposta a un impuls unitat. Anomenada suma
de convolucio en el cas discret i integral de convolucié en el cas continu, aquesta representacié proporciona
comoditat analitica en tractar amb sistemes LTI
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2.2 Sistemes LTI discrets: suma de convolucio

El més facil per visualitzar qualsevol senyal discret és considerar-lo com una seqiiéncia d'impulsos individuals. Un

exemple és el segiient:
Al ‘ [231

PTm T

x[n]

on es veuen seqiiéncies d’'impuls unitat desplagades en el temps i esglaonades, on I'esglaé de cada impuls és x[n]
en l'instant en el qual ocorre la mostra unitaria. Per exemple:

x[n]
-1 1], n=-1
x[~1]6fn + 1] = {1
-4-3-2|01234 n {0' n# -1
x[n]
ot = 1
' 432101234 n
x[n]

—o—o—o—o—o—]—o—o—o— x[1]6[n—1] = {x([ﬁ], nr;zll

-4-3-2-101234 n

[ la suma de les tres seqiiéncies és igual a x[n] per =1 < n < 1, i en general

x[n] =+ x[-3]8[n + 3] + x[-2]6[n + 2] + x[-1]6[n + 1] + x[0]6[n]

4 x[1]8[n — 1] + x[2]8[n — 2] + x[3]6[n — 3] + - [24]

[ per a qualsevol valor de n, només un dels termes és diferent de zero. L’esglad d’aquest terme és, doncs, x[n]. Si
escrivim el sumatori de forma compacta:

[e5)

x[n] = Z x[k]8[n — k] [25]

k=—o0

[ aix0 és la seqiiéncia d'una combinacid lineal d'impulsos §[n — k], on els pesos son x[k]. Aquesta equaci6 rep el
nom de propietat de seleccié de I'impuls unitat discret. Com que §[n — k] és diferent de zero per a valors de k =
n, el sumatori «selecciona» a través dels valors de x[k] i manté Gnicament el valor que correspon a k = n. La
invariancia en el temps, a més, ens diu que les respostes d'un sistema invariant en el temps als impulsos unitat
desplacats en el temps son simplement versions desplagades en el temps una de I'altra.

Si ara designem per mitja de hy[n] la resposta del sistema lineal a I'impuls unitat desplagat §[n — k], llavors la
resposta y[n] del sistema a l'entrada de x[n] en l'equaci6 és la combinacié lineal de les respostes:

y[n] = Yo X[kl [n]

s’anomena suma de convolucié! o de superposicid. L'index ha estat eliminat pel fet de ser h[n] (resposta
impulsional) la sortida del sistema LTI quan §[n] n’és I'entrada.

, que per a un sistema LTI es transforma en: |y[n] = Y re—o X[k]h[n — K]

, resultat que

" L’operaci6 convolucié s’expressa com y[n] = x[n] * h[n].
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Exemple. Considerem un sistema LTI amb les segiients caracteristiques d’entrada x[n] i impuls h[n]:

x[n] h{n]

0.5 1111
012 n

01 n

Per a aquest cas, com que només x[0] i x[1] son diferents de zero, obtenim:
y[n] = x[0]h[n — 0] + x[1]h[n — 1] = 0.5h[n] + 2h[n — 1] [26]

Doncs bé, 0.5h[n] i 2h[n — 1] s6n 2 ecos de la resposta a I'impuls necessari per a la superposicié en la generaci6
de y[n]. Ecos com els segiients:

2

0.5h[n] 2h[n-1]

0.5
012 n 123 n

[ per tant, sumant les dues grafiques, obtenim:
2.5
y[n]
0.5

123 n

L’operacié convolucié també es defineix com «fer lliscar» h[n — k] sobre x[k]. Per exemple, suposeu que hem
dibuixat el senyal h[ny — k, '’hem multiplicat per x[k] i hem sumat el resultat per a tots els valors de k. Per a y[n],
sentn = ny + 1, necessitem dibuixar el senyal h[(n, + 1) — k], pero aixo podem fer-ho simplement desplagant un
punt a la dreta el senyal h[n, — k], i aixi ho podem fer per a cada valor de n.

2.3 Sistemes LTI continus: integral de convolucid

En el cas continy, no tenim una seqiiéncia discreta de valors d’entrada, pero si pensem en I'impuls unitat com a
idealitzacié d’un pols, el qual és tan curt que la seva durada no té conseqiiencies en el sistema fisic real, podem
desenvolupar una representacio per senyals continus arbitraria en termes d’aquests polsos idealitzats com una
duracié petita que tendeix a desapareixer.

Si fem aquesta idealitzacid arribem? a:

x(t) = f_oo x(t)8(t — 1)dt [27]

que, com en el cas discret, es coneix amb el nom de propietat de seleccié de I'impuls de temps continu. En el cas
particular que x(t) = u(t), essentu(r) =0perat < 0iu(r) = 1 perat > 0, 'equacio anterior es transforma en:

u(t) = 7 8(t —)dr.

També com en el cas discret, un senyal arbitrari continu es pot veure com la superposici6 de polsos esglaonats i
desplacats. En conseqiiéncia, la resposta d’'un sistema lineal sera la superposicié de les respostes a les versions
esglaonades i desplacades.

Si definim h,(t) com la resposta del sistema LTI a I'entrada §(t — 7), llavors, per la propietat de superposicié i la

0

idealitzaci pel cas continu: ‘y(t) = J_ x(7)h (t)dr| i podem pensar en x(t) com una suma d’'impulsos desplagcats,

on el pes en I'impuls §(t — 7) és x(7)dt. A més, doncs, podem pensar que el pes en la resposta h (t) a I'impuls

2 Per consultar-ne la demostracié completa, vegeu el tema 2 de Sefiales y sistemas, d’Oppenheim-Willsky.
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6(t — 1) és x(t)dt. Si a més de lineal, el sistema també és invariant, podem dir que h,(t) = hy(t — 7); és a dir: la
resposta d'un sistema LTI a I'impuls unitat 6 (t — 7), el qual esta desplacat 7 segons des de 'origen, és una versi6
de la resposta a la funcié impuls unitat §(t) desplacada de manera semblant. Si com en el cas discret definim la

resposta impulsional h(t) com la resposta del sistema a aquest impuls, obtenim: ‘y(t) = ffooo x()h(t — 1)d7|

coneguda també com la integral de convolucié o superposicié. Veiem que, per a qualsevol valor de t, la sortida és
una integral ponderada de I'entrada, on el pes sobre x(7) és h(t — 7).

x(t) =e %u(t) a>0

—at
Exemple. Sigui 'entrada i I'impuls unitat: 2> x(h(t—-1) = {e * 0<r<t

h(t) = u(t) 0 Valtre valor
x(7) hit-1)
1 ——— ]
t<0
0 T t 0 T
hz)
hit-1)
1
t>0
0 T 0 t T

Llavors podem calcular la sortida:

ﬂO=L

t 1 t 1
—-art — _ _ p—art — _ p—at
e dr = 7€ {O P (1—-e™)

Iperatotatiy(t):

y(© = 2 (1~ e u(®)

El resultat es mostra al grafic segiient:

¥ = 11— e )utt
1

2.4 Propietats dels sistemes LTI

Ja hem vist que les caracteristiques d’'un sistema LTI (i només dels sistemes LTI) estan determinades
completament pel seu impuls. Algunes de les més basiques son:
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2.4.1 Propietat commutativa
Cas discret

[e5) o3}

x[n] * h|n] = Z x[klh[n — k] = Z x[n —r]h[r] = h[n] * x[n]

k=—o0 r=—00

Cas continu
x(t) * h(t) = h(t) * x(¢) = f_ " @t = Ddr
2.4.2 Propietat distributiva
Cas discret
x[n] * (hy[n] + hy[n]) = x[n] * hy[n] + x[n] * h,[n]

I el mateix podem aplicar quan la suma és per a senyals d’entrada, i no per a la suma d’impulsos, gracies a la
propietat commutativa. Relacionant aixo amb la sortida:

yi[n] =

[n] * A[n]
Yaln] = } [28]

yln] = yaln] + y2lnl = Galn] +x;fnl) ] = {
I podem separar un senyal d’entrada suma, en suma de senyals de sortida per facilitar el calcul.
Cas continu
x(®) * (hy (®) + hy (1)) = x(0) * hy () + x(t) * hy(2)

2.4.3 Propietat associativa

Cas discret
x[n] * (hy[n] * hy[n]) = (x[n] * hy[n]) * hy[n]
Cas continu
x(t) * (he (&) * hy (1) = (x() * hy () * hy (£)

Per tant, no importa 'ordre amb que fem la convolucio; pero aixd només serveix per a sistemes invariants i lineals.
Si tenim un sistema no lineal, per exemple una multiplicacié per 2 i un quadrat de '’entrada, multiplicar primer per
2 i després fer el quadrat, o fer primer el quadrat i després multiplicar per 2 donen coses diferents.

2.4.4 Sistemes LTI amb i sense3 memoria

Cas discret
L’inica manera que no tingui memoria és que peran # 0,h[n] = 0. Llavors h[n] = K&[n] = y[n] = Kx[n].

Cas continu
L’inica manera que no tingui memoria és que perat # 0, h(t) = 0. Llavors h(t) = K§(t) = y[n] = Kx(t).
Veiem que per a K = 1, els sistemes passen a ser identitat, amb sortida igual a 'entrada i amb resposta a I'impuls

unitat igual a I'impuls unitat: x[n] = x[n] * §[n] per al discret, i x(t) = x(t) * §(t) per al continu. Fets que ens
porten a les equacions (1) i (2).

3 Un sistema és sense memoria quan la seva sortida en qualsevol instant de temps depén només del valor de I'entrada en
aquell instant.
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2.4.5 Invertibilitat4 dels sistemes LTI

) = | h |2 hm | = wis

Figura 4. Sistema LTI invertible

En aquest cas, la resposta total a I'impuls és h(t) * hy(t), per aixo h, (t) ha de ser la resposta a I'impuls del sistema
invers. Per al discret i el continu, doncs, queda:

Cas discret
h[n]  hy[n] = 8[n]
Cas continu

h(®) * hy () = 6(t)

Sistema
X(t) == gidentitat =P X(t)
5(t)

Figura 5. Sistema d’identitat

2.4.6 Causalitats per als sistemes LTI

Cas discret

En aquest cas y[n] no pot dependre de x[k] per a k > n, llavors tots els coeficients h[n — k] que multipliquen x[k]
per a k > n han de ser zero. Aixi doncs, h[n] = 0 per an < 0, i per tant la resposta a un impuls d’un sistema LTI
causal ha de ser zero abans que tingui lloc I'impuls, cosa consistent amb el concepte intuitiu de causalitat o de
repos inicial, fet que s’aplica només a sistemes lineals. La sortida per I'equaci6 (1) esdevé:

[y[n] = X0 hlklx[n — k]].

Cas continu

Per a aquest cas h(t) ha de ser 0 per at < 0illavors la sortida per 'equacio (2) esdevé:

‘ y(®) = [T h@x(t — 1) dr = [* x(©h(t - 7) dr]|

3 Sistemes lineals en I'electronica

En aquest apartat s’introdueixen els elements i circuits lineals i els metodes fonamentals d’analisi, per després
poder aplicar-los a I'analisi i al disseny de sistemes més complexos dedicats a aplicacions especifiques.

Un circuit és un cami tancat pel qual pot circular corrent. Es lineal si només conté elements que es comporten
linealment i, en aquest cas, queda descrit per una equacio lineal com les que abunden en altres camps de la fisica
(mecanica, ones, fluids, etc.). En electronica els circuits normalment cauen fora d’aquesta classificacio, perque en
general els dispositius electronics no son lineals. Pero es poden trobar condicions en que es comportin linealment
(petit senyal), amb la qual cosa es pot aproximar el seu comportament pel seu equivalent lineal. Per aixo és
fonamental saber treballar amb aquest tipus de sistemes.

4 Un sistema és invertible si existeix un invers tal que, quan esta connectat en série amb el sistema original, produeix una
sortida igual a I'entrada del primer sistema.
5 On la sortida depén només dels valors presents i passats de I'entrada.
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Les magnituds fisiques fonamentals que determinen el comportament d'un circuit eléctric o electronic sén la
intensitat del corrent, i (amb direcci6, vector i) i la diferéncia de potencial o tensio, v. S’expressen en amperes (A) i
volts (V) respectivament, i poden dependre del temps: v(t), i(t). Altres magnituds associades son:

la carrega Q=[i()-dt (encoulombs,(),
el fluxmagnétic @ = [v(t)-dt (en webers, Wb),
la poténcia p() =v()-i(t) (enwatts, W),i

I'energia E=[p()-dt (enjoules,]).

3.1 Analisi en funcié del temps

Tractem aqui I'analisi més general en 'espai real, en funcié del temps, comengant per presentar els diferents
elements que poden prendre part en un circuit lineal i continuant amb els métodes d’analisi.

3.1.1 Elements d’un circuit lineal

Poden ser actius o passius, depenent de si proporcionen energia al circuit o bé la consumeixen transformant-la en
algun altre tipus d’energia (calor, so, llum, etc.).

a) Elements actius. Son les fonts, que poden ser de tensié o corrent. Si els valors de v, i generats sén
parametres independents del circuit, s’anomenen FONTS INDEPENDENTS. Si els v, i generats depenen del corrent
o tensi6 d’algun altre punt del circuit, son FONTS DEPENDENTS.

Font de tensié ideal: és un dispositiu capag de produir una tensi6 fixa, independentment del que connectem entre
els seus borns.

i v (1) v(t) = Rio(t)
INDEPENDENT DEPENDENT

v(t) = Vsin ot

\Y
Bateria +
Pila o—| }—o o—@—o
Font d’alimentaci6

CONTINUA ALTERNA

Font de corrent ideal: és un dispositiu que genera un corrent fix independent del que connectem entre els seus
borns.

i(t
i o @I( ) o i(t) = Gvol(t)
(1) —>—o

—>v @ DEPENDENT

—

INDEPENDENT

Aqui s’ha utilitzat el conveni general de: majtscules per a magnituds o parametres constants, mintscules per a
magnituds variables amb el temps, i combinacié de majtscules i mintscules per a magnituds amb components
constants i variables alhora. També s’ha remarcat el simbol de les fonts dependents, encara que també es poden
representar amb el general.
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b) Elements passius: consumeixen o emmagatzemen energia.

Resisteéncia, R: el parametre R (unitats ohms, Q) esta relacionat amb la pérdua d’energia dels portadors de carrega
a causa de l'oposicié que presenta el material a ser travessat per ells. Tal perdua d’energia per unitat de carrega
s’interpreta com a caiguda de potencial a través del material.

Vi +, R __ V2
Ay

—
i

La llei d’'Ohm estableix que el quocient v/i és independent de i:

U1 — V2 Vg
———— = — = constant
i ir

R

Per a un material homogeni de seccid constant S i llargada L, la resisténcia val R = p S oonp és la resistivitat

(Q-cm), i es defineix la conductivitat o (Q-1-cm-1) com la seva inversa. De vegades es defineix la conductancia,

I'invers de la resisténcia, G = 1/R (en siemens, S).

La poténcia instantania dissipada en una resisténcia per efecte Joule és pp(t) = vg(t)ig(t) = Rig%(t). Es sempre
positiva; per tant sempre absorbeix energia eléctrica del circuit.

Capacitat, C: representa la carrega que es pot emmagatzemar gracies a una diferéncia de tensié entre dos elements
conductors separats per un dieléctric. Es mesura en farads, F.

i(t) C
—>
O—i+ —o
v (t)
C_dQ_ _ £ d . _Cch . 1 £ d
=2, —f_ool(‘r) T = ic(t) = ar i |ve(t) _Ef_oolC(T) T

Sempre es podra separar la tensio inicial al condensador, v(0), com una font independent afegida

t

1
v = w60 + ¢ [ fe(e)ar’
0

La capacitat més tipica és la d’'un condensador de plaques metal-liques planoparal-leles d’area A separades per un
aillant de constant dielectrica € i gruixd: C = Ae/d .El corrent a través d’'un condensador és nul si la tensi6 no
varia. Per tant, el condensador actua com un circuit obert per al corrent continu, i s’'oposa a canvis sobtats de
tensio, ja que induiria un corrent infinit.

Cvc(t)dv
dt
instantania pot ser positiva (carrega del condensador, consumint), o negativa (descarrega del condensador, cedint

D’altra banda, la poténcia consumida en una capacitat val  p.(t) = v (t)ic(t) = . Aquesta poteéncia
potencia al circuit). Pero el balang We = [pc(®)dt = %vcz sempre sera positiu o nul, ja que no es pot

descarregar més del que s’ha carregat previament, i per aixo el condensador és considerat un dispositiu passiu.

Autoinduccié, L: el pas d’un corrent indueix un flux magnetic al voltant del conductor per on circula, que pot influir
en la resta del circuit. Especialment, si el conductor esta enrotllat en forma de bobina, les linies de flux es
concentren al seu eix, i generen un flux magnétic total proporcional a la intensitat del corrent: @ = Li (L en henris,
H).
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i(t)

Segons la llei de Faraday, 1a variacié del flux magnetic indueix un voltatge que en el S.I. és:

t

d9 _ dLi, di, oy (e
L

1
UL(t)=U1-Vz=dt=7 > UL(t)ZLE i iL(t)ZZf

Novament, la condici6 inicial pot ser considerada com una font independent

t

1
00 =00)+; [ v

Per a una bobina de secci6 S i llargada 1, amb susceptibilitat magnetica p i enrotllada amb N espires per unitat de
longitud, el coeficient d’autoinduccié és L = uN2Sl . Analogament al que passava a una capacitat, si el corrent
que circula per una bobina és constant amb el temps no es produeix diferéncia de tensi6 entre els seus borns.
L’inductor actua com un curtcircuit per al corrent continu i s'oposa a canvis sobtats d’intensitat, perque induiria
una tensio infinita.

L(OdiLt)

o , 1 per tant I'energia global pot

La poténcia consumida en una autoinducci6 és p,(t) = v, (t)i (t) =L

ser absorbida i després retornada al circuit, amb balang sempre positiu o nul: W, = [ p,(t)dt = gi,_z

Tots aquests elements de circuit ideals son LINEALS, en el sentit que la relacié que hi ha entre tensié i intensitat
és a través d’'un operador lineal: proporcionalitat, derivacio, integraci6, etc., i gracies al fet que els valors dels
parametres (C, L, R) son constants reals, independents dels valors de les magnituds i i v que caracteritzen el circuit.
Amb aixo, les diferents contribucions a i i v degudes a les diverses fonts independents son additives: es compleix
el principi de superposicié.

Aixi, per exemple, les caracteristiques -V d’una resistencia son:

LINEAL

v = Rig

En electronica, pero, hi ha molts elements o dispositius no lineals, com diodes, transistors, etc. Per exemple, les
caracteristiques I-V d’un diode sén:

NO LINEAL

o=tofem(22)-1

No obstant aix0, en general, intentarem modelar els dispositius o sistemes fisics a estudiar per models de circuit
lineals sota determinades circumstancies, que s’establiran en el seu moment. Per aix0, I'estudi de sistemes lineals
és una eina molt til en electronica.
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Es important tenir clar que un dispositiu donat pot tenir diferents models lineals que dependran del grau de
refinament o precisi6 demanada, i de la disponibilitat de programes de simulacié. Com a exemple, a continuaci6
s’exposen alguns dels models més utilitzats del transistor bipolar.

NPN PNP
Jb Ic,

B O > < O C
+ +
Vbe Vce

E o o E
B o0 CC|| lee o ¢
+ N +

g1 —_ G EmVbe
Vbe Vee
E o o E
Ca| |
I z C i
I e B VAVAY I I : ¢
+ +
C L N
Vbe Cb 8mVbe Vee
E o o E

Figura 6. Simbols dels transistors bipolars NPN i PNP (dalt) i tres
models d’ells, successivament més complicats
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4 Lleis de Kirchhoff

L’analisi dels circuits electrics i electronics es basa en les dues lleis de Kirchhoff, que es descriuran a continuacio.
Presentem primer els elements topologics d’un circuit:

e branca: cadascuna de les linies o arestes de la grafica topologica d’un circuit, o, dit d’'una altra manera,
linia de corrent on hi ha inclos un dispositiu com a minim.

e node, nus o vértex: uni6 de tres o més branques.

e  malla: circuit tancat de branques que el corrent pot recorrer sense passar dues vegades pel mateix node.

Exemple:
Nodes independents: a, b, c
d: node de referencia o massa
Malles independents: 1, 2, 3

5 branques (hi ha una linia de corrent
buida que no compta)

Les dues lleis de Kirchhoff s’enuncien de la manera segiient:

1. Llei dels nusos: la suma algebraica de les intensitats que conflueixen a un nus és zero en tot
moment. Es conseqiiéncia de la conservacié de la carrega eléctrica, i.e. divi = 0.

2. Llei de les malles: si suméssim totes les caigudes de tensi6 en un circuit tancat (malla), el resultat
és zero. Resulta que V és un potencial eléctric (del qual deriva E conservatiu).

En l'annex 1 s’explica la seva aplicaci6 a circuits reals, aixi com diversos exemples d’aplicacid a circuits senzills
pero que aporten informaci6 interessant.

Exemple

Suposem una excitacié general v(t). Aplicant les equacions a

R1

""-...""'-,,""-.‘A
/-L i1

| o)

N —
w(t) ‘ Ic

Obtenim un sistema lineal d’equacions integrodiferencials acoblades.

les dues malles:

1
v(t) — Ryiy — Ef(il —iy)dt =0

1. . di .
Ef(ll—lz)dt—Ld—tz—RLZ =0

Com veiem, la resolucié d’un circuit aparentment innocent pot ser complicada i involucra la resoluci6 de sistemes
d’equacions diferencials lineals acoblades amb coeficients constants i condicions inicials. Es evident que per a
circuits complicats, aquest meétode de resolucio és lent i farragos.
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5 Eines matematiques: transformades de Laplace i de Fourier

5.1 Transformada de Fourier

Molts senyals, en particular els d’energia finita, poden expressar-se com a combinacid lineal d’exponencials
complexes. En el cas de senyals periodics, aquesta combinacié és harmonica, mentre que en el cas no periodic (o
aperiodic) la combinaci6 és infinitesimalment petita en freqiiéncia, i la suma esdevé integral. Doncs bé, I'espectre
de coeficients d’aquesta suma rep el nom de transformada de Fourier, i la integral que utilitza aquests coeficients
per representar el senyal com una combinacid lineal d’exponencials complexes s’anomena transformada inversa
(o antitransformada) de Fourier. Aixi doncs, considerem, tal com ho va fer Fourier, els senyals aperiodics com a
senyals periodics amb periode infinit (i.e. a mesura que augmentem el periode, la freqiiencia fonamental
disminueix, i es fan cada vegada més propers en freqiiéncia aquests components harmonics).

5.1.1 Representacio de senyals aperiodics: la transformada continua de Fourier

Comencem per un exemple senzill: I'ona quadrada periodica de periode T.

(1 |t| < Ty
x(t) = {0 T, < |t]| <T/2

x(t)

=27 T ~Ty Ty T
2

t

N -

Sabem que els coeficients de la série de Fourier de I'ona quadrada sén:

_ 2sin (kw,Ty)

= 29
ag lewgT [29]
on w, = 2”/T és la freqiliencia fonamental. Prenent w = kw, :
2 sin (wT.
Tay = # (30]

Figura 7. Coeficients de la série de Fourier, amb T; fix, per a valors de T: (dalt-esquerra) T=4T,, (dalt-dreta)
T=8T; i (a sota) T=16T,. Si s’Taugmenta I’envolupant (i.e. augmenta T), disminueix la distancia entre coeficients.

La transformada de Fourier X(jw) d'una funcié x(t) (arbitraria pero finita) és:
[oe]

X(jw) =f x(t)e Wtdt [31]

—00
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La transformada de Fourier és complexa, ja que és la combinacid lineal d’exponencials complexes (j = unitat
imaginaria, per diferenciar-la de la intensitat). També s’anomena espectre de x(t), ja que proporciona informacié
sobre com definir x(t) com a combinaci6 lineal (integral) de funcions sinusoidals de diferents freqiiéncies.

D’altra banda la transformada inversa de Fourier o antitransformada es defineix com:
[e0]

x(t) = %f X(jw)e!tdw [32]

on el factor 1/27_[ surt de substituir el periode per T = 27"-'/,,1,0.

Obviament no hem demostrat aquestes férmules. Si es vol aprofundir sobre aquest tema, aquestes dues
expressions i altres que utilitzarem estan demostrades a Oppenheim-Willsky (Seriales y sistemes, capitol 4), aixi
com molts exemples.

Una definici6 grafica de 'antitransformada de Fourier podria ser com es veu a la segiient figura:

X(jw)el!
Area = X(jkwg)e™ 0" w,
X(jkwg)e! =o' b - — - - 3 /
% ES n)
ZzZEa™

kwyg ®

. 7 . . P o 2 . . . , .
Si x(t) és finita, energeticament parlant, sabem que f_w [x(t)|?dt < ooiper tant podem afirmar que X (jw) és finita,
i per tant (32) convergeix. Les condicions per assegurar |'existencia i la convergeéncia de la transformada de Fourier
son les seglients (anomenades condicions de Dirichlet):

Que x(t) sigui absolutament integrable (f_oooolx(t)ldt < o0).
Que x(t) tingui un nombre finit de maxims i minims dins de qualsevol interval finit.

3. Que x(t) tingui un nombre finit de discontinuitats dins de qualsevol interval finit. A més,
cadascuna d’aquestes discontinuitats ha de ser finita.

1, |t|<Ty

Exemple. Transformada de Fourier del pols rectangular segiient: x(t) = {0 lt| > T
’ 1

Aplicant 'equacid (32) a x(t):

” j L sin(wT; X(jw)
X(w) = f x(t)e_]Wtdt = f e vt = ZM —
w T 2T,
. wTy
= |2T;sinc (—)
T
jaque - - -
1 T1
sin (18)
[ ) =——=
sinc(6) 5
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5.1.2 Propietats de la transformada continua de Fourier

A continuacié mostrem dues taules amb les propietats de les TF.

TABLA 4.1 PROPIEDADES DE LA TRANSFORMADA DE FOURIER

Seccién Propiedad Seiial aperiédica Transformada de Fourier
x(1) X(jw)
¥ Y(jw)

431  Linealidad @) +b)  aXGe) +bYGe)
432 Desplazamiento de iempo  x(f — fo) el X(jw)
436 Desplazamiento de frecuencia  €/*Y x(1) X(j(w ~ an))
433 Conjugacién x+(1) X*(—jw)
435 Inversion de tiempo x(~1) X(~jw)
435  Escalamicnto de tiempo  x(ar) 1y (&)

y de frecuencia lal =\ a
44 Convolucién x(t) = y(1) X(jw) Y(jw)
45 Multiplicacién x(0)y(r) i X(jw) » Y(jw)
434 Diferenciacién en tiempo %x(l) juX(jw)
434 Integracién I x(r)dt l_iuX(ju) + 7X(0)8(w)
436 Diferenciacién en x(r) /i X(jw)

frecuencia dw

X(jw) = X'(~jw)
KX (jw)) = R X(~jw))
433 Simetrfa conjugada x(1) real $a(X(jw)) = ~du|X(~jw))
| W(jw) = = £X(~jw)

433 Simetrfa para sefiales x(t) real y par X(jw) real y par

real y par
433 Simetria para seiales x(r) real ¢ impar X(jw) puramente imaginaria

real ¢ impar e impar
433 Descomposicion xt) = &vix(r)] [x(1) real] RX(jw))

par-impar x(1) = Cdlx(r)] [x(r) real] jsa[X(jw))

de sefiales reales
437 Relacién de Parseval para sefiales aperiddicas

I:Lr(t)l’dr = ;—w f_‘_-lX(iw)F dw
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TABLA 4.2 PARES BASICOS DE TRANSFORMADAS DE FOURIER

Coeficientes de la serie de Fourier
Seiial Transformada de Fourier (si es periddica)
Z ae ™ 27 Z a o — kay) ax
kw -= k»-w
jond 2 - a=1
¢ i = o) a, = 0, con otro valor
= - = )
€08 wnf w—wp) +How+aw) N TI1TY
a, = 0, con otro valor
17 a= —-a_,= i
sen ol = [Me = ay) — o + ay)] ¥ .
/ a, = 0, con otro valor
a=1 a=0, k+#0
x(1) =1 2md(w) Esta es la representacion en serie de
Fourier para cualquier seleccion de T > 0
Onda cuadrada periédica
L H<T, — 2sen ka7, N Ty . [keyT)) _ sen kayT,
x(r) IO- T,<isI .Z. X (w = kay) 5 Sinc| = P
y
x(t+ T) = x(1)
— 2r 2mk 1
AZ-G(I - nT) ?*.Z-{u - T) a, = 7 para todo k
() {I. I <T, 2sen wl _
0, W>T1, w
sen Wit ) 1, |ol<W
- xio =l Sy
&(1) 1 -
u(r) — + 7 8(w) -
&t~ 1) ei -
1
~at « -
e “u(t), Rfa} >0 pr™
1
~ar [t -
te” " u(r), Ra} > 0 @+ jop
’--0 _
PP “u(r), 1 _
Refa) >0 (a + jw)"
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5.2 La transformacié de Laplace i els circuits lineals

Aquest métode permet la resolucié d’equacions integrodiferencials d'un mode rutinari i matematicament molt
més senzill que amb la variable temps.

Condicions Inicials

Equacié integro- Transformacié de Laplace | Equacié
diferencial "] transformada
Resolucié homogénia ,
. & Manipulacié
+sol. particular + .
o o algebraica
condicions inicials
A 4
SOLUCIO Transformacié inversa Transformada
revisada
Domini del temps Domini de la freqliencia

5.2.1 La transformada de Laplace (TL)

Ve a ser una generalitzacié de la transformada de Fourier on la integracié no té un argument imaginari pur sind
amb part real i part imaginaria. Definicio:

F(s)=cifimy=[ e f (o)t

00
La variable s = o+ jw és complexa. Perque f{t) sigui transformable només cal que: I e

0

f(t)‘dt <00 pera

algun o1 real, positiu i finit. Es una condicié poc restrictiva que compleixen totes les funcions impulsores
practiques de l'electronica. La transformacio inversa de Laplace es defineix a través de

@

C{F @)= £ = i [/ Fas

que és una integral de contorn, trajectoria vertical en pla complex, amb o1 > oc> 0 on ¢ s’anomena abscissa de
convergencia.

Es deixa per a I'alumne la demostracid de les segiients propietats de la TL:

1. Linealitat de la TL: Liafitw)+bgw)y = ari{f (t)}+bLig(r)}

Per tant, es poden tractar dues excitacions de manera independent (superposicio).

2. Transformades de derivades: L{df} = sﬁ{f(l‘)} — 1(0)
dt

Aixi, 'expressi6 general per a la derivada n-ésima és:

(ELON sl w5 ) -5

n—2 i
dt

~ _dn—lf

Lo
. dt

0

. 1
3. Transformades d’integrals: U[ }: —
g o, f@drf=—rif}

Ja que transformada només té sentit per a t > 0, si el limit inferior d’integracid és —« es pot separar la integral en
dues parts i considerar la primera (entre —o i 0) com una condicid inicial:

L{[’w f(‘[)d‘[}z %[L{fﬁ [ f(r)dr}

Utilitzarem notacié en majuiscules per a I'espai de Laplace: L{v} =V
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Exemples (a resoldre per I'alumne):

IMPULS v(t) =5 () —> ch}=1 Re[s] > 0
CONSTANT v(t) =K . Liv}= K Re[s] > 0
S
: n!
POTENCIA v =tr, neN : Liy=— Re[s] > 0
1
EXPONENCIAL  v(t)=est; a e R v} = Re[s] > 0
—> s—a
1
“ IMAGINARIA  v(t) =e4; @ € R L{v} =——"—  Re[s]>0
—> ST jw
SINUS v(t) = sinwot :> E{V} = ZL Re[s] >0
sS+o
S
COSINUS v(t) = cosmot |::> L{V} == n Re[s] >0
s’ + )

5.2.2 Funcions d’impedancia i teoremes de xarxa
Es poden generalitzar les relacions entre intensitat i tensié a cada element mitjangant el concepte d’impedancia

complexa (unitats: ohms Q).

En una resisténcia Ve 0= Ri,, ), les transformades sén Vs (s)= RI, (s) iespot definir la impedancia complexa

d’una resisténcia com:

ZR(S)EII/—R=R
R

En una inductancia v, (1) = L% = V,(s) :L[SIL(S)_iL(O_)] . Si i (0)=0, llavors V,(s)=Lsl,(s)iés:
t

~

Z,(s)=—E=Ls
L

Per una capacitat on gq (0-)= 0, ve(t) :%J-t i-(dt = VC(S):%{IC_(S)} i li podem assignar una
o s

impedancia:

V 1
Z.(s)=—S=—
(©=7"5

Amb aquest concepte podem generalitzar totes les analisis i exemples presentats fins aqui substituint cada
element per la seva impedancia equivalent. El seu simbol:

Z
o
—

La seva inversa és 'admitancia Y = unitats: siemens, S).
VA
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S’anomena xarxa transformada (de Laplace) aquella en la qual es consideren les impedancies transformades de
cadascun dels elements. D’alguna forma, recuperem la manera de treballar en circuits on inicament apareixien
elements resistius:

Combinaci6 en serie d'impedancies: 7 () = ZZk (s5)
k=1

Exemple
a R R L .. c b
f—o

M A_A_AS
! _A_A_A

Impedancia resultant entre a i b: Z(s)=2R+Ls+ L
Cs

Impedancies en paral-lel: ~ 7-!() = sz-l(s) =Y(s)= ZYk(S)
k=1 k=1

S B

Admitancia resultant entre ai b:

Exemple

RLs
2Ls+ RLCs* + R

2 1
Y($)==+Cs+—=Z(s) =
(5)=p+Cs+-=2(9)

La impedancia complexa permet generalitzar eines de gran interés per a I'analisi dels circuits, com els equivalents
de Thévénin i Norton, que es presenten a continuaci6 i es tracten amb una mica més de detall a 'annex 2.

Teorema de Thévénin: qualsevol circuit lineal actiu amb sortides aib (i sense cap font controlada per una variable
externa al circuit) pot substituir-se per una font de tensié Vrn en seérie amb una impedancia Zth de manera que:

— Vrh és la tensid que es pot mesurar entre els punts a i b sobre el circuit original deixats en circuit obert.
— Zmh és laimpedancia d’entrada que trobaria una font situada entre els terminals a i b amb totes les fonts
independents a zero, és a dir les fonts de tensid curtcircuitades i les de corrent en circuit obert.

4  .a | .a
Harxza
lineal ¢::> Zh
activa VTh

4 op ———b

Teorema de Norton: qualsevol circuit lineal actiu amb sortides a i b (i sense cap font controlada per una variable
externa al circuit) pot substituir-se per una font de corrent In en paral-lel amb una impedancia Zn de manera que:

— In és el corrent que circularia entre els punts a i b sobre el circuit original deixats en curtcircuit.
— Zn és la impedancia d’entrada que trobaria una font situada entre els terminals a i b amb totes les fonts
independents a zero, és a dir les fonts de tensid curtcircuitades i les de corrent en circuit obert.

4  .a | . a
Harxza
lineal <:>
activa ZTH
+——b b
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6 Funcio de transferéncia d’'un sistema lineal

Imaginem un sistema fisic qualsevol, de manera que un estimul v(t) déna com a resposta un senyal de sortida i(t).
Direm que el sistema és lineal quan I'entrada i la sortida estan relacionades per una equaci6 diferencial lineal amb
coeficients constants

VO creur PO,

que ve descrit per una equacio diferencial que relaciona I'entrada (v) amb la sortida (i):

d"i d"i di . d"v d" v dv
an—n-i-an_l ﬁ‘f’..."‘(l] f"‘aol :bm7m+bm—l ?"r"‘b] —+b0v
dt dt dt dt dt dt

Si apliquem la TL es converteix en una equacio algebraica

I(S){ans" +a, s"" +..+a, }— {sani(O) + sz(an

di

—| + i(0) |+...p =

dt . anfll( )] }
= V()" +by, 18"+t by |- {sbmv(O) + sz(bm -

fzv + bm_,v(O)j + }

Es a dir, la forma general de la sortida I(s) és un quocient de polinomis en s on les condicions inicials sobre
I'entrada, CIV, i sobre la sortida, CII, apareixen també en forma polinomial:

P(s)V(s)—CIV(s)+CII(s)

I(s) =
) o)

Si suposem que les condicions inicials s6n nul-les, llavors

P(s)
I(s) =—<V(s
) = 50y V)
on definim T(s) = % com la funcié de transferéncia del sistema
sortida I(s
r(oy= 2oridal 1)
entrada c.i.nules V(S) c.i.nules

Aquesta funci6 és una caracteristica propia del sistema, i és independent del senyal d’entrada. Si les c.i. s6n nul-les,
el coneixement de T(s) ens dona i(t) per a qualsevol senyal d’entrada v(t), i.e.

i0)= 1)} = LTV (9))

on T(s) és conegudai V(s) és la transformada de v(t). Recordem que podem generalitzar el cas de condicions inicials
no nul-les si les tenim en compte en forma de fonts independents.

Centrem-nos de nou en el quocient P(s)/Q(s), on grad P < grad Q ja que en cas contrari s’obtenen funcions que
creixen indefinidament (sistemes inestables). Realitzem un desenvolupament en fraccions parcials. Per a un
sistema electronic, Q(s) és sempre un polinomi amb coeficients reals. Per tant, les arrels complexes apareixeran
en parells conjugats. Podem escriure

o(s) =a0f[(s—sj):

on les sj s’"anomenen pols de la funcié de transferéncia. Se’'n poden establir tres casos:
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Arrels reals i simples. En aquest cas els numeradors sempre son reals i es té:

Ps)_  P(s)  _ K

J

20 4 fl(r—s)

Una vegada avaluats els Kj, I'antitransformada d’un terme generic és:

S—Sj

L‘l{ £ }= K exp(s 1)
J J

I cada arrel real simple del denominador déna un terme d’aquest tipus.

Si I'arrel sité multiplicitat r els numeradors també son reals:

K. K

i2 ir

P(s) K, +K

= : = St .
Q(S) j# S TS, ST (S_Si) (S_Si)

I'antitransformada és del tipus

—1 Kir _ Kir r=1
L (s ) )r = o 1)!t exp(s;t)

Si existeix un parell conjugat complex apareixen numeradors imaginaris:

P(s) _ P(s) _ K, " Kl* .

0(s) Q'6)(s—(a+jo))(s—(a-jo) (s-(a+jo)) (s-(a-jo))

on K1* és el complex conjugat de Ki. L’antitransformada d’aquest tipus de termes és:

o {Kl} = K, exp(at) exp(jwr)
s—(a+ jo)

és a dir, una funcio periodica esmorteida.

El teorema del desenvolupament de Heaviside estableix un metode general per al calcul dels Ki.

En el cas d’arrels simples:

P(S): Kl + KZ o+ Kn

N S—=S S—=S S—=S
1 2 n

Si en el calcul del terme Ki es multipliquen totes per (s-si) i es fa s = s;, s’'obté aquest coeficient, i.e.

P
K, :{(s—si)ﬁ} :

En el cas d’arrels multiples es pot demostrar que:

Ps) _ K + Ky o+ Ky on K, =— — [P(S)(S_Sj)r}

0() s=5, (s-5)  (s-s,) " (r=n)tds™rLOCs)

§=5;
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Exemple. Trobar la resposta temporal d'un sistema descrit per la relaci6 segiient

I(s)=P(s) _ s+2 :ﬂJr K +£.
0(s) (s+1)2(s+3) s+1 (s+1)2 s+3

Comencem pel terme de multiplicitat 1:

s+2 1
K2 — 1 — —Z
(s+1) L
Multiplicant per (s + 1)2 5+2 =K, (s+D)+ K, + (s+1)2 K, ™
s+3 s+3
_s+2 1
12~ =5
(s+3) L, 2
2
K11 es determina derivant (*): (S il 3) _ (S i 2) _ i (S v 1)
2 Ky, +K,
(s+3) ds| s+3

s=-1 s=—1

el terme que acompanya Kz desapareix en avaluar per a s = -1, ates que un terme (s + 1) segueix sent comu a tots
els termes del numerador.

Per tant, K,==1 I(s)= P(s) :1/74+ 1/2 N -1/4.

1
4 O(s) s+l (s+1) s+3

] ) . - . 1 ~ 1, 1 5
I el senyal de sortida a I'espai temporal és: i(?) =Ze ’+51€ ’_Ze i

Les funcions de transferéncia possibles depenen de la topologia concreta de cada xarxa. Aixi, les xarxes es poden
classificar segons les connexions que tenen amb el circuit exterior. Normalment, les xarxes tenen dues connexions
(entrada/sortida) i s’anomenen xarxes de dos ports, i és en aquest context que s’utilitzen les funcions de
transferencia. Ocasionalment pot faltar alguna de les connexions a l'exterior, i llavors s’anomena xarxa d’un port.

](_S), o 7 Xarxa d’un port: Només hi ha una intensitat i una tensié. Per tant, la
+0— WRW &Qgﬁb impedancia de la xarxa, Z(s)=V(s)/I(s), o la seva inversa, 'admitancia Y{(s),
H S
WV(s) p

'
'
i
'
' z e . . .
1/Cs i sobnles tniques funcions de xarxa possibles.
i
'
|
|
!

2. R 1
Al cas de la figura Z(S):R‘FLSJri:LS +/LS_F/LC
Cs s

Xarxa de dos ports

l1(s) I5(s)
Les funcions de transferencia possibles son: + — | L <5 +
a. D’entrada: Impedancia Zi=Vi/I1 Admitancia Yi=11/Vi CV1(S) V2<(35)
De sortida: Impedancia Zo = V2/I2 Admitancia Yi=12/V2

b. Funcions de transferéncia: o llurs inverses:

Guany o amplificaci6 de tensi6 Av=G1z=Vz/Vs Avl =Gzl =Vi/V2

Guany o amplificaci6 de corrent Ar=ouz=1z/I Arl=ouz-1=11/I2

Transimpedancia Ziz=Vz/Ih Y21 =11/V2

Transadmitancia Yi2=12/V1 Z21=Vi/I2
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Per estudiar un circuit i calcular-ne la funcié de transferéncia i la resposta a una excitaci6 arbitraria:

a) Es determina la xarxa transformada, és a dir, s’assigna a cada element la seva
impedancia equivalent: R, 1/Cs o Ls i Vi(s).
b) Esresol el circuit segons les lleis de Kirchhoff. Obtindrem una relacié del tipus:
Vo=T(s)-Vi(s)

SORTIDA T ENTRADA
FUNCIO DE TRANSFERENCIA
¢) La dependencia temporal del senyal de sortida vos(t) ve donada per I'antitransformada
de Vo(s).

Observem que la funci6 de transferéncia del sistema coincideix amb la sortida (és a dir, constitueix la resposta del
sistema) quan Vi(s) = 1, i.e. quan vi (t) = §(t), és a dir T(t) és la resposta d’una excitaci6 del tipus delta de Dirac.

Exemples de funcions de transferéncia:

1. Divisor de tensié: Quan no hi ha corrent en els terminals de sortida:

1(s)

R B

o RI(s) +—~=V1(s) _V(s) _ 1/RC

+© AV ° . = Giz(s) = iy
1(s) 12 Vi(s) s+1/RC
— =V(s) !

Y1 (s) — V2 (85) Cs

1!03"[
o ! o - i 'admitancia d’entrada és Y;;(s) = ) _1_s

Vi(s)  Rs+1/RC

S’anomena divisor de tensié perque V: és sempre més petit que (i
proporcional a) V1 en xarxes passives. No produeix amplificacid.

2. Un altre divisor de tensi6: La impedancia equivalent del condensador i de R1 és

[ 7 = i — R I la funcié de transferéncia es converteix en
| “ Cs| ' RCs+1
Cs
+o o +
,\éW\’ v, s+1/RC
Va(s) ! R2§ Va(s) V" Gp(s)= TR +R,
1 s+ —=
~o o — R R,C

3. Xarxes escala: Cadascuna de les impedancies pot ser combinacié d’altres. Es pot demostrar que la impedancia
d’entrada és

que és una fraccié continua.
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Exemple
L
L’interruptor es tanca per a t = 0. Cal trobar iz(t). Valors: SN Ve Ve Y
R=100Q o
L=1H P A A
V=100V N L L2y 0
r - R = =3 5: '
Les equacions de malles per al circuit transformat s’escriuen: —L
(Ls+2R)1,(s)~ RI,(s) =~ 1Y
s

(Ls+2R)1,(s)—RI,(s)=0

Posant els valors:
(s +20)11(s)—1012(s) = m
K

—107,(s)+ (s +20)1,(s)=0

Aillant I2(s) (pel métode de Kramer):

|s + 20 100/s|
1(s) = —10 0 _ 1000
|s +20 -10 s(s? + 40s + 300)
—-10 s+20
Desenvolupant en fraccions parcials es té:
1000 _ 333 5 1.67

sG+10)(s+30) s s+10 T5+30
[ la transformaci6 inversa de Laplace dona:

i,(t) = 3.33 — 5e~10t 41,6730

6.1 Funcions de xarxa: pols i zeros

Hem vist que la funcié de transferencia d'un sistema lineal és la magnitud que relaciona I'entrada amb la sortida
enl'espai de Laplace. La sortida, llavors, és el producte de la funcié de transferencia per 'entrada. La seva expressio
s’anomena funcié de xarxa, i descriu la resposta de la xarxa a una excitacié determinada.

Com s’ha vist, totes les funcions de xarxa tenen la forma d’'un quocient de polinomis en s, que es pot factoritzar de
la manera seglient:

sortida = N (s) = (s=z)(s—2) - (s—2z,)
‘ N( ) H(s—pl)(s—pz) (s—pm)

on H és una constant o factor d’escala; z; pi sén freqliencies complexes, i s6n respectivament els zeros i pols de la
funcié de xarxa. Si considerem pols i zeros en el oo, una funcié de xarxa té el mateix niimero de zeros que de pols.
Analitzem el significat de pols i zeros.

Imaginem una funcié de transferéncia del tipus guany de tensio, tal que:
S r
)G (5) 6 1, (5)=Guls)  (s)

Per entendre la resposta temporal es factoritzava primer la funci6 de xarxa Vo(s):

VU(S)=G12(S)'VI-(S)=2 K, . 5K,

j=1 S_Pj k:u+1s_pk
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on p; son els pols de G121 pk els de Vi, suposant multiplicitat 1. La resposta temporal és:

0,0)= LG, (W)} = YK exp(p,0)+ 3 K, exp(pt)-

Jj=1 k=u+1

Les freqiiencies complexes p; determinen les oscil-lacions lliures o freqiiéncies naturals del sistema, mentre que
les freqiiéncies pr determinen les freqliencies complexes de la forga d’excitacié que corresponen a oscil-lacions
forcades.

(1) Pols: determinen la resposta en funcid del temps.
(2) Zeros: determinen les constants Ki i, per tant, la magnitud de cada part de la resposta.

Analitzem en detall un dels termes de la resposta:
Ka exp(pat) = Ka eXp(O'at) eXp(ja)at) :

Si es combina amb el terme resultant de p.* s’obté: ‘Ka ‘ exp(o,t)sin(w,t+6,)-

Perqueé la resposta sigui estable (limitada temporalment), ha de ser ca < 0. Per tant, els pols han d’estar situats a
la meitat esquerra del pla complex s. Els pols poden estar a I'eix imaginari a condicié que siguin simples. La raé
d’aixo és que pols d’ordre n donen respostes que creixen segons tn-1.

Per als zeros no hi ha restriccions. No obstant aixo, en les xarxes d’un sol port, pel caracter intercanviable de Z, Y,
els zeros compleixen les mateixes condicions que els pols.

6.2. Analisi sinusoidal d’estat permanent

Sovint, 'excitaci6é d'un circuit és de tipus sinusoidal (corrent altern o AC). Amb excitacions d’aquest tipus, tots els
corrents i voltatges de la xarxa seran sinusoidals en I'estat permanent (oscil-lacié for¢ada, solucié particular de
I'equacié diferencial lineal), sempre que es tracti de sistemes lineals. Vegem-ho:

Imaginem un sistema amb funcié de transferéncia Y(s), excitacié V(s) i resposta I(s):
I(s) =Y(s) - V(s) .

@

Si v(t):V1-5in wit, V(S):Vl vzi)la)z i I(S):Y(S)VI 20)1 - ZY(S)VI—
K s”+ o (s+jo )(s—jw)

Si pj son els n pols simples de Y(s), I(s)= K, - K, N K,»g.,I N K,j.,,,, .
S=D S=p, S—JO St o,

Aplicant el métode de Heaviside,

. [0 i V,
-7 K. =Y(jo)V,——=1|p" =+
o K=Yl gl

j . Q) -js W
S+ jo, K*jwl :Y(_JWI)I/I$:|Y1|6 J __21]
1
onhem escrit Y(jwi)=[Y1/e 1 Y(-jon)=|Y1]ei*=Y"(jor) .
e/¢ e‘j']’

Substituint a 'expressid de I(s) i sumant, el terme queda 4 |Y1| (
2j

V1 [Y1] sin (w1t + ¢) , i sumant-li la contribuci6 dels altres pols:

ila transformada inversa és
s—jo s+ jo
i(t) = Kreplt + ... + Knepnt + Vi[Y1] sin(wit+¢),
on els termes amb exponencials corresponen al régim transitori i el darrer terme al régim permanent.
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Observem que la resposta permanent esta relacionada amb la magnitud i la fase de Y(jw1). Per tant, la resposta en
estat permanent es determina fent s = jw a la funcié de transferéncia. En definitiva, 'estat permanent és sinusoidal
quan la classe de funcions descrites per I'exponencial est (s variable complexa) tenen part real nul-la, és a dir, s =
jw, s = —jw. Es analisi dels corrents alterns.

Definicions
SINUSOIDE: v(t) = Vsin (wt + @)
V: valor maxim o: freqiiéncia angular [s-1] T: periode [s]
Vp-p: 2V (tensid de pic a pic) 0=2nf=21/T f=1/T: freqiiéncia [Hz]

v B
Vrms= valor quadratic mitja _ Ly 2,V
M : Vo =gl bOF =

que és la que donen els multimetres.

¢: fase (origina un desplagament de I'ona)

L’ona B té el maxim després = esta retardada respecte A (¢<0)
VB = Vo Sin (wt + @)

En estat permanent sinusoidal, les impedancies dels elements passius s’escriuen:

R > Zz=R C> i L > Z=jwL
¢ jeC
Les excitacions s’escriuen en forma complexa: V(jw) = Vo ei(“e+9)

Les respostes s’obtenen també de manera complexa:  I{jw) = I, ei(“t+%)

[ finalment i(t)=Im[-![I(jw)]] silexcitacid era un sin, o i(t)=Re[L-1[I(jw)]] si era un cos.

7 Grafiques de la resposta en freqiiéncia. Diagrames de Bode

Les grafiques de la resposta en freqiiéncia pretenen visualitzar rapidament el comportament dels sistemes segons
la freqliéncia. Es restringeixen al comportament permanent sinusoidal de les xarxes. Si T(s) és la funcié de
transferencia, la resposta en freqiiéncia ve determinada per:

T(jow) = |T(jw)| &%®.

La funcid de transferéncia en funci6 de  es representa mitjangant el diagrama de Bode, que és una representacio
logaritmica del guany en decibels. Definicions previes:

Octava: Canvi de freqiiéncia en un factor 2.
Década: Canvi en freqiiencia en un factor 10 (un ordre de magnitud).

El guany A, d'un amplificador de poténcia en decibels es defineix com:

pomrti la
A, =(dB)=10log,, —=="

ientrada

de manera que si la poténcia es multiplica per un factor 10, el guany és de 10 dB, si el factor és 100, llavors el guany
és de 20 dB, etc.
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2
Normalment treballarem amb guanys de tensio, corrent, etc. Com que P=RI’= V7, sembla logic definir:

4, (dB)=20log|T (jo)| si T (jo)=

(
4,(dB)=20log|T (joo)|  si T(jo)= (

El guany d’amplitud en 'ona sinusoidal esta relacionat amb el modul de la funcié de transferéncia. No obstant aixo,
un sistema (amplificador) pot introduir també un desfasament entre 'ona d’entrada i la de sortida, que vindra
determinat per la fase de la funcio6 de transferencia. Per a un amplificador de tensio:

_V,(jo)
Vi (jo)

T(ja)) =4, (]a)) - |AV (ja))|efy(m)_

Llavors, v (¢)=v,cosat — v, ()= |AV (ja))|vl. cos(a)t + 0(0)))

Es de gran utilitat mostrar graficament la dependéncia amb la freqgiiéncia de les funcions de transferéncia. En
aquest context, els diagrames de Bode son les representacions:

e |A(dB)| modul del guany en amplitud vs. log ®
e  0(°) desplacament de fase vs. log ®

Podrem entendre el seu comportament asimptotic a partir d'una funcié6 de transferéncia general amb pols i zeros:

jo+o o, 1+ jo/o, .

. i i

m .
jo+ o, w, 1+ jo/w,

2
:A‘_mﬁ 7“—(60/60‘)2 ; €:arctgﬁ—arctgﬁ
o, \1+(o/w,) o, o,
i escrivint el guany en decibels
2 2
|4],, = ZOlog(A,m ﬂ) +20log, |1+ (ﬁj —20log, |1+ [ﬁ}
W, w, @,

el problema se simplifica considerablement. Només cal considerar cada terme per separat i sumar totes les
contribucions:

Ai (jw) = Airn

Separant-ho en modul i fase: 4

i

El primer terme és una constant.

El segon terme correspon al zero de la funcié de transferéncia, i cal tenir present que cada zero contribuira amb
un terme com aquest. Per representar-lo, considerem el seu comportament asimptotic a freqiiencies molt baixes i
molt altes.

(0]

2
Quan 4 50, 20log 1+[ J —20logl = 0dB -1 I'asimptota és 0.

@,

=20log 2 aB-
(2

Iquan ;5> w,,

L’asimptota d’altes freqiiéncies, quan se la representa en funci6 de ® en escala logaritmica, és una linia recta, de
tal manera que un augment de la freqiiéncia en una decada implica un augment del guany en 20 dB (pendent de
+20 dB/década). Ambdues asimptotes es tallen al punt ® = w1, sent w1 I'anomenada freqiiéncia de colze. Ara bé, el
comportament real de la corba en aquest punt no passa per 0 dB, siné que val
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@

2
20log 1+( J =20log?2 ~3dB

@,
ila corba passa 3 dB per sobre de I'asimptota a la freqiiéncia de colze.

|Ail (dB)

pendent = +20
dB/déec.

log ®

1

3. El tercer terme correspon al pol de la funcié de transferéncia, i novament cada pol contribuira amb un
terme com aquest. Quan el considerem, observem que tot el que hem dit per al cas del zero es repeteix

aqui, amb I'inica diferéncia que ara la freqiiéncia de colze val ®: i el pendent per sobre d’ella és de -20

dB/decada.
Al (d8) o
_34dB [ 3 log ®
pendent =-20
B/déc.

Aixi, les tres contribucions asimptotiques donaran el diagrama de Bode segiient:

|Ail (dB) |Ail (dB)

2n terme

1r terme /

Z log,® ’ log @

3r terme

En un circuit general, qualsevol pol simple del sistema contribuira amb un factor 1/(s - sp) a la
funcid de transferencia. En la resposta en freqiiéncia, cadascun d’aquests termes sumara un factor

de guany:
2
~10log| 1+ [“’J
s,

el comportament asimptotic del qual sera el de produir una caiguda del guany de -20 dB/década
addicionals (sempre que estiguin prou llunyans entre ells) a partir de la freqiiencia de colze
corresponent.

Igualment, la presencia de zeros simples produeix factors del tipus (s +so) a la funcié de
transferencia. Cada terme contribueix a |Av| (dB) en:

2
+10log 1+[3]

z

Llavors, asimptoticament cada zero contribueix amb un guany de +20 dB/década (sempre que
estiguin prou allunyats) a partir de la freqiiencia de colze corresponent.

En cas de trobar-se zeros o pols d’ordre dos, la modificacié de pendent sera doble, triple si és
d’odre 3, etc.
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Aixi, d’'un cop d’ull es pot esbrinar el comportament en freqiiencia del circuit, quins rangs amplifica, quins atenua
i quins transmet sense modificacio, i establir la seva resposta com a filtre:

Passa-baix (atenuen freqiiéncies per sobre d’un cert llindar),
Passa-alt (atenuen les de sota del llindar),

Passa-banda (només deixen passar un cert rang de freqiiéncies) o
Elimina-banda (atenuen tota una banda de freqiiéncies).

PASSA-BAIX IDEAL PASSA-ALT IDEAL
|Ail (dB) |Ail (dB)
log ® log ®
-
PASSA-BANDA IDEAL ELIMINA-BANDA IDEAL
|Ail (dB) |Ail (dB)
log ® log ®

L’angle de fase de la funci6é de transferéncia també es pot trobar aproximadament gracies a les asimptotes.
Considerem primer el factor corresponent a un zero generic de la funcid de transferencia (s real):

2
« ON
I+ —
(Szj e

. N0
]w+szzsz(l+]—j= S,
s

z

La fase del terme ve determinada per

180°

()= arctgg(rad) = arctgﬁ =57.3° arctgﬂ'
s s s

z z z

Si representem aquesta magnitud en funcié de log @, veurem que la variacié aproximada és de +45°/década fins a
un maxim de 90°. Llavors, es pot aproximar asimptoticament:

0° w<w/10

¢ = 45"(1+logﬁj ©,/10< @ <100,

1

90° 100, <@
O(w) 4 5.70
e |-——— T T T T T T T T T T T T T T e l -
|
|
450 [-———————— |
5.70 :
| |
z o] |
— - \+45 /dec!ada ! log /w1 R
T‘ o |01 1 10

La diferencia maxima entre I'aproximacio lineal i la resposta exacta és de menys de 6° des de 0.1° ox fins a 10 @h.
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La mateixa analisi per a un pol ddéna: ¢(a)) i per cada pol simple es té:

=arctg @ (rad)=-57.3arctg @
Sp Sp

5.7° ¢((D) A

0°|0.1 log w/w1

En resum, per tragar la resposta en freqiiéncia d'un sistema analogic, ordenarem els pols i els zeros segons la seva
freqiliencia i assignarem a cadascun I'increment o decrement de pendent associat segons la seva multiplicitat. Per
exemple:

A (dB)
0 dB/deéc.
+20 dB/deéc.
—40 dB/déc.
+40 dB/deéc.
+20 dB/deéc.
0dB
u oz pr P2 ps (doble) log @
El diagrama de Bode generic d’'un amplificador resulta ser:
A (dBY
3dB 3dB
Afm r Y
—
1 N
7
s \
4
\

o O log &

on els parametres d’interes sén Amm, guany a freqiiéncies mitjanes, i les freqiiéncies de tall inferior i superior, w1
wn. El rang entre una i altra s’Tanomena ample de banda, Ao, i és un parametre caracteristic molt important del
comportament en freqiiéncia.

També ens interessaran les impedancies d’entrada i sortida, Zi i Zo. Tots aquests parametres poden dependre de
la carrega Rv. i de la resisténcia interna de la font, Rs.
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7.1 Exemple dels filtres RC

Exemple. Filtre RC passa-baix

a) Calculem la funcié de transferencia:

Vi R Vo 1s)= V,(s), llavors:
o—ApN——a—O0 l/ Cs

c = s Vi-Vo=IR; Vi=RCsVo+Vo=(1+RCs)Vo
° ° rg)=ab)_ L VRC

V(s) RCs+1 s+1/RC
Queda clar que T(s) té un pol en s = -1/RC i no té zeros (excepte peras= o0 ).
b) Resposta en funci6 de la freqiiéncia o.

Substituim s per jo T(ja)) _ IRC |
jo+1/RC

Definim wu =1 / RC, que se sol anomenar freqiiéncia de tall superior:

T(ja))z ‘ Oy _ 1 i queda
]CU+CUH 1+]£
a)H
2
4, (dB) = 20log|T (jo)| = 20log——1—— =10 log 1+[ﬂj
w ’ @
I+ —
0)11
20 log ‘% (dB)
A
3dB
0 —_—— —t —6 dB/octave
or

—10

/ —20 dB/decade

_20 _______________

—30

w
o1 > -~ (log scale)

Descripcié qualitativa del comportament en freqiiéncia del circuit:

joC

e Pera w<<ou el condensador presenta una impedancia 1 » = 1=0,illavors Vo = Vi = el condensador és un

circuit obert per a baixes freqtiencies.

e Pera w<<oulaimpedancia va creixent I de la mateixa manera Vo disminueix. Per a freqliencies molt elevades, C és
un curtcircuit i Vo— 0. El circuit és un filtre, pero esta molt lluny de tenir la resposta d’un filtre ideal.
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c) Resposta aun senyal esglad at=0.

0 t<0 v

v.(t)= Viis)=-L
K K
V(s)=T(sWys)=—2 L Ky Ko

S+a@, s s s+toy,
A
Heaviside: 1 S+, i V(S):5+__I/i; I, antitransformant:
.V ° S S+ oy
KZZL =7,
K

s=—wy

v (0)=V,~Ve " =V (1-¢ ")

1

Com més gran és wu, més rapida és la resposta del filtre a I'esglad. Es defineix el temps de pujada ts (rise time)
com el temps en que el senyal passa del 10 % al 90 % del seu valor final. Es demostra facilment que (fer-ho):

d) Resposta a un pols quadrat.

vi(t)=Vi0stsT

LaTL és v, (s) = Z (1 — e’”), i, tenint en compte la funci6 de transferéncia del filtre:
K

O G I el (B}

s s+, s Sty

Per calcular I'antitransformada apliquem la propietat segtient:

L [eer(S)J:{f(t—T) t>T

0<T

e )-r(i-e ) >

V(i-e™) t<T

Per tant, v, (t) _

La funcid v és continua (com ha de ser entre els borns d'un condensador):

Vo(t) Vo(t)

wn! << T, pols ample. Pols estret comparat amb wu-1.
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Exemple. Filtre CR passa-alt

L’analisi és idéntica al cas anterior.

Vi Vo a) Funci6 de transferéncia:
+ © {f * O 4
c I s
Vols)=———=V.(s
o ;?;nll(s) 0() s+1/RC z()
T o 1 o T(s)té: Unzeroas=0 iunpolas=-1/RC
b)  Resposta en funcié de ®: 1
4, =[T(jo)=——

amb w. = 1/RC, freqiiéncia de tall inferior.

Diagrama de Bode:

20 log ’%’ (dB)

y
rﬁ'

A

0 34B

+20 dB/decade

7 0.1

ot e —— e e e e e

w
= (log scale)

El zero, present a freqiiéncia 0, produeix un pendent positiu de +20 dB/década. En el filtre passa-alt, els +20
dB/década inicials queden «neutralitzats» pels -20 dB/década del pol a oL. Quant a la fase, en el filtre passa-alt,
en tenir un zero a l'origen, el desfasament és inicialment de +90° per a ® = 0. En 'entorn del pol i, la fase decreix
-45° per decada, per acabar sent finalment 0 pera w = 0.

c) Laresposta a un senyal esglaé és: v, (t) =V, e
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8 Esquema general d’un sistema analogic

Aixi, doncs, resumim el capitol en la generaci6 del que podria ser el model general de qualsevol sistema analogic,
on detallarem el comportament de cadascun dels elements que hi prenen part.

Un sistema analogic general estara compost de tres parts fonamentals: la font que proporcioni energia o senyal al
sistema, un circuit de processament del senyal capa¢ de modificar aquesta energia i una carrega que I'aprofiti per
produir un resultat. Un exemple tipic del camp de la fisica podria ser un sistema de deteccid de particules, on el
sensor generara un senyal eléctric molt petit en rebre I'impacte d’'un mué, un circuit amplificador tornara aquest
senyal mesurable i 'enviara cap a 'ordinador que enregistra el moment i la localitzacié de I'impacte.

Un altre exemple més quotidia el tindriem en un equip de Hi-Fi, on el tocadiscos actuaria com a font de senyal
(captant energia de la xarxa per llegir els solcs de I'LP), a continuacié s’hi connecta I'amplificador que permet
modular cada freqiiéncia en major o menor grau, i finalment la carrega son els altaveus, que transformen I’energia
eléctrica amplificada en so.

—
S T Vi A Vo I Z
font o circuit de tractament carrega
generador 0 processament
Ex 1: sensor amplificador ordinador
Ex 2: magnetofon amplificador altaveu

Modelitzem ara cada subcircuit per separat:

1. Les fonts de tensi6 o de corrent reals s6n xarxes d'un sol port que tenen una resisténcia interna no nul-la. Les
podem representar per:

ZS O

—1 is C) ZS
Vs

O

Fins i tot en el cas que internament la font sigui més complicada (efectes capacitius o inductius), pels teoremes de
Thévénin i Norton es pot establir que el seu comportament sera a tots els efectes equivalent al proporcionat per
I'anterior descripcio.

2. El circuit de tractament del senyal (ens centrarem en I'amplificacié) és una xarxa de dos ports, que es pot
caracteritzar per:
1 vV
. La seva funci6 de transferéncia: AI = —0, AV =0
1. .
1 1

. Les seves impedancies d’entrada Z; i de sortida Zo.

El circuit de processament A es pot substituir pel circuit lineal segtient:

=y A ——
/’I\ l
7N
Vi N7
{ Avocyi

Avoc: guany de tensi6 de 'amplificador amb la sortida en circuit obert
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Vegem-ho:

D’una banda, el model ens diu que el circuit vist des de I'entrada és equivalent, amb caracter general, a una
impedancia d’entrada Zi.

|
|

LTATAT

V4 Zi=ZTh
O—

AN

I

Aixo0 és una conseqiiéncia del teorema de Thévénin. En efecte, Vrn = 0, ja que no tenim cap font de tensié. Queda
clar que Zi depeén de Z..

D’altra banda, el model també ens diu que, des dels terminals de sortida, equival a una font de tensi6 en serie amb
una impedancia de sortida Z,

70
AAN——O
—o -
S A - './"\/ ] Avocyi
o N

I

on s’ha aplicat de nou el teorema de Thévénin. Avoc=v,/vi és el guany de tensi6 de 'amplificador amb sortida en
circuit obert (ZL> o). Es una constant, ja que hem suposat el sistema lineal.

Llavors, el sistema global es pot modelitzar com:

Zs Zo iL
A AR AN AN —>
f "._."".,." y WAy vy ] /]\
45 1
- TN
) vi ) At
‘ Vs AvVOCYi |
AyocVi
. L
, o X ) v, _LZ, Z,+Z, Z,
L’amplificacié en la carrega és AV === = =Apoe -
Z,+7Z
Vi Vi Vi L 0
Si tenim en compte la resisténcia interna de la font:
A =YL WV Z
vs = - - Ay 7 47
vs vl vs i + K
Analogament, 'amplificaci6 de corrent és:
l i 4 = i Ay 1 Z
=TT = yoc
| i, Z,+Z,v,/Z, Z,+Z,

A AN

|
)

on ara hem aplicat el teorema de Norton per a la font
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Amplificacié de I'amplificador tot sol = Avoc

v 4 % Z.
A, =—L=4 — =L =L _ 4 i
% v, yoc Z, 427, Vs v, 4 Z+Z
i Z. i V4
A Ei:A _ A Ei:A R S
i T z,+z, 575 Tz 42,

Amb aix0 hem expressat tot el sistema A utilitzant simplement els parametres seglients: Zs, Zi, Zo, Avoc, ZL. Per tant,
per complicats que siguin els sistemes lineals, el seu efecte sobre un senyal és molt senzill de calcular un cop
coneguts aquests parametres.

Arabé, de les expressions anteriors queda clar que la sortida d’un sistema es pot veure afectada per la impedancia
d’entrada del que hi connectem al darrere, i aix0 en general no interessa. Per tant, pren rellevancia la necessitat
d’adaptar les impedancies de sortida del primer i d’entrada del segon per minimitzar les modificacions
incontrolades. Aix0 és el que es presenta en aquest darrer apartat.

8.1. Adaptacié d'impedancies

Donat un sistema lineal analogic, pot interessar amplificar qualsevol dels parametres fonamentals del circuit.
Segons l'interes, es pot optimitzar d’'una o altra forma.

Tractament d’un senyal de tensié: interessa que Av sigui maxim. De les expressions deduides a I'apartat anterior es
pot veure que convé tensié maxima a la sortida (Z. >> Z,) i a 'entrada (Z: >> Zs), aixi com maxima amplificacié
(Avoc)-

Per tant, I'amplificador de tensi6 ideal és aquell que té:
Zi — o0
Zo—>0
Avoc >>1

Tractament d’un senyal de corrent: analogament, de les expressions anteriors A sera maxim quan el corrent a la
sortida sigui maxim (Z. << Z,) i també a I'entrada (Zi << Zs).

Per tant, I'amplificador de corrent ideal tindra:
Zi—>0
Zo —> 0
Avoc >>1

Guany de poténcia: ens interessa que la poténcia subministrada a la carrega Z.. sigui maxima, en relacié amb la total
subministrada per la font.

2
AoV, 2 Z
P=21= (&] Z, = (AVOCVf) —t
ZO+ZL (ZU"FZL)Z
. D’una banda, PL sera maxima quan vi sigui maxima = Z;>>Zs
. D’altra banda, dP, 2 27 1
L= ( yoc i) - s+ =0

dz, (z,+2,) (Z,+Z,)

= Zo=27L

La maxima transferéncia de poténcia a la carrega s’obté quan la impedancia de sortida de I'amplificador iguala la
carrega, i 'amplificador ideal de poténcia té:
Zi — o0
Zo > 71
Avoc>>1
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d) Adaptador d'impedancies per a corrent (sequidor de corrent): suposem que S és una font de corrent amb Zs massa

g)

petita. Si interposem entre ella i la carrega un circuit A tal que Zi — 0, Zo — o Aioc = 1, la convertim en una font de
corrent optima.

Adaptador d'impedancies per a tensio (seguidor de tensié): analogament, si es té una font de tensi6 S amb Zs massa
gran, interposant-hi un circuit A tal que Z; — o« Z, — 0, Avoc = 1 la convertim en una font ideal de tensio.

Amplificador de transimpedancia (convertidor corrent-tensié): apliquem I'equivalent de Norton a la font Si el de
Thévénin a 'amplificador A.

Ri Zo iL
l i L VWA N
L Zi = /rfi/" 7L wL
1 ‘Rmil |

on Rm és el guany de transimpedancia. El guany v./is del convertidor sera maxim quan v sigui maxim a la sortida
(Zo <<Zvp)iiial'entrada (Zi << Zs). Per tant, 'amplificador de transimpedancia ideal té:

Zi >0

Zo —>0

Rm >>1.

Amplificador de transconductancia (convertidor tensié-corrent): analogament, apliquem l'equivalent de Thévénin
alafontSiel de Norton a I'amplificador A; Gm és el guany de transconductancia.

Zs i Zi
/l/““{ "\"ﬂ"-.' p— "I'\""‘\"ﬂ"\' ’ l ik
4
N ~
N7 M “
\ Vs ]

L’amplificador ideal té, en aquest cas:
Zi —> o0
Zo —> 0
Gm>>1.

La importancia practica d’aquests efectes és molt gran, i limita les prestacions dels sistemes si no es té
correctament en compte. Als proxims temes, especialment al d’electronica analogica, en tindrem més exemples.
De moment, el que cal és introduir els sistemes no lineals i la forma de treballar-hi.
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9 Corol-lari. Teoremes fonamentals: Thévénin, Norton i superposicié

Quan l'interes se centra en una part del circuit, la resta pot ser substituida amb avantatge per una xarxa equivalent
simple que es comporti igual. Identifiquem les dues parts en qiiestié com a subxarxes A i B. Llavors, el resultat
d’actuar sobre B (o carrega, perqué aprofita I'energia aportada per A) és aplicar-li una tensi6 v i injectar-li un
corrent i. Si la subxarxa A és lineal pot ser substituida per un conjunt d’elements lineals equivalents de manera
que continui actuant de la mateixa forma sobre B. Aquest equivalent lineal es pot determinar utilitzant el teorema
de Thévénin o el seu dual, el teorema de Norton.

Teorema de Thévénin:

Qualsevol circuit lineal actiu amb sortides a i b (i sense cap font controlada per una variable externa al circuit) pot
substituir-se per una font de tensié V en série amb una impedancia Zth de manera que:

— Vrh és la tensié que es pot mesurar entre els punts a i b sobre el circuit original deixats en circuit obert.

— Zmh és la impedancia d’entrada que trobaria una font situada entre els terminals a i b amb totes les fonts
independents a zero, és a dir les fonts de tensid curtcircuitades i les de corrent en circuit obert.

41 _a . a
Harxa
lineal (:::> Zh
activa Vi
+— b ob

Teorema de Norton:

qualsevol circuit lineal actiu amb sortides a i b (i sense cap font controlada per una variable externa al circuit) pot
substituir-se per una font de corrent In en paral-lel amb una impedancia Zx de manera que:

— Inésel corrent que circularia entre els punts a i b sobre el circuit original deixats en curtcircuit.

— Zn és la impedancia d’entrada que trobaria una font situada entre els terminals a i b amb totes les fonts
independents a zero, és a dir les fonts de tensid curtcircuitades i les de corrent en circuit obert.

O a O a
Harza
].i.neal @
activa | Z
| b N | <TH -

Exercici.

Demostrar el teorema de Norton a partir del teorema de Thévénin per a una xarxa A actuant sobre una resistencia

de carrega Ru: |Zm =2y

A

N
z Th
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Exemple
A B

P I_?_Q _______ o : Valors:

1 1 E
| VL g —e¥2 L ' R1=1Q
! { i . R2=10
NN < < ! i R3=2/5Q
[ < = ta !
! l\J_/ RT = R3 = ;! i R4 éslaresistencia de carrega.
19 B |
1 —t 1

| +

Ens proposem substituir tota la xarxa a I'esquerra (A) pel seu equivalent Thévénin, de
manera que el circuit se simplifiqui a: — R4 <

VTh' :
Rin=1/3Q Vmn=is/6Q1 i  Vrm=ig/6Q-1 4,

El voltatge de la xarxa A en el circuit obert és vo.

i = Hihth (nusl)
Rl R2

0=224%2"0 (nus2)
R R

3 2
Resolent aquestes equacions amb els valors numerics: Vn = v2 = is/6Q-1,

La Rrn es calcula posant en circuit obert la font de corrent.

La resisténcia equivalent vista des dels terminals 1, 2 és evidentment: | O
1
(R:1+R2) [[ Rs Ro :i .
\ .
i 1 R _(R1+RZ)R3_EQ Po)

1
= +t—= R, = =
R, R+R, R R+R,+R, 3

Quant a I'equivalent Norton, R3 és com si no hi fos, ja que esta en paral-lel amb el curtcircuit de la sortida per
calcular In. Llavors

. %

ii=—+— (nusl)
R R, iin=1s/2
v .
—+4 =7 nus2
R (nus2)

Si apareixen condensadors i/o inductancies, el procediment és el mateix, pero en el circuit transformat.
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Annex 1. Métodes generals d’analisi

A1.1 Metode dels corrents de malles:

Sigui el circuit:

Ra Rc Re

Tenim b = 6 branques i n=4nusos (a,b,cid)

Nombre de nusos independents: ni=n-1=3 Tres equacions de nusos
Nombre de malles independents: mi=b-(n-1) =3 Tres equacions de malles

Utilitzem el métode dels corrents de malles:

malla 1: EA—RAII—RB(II—IZ)ZO
malla 2: _RB(12 _[1)_RC12 —RD(]2 —]3)—RF]2 =0
malla 3: —RD(]3—12)—RE]3—EB=O

(RA+RB)II_RBI2 :EA
—R, [ +(Ry +R.+R, +R.), —R,1, =
—R, [, +(R,+R,)],=-E,

Aixd és
R,+R, -R, 0 I, E,
-R;, Ry+R-+R,+R. —-R, |I,|=] O
-R, R, +R, \ I, -E,

i el sistema es pot resoldre pel métode que es vulgui.

R, R, R;
La matriu de resisténcies | R,; R,, R, | compleix que és simétrica,
Ry Ry, Ry

Rl.i = 2R contingudes a la malla “i’, i

Rij = —2R comunes a les malles “i” i “j".
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A1.2 Metode de les tensions de nusos

Sigui un circuit com el de la figura:

Ra Rc Re

R R
EA G : ’ G EB

b =5 branques (ja que una branca sense carrega no es considera)
n = 3 nusos (ja que dos nusos son identics si no hi ha carrega entre ells)

Nombre de nusos independents: nj=n-1=2

Dues equacions de nusos
Nombre de malles independents: mji=b-(n-1)=3

Tres equacions de malles

Utilitzem el métode de les tensions de nusos:

nus a:

nus b:

(E,~V,)G, =V, Gy =V, ~V,)G. =0
(Va _Vb)GC_VbGD_(Vb_EB)GE =0

—(G,+G,+G. )V, +GV, =-G,E,
GV, —(G.+G,+G,)V,=-G,E,

Aixo és
G,+G,+G, -G, V. -G E,

a

-G, G.+G,+G, )\ V, -G E,
i el sistema es resol per algun métode adequat.

Gl 1 G12 . Lo
complelx que és simetrica,
21 22

La matriu de conductancies

Gl.l. = 2G que conflueixen al nus ‘1, i

Gij = —2G al cami entre el nus “i"i el “j".
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A1.3 Cas de les fonts controlades

Fonts de tensio:

RS R1 RZ

Tenim b = 3 branques i n =2 nusos

El sistema d’equacions pel metode de corrents de malles seria:

R+ R, +R, -R, I, Eg
-R, R.+R,+R, )\ I, R I,
o, el que és el mateix,

R +R +R, —-R, I, _ E

~R,—-R, R+R+R )I,) 0

i es pot resoldre normalment. En aquest cas la matriu de resisténcies ja no és simetrica.

Fonts de corrent: GmV1
—>

+ Vi -

<=
; - AMAN—
G: G» |
I ﬂ Gs % Gs G

Tenim 7 branques i 4 nusos.

Les equacions del métode de tensions de nusos son:

G, +G, G, 0 v, I
-G, G +G,+G, -G, ||V, |=|-GJ
0 ~G, -G,+G, )\v.) LGy
0
G, +G, -G, 0 v,
-G,+G, G +G,+G,-G, -G, |V, |=
-G, -G, +G, ~G,+G, \ V.

i també hem perdut la simetria de la matriu de conductancies.
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A1.4 Nomenclatura alternativa: corrents de branques

Per exemple, en un circuit com el de la figura:

RA RC RE
A, 4 Ay 4 AR
—> T —> ? “h
va /7N i = 2 & a
| \’\_j ) = i5 < I,\' \;,I
= ) i51< -
[ v ]® N ]
En el nus 1: Li=I+1s
En el nus 2: I+Is=12 5 equacions amb
Malla 1: 0 =-Va+ Ral1+Rpl4 5 incognites
Malla 2: 0 = -Rsl4 + Rcl2+Rpls
Malla 3: 0 = -Vp - Rel3+Rpls
A1.5 Exemples practics
Exemple. Xarxa R-L
1 R
Suposem a t = 0 que 'interruptor canvia de 2 a 1. K & A A
+ - v
Llavors, perat > 0: V:Ri+vL=Ri+Lﬂ- — 2 I_V 1k
dt T e
4 v C
La solucié general és: ()= — + Ke R/E o
R Ll L

Si es té la condici6 inicial i(0), la solucid particular és

i(t) = % + (i(O) - %j e Mt

S’observa que hi ha un primer terme que correspon a I'estat permanent (resposta forcada) i un segon que es
coneix com a resposta lliure o natural i correspon al régim transitori o dependent del temps.

Exemple. Xarxa R-C

1
Vi
+ K o~
— 2
e T
i

Y

AN
TRTAN

Tenim un interruptor k que canvia de la posicié 1 a la 2 al temps de
R referencia t = 0. Suposem que per a t <0 el condensador ha tingut prou
temps per carregar-se. Per tant, la condici6 inicial (c.i.) del condensador és
vc(t < 0) = V. En passar l'interruptor a 2, el condensador es descarrega a

través de la resisténcia, i actua momentaniament com una font de tensi6
ve(0) = V.

1K
Ve -

Tc

L’equacio6 de la malla perat > 0 és:

éjl_rwi(t')dt’ +Ri(t) =V + éjo’i(t')dt' +Ri(t)=0-

Diferenciant:

di 1

L —i=0=i(t)=Ke

dt RC

—t/RC

vV ] V. ke
i(0)=—— = i(f)=——e t>0-
i(0) " (®) 7

La constant de temps de la descarrega és t = RC.
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Analogament, sia t = 0 es commuta de 2 a 1, el condensador es carrega amb la mateixa coinstant de temps (fer-ho).
Suposant una carrega inicial vc(0) s’obté:

ve(t) =v.(0) + [V —VC(O)]-(l _ e—t/RC) .

S’observa la gran importancia de les condicions inicials. Moltes vegades

es modelitzen substituint el dispositiu general (amb c.i. no nul-les) pel RC gran
mateix amb c.i. nul-les més una font que doni la condici6 inicial, vc(0)
en aquest cas. V/R

Aixi, doncs, per tenir en compte les condicions inicials:

o Se substitueixen els inductors per generadors de corrent que tinguin el valor del corrent que
flueix per a t = 0+ (i.e. una L és curtcircuit per un potencial constant en regim permanent) o per
circuits oberts si no hi circula corrent, més els propis inductors amb condicions inicials nul-les.

o Se substitueixen les capacitats per curtcircuits o per fonts de voltatge Vo= qo/C si es té carrega
inicial, més les mateixes capacitats amb condicions inicials nul-les.

e Les resistencies es deixen sense canviar.

Exemple. Resolucio de la xarxa RC mitjancant la transformada de Laplace

Volem determinar i(t) en qualsevol instant de temps. Suposem que ~ R
tanquem l'interruptor a t = 0. Per tant, la funci6 d’excitacio és: v(t) = Vu(t)
on u(t) és la funci6 esglad unitat.

|‘|
1
<
=
]

| +
l
!
L

L’equacio de xarxa és: Vu(t) = %J‘j i(¢")dt' + Ri(f)-

La TL de I'equaci6 integrodiferencial és:

Vl:l{@+&}m(s),
s C| s K

d . 0_ . 4 . — 4 .
on hem posat: j i(t")dr'= j i(t")dt'+ j i(t")dt' = q(0 )+j i(t)dt's
—o0 —o0 0— 0-
el primer terme de la dreta és constant i correspon a la carrega inicial del condensador q(0-), la TL del qual és
-\1_490")
clg0))="

Si la capacitat esta inicialment descarregada, q(0-) =0 :> V_ 1(s) (L + R]'
K Cs

Llavors, ens interessa la intensitat: )= VIR i it)=r" {] (s)}
S+ e
Consultant una taula de transformades: L{e‘" }: , llavors:
s—a
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Annex 2. La transformada de Laplace

Com s’ha vist en capitols anteriors, la transformada de Fourier (TF) continua ens permet representar molts tipus
de senyals com a combinacié lineal d’exponencials complexes de la forma e*¢, on s = jw o, el que és equivalent,
ens permet representar els senyals com a combinacions lineals de funcions harmoniques (sinus i cosinus)
mitjancant la relacié d’Euler. Aquesta transformada és molt util en diferents camps de la fisica, per exemple, en el
camp de I'0ptica ens ajuda a entendre que qualsevol tipus d’ona luminica pot ser descomposta en una suma d’ones
harmoniques de diferents freqiiéncies i diferents desfasaments. En electronica, aquesta transformada ens permet
resoldre sistemes LTI (lineal time-invariants) quan tenim senyals d’entrada complicats, ja que la TF descompon el
senyal en la suma de senyals més simples i el principi de superposicid s’aprofita d’aixo per resoldre aquest tipus
de sistemes.

En aquest apartat, anem un pas més enlla i generalitzarem la TF obtenint la transformada de Laplace. El poder
d’aquesta transformada resideix en 'ampli ventall de casos on podem aplicar-la i on la TF no déna bons resultats,
per exemple, en alguns sistemes inestables. Per aixo és util en la investigacid de I'estabilitat o la inestabilitat dels
sistemes. A més a més, un dels punts forts de la transformada de Laplace resideix en la poténcia que té per resoldre
certes equacions diferencials ja que, en transformar tota 'equacio, aquesta esdevé una simple equacié algebraica
amb solucio trivial.

A2.1 Transformada bilateral de Laplace
La transformada de Laplace (TL) d'un senyal general x(t) es defineix com:

o5}

TL[x(£)] = X(s) 2 f_wx(t)e_“dt (3]

on X(s), en general, sera una funcié de variable complexa ja que s = g + jw on ¢ és la seva part real i w la part
imaginaria. Igual que en el cas de la TF, el senyal x(t) haura de complir certes condicions perque [1] existeixi i no
tots els valors de la variable s pertanyeran al domini de la transformada.

Potser sobta aquesta forma de definir la TL, amb el limit inferior a menys infinit. Aquesta manera de presentar la
transformada s’anomena tranformada bilateral de Laplace i s’ha optat per introduir-la d’aquesta forma per
relacionar-la intuitivament amb la TF. En capitols posteriors adoptarem la forma classica de la transformada, que
s’anomena tranformada unilateral de Laplace.

Com hem comentat reiteradament, la TF ila TL estan estretament relacionades. Fixem-nos que si la nostra variable
només té part imaginaria (s = jw) 'expressid [1] es converteix en la TF de x(t):

[ee)

X(w) = f wx(t)e_j“’tdt [34]

Toti que la variable no sigui purament imaginaria, es poden relacionar les dues transformades mitjangant [3]:

[ee) [ee)

X(o+jw) = f x(t)e~(CtHiotde = f [x(t)e ot le /@tdt

- —0o0

(35]

on 'expressié anterior es pot interpretar com la transformada de Fourier del senyal que volem transformar
multiplicada per una exponencial real. Per tant, podem trobar 'expressié de la TL d’un senyal calculant la TF

ai

d’aquest senyal multiplicat per e "%, amb ¢ constant.

Posarem un exemple per acabar de veure la relacié entre les dues transformades i per mostrar que la TL sovint és
més potent que la seva germana petita.

¢ Els sistemes LTI son els que tenen les propietats de la linealitat i la invariancia en el temps. Conceptualment, un sistema lineal és el
que compleix el principi de superposicio: si I’entrada del sistema és una combinaci6 lineal de senyals, la sortida sera una superposicio
de la resposta d’aquests senyals. Conceptualment, un sistema invariant en el temps ¢és el sistema que manté el seu comportament i les
seves caracteristiques fixes en el temps.
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Exemple 1

Considerem el senyal

x(t) = e u(t) [36]

Sabem que la transformada de Fourier convergeix per senyals on a > 0 i pren la forma segiient:

*© . @ . 1
—at —jwt — —at ,—jwt —
e u(t)e dt L e e dt ota a>0 37]

X(jw) = f

—o0o

Si ara ens fixem en la TL del senyal anterior [37] veiem que és la mateixa expressio pero 'exponencial real ara té
per exponent a + o.

[e5)

X(s) = f e~ (@+aty(t)e jotdt

(38]
Per tant, la transformada de Laplace d’aquest senyal tindra la mateixa forma que [4]:
i . 1
X(s=0+jw) =f e-@tote-jotgy — a+to>0
0 Jo +(a+o0o) (39]
I expressat d’'una altra manera:
TL[x(t)] = X(s) = P Ne[s] > —a [40]

En particular, veiem que, aixi com la TF no convergeix per a tots els senyals (depen del factor a), la TL si que ho fa
pero nomeés per a alguns valors de 9te[s]. Si a és positiva, I'expressié [39] es pot avaluar en ¢ = 0 per obtenir [32]
i aixi veure que per a aquest valor de sigma les dues transformades s6n la mateixa. Fixem-nos que si a és negatiu
0 és 0, 1a TL encara existeix pero no la TF. Aqui resideix part de la millora d’'una transformada respecte de laltra.

Si ara analitzéssim un senyal similar al de 'exemple anterior, y(t) = —e~%u(—t), obtindriem una forma analitica
dela TL exactament igual a la trobada en I’exemple anterior pero amb una diferencia, els valors on la transformada
convergeix sén diferents. Es a dir, I'expressi6 analitica és la mateixa perd els valors en qué aquesta transformada
existeix son diferents. Per al senyal y(t) el rang de convergencia és Jte[s] < —a, justament I'oposat al cas de
I'exemple 1.7

Aixi doncs, ens adonem que no només necessitem I'expressié analitica de la transformada sing, a més a més, els
valors de s pels quals I'expressio és valida. En general, I'interval de valors de s pels quals la transformada de
Laplace (TL) convergeix, s’anomena regié de convergeéncia o ROC, per les seves sigles en anglés. En el subapartat
seglient veurem una de les formes per determinar-la.

A2.1.1 Criteri de convergeéncia

Una vegada trobada la relacié entre les dues transformades, podem passar a estudiar els criteris pels quals la TL
existeix. Les condicions de convergeéncia seran les mateixes que per a la TF a excepcié del primer criteri, que es
veura lleugerament modificat:

. El senyal modificat f(x; o) ha de ser absolutament integrable:

f If (s o)ldt = f e (Ole-7tdt < o -

De I'expressio6 anterior, veiem que no tots els valors de o compliran el criteri d’'integrabilitat i per tant, els que el
compleixin formaran el que hem anomenat ROC.

Trobareu més informacio6 sobre la ROC, altres formes de trobar-la i les seves diferents representacions al capitol
9 del llibre Sefiales y sistemes, d’Alan V. Oppenheim i Alan S. Willsky (pagines 657 a 670).

7 La comprovaci6 de la TL del senyal y(t) es deixa com a resoluci6 voluntaria per a I'alumne.

Tema 1-52



Electronica aplicada. Tema 1: Analisi de circuits i sistemes lineals

A2.2 Antitransformada bilateral de Laplace

Es defineix la transformada inversa o antitransformada del senyal x(t) com:

g+joo
X(s)estds

ag—joo

TL X (s)] = x(t) 2]

T 2mj
L’equaci6 anterior ens indica que el senyal x(t) es pot representar com una integral d’exponencials complexes
pesades pels coeficients donats per la transformada de Laplace.

Fixem-nos que aquesta integral es porta a terme al pla complex i en general no es facil de resoldre. El contorn
d’integracié correspondra a una linia paral-lela a I'eix imaginari que satisfaci fte[s] = o.

La integraci6 sobre el pla complex no es resoldra en aquests apunts, pero hi ha un tipus de transformades que no
requereixen la resolucié de I'equacié [41] per obtenir-ne I'antitransformada. S’anomenen transformades racionals.

S’ha optat per no adjuntar les propietats d’aquesta transformada en forma de taula ja que a l'assignatura
d’Electronica Aplicada no se sol utilitzar. Pel tipus de circuits que es tractaran sera de més utilitat la transformada
unilateral. S’ha volgut introduir la transformada de Laplace mitjanc¢ant la transformada de Fourier per dotar de
continuitat les parts de l'assignatura i a causa d’aixo hem hagut d’introduir la transformada bilateral, que és la
manera més senzilla i intuitiva de veure’n la relacio.

A partir d’aqui ens dedicarem a estudiar la transformada unilateral, que sera similar i tindra part de les propietats
iguals. Aquesta transformada és 1til, sobretot, en la resolucié de sistemes lineals amb coeficients constants i amb
condicions inicials no nul-les (és a dir, sistemes que no estan en repos inicialment).

A2.3 Transformada unilateral de Laplace
La transformada unilateral de Laplace (7£) d’un senyal x(t) es defineix:

TLIx()] = X(s) = f_x(t)e‘“dt [43]

on la diferéncia entre les definicions de les transformades bilateral i unilateral resideix al limit inferior de I'integral.
En conseqiiéncia, dos senyals diferents per at < 0 pero iguals per a t = 0 tindran diferents transformades bilaterals
pero identiques d’unilaterals. D’igual manera, per a qualsevol senyal de valor 0 per a t<0 tindra les dues
transformades iguals.

Es demostrable que la ROC per la relacié [42] sera un semipla dret. Es a dir, si la transformada existeix per a un
valor oy, per a qualsevol o > g, la transformada també existira.

L’avaluaci6 de la transformada inversa unilateral és la mateixa que [41] pero amb la restriccié que la ROC ha de
ser un semipla dret.

Exemple 2
Considerem un senyal:

x(t) = e+ Dyt 4+ 1) [44]

Latransformada bilateral X(s) per a aquest exemple es pot trobar mitjangant la relacié de I'exemple 1 ila propietat
del desplacament en el temps.

X ==, RNe[s] > —a

(45]

En contrast, la transformada unilateral és:
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oo —-a

— * —a(t+1) =St J+ — —a,-t(s+a) J+ — 4 _
X(s) f_e u(t+ e stdt f_e e dt T1a Ne[s] > —a (46]

Aixi doncs, veiem que per a aquest exemple les dues transformades sén molt diferents. De fet, podem entendre la
X(s) com la transformada bilateral d’un senyal x (t)u(t).

A2.3.1 Taula de propietats de la transformada unilateral

Una de les propietats més importants és la propietat de diferenciaci6, que ens permetra convertir equacions
integrals/diferencials en simples equacions algebraiques i ens permetra dotar de condicions inicials els nostres
sistemes.

TABLA 9.3 PROPIEDADES DE LA TRANSFORMADA UNILATERAL DE LAPLACE

Propicdad Seiiad Transformedy veilaiersd de Laplace
oe} 10 ()
(1 £f1)
Fl1) z(x)
Linealidad ax, (el + bhaglny a7} + bt {g) _
Dresplazamientas oo el dominio | £ Wiz = )
e x
. . , 1 {%
Escalamacnfo e tizpapeo efwt), a&>=>0 E "I[;j
Conjugacicn ERYy] xa{s)
Convolecidn (suponiendn que | 1 (0 = (0} EES RE )
() ¥ xalf) s cer pars
re )
Diferenciacidn cn ¢l dominia i_tm srisy — x[07)
el tiempo it
Diferenciacion en el dominio —ixir} i (1)
de 5 de "
Integracsin cn el demdnio del ' - I
tiompa L w7 B TiF)

Tooremns del walor inicial v final
Sioxiry o copene impaesos o iunciones singulares do orden superior en ) = 0 eglonces
0T = Um0

E[m_rl,’r’] = Ig_mu::I{:']

Fixem-nos que no hem adjuntat una columna amb la ROC, aix0 es deu al fet que la regié de convergencia sempre
sigui un semipla dret. Per exemple, a la figura 10 podem veure una representaci6 tipica de la ROC (zona fosca)
sobre el pla complex d’'una transformada qualsevol amb pols8 as =-1, 2 i amb zeros a s = 1. Fixem-nos que la ROC
sempre sera la regi6 de la dreta del pol ubicat més a la dreta, aixo ha de ser aixi perqué la ROC de la transformada
ha de ser un semipla dret.

8 S’'anomena pol d’una funcié del tipus X (s) = % I'arrel del denominador D(s) i s’Tanomena zero de la funcié les arrels
del numerador N(s).
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Per finalitzar el tema, adjuntarem una taula amb les transformades de Laplace de les funcions més comunes.

Fig. 10. Exemple de representacio sobre el pla complex de la ROC

A2.3.2 Taula de transformades unilaterals de Laplace

f(t)=L"T{F(5)} F(s) =L {f(f)}
1
1 — -, s>0
s
1
et —— R s>a
s—a
sin (at) — %, 5>0
s +a
s
cos (at) — a2 s>0
n n!
t n>0 — W, s>0
r 1
124 p>-—1 — ﬁi_:), s>0
inh at - > |lal|
sinh at — , s> |a
Pl
hat : > ||al
cosh at — : s a
22
a
sin (bt) (s —a) + b2
et — s> |all
cos (bt) s—a
(s—a)+82
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f(t) =L {F(s)}

Fls)=L{/(1)}

{ 0 t<e
uc () c>0
1 t>e
u. (t) f(t—c)
e [ (1)
flet)
Joft=m)g(r)dr

5(t—c)

(1)

(=" f ()

E—C t

s>0
s

— e L (s)
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Annex 3. Exemples de circuits RLC amb condicions inicials

A3.1 Exemple 1.
Considera i resol el circuit segiient, en el qual i(0)=2Aiu(0)=2V

Su{r)

Figura 11. Circuit RLC amb condicions
inicials no nul‘les per a I'’exemple 1.

Apliquem la llei de Kirchoff per als voltatges:

w(®) = i(t) - R+Ld;(t) : fo it

on u(t) =5V,R = 3Q, L=1HiC=%F.

Pot ser molt util resoldre aquesta equacio a I'espai de freqiiencies amb la transformada de Laplace. En aquest espai

el circuit quedaria de la manera segiient:
up(t) =i(t) - R = |Ur(s) =1(s) - R

0 S [0,6) = L- GI) —i(0)]

Per a la resisténcia:

Per a la inductancia: u,(t)=1L

CHEB S 1(s) = C - (sUc(s) = u(0)) > |Ug(s) =2+

Per al condensador-: i(t) =

Substituint a 'equacié:

1(5) L0 §=31(s)+s1(s)—2+§(1(s)+1)

—I(s) R+L- (sI(S)—l(O))+

o283 1 1
$ T s243s4+2 s+1 s+2

I antitransformant:
e ?t perat=0

5 +
1e

C S
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A3.2 Exemple 2

Hem de resoldre el circuit d’entrada zero de la figura segiient, el qual té uns valors de voltatge del condensador i
la intensitat de la bobina no nuls. C.I: i(0) = 1Aiv(0) = 1V.

Figura 12. Circuit RLC amb condicions
inicials no nul‘les per a I'’exemple 2

Resoldrem el circuit de dues maneres diferents. En una convertirem totes les contribucions inicials del
condensador i la bobina en fonts de tensié i en I'altra, les convertirem en fonts d’intensitat. Hi hauria una tercera
manera d’enfocar-ho i seria resolent el circuit igual que s’ha fet a 'exemple anterior, posant les equacions a I'espai
real, separant les contribucions inicials i transformant. Aquest metode de resolucié implica haver de pensar a
posteriori el signe de les condicions inicials i és facil equivocar-se en algun signe. Per aixo es recomana separar les
condicions inicials en fonts independents i despreocupar-se dels signes, ja que vindran donats de manera natural
per les lleis de Kirchhoff.

A3.2.1 Métode 1: transformacié en fonts de voltatge independents

Recordem per la teoria que un condensador carregat es podia transformar en una font de tensi6 en série amb la
mateixa polaritat i un condensador descarregat. D’igual manera, podiem transformar una bobina en que circula
una intensitat inicial en una bobina descarregada i en una font d’intensitat en paral-lel. Es pot demostrar que a
'espai de Laplace, una bobina amb i(0) # 0 pot ser tractada com una bobina descarregada amb una font de tensid
de polaritat oposada a la que teniem. Recordant I'expressi6 del voltatge que cau a una bobina a I’espai de Laplace:
V(s) = LsI(s) — Li(0) [47]

Veiem que apareix un terme de voltatge restant que només depen de les condicions inicials del circuit i que es pot
interpretar com una font de tensié independent i de polaritat oposada a la de la bobina (figura 13). Una manera
més formal de demostrar-ho seria utilitzant I'equivalent Thévénin en els borns de la bobina.

FRLLH]

lisy  is :

I Wish =

Figura 13. Model de bobina amb i(0) # 0 al'espai de Laplace
Una vegada fet aixd només cal trobar el nou circuit i resoldre’l.
El nou circuit a 'espai de Laplace:
. Li(0)

SNV T T T ! I I

+

Ls

i

v(0¥s

1/Cs

—{t——

Figura 14. Circuit equivalent a I'’espai de les freqiiéncies complexes
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Com hem dit abans, la font inicial del condensador va amb la mateixa polaritat que el condensador carregat i la
font de la bobina amb la polaritat canviada (la i(0) va en sentit horari).

La resolucid a partir d’aqui és completament mecanica: s’aplicara la llei de Kirchhoff dels voltatges, s’aillara la I(s)
i s’antitransformara.

Agafant un sentit horari per a la intensitat i per al sentit de la malla:

v(0) 1

E2 1) = 1(5) (g + Ls +R) 48
S + Li(0) = I(s) o tLs+ (48]

apliquem els valors numerics que ens déna I’enunciat:

2+ 5%+ 2s
—_— [49]

1 1
§+§—’(3)< 2

2+s _ s+1 + 1
s2+254+2 (s+12+1 (s+1)2+1

I(s) = (50]

Anant a les taules de transformades veiem que el que tenim es pot antitransformar com:

TL™ = e~ sin(wt) u(t) [51]

' [(s + a;vz +W2]

sta
TL™?! [7] = e~ cos(wt) u(t 52
Identifiquem els termes i antitransformem I'expressi6 de la intensitat:

s+1 + 1
(s+1)2+1 (s+1D2%2+1

i(t)=TL!
[53]

= e tsin(t) + e~ cos(t)
Fixem-nos que la intensitat que circula pel circuit tendira rapidament a 0 a causa de les exponencials decreixents,

aixo és logic si ens fixem que no tenim un forcament constant al circuit sind només unes fonts de tensié romanents
que s’esgoten rapidament.

A3.2.2 Métode 2: transformaci6 en fonts d’intensitat independents

Igual que passava amb la bobina, és possible transformar a I’espai de Laplace un condensador amb voltatge no nul
en un condensador descarregat i una font d’intensitat en paral-lel de valor i(0) = Cv(0). Per demostrar-ho només
cal fer 'equivalent Norton al condensador carregat.

Figura 15. Model de condensador a I'espai de Laplace amb v(0) # 0

Fixem-nos que la font d’intensitat inicial esta col-locada en sentit contrari a com circularia el corrent pels terminals
del condensador.
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El nou circuit a 'espai de Laplace:

i(0)/s

YTV
Ls

WA
pel

—
CV(O)@QZ s

1

Figura 2. Circuit equivalent a I’espai de les freqiiéncies complexes

Per resoldre aquest circuit utilitzarem la llei de Kirchhoff per als nusos de just després del condensador (V;) i del
nus d’abans de la bobina (V,).

Nus del condensador:
(0 =Vy)Cs + Cv(0) = I(s). [54]

S’ha agafat I(s) com la intensitat en sentit horari que surt del nus del condensador; fixem-nos que coincideix
amb la intensitat total.

Nus de la bobina:
I = =
) R Ls s
(55]
Aillant V; i substituint valors:
= _s+1 56]
s2+2s+2
Si tornem a utilitzar I'expressié [55] amb I(s) = % =V, podem trobar el valor de la intensitat 3, que coincideix
amb la total.
=Vis+1=V,=1I(s) [57]
Substituint V; i aillant I(s):
2+s
I = 58
() s24+2s+2 [58]

que és I'expressio que hem trobat al primer apartat.
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