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Abstract

The main goal of this work is to study Lineal Programming problems with and without
variables restricted to integer values. To do so, we study the feasible solutions set as a
convex polyhedron and we look for the feasible optimal solutions on its vertexes. This
work explains the Simplex algorithm to solve these problems. It also details two different
methods to solve problems with variables restricted to integer values.

Resum

L’objectiu principal d’aquest treball és estudiar problemes de Programacié Lineal amb
i sense variables restringides a valors enters. Per fer-ho, s’estudia ’espai de solucions
possibles com un poliedre convex i es busquen les solucions possibles optimes als seus
vértexs. S’explica el metode del Simplex per resoldre aquests problemes. També es
detallen dos metodes que resolen problemes amb variables restringides a valors enters.

2020 Mathematics Subject Classification. 90-08, 90C05, 90C10, 90C11.
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Introduccio

Les matematiques sén a tot arreu. A cada decisié que prenem. Gairebé tot el que ens
envolta pot plantejar-se com un problema amb una solucié optima. El meu interes en
les Matematiques Aplicades va comencar molt abans d’estudiar-les. Sempre que havia de
fer unes quantes tasques abans de sortir de casa em preguntava ”Quin sera [’ordre més
eficient de fer-les per acabar el més rapid possible?”. Quan havia de repartir I’equipatge
d’un viatge en diferents motxilles pensava ”Quina sera la millor distribucio per repartir
el pes de forma optima?”.

El saber que per la majoria dels problemes del dia a dia de fet existeix una soluci6
optima, encara que no es pugui trobar a simple vista, ha estat una gran curiositat durant
tota la meva vida. Aquesta inquietud, de saber que hi ha una solucié que no séc capag de
veure, m’ha portat a estudiar Matematiques. Per mi, descobrir un mén d’eines per donar
respostes a tantes preguntes complicades ha estat increiblement enriquidor.

Aixi, la motivacié d’aquest treball ha estat ampliar els meus coneixements en Ma-
tematiques Aplicades. Per fer-ho, 'objectiu és desenvolupar una solida base teorica i
estudiar metodes per aplicar a problemes reals.

L’estructura del treball és la segiient:

e En el Capitol 1 s’introdueix el concepte de Programacié Matematica, com va néixer
i quines sén les seves branques.

e El Capitol 2 tracta sobre la Programacié Lineal, aprofundint en el Teorema Fo-
namental de la Programacié Lineal, la seva relacié amb la Geometria i amb la
Convexitat.

e En el Capitol 3 s’explica el metode del Simplex, la seva base teorica i es desenvolupen
exemples.

e El Capitol 4 tracta sobre la Dualitat i la seva relacié amb el metode del Simplex, i
s’explica el metode del Simplex Dual.

e En el Capitol 5 s’introdueix el concepte de Programacié Entera, s’aprofundeix en la
seva teoria i s’expliquen dos metodes diferents per resoldre aquest tipus de problemes
amb els seus respectius exemples.



Capitol 1

Programacié matematica

En aquest capitol les principals fonts consultades han estat [1] i [7].

Les persones prenen decisions segons que els hi és més beneficids des del comencament
de la humanitat. Tanmateix, fins a la decada de 1930 no va existir cap metode que donés
solucié a aquest tipus de problemes. A causa de la gran crisi economica que patia el mén
en aquell moment es van comencar a desenvolupar metodes per resoldre problemes de
planificacié economica utilitzant funcions lineals i restriccions. La figura del matematic
sovietic Leonid Kantorévitx destaca com un dels pioners en aquest camp, ja que el seu
treball va ser fonamental en el desenvolupament de I’0Optima planificacié economica i va
fer que guanyés el Premi Nobel d’Economia el 1975.

Com a resultat dels esforcos de Kantorévitx i molts altres investigadors, a la decada
del 1940 va néixer la ciencia de la Programacié Matematica. Va ser una decada de
grans avancgos, ja que durant la Segona Guerra Mundial, Gran Bretanya va reunir un
gran nombre de cientifics de diverses disciplines perqué ajudessin a optimitzar diverses
estrategies i tactiques de guerra.

Aquest grup de cientifics va obtenir grans resultats, i per aixo els Estats Units no van
trigar a aplicar la mateixa idea al seu departament militar. Els americans van desenvolu-
par el que es coneix com a Investigacié Operativa (I1.0.). Aquesta s’enfocava en la recerca
per operacions militars. La majoria de teories que van néixer amb la I.O. es basaven en
casos 1 necessitats reals de problemes militars durant la guerra. Al final de la guerra, ates
el gran exit demostrat, els metodes ja s’havien aplicat a molts altres sectors com ara els

negocis, la industria o el comerc.

La Programacié Matematica o PM és una part de la I.O.. Concretament, és la part que
s’enfoca en els problemes de presa de decisions on el que importa és 1'as eficient d’un cert
recurs limitat per tal d’aconseguir els objectius desitjats. Matematicament, els problemes
de PM es poden formular com

max f(X)
tal que ¢;(X)<0,i=1,....,m
X>0
on X = (x1,...,7,)T €R™i f(X)igi(X), peri=1,...,m, sén funcions reals en funci6



de X. Si les funcions f(X) i ¢;(X) sén lineals, el problema es coneix com un problema
de Programacié Lineal. Altrament, és un problema de Programacié No Lineal. Aquest
treball tracta la Programacié Lineal.

Els problemes de PM han sigut d’interes pels economistes des de molt abans de 1930.
Ja del segle XVII se’n poden trobar exemples on els economistes comengaven a descriure
sistemes economics en termes matematics. Un exemple és la ”Tableau économique”de
Francois Quesnay ’any 1758. En ella, ’economista tractava d’interrelacionar els terrati-
nents, els pagesos i els artesans.

Durant els segiients cent cinquanta anys no hi va haver grans avancgos, més enlla del fet
que es va fer servir una versié primitiva dels problemes de PM en la Teoria de I’Equilibri
General de Walras el 1874. Ja a la decada del 1930, un grup d’economistes alemanys i
austriacs van desenvolupar generalitzacions de la teoria lineal de Walras. Aquest treball
va portar al matematic hongares-america John Von Neumann a desenvolupar un model
lineal per tractar problemes d’economia. Primer va establir que el model de Walras s’havia
d’expressar amb desigualtats, i no pas amb igualtats com s’havia fet fins al moment.
Després, aplicant el Teorema del Punt Fix, hi va trobar la solucié. Aquest model va ser

un gran exit.

Un altre avanc destacat el va aportar el que es considera el pare de la Programacio
Lineal, el matematic america George Dantzig. Treballava pels Estats Units com a part de
I’equip de I.O. pel departament militar i el 1947 va presentar un problema de Programacio
Lineal i va proposar el metode del Simplex per resoldre’l. Aquest algoritme és un metode
eficient per resoldre problemes de Programacié Lineal que resulta facil d’aplicar a molts
camps. En els segiients capitols d’aquest treball se’'n raonara més sobre el metode del
Simplex.

Pel que fa a la Programacié No Lineal, el seu desenvolupament va resultar més complex
i es va estendre al llarg de diverses decades. Destaquen les tecniques del métode de
Newton i el metode del gradient, formulades a les decades de 1950 i 1960. Els avangos en
tecnologies informatiques van ser claus per poder desenvolupar métodes més sofisticats per
resoldre problemes no lineals. Aquesta disciplina és ampliament utilitzada en multiples
arees, com ara en economia, fisica o enginyeria.

Durant les decades segiients fins a ’actualitat, la Programacié Matematica ha continu-
at evolucionant i expandint les seves diverses aplicacions a practicament tots els aspectes
del dia a dia. Les tecnologies informatiques avancades i 1'is de potents algoritmes d’op-
timitzacié han permes resoldre problemes cada vegada més complexos i obtenir solucions

més precises.



Capitol 2
Programacio lineal

En aquest capitol les principals fonts consultades han estat [1], [0] i [9].

Els problemes que es treballen en Programacié Lineal o PL s’ocupen de maximitzar o
minimitzar una funcié lineal. Aquests problemes poden tenir restriccions lineals segons

el cas, ja siguin igualtats o desigualtats.

La PL és coneguda perque, tot i que la majoria dels problemes no tenen una funcio
objectiu lineal, normalment és molt més senzill formular una funcié objectiu lineal que

aproximi el problema real a no pas formular un altre tipus de funcio.

Un exemple és el cas del preu maxim. Posem que es vol fer una compra de dos tipus
diferents de béns. Suposem que en total es poden comprar com a maxim B nombre de
béns. El problema es pot formular com ¢z, + caxo, on c1, co sé6n els preus unitaris i x1, o
sén el nombre de béns que es compren de cada tipus de bé respectivament. El problema
general seria

max C1%y + CoX2
tal que x1+ 22 < B
ol Z O,LUQ Z 07

que és un programa lineal elemental per trobar quina és la compra maxima que es pot fer

en aquestes condicions.

Aquest capitol tracta en detall els aspectes teorics de la PL.

2.1 Formulacié del problema

Un problema en la forma estandard es defineix com

min f=car1+coxe+ -+ cpzn
tal que aq11x1 + aoxs + - + Ty =b
9171 + agoxo + -+ + agpT, = by
(2.1.1)
Am1T1 + Am2x1 + - + GmnTn = bm

T ZO, ] = 1, sy N

4



Un problema en forma canonica es defineix com

min f=cax1+coxs+ -+ cprn
tal que a1 + a2 + -+ a1y > by
ag T + agere + - + agpxy, > by

121 + a1 + -+ AnTn > by
z;>0,j=1,..,n

e Si el problema és de maximitzacio es passa a un de minimitzacié a través del segiient
procés. Com min f = —max(—f), per a

f=caxi+cxa+ - +epap

es canvia el signe
—f=—ar —cora — - = cpap

i aleshores es minimitza.
e Si es té alguna restriccié de desigualtat
0 T1 + Ty 4+ o, < B

es pot transformar en restriccié d’igualtat introduint una nova variable no negativa,
anomenada variable de separacid, z,4+1 > 0. Aixi, la desigualtat anterior es trans-
forma en

a1x] + agxe + -+ 4 ATy + Ty = B

e Si el problema té alguna restriccié de desigualtat
Q121 + aoxo + -+ oy, >
es transforma en restriccié d’igualtat aixi
1T + x4 - -+ ATy — Tpy1 = B.
e Si hi ha alguna variable z; <0, per k € {1,...,n}, es defineix —xj, = ), i aleshores
min f = 121 + coTy + - + gy + -+ Ty,
i es complira zj > 0.

e Si el problema té alguna variable xy, per k € {1,...,n}, no restringida en signe, es
defineix x = x) — ] per a z},z} > 0 i aleshores

min f = c1x1 + coTy + - + CkTY, — CRT) + -+ CuTp.

El resultat és un problema de PL en forma estandard amb una variable extra.



Amb notacié matricial la forma estandard s’escriu com
min f = ¢’z
tal que Az =b
x>0
per A = (a;;) € R™" la matriu de coeficients, z = (z1,...,2,)7 € R" el vector de
variables, ¢ = (c1,...,c,)T € R™ el vector de coeficients de f i b = (by,...,bn)T € R™ el

vector de termes independents, amb m < n. S’assumeix rang(A) = m sempre que no
s'indiqui una altra cosa. Aixi, Az = b sempre tindra alguna solucio.

2.2 Solucions basiques

Definicié 2.2.1. f s’anomena funcié objectiu i ¢ és el cost. Ax = b i x > 0 son les
restriccions. Una solucio que compleizi les restriccions és una solucié possible, ¢ el conjunt
de solucions possibles és la regid possible

P={x e R"|Az = b,z > 0}.

Definicié 2.2.2. Una soluci6 possible optima €s una solucio possible de valor minim dins
de P.

Sigui B la matriu resultant de seleccionar de les n columnes de A un conjunt de m
columnes linealment independents.

B és no singular i es pot considerar com una base. Bxp = b té solucié unica per
xp € R™. Prenent x = x(f), s’obté una solucié per Az = b. Aquest resultat porta a la
seglient definicio.

Definicié 2.2.3. Per al conjunt Ax = b de m equacions lineals amb n incognites, sigui
B una submatriu m x m de A. Si les n —m components de x no associades a B s’igualen
a zero, la solucid resultant per Ax = b s’anomena solucié basica respecte la base B. Les
components de x associades a les columnes de B son les variables basiques.

Definicié 2.2.4. Si alguna variable basica és igual a zero, es diu que la solucio és una
solucié basica degenerada. Si una solucid possible és també una solucio basica, direm que
és una solucid basica possible. St una solucio optima és una solucid basica, es diu que és
una solucié basica optima.

2.3 Teorema Fonamental de la Programacio Lineal

Teorema 2.3.1. (Fonamental de la PL) Sigui un problema de PL en la forma estandard
(2.1.1), amb A matriu de dimensions m X n i rang m. Llavors:

1. si hi ha una solucio possible, hi ha una solucio basica possible;



2. st hi ha una solucio possible optima, hi ha una solucio basica possible optima.
Demostracid. Siguin aq,...,a, les columnes de la matriu A de dimensions m x n.

1. Suposem que x = (1, ...,2,)" és una solucié possible tal que
ria1 + -+ xpan, = D.

Suposem que hi ha exactament p variables x1, ..., x, positives. Es pot suposar sense
perdua de generalitat que sén les p primeres. Aleshores

zr1a1 + -+ -+ zpa, = 0.
Ara s’han de considerar dos casos:

e Siai,...,a, sén linealment independents, és clar que p < m. Aleshores:
— Si p = m llavors la solucié és basica possible i s’acaba la demostracié.

— Si p < m, com rang(A) = m es poden trobar m — p vectors linealment
independents d’entre els altres n — p vectors. Llavors, el conjunt resultant
de m vectors és linealment independent i la solucié és basica possible (de-
generada) amb m — p variables igualades a zero.

e Si ag,...,ap, son linealment dependents aleshores existeixen Ap,...,\, cons-
tants on almenys una és > 0 i

A1a1+---+)\pap:0
Multiplicant I'expressié anterior per un escalar € qualsevol queda
extar + -+ elpa, =0
I restant de I'expressié
xria1 + -+ xpap, =b
en resulta
(1 —€eX)ar + -+ -+ (xp — €Np)ap = .

Aixi, Ve i Vi € {1,...,n} les components (z; — €)\;) corresponen a una solucié
de les equacions lineals. Tanmateix, poden no complir x; — e\; > 0.

Definim A = (A1,...,,0,...,0)T i, per un € qualsevol,
T — €A

és una solucio per les igualtats. Si e = 0, és la solucid possible inicial. Si e > 0,
les components z; — e\; creixen, decreixen o es mantenen constants segons si
A; és negativa, positiva o nul-la respectivament.

S’havia suposat A; > 0 per alguna %, aleshores alguna component x; — €\;
decreixera segons creix l’escalar e.

Eventualment s’arribara a x; — e\; = 0 per algun valor de €, concretament per

T
=min<{ — : N .
€ m;n{)\i > O}

7



Per aquest €, x — e\ és una solucié possible amb un maxim de p — 1 variables
positives. Si cal, s’itera el procés per eliminar les variables positives necessaries
fins a obtenir una solucié possible amb les columnes corresponents que sén
linealment independents. En aquest punt, s’aplicaria el primer cas i acaba la
demostracié.

T

2. Suposem que x = (x1,...,%,)" és una soluci6 possible optima tal que

ria1 + - + xpa, = b.

Analogament a la demostracié anterior, es suposa que les p primeres variables de x,

Z1,...,Tp, sON positives i per tant
zia1 + -+ xpa, = 0b.
Com en la demostracié anterior, s’han de considerar dos casos:

e Siai,...,ap son linealment independents es té que p < m i aleshores:

— Si p = m llavors la solucié és basica possible optima i s’acaba la demos-
tracié.

— Si p < m, com rang(A) = m es poden trobar m — p vectors linealment
independents d’entre els altres n — p vectors i, com en la demostracié
anterior, el conjunt resultant de m vectors és linealment independent i la
soluci6 és basica possible optima amb m — p variables igualades a zero.

e Si ai,...,a, sén linealment dependents aleshores existeixen Aq,...,\, cons-
tants on almenys una és > 0 i

Atar + -+ Apap =0
De manera analoga a la demostracié anterior s’arriba a
(1 —eX)ar + -+ (zp — €Np)ap = b,

per un escalar e qualsevol on Vi € {1,...,n} les components (z; — €\;) corres-
ponen a una solucié de les equacions lineals, pero encara no s’ha garantit que
Tr; — 6)\1' Z 0.

Per A = (A1,...,2,0,...,0)7 i un € qualsevol

T — €A

és una soluci6 per les igualtats. Que aquesta solucié és possible es demostra
de forma analoga a la demostracié anterior:

Si e = 0, és la soluci6 inicial. Si € > 0, les components x; — €\; creixen,
decreixen o es mantenen constants segons si A; és negativa, positiva o nul-la
respectivament.

S’havia suposat A; > 0 per alguna i. Llavors, alguna component x; — €\;
decreixera segons creix ’escalar e.

Eventualment s’arribara a x; — e\; = 0 per algun valor de €, concretament per

z;
=min<{ — : N .
€ mln{)\i > O}



Per aquest €, x — e\ és una solucié possible amb un maxim de p — 1 variables
positives.

Falta, doncs, provar que que x — e\ és una solucié possible optima:

Si x — e\ és solucid possible, llavors el valor de la solucié és

= CT(l‘ —€N) = e —clel

Per a € suficientment petita, x — e\ sera solucié possible per a €, independent-
ment del seu signe. Aleshores ¢!\ = 0, ja que si ¢!\ # 0, es podria trobar una

T — cTel < ¢z, 1 per hipotesis x és

€ petita amb el signe adequat tal que ¢
solucié optima.

Aleshores, x — e és solucié possible optima.

Si cal, s’itera el procés per eliminar les variables positives necessaries fins a
obtenir una solucié possible optima amb les columnes corresponents que sén
linealment independents. En aquest punt, s’aplicaria el primer cas i acaba la

demostracio.
O

Aquest teorema té molta rellevancia per a la PL ja que redueix qualsevol problema a
cercar solucions possibles basiques. Per a un problema amb n variables i m restriccions

() = sy

solucions basiques. Es a dir, hi haura un nombre finit de possibilitats.

hi hauran, com a maxim,

2.4 Geometria

A continuacié es detalla I'estructura geometrica de la regié possible
P ={z e R"|Axz = b,z > 0},
que es pot considerar com un poliedre.

Definicié 2.4.1. Diem que || és un conjunt afi si conté les rectes que connecten qualssevol
dos punts que contingui. El conjunt tancat afi d’un conjunt és el conjunt afi més petit
possible que l'inclou.

Exemple 2.4.2. En R? les rectes sén conjunts afins. En R> ho sén els plans i les rectes.
En R" ’espai sencer és també un conjunt afi. També un tnic punt i un conjunt buit sén
conjunts afins.

La interseccié de diversos conjunts afins és un conjunt afi. Per a un «a; qualsevol

per ¢ = 1,...,k tal que Zle a; = 1, diem que x = Zle a;x' és una combinacié afi de

zl, . xk



k

Definicié 2.4.3. El conjunt de totes les combinacions afins de x', ..., 2% és el conjunt afi

k k
{Zaiwi ] Zai =1,a; € R,i = 1,...,k},
i=1 i=1

anomenat envoltura afi d’aquests punts.

Aixi, direm que ][] és un conjunt aff si i només si I'envoltura afi de qualsevol conjunt
finit de punts de [] pertany a [].

Teorema 2.4.4. Un conjunt afi és un subespai afi si © només si inclou l'origen.

Teorema 2.4.5. Per a qualsevol conjunt afi no buit existeix un vector p tal que L =
{z +plz € [[} és un subespai afi, i aquest és unic.

Geometricament, el subespai afi L respecte el vector p és paral-lel al conjunt afi. Aixi,
s’anomena subespai paral-lel de [[. La dimensi6 de L sera la dimensié de [ [, que sera igual
al nombre de components independents (coordenades) dels elements de [[. Clarament el
conjunt afi és no acotat.

Sigui @ un vector no nul i sigui A un nombre real. El conjunt H = {z € R"|a’z = \}
és un hiperpla, amb vector normal a. De fet, Vz,y € H

al'(

r—y)=alz—aly=X—X=0.
Exemple 2.4.6. Qualsevol hiperpla és un conjunt afi i qualssevol recta en R? i pla en
R3 s6n exemples de hiperplans.

2.5 Convexitat

L’objectiu d’aquesta seccié és interpretar els resultats anteriors des del punt de vista de
la teoria de conjunts convexos.

Definicié 2.5.1. C' és un conjunt convex si donades xi,xo € C,\ € (0,1), aleshores
Axq + (1 - )\)xg eC.

Definicié 2.5.2. El conver més petit que inclou un conjunt €s [’envoltura convexa d’a-
quest.

Exemple 2.5.3. Els quadrants i els discos en R? i els octants i les esferes en R? sén
exemples de conjunts convexos. Les rectes i 'espai total també sén conjunts convexos.
Un conjunt buit i un inic punt sén també conjunts convexos. Les interseccions de conjunts

convexos sén també conjunts convexos.

Tot conjunt afi és un conjunt convex. Tanmateix, no tot conjunt convex és un conjunt
aff.



Exemple 2.5.4. Els discos i les esferes no sén conjunts afins pero si convexos.

Qualsevol conjunt convex té una envoltura afi. La dimensié d’aquesta sera la dimensié

del propi conjunt convex. Assumirem ara que els conjunts convexos sén tancats.

Definicié 2.5.5. Una combinacié convexa de punts i, ..., X €S un punt

k

i

T = g QLT
i=1

amba; > 0,i=1,...,k tal que Zle a; = 1. El conjunt de totes les combinacions convexes

k k
{Zak:pi| Zai =1,0; >0,i=1, ,k:}
=1 =1

és I’envoltura convexa d’aquests punts.

Un conjunt C és convex siinomés si C inclou ’envoltura convexa de qualsevol nombre
finit de punts de C.

Qualsevol hiperpla H = {z|a”x = A} divideix I’espai total en dos subespais tancats
Hp ={zla’z <AV i Hg = {z|aTz > \}.

Definicio 2.5.6. La interseccié d’un nombre finit de subespais tancats s’anomena polie-

dre. Aquest pot degenerar a un punt, a una recta, o a un espai buit.

La regié possible P = {x € R"|Az = b,z > 0} és la interseccié d’un conjunt aff i
de l'octant positiu. Es pot pensar P com la interseccié d’'un nombre finit de subespais
tancats.

Proposicié 2.5.7. La regid possible P és un conjunt poliédric convew.

Definicié 2.5.8. Sigui C' un conjunt convexr, un punt x és un vertex de C si donats
y,z€ CAe(0,1),sidy+(1=ANz=zx=y=z=u.

Un vertex també s’anomena punt extrem ja que no pot ser un punt interior de P. El
punt origen, en cas de pertanyer a P, sera un vertex. Els segiients resultats asseguren
que per trobar solucions basiques possibles en P per resoldre un problema de PL només
s’haura de buscar entre els vertexs de P.

Proposicié 2.5.9. Un punt x € P és un vértex si i només si les columnes de A corres-

ponents a les seves components positives son linealment independents.

Demostracid. Sigui x = (x1,...,2,)7. Suposem que z té les primeres s components
positives. Llavors z = (z1,...,7,0,...,0)7. Definim T = (z1,...,2,)7 i A com la
submatriu de A formada per les primeres s subcolumnes de A. Aleshores

Az =b.



Suposem que x € P és un vertex de P. Si les columnes de A sén linealment
dependents = 37 # 0 tal que Av = 0. Definim J =Z + a0 iz =T — av per a € R tal
que

Ay = Az =b.
Prenent un « suficientment petit tal que 7,z > 0 es defineixen els vectors

y=(7.0"iz=(z0"

. y oz
=y,z€Pic==+_.
Y, 2 iz 2+2

Aix0 contradiu la hipotesi que = és un vertex de P = totes les columnes de A sén
linealment independents = totes les columnes positives de A sén linealment independents.

Suposem que totes les columnes corresponents a components positius de A sén
linealment independents. Amb la notacié anterior, es té que totes les columnes de A sén
linealment independents.

Siz € Pnoésun vertex =3y, z€ P,y,z#xiac(0,1) tal que

r=ay+ (1 —-a)z.

Aleshores les tltimes n—s components de y i z han de ser nul-les perque = (z1,...,xs,0,...

per hipotesi. Definim v = x — y #£ 0 i llavors
= Av=Av=Axz — Ay=b—b=0.

Aleshores les columnes de A sén linealment dependents. Aixd contradiu la hipotesi. Per
tant, x és un vertex de P. O

Donat que suposem que rang(A) = m, el nombre de components positives d’un vertex
de P sera, com a maxim, m.

Teorema 2.5.10. Un punt x és un vertex de la regio possible P si i només si és una
solucio basica possible.

Demostracio. Suposem que z = (z1,...,Zm,0,..., O)T és una solucié basica possible
de Az = b, amb z > 0. Llavors, es pot suposar sense perdua de generalitat que les m
primeres columnes de A, aq,...,an, sén linealment independents i per tant

ria1 + -+ Tmam, = b.
Suposem que x no és un vertex = Iy, z i a € (0,1) tal que
r=ay+ (1 —a)z.
Com z,y,2 > 01ia € (0,1) = les ultimes n —m components de y 1 z seran zero

= y1a1 + -+ Ymam = b1 2164 + - + zZmam = 0.



Com ay, ..., a;m, son linealment independents, x = y = z. Aixi, s’arriba a una contradiccié

i per tant x és vertex de P.

Suposem que z és un vertex de P. Podem suposar sense perdua de generalitat
que les components > 0 de x sén les k primeres = = (x1,...,2,0,...,0)T, és a dir,

r1a1 + -+ xpap = b.

Per demostrar que x és una solucié basica possible s’ha de demostrar que les columnes
ai,...,a, de A sén linealment independents. Es demostra per contradiccié:

Suposem que aq, ..., a; sén linealment dependents = 3 Aq,..., A\ constants amb y; # 0
per algun ¢ € {1,...,k} tal que

Atar + -+ Agap = 0.

Definim A = (A1,..., M\, 0,...,0)T. Com per hipotesi x; > 0 Vi € {1,...,k} aleshores es
pot trobar un € tal que
T+eA>0iz—eA>0

1 1
=1z = §(x+e)\)+§(x—e)\).

Aix0 contradiu la hipotesi de que z és un vertex. Aixi, a1, ..., a; son linealment indepen-
dents i per tant x és una solucié basica possible. O

Corol-lari 2.5.11. Qualsevol regio possible P no buida té algun vertex.



Capitol 3

Metode del Simplex

En aquest capitol les principals fonts consultades han estat [1] i [0].

El metode del Simplex és el metode més utilitzat per a resoldre problemes de PL.
Aquest apartat parla dels fonaments teorics del seu algorisme i inclou un exemple.

El metode del Simplex consisteix en moure’s entre vertexs adjacents, és a dir, entre
solucions basiques possibles, per tal de minimitzar el valor objectiu fins a obtenir el vertex
optim, és a dir, la solucié basica optima.

Els resultats del capitol anterior asseguren que per trobar una solucié possible optima
només cal considerar les solucions basiques possibles.

Recordem que un problema de PL en la forma estandard es defineix com

min f=clx
tal que Az =10

per >0

on A€ R™" ce R", be R", x € R", t¢ m < nirang(A) = m. Es a dir, Az = b
serd un sistema lineal indeterminat.

Explicitament el problema anterior s’expressa per x1,...,x, > 0 com el conjunt d’e-
quacions lineals

a1,121 +a1px2 + -+ a1, = by
a2,1%1 + ag2x2 + -+ a2y = ba
Om,121 + Am2T2 + -+ AGmnTn = b

Si les m primeres columnes de A sén linealment independents, es diu que les variables
T1,..., Ty SON basiques, i les altres sén secundaries. Aixi, es pot reescriure la matriu A
com A = (B,N), on B sén les columnes corresponents a les variables basiques i N a les

secundaries.

Aixi, el problema Ax = b és equivalent a Bxg + Naxny = b i la solucié basica es troba

igualant xy = 0.
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El sistema anterior pot, a través de multiplicacions i restes, convertir-se en la forma

canonica
1 +01m+1Tm+1 + Q1 m4+2Tm+2 + -+ G1nTh = alo
T2 +02m+1Tm+1 + A2 m+2Tm+2 + +++ + G2nTp = a2
Tm + Omm+1Tm+1 + Omm4+2Tm+2 + -+ Gmn®Tn = Gmo

Aixi, el problema canonic es pot escriure com zp + B~'Nay = B~'b. S’acostuma a
treballar amb la matriu dels coeficients.

1 0 ... 0 a1 m+1  Glm+2 --- Qlp | G10
01 ... 0 a2 m+1  G2m+2 --- Q2p | G20
00 ... 0

0 0 ... 1 Umm+1 Omm+2 -+ Gmn | Gm0

Donat aquest sistema canonic, I’algorisme es basa en transformar variables basiques en
secundaries, i viceversa. Per exemple, per substituir la variable basica x,, per 1 <p <m,
per la variable secundaria x4 el procediment és el segiient:

1. Es comprova que a,q sigui no nul-la. Si és zero, no es pot fer la transformacio.
2. Es divideix la fila p entre a,, perque z, tingui un coeficient unitari.

3. S’obtenen coeficients nuls per a x, a les altres equacions restant multiples adequats
de la fila p.

El procediment anterior s’explicita amb les equacions

— _ apj .

Qi = i — 2aj,, 1

o i apgtiey 17P (3.0.1)
apj = apj/apq

anomenades equacions piwot. Es diu que apq és I’element pivot.

Es reescriu el sistema canonic anterior amb les noves variables generades per les equa-
cions pivot. Reescrivint també la funci6 objectiu del problema de PL f = cix1+- - -+ cnn
com

czit+ ey — f=0

i aplicant les equacions pivot en resulta

i1+ + i — f = —f.

Unint els dos resultats anteriors en resulta

Tjy Ty e Ty, Tjq - Ty f t. 1.
1 aljerl ... G4, alo
1 as; az; a
Jm+1 cee 2jn, 20
(3.0.2)
1 Amjmg1 -+ Omgn A0
6jm+1 - Gy -1 —f




que és la taula del Simplex.
Es faran transformacions lineals iterativament a aquesta taula del Simplex per tal

d’obtenir una solucié possible optima.

La taula del Simplex es pot escriure com

rB IN f t. 1.
I N al
& | -1 | —f

per al = (510, - ,Em()).
El valor associat de la funcié objectiu és —(—f). €y sera el cost reduit i N és la matriu

de coeficients @;j,, peri=1,....m,ik=m+1,...,n.
Si T > 0, la taula del Simplex dona una solucié basica possible inicial. Altrament,

s’ha de buscar una nova base pel sistema. Aquest cas es tracta en I'apartat de Variables

Artificials (3.2).
Si la funci6 objectiu assoleix el valor minim a la regi6 possible, es diu que és la solucié

basica possible optima.
El valor de la funcié objectiu corresponent a qualsevol solucié x és
_ _.T
Z=cCx1+ -+ cpry =C .

Per a la solucié basica, el valor objectiu corresponent és
20 = chap,

on c:g = (1, Cm)-

Normalment s’acostuma a treballar amb la solucié basica z = . Pels altres casos,

ON Tym+1,Tm+2, - - -, Ty tenen valors arbitraris, aillant les altres variables

e 23 n 2l . .
1= ai— Zj:m+1 152

— . n 7. . .
Ty = @20 — )iy 02jT;

— 3 n 23 . .
Tm = Gmo — Zj:erl AmjTj

I substituint x1, ..., x,;, per aquestes expressions en z = c1x1 + - - - + ¢, Tp, 2 queda en

funcié de 11, Tmy2, .- -5 Tn
n n
z = c1(ag — g Gy;x5) + c2(az — E Qi)+
j=m+1 j=m+1

n
<4 e (@mo — Z UmjTj) + Cmt1Tmt1 + -+ + CnTn

j=m+1

i prenent z; = Gyjc1 + agjc2 + -+ + mjcm per m+1 < j <m, es té
— Zp)Tn. (3.0.3)

T

z=C T =2+ (Cm+1 - Zerl):Eerl + (Cm+2 - Zm+2)$m+2 + -+ (Cn



3.1 Teoremes del Metode del Simplex

Teorema 3.1.1. (De la millora de la solucié basica possible) Sigui una solucié basica
possible amb zo com a valor de la funcié objectiu corresponent. Si c; —z; < 0 per alguna j
tal que 1 < j < n, aleshores existeir una solucid possible amb valor z < z, per a la funcio
objectiu corresponent. Si la columna a; del sistema canonic amb valor z per a la funcié
objectiu es pot substituir per un vector de la base original i generar una nova solucio
basica possible, aquesta nova solucid tindra un valor z < zy per a la nova funcié objectiu
corresponent. Si aj no es pot substituir per generar una nova solucid basica possible,
aleshores el conjunt de solucions no esta acotat i la funcid objectiu tendeix a —oo.

Demostracid. Donada una solucié basica possible z = (21,...,2m,0,...,0)” amb valor
objectiu zg. Suposem que ¢p11 — zme1 < 0, aleshores es pot construir una altra solucid
possible 2’ = (24, ..., 2, 2%,,1,0,...,0)T amb 2/ ., > 0.

Substituint 2’ en I'equacié (3.0.3):

T 1 /
z=c 2 =20+ (Cmy1 — Zm41) Ty 1-

Donat que 7,1 > 01 ¢pp1 — Zmg1 <0,
— /
2 =20 = (Cm41 — Zm+1)Trypq < 0.

Aleshores z < zg per aquest z’.

/ : s s
Donat que quan x,,, creix les altres components poden créixer, decréixer o quedar-se
iguals, s’estudien els casos:

e Si existeix ¢ < m tal que z decreix quan z, 41 creix, aleshores es pot fer créixer

, . ;o i s e

x;,,1 fins que una primera z; = 0 per mantenir la possibilitat de la solucié. Aixi,
s’obté una nova solucié basica possible que complira z < zp.

e Si tota z} creix quan ), 11 creix per i < m, aleshores xl, 41 es pot fer créixer sense
limit i, per tant, el conjunt de solucions no esta acotat. Llavors, el valor objectiu
de la funci6 objectiu no té cota inferior i pot tendir a —oo.

Teorema 3.1.2. (De la condici6 d’optimitat) Si ezisteiz una solucié basica possible tal
que c; — z; > 0 Vj € {1,...,n}, aleshores és una solucid possible optima.

Demostracio. Per una solucié basica possible z amb valor objectiu 29 i ¢; —z; > 0 Vj es
vol provar que és solucié optima.

Seguint el metode de contradiccid, es suposa que existeix una altra solucié basica
possible amb valor objectiu z tal que z < zg.



Aleshores
z=2zp+ (Cm+1 - Zm—i—l)xm—i-l + -+ (Cn - Zn)xn-

Com ¢j — z; > 0Vjix; >0 Vi, es té que
£ — 20 = (cm—i-l - Zm—i—l)xm—‘,-l + -+ (Cn - Zn)xn > 0.

Aleshores z — zg > 0. Aix0 contradiu la hipotesi i per tant es demostra que x és solucié
optima.

O

Lema 3.1.3. Sic, <0 per algun g € N ia;q <0, ¢ =1,...,m, aleshores el problema de

PL té una cota (inferior).

Regla de la columna pivot: Determinar una columna amb index ¢ tal que

q € argminc;.
jen 7

Aquesta regla selecciona la columna amb el cost reduit més negatiu com la columna pivot.
Regla de la fila pivot: Determinar una fila d’index p i un valor « tal que
o= Epo/apq = min{aig/aiq@q >0,72=1, ,’ITL} >0
s’obté el que s’anomena radi minim. Posant z, = o s’obté una nova solucié possible:
/fji = a0 — Qiq, 1=1,...,m;
:/L'\j:oa ]ENa.]#(L
Tg=
Aixi, el Métode del Simplex es pot resumir en els pasos segiients:
1. Es forma una taula del Simplex com en (3.0.2), que donara la solucié basica possible
inicial.
2. Sicy > 0, la solucié és optima i s’acaba el metode.
3. Es determina una columna pivot d’index ¢ € argmin;ey ¢;

4. Es calculen les raons @jo/aiq per Giq > 0 per i = 1,...,m. Si cap aj; > 0, s’atura el
procés i el problema no esta acotat.

a0
CLiq

5. Es determina una fila pivot d’index p € arg min;e;

6. A través de transformacions elementals, es converteix a,, en 1 i s’anul-len les altres

components de la columna que no siguin zero.

7. Es torna al pas 2.



Exemple 3.1.4. Sigui

min f = x1 + 229 — x4 + 5

2x1 +x2 +3333 +2x4 =
1 —To +2x3 —x4 —+3x5 1
1 —2x3 —2z5 = -1

un problema estandard de PL, el sistema canonic s’obté a través del metode d’eliminacid
gaussiana.

Primerament definim la taula del Simplex, que conté els coeficients del problema de

PL:

r1 X2 T3 T4 Tj t.1
2 1 3 2 0 5

-1 2 -1 3 1
1 o -2 0 -2 -1

Les tres primeres columnes formen una base ja que soén linealment independents. Alesho-
res, es duu a terme el procés d’eliminacié gaussiana per tal de fer una submatriu identitat
de 3 x 3 en x1,x2,z3. El resultat és el segiient:

r1 X2 X3 Ty Ts ‘ t. 1.

1 0 0 2/11 —4/11 7/11
0 1 0 15/11 -19/11 14/11
0 o0 1 1/11 9/11 9/11

Un cop s’obté el sistema canonic ja es pot trobar una primera solucié basica, tot aillant
les variables x1, x5 1 3 a I’esquerra i deixant la resta a la dreta

@ = T/11 —(2/11)zy  +(4/11)a5
zy = 14/11 —(15/11)xy +(19/11)zs
z3 = 9/11 —(1/1)zy —(9/11)zs

Ara, es poden forcar les variables secundaries x4 = x5 = 0 i s’obté la solucié basica
x=(7/11,14/11,9/11,0,0).
Aquesta solucié ja dona un valor a la funcié objectiu, concretament:
f=(7/11) + 2% (14/11) = 35/11

Ara g’incorporen a la taula els coeficients de la funcié del problema de PL tal com
r1+2x0—x4+25— =0

i aleshores



xr1 X2 X3 T4 Ts f t. 1.

10 0 2/11 —4/11 0 7/11
0 1 0 15/11 —19/11 0 14/11
0O 0 1 1/11 9/11 0 9/11
1 2 0 -1 1 -1 0

Primerament es fan zeros a les tres primeres components de la tltima fila i el sistema

canonic queda

x| T2 I3 Ty x5 f t. 1.
1 0 0 2/11 —-4/11 0 7/11
0O 1 0 15/11 —19/11 0 14/11
0O 0 1 1/11 9/11 0 9/11
0 0 0 -—43/11 53/11 -1 —35/11

La solucid

x = (7/11,14/11,9/11,0,0)

no és optima perque el coeficient de x4 en la ultima fila és negatiu. Aleshores és pot
buscar una solucié millor. Per buscar-la, una de les components de la columna de z4 sera

la pivot. Per veure quina sera es calcula

min {

7/11 14/11 9/11

2/11° 15/11° 1/11

} = 14/15.

Com el valor minim de dividir el terme independent entre el coeficient de z4 és de la

segona fila, 15/11 sera el pivot.

Ara es divideix la segona fila entre 15/11 per a que el pivot passi a ser 1 tal com

€1 ) xs T4 x5 f t. 1.
1 0 0 2/11 —4/11 0 7/11
0 11/15 0 1 —19/15 0 14/15
0 0 1 1/11 9/11 0 9/11
0 0 0 —43/11 53/11 -1 —35/11

A continuacié es fan zeros en la resta d’elements de la columna on esta el pivot. A la
primera fila es resta doncs la segona fila multiplicada per 2/11. A la tercera fila es resta
la segona fila multiplicada per 1/11. A la quarta fila es suma la segona fila multiplicada

per 43/11.
T T2 xr3 T4 xTs f t. 1.
1 -2/15 0 0 —=2/15 0 7/15
0 11/15 0 1 -—-19/15 0 14/15
0 —-1/15 1 0 14/15 0 11/15
0 43/15 0 0 —2/15 —1 7/15

Ara la taula del Simplex dona la nova solucié basica possible 7 = (7/15,0,11/15,14/15,0)

amb el valor objectiu corresponent

f=-7/15 < 35/11.



Tanmateix, encara no s’ha arribat a obtenir una solucié optima, ja que el coeficient de x5
és negatiu. Analogament al pas anterior s’ha de buscar un nou pivot a la columna de xs5.
Com només es consideren els components > 0, resulta

n= {ﬁﬁg} —=11/14.

Es a dir, el pivot serd 14/15. Es divideix la tercera fila entre 14/15.

T T2 xs Ty Ts f t. 1.

1 —2/15 0 0 —2/15 0 7/15
0 11/15 0 1 —19/15 0 14/15
0 —1/14 15/14 0 1 0 11/14
0 43/15 0 0 —2/15 -1 7/15

Per fer zeros a la columna del pivot es suma a la primera fila la tercera multiplicada per
2/15. Es suma a la segona fila la tercera multiplicada per 19/15. Es suma a la quarta fila

la tercera multiplicada per 2/15.

T To T3 T4 X f t. 1.
1 -1/7 1/t 0 0 0 4/7
0 9/14 19/14 1 0 0 | 27/14
0 —1/14 15/14 0 1 0 | 11/14
0 20/7 /7 0 0 -1 4/7

Totes les components de la iltima fila sén no negatives, aixi que el metode del Simplex
acaba en aquest punt i el valor objectiu f = —4/7 correspon a la solucié possible optima
T =(4/7,0,0,27/14,11/14).

3.2 Variables Artificials

L’exemple anterior és un tipus de problemes de PL que permet trobar una solucié basica
possible inicial per la forma estandard del problema. Amb aquesta solucié s’inicia el
metode del Simplex.

Tanmateix, no per tots els problemes de PL existeix una solucié basica possible im-
mediatament disponible, i s’ha de desenvolupar un metode per poder determinar-ne una

i comengar el metode del Simplex.
Per trobar una solucié basica possible inicial, es considera el problema de minimitzacio
min PR
tal que Az =b
d Ty (3.2.1)

x>0
y >0,

ony=(y1,...,Ym)’ és un vector de variables artificials.



Aixi, si existeix una solucié per
Ax=b

3.2.2
23>0 (3.2.2)

aleshores necessariament existeix una solucié per (3.2.1) amb valor minim de 0 amb y = 0.
En canvi, si (3.2.2) no té solucié possible, aleshores el valor minim de (3.2.1) és més gran
que 0.

Tanmateix, és clar que (3.2.1) és per si mateix un problema de PL amb variables x i
Y, que a més esta en forma canonica i té solucié basica possible y = b. Doncs, resolent
(3.2.1) amb el metode del Simplex s’obté una solucié basica possible en cada pas.

Si el valor minim de (3.2.1) és zero, aleshores la solucié basica possible tindra y; = 0 per
qualsevol 7 i, per tant, si no hi ha degeneracié, la solucié basica final no tindra variables
basiques y;. En cas de tenir una solucié degenerada, és a dir, que en la solucié final
algunes y; siguin zero i basiques, aquestes variables basiques es poden intercanviar amb
variables x; no basiques per arribar a una solucié basica possible inicial en funcié de les
variables z;.

L’exemple segiient mostra com es troba una solucié basica possible inicial quan un
problema de PL no en té una immediatament disponible.

Exemple 3.2.1. Trobem una solucié basica possible inicial per

21+ ro + 2x3 = 4
3r1 + 3wy + =x3 = 3
$120,$220,$320,

S’introdueixen les variables artificials y1 > 0,y2 > 0 i una funcié objectiu y1 + y2. La
taula inicial és

Una solucié basica possible del sistema ampliat ve donada per les variables artificials. Per
iniciar el metode del Simplex, s’ha d’actualitzar la Ultima fila perque tingui components
zero en les variables basiques.

r1 w2 T3 Y1 y2| b
2 1 2 1 04
3 3 1 0 13
5 —4 -3 0 0|-7

Ara s’escull el pivot entre les components de la columna de x1,

. 4 3
min =4 -, - » = 1.
3}

Com el valor minim de dividir el terme independent entre els coeficients de x; és de la
segona fila, 3 sera el pivot. La segiient taula resulta



T T2 X3 Y1 Y2 b
0 —1 4/3 1 —2/3| 2
1 1 1/3 0 1/3 |1
0 1 —4/3 0 5/3 |-2

El procés encara no ha acabat ja que la tltima fila té una component negativa. S’escull
doncs un altre pivot entre les components de x3:

noJ1 21 3
S EVEAVYEY B

Aixi, el pivot ara és 4/3 i en resulta la taula

1 T2 X3 Y1 Y2 b
0 —3/4 1 3/4 —1/2|3/2
1 5/4 0 -1/4 1/2]1/2
0 0 0 1 1/ 0

El procés s’acaba ja que cap component de la ultima fila és negativa. Ja no apareixen a
la base cap de les dues variables artificials i s’ha reduit el valor objectiu a zero, trobant
aixi una solucio basica possible inicial al problema original

Tl = 1/2,1:2 20,1’3:3/2.



Capitol 4

Dualitat

En aquest capitol les principals fonts consultades han estat [1] i [0].

La dualitat és un pilar essencial de la teoria de la Programacié Lineal. Per a qualsevol
problema de PL, que anomenarem primal, existeix un problema associat, que sera el dual.
Ambdés comparteixen les dades (A4, b, ¢) i si un és un problema de minimitzacié, 1’altre
sera de maximitzacié. En el cas de ser problemes amb solucions finites, compartiran
valors optims per a les funcions objectiu respectives. Doncs, bastara en resoldre un dels
dos problemes per a obtenir la solucié dels dos.

La dualitat permetra poder tractar simultaniament un problema des de dos enfoca-
ments, el primal i el dual, a través del metode del Simplex.

Donat el problema

Primal
min 'z (4.0.1)
tal que Az >b e
x>0
es defineix el problema
Dual
max ATh
4.0.2
tal que ATA <l ( )
A>0

per a A € R™. x és la variable del problema primal i A la del dual.

A cada restriccié d'un problema li correspon una variable de 'altre. En l'ambit de
I’economia, el vector ¢ es coneix com el vector de costos i el vector A com el de preus.

Definici6 4.0.1. Aquesta és la forma simetrica de la dualitat.

Per qualsevol problema de PL en la forma estandard es pot trobar el problema dual
corresponent. Veiem que

min Tr

tal que Az =0
x>0
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es pot expressar de forma equivalent com

min T
tal que  Ax >0
—Az > —b
x>0

Aquesta darrera expressié és el problema primal i té

A
—A

com a matriu de coeficients.

Associant els vectors u a les primeres restriccions i v a les segones, s’utilitza com vector

dual dividit (u,v) i el dual corresponent és

max u'b—ovlb
tal que ulA—ovTA<cl
u>0
v>0

Prenent A = v — v s’obté el dual

Dual
max ATb (4.0.3)
tal que NA < T

Definicié 4.0.2. Aquesta és la forma asimetrica de la dualitat. En aquesta forma, el
vector dual A no esta restringit a ser positiu.

El dual del dual és el primal. A continuacié es detalla la relacié entre un problema de
PL i el seu dual.

Lema 4.0.3. (Lema de dualitat feble) Si x i A sdn solucions possibles per als problemes
primal i dual respectivament, aleshores ¢z > ATb.

Demostracid. La soluci6 del problema primal verifica que Az =b1ix > 0, i la del dual es
que ATA < ', Aleshores:
Moo= TAzx < 'z

O

Aixi, si els problemes primal i dual tenen ambdds solucions possibles, qualsevol solu-
ci6 possible del primal sera una cota superior de totes les solucions possibles del dual.
Analogament, qualsevol solucié possible del dual sera cota inferior de totes les solucions
possibles del primal.



Corol-lari 4.0.4. Si zq ¢ A\g son solucions possibles per als problemes primal i dual res-
pectivament i ¢’ xg = Ag;b, aleshores xg 1 Ay son solucions possibles optimes.

El segiient teorema estableix que la inversa del resultat del corol-lari també és certa.

Teorema 4.0.5. (Teorema de dualitat de la Programacié Lineal) Si un dels problemes,
el primal o el dual, té solucio possible optima finita, aleshores també la té laltre i els
valors corresponents a les funcions objectius seran iguals. Si un problema té un objectiu
no acotat, l’altre no té solucio possible.

4.1 Relacié amb el Metode del Simplex

A continuacié es demostra la primera part del teorema de dualitat de la Programacié
Lineal utilitzant les caracteristiques del metode Simplex.

Suposem que el problema de PL

min cl'x
tal que Az =b (4.1.1)
x>0
es té la soluci6 basica optima z = (xp,0) amb la base B corresponent. S’haura de

determinar una solucié del problema dual

max A'b

4.1.2
tal que AA < T ( )

en funcié de B.

Reescrivint A com A = (B, N), com g = B~1b és una soluci6 basica possible optima,
el vector cost ¢ relatiu a 7 ha de ser > 0 a totes les seves components. Aixi,

r% = ij\} — C%B_IN.
Comry >0 = chle < c%. Aixi, AT = chfl, resol el problema dual tal que
MNA=O'BNN) = (5, cEB7IN) < (¢, k) =T
Com ATA < ') X és solucié possible pel problema dual. Per una altra banda,
Mb=cEB b =chap

i el valor objectiu dual és igual al valor objectiu primal. Pel corol-lari (4.0.4), aixo de-
mostra que la solucié A\ és optima pel problema dual.

Amb aquests resultats es pot formular el teorema segiient:

Teorema 4.1.1. Sigui el problema de PL (4.1.1) amb solucié basica possible optima
corresponent a la base B. Aleshores, un vector A tal que \T = CEB_1 és una solucio
optima pel problema dual (4.1.2). Els valors optims d’ambdds problemes son iguals.



Queda demostrada la primera part del teorema de dualitat de la PL (4.0.5) a través
de les caracteristiques del metode del Simplex.

A continuacié es demostra la segona part del teorema de dualitat (4.0.5):

e Suposem que el primal (4.0.1) té un valor objectiu no acotat. Aleshores, ¢!z = —M
per a un M arbitrariament gran. Suposem que el dual (4.0.2) té la solucié possible
A. Aleshores, pel lema de dualitat feble (4.0.3), AT < ¢’z = —M. Com —M
tendeix a —oo, aixo no és possible i per tant el dual no té cap solucié si el primal té
un valor objectiu no acotat.

e Analogament, suposem que el dual (4.0.2) té un valor objectiu no acotat. Aleshores,
ATh = M per a un M arbitrariament gran. Si el primal (4.0.1) té la soluci6 possible
z, pel lema de dualitat feble (4.0.3), ATb = M < ¢T'z. Com M tendeix a oo, aixd
no és possible i per tant el primal no té cap solucié si el dual té un valor objectiu
no acotat.

Teorema 4.1.2. (Separacié complementaria-forma asimetrica) Siguin x i A solucions
possibles dels problemes primal i dual respectivament. Una condicio necessaria @ suficient

perqué ambdues solucions siguin optimes €s que

1. siz; >0=Ala; = ¢,

2. si Nla; < ¢; = x; =0.

Demostracié. Siguin = i A solucions del primal (4.0.1) i el dual (4.0.3) respectivament.
Aleshores compleixen les equacions

min 'z max ATb
tal que Az >b talque NTA<cT
x>0

Tenim que
n

MNA— Dz = Z()\Tai — )T
1=1

Suposem que es compleixen les condicions:

e Suposem z; > 0 = Aa; = ¢;. Aleshores N'Az = ¢z < M\'b = cz. Pel
corol-lari (4.0.4), z i A s6n solucions optimes.

e Suposem M'a; < ¢; = x; = 0. Aleshores \TA < ' «—= MNAz < 'z —
AA—-cDz=0= ATAr =cl'z < A'b=cTz. Pel corollari (4.0.4), z i A sén

solucions optimes.

Suposem ara que x i A sén solucions optimes. Pel teorema de dualitat de la PL (4.0.5),
c'z = ATh. Aleshores cT'x = \T Az <= (\TA — )z = 0. Falta veure si es compleixen
les condicions:



e En cas que x; > 0 és clar que M\a; = ¢;.

e En cas que ATa; < ¢;, com per hipotesi A'a; < ¢;, aleshores (Aa; — ¢;) < 0 i per

tant x; = 0.
O

A continuacié s’exposa com s’obté la solucié del problema dual a través de la taula
final del Simplex del problema primal.

Exemple 4.1.3. Per al problema primal

min —x1 —4x9 —3x3
tal que 2x1 +2x9 w3 +x4 = 4
1 +2x0 423 45 = 6

amb x; >0, i=1,...,5

el meétode del Simplex es desenvolupa com

r1 T2 X3 T4 o5 |t i1
2 2 1 1 0 4
1 2 2 0 1 6
-1 -4 -3 0 O 0

Prenent com a pivot el 2 de la primera fila i segona columna, la segilient taula és

T4 X9 X3 T4 x5 |t 1
1 1 1/2 1/2 0 2
-1 0 1 -1 1 2
3 0 -1 2 0 8

Prenent com a pivot 'l de la segona fila i la tercera columna

r1 T2 I3 X4 x5 ‘ t. 1.
3/2 1 0 1 —-1/2] 1
-1 0 1 -1 1 2
2 0 0 1 1|10

La solucié optima és x1 = 0,9 = 1,23 = 2,24 = 0, x5 = 0 amb valor objectiu optim —10.
El problema dual corresponent és

max 4A1 + 69
tal que 2A; 4+ Ay < —1
20 +2X < —4
AL +2M < -3
A <0, <0.



Aixi, pel teorema (4.1.2), la soluci6é optima del dual s’obté directament de la dltima
fila de la taula final del Simplex. Concretament, de les columnes on estava la identitat a

la primera taula:

Es té x9,x3 > 0 i per tant es verifiquen amb igualtat:

201 +2Xy = —4
A1+ 29 = -3
A1 = -1
= Ao = —1. Per tant, \; = —1, Ao = —1 és la solucié optima.

4.2 Metode Simplex Dual

Aquest metode servira per a casos en que un problema de PL té una solucié basica que
no és possible, pero que assigna preus A de forma optima. Es a dir, quan I'altima fila de
la taula del Simplex té tots els elements > 0, perd aquests donen una solucié basica no
possible. En aquestes situacions, existeix una solucié basica possible pel dual i, per tant,
es pot pivotar cap a la solucié optima dual.

Donat un problema de PL

min 'z

tal que Ax =b
x>0,

suposem una base coneguda B i es defineix \ tal que AT = CEB_I, que és solucio6 possible
pel dual.

En aquest cas es diu que la solucié basica corresponent al primal, xp = B~'b, és
possible dual. Si xp > 0, la solucié també és possible primal i, per tant, Optima.

El vector X\ és possible pel dual i compleix )\Taj <c¢jperj=1,..,n1ia; la columna
j-essima de A. Suposant que la base B esta formada per les m primeres columnes de A,
es compleix

/\Taj =cj,peraj=1,..m,

i aleshores, llevat que hi hagi degeneracié,
)\Taj <cj,peraj=m+1,..,n.
Per completar un cicle del métode Simplex Dual es troba un nou vector A convertint una

de les igualtats en desigualtat i una de les desigualtats en igualtat, mentre s’incrementa
el valor objectiu dual. Aixi, les m noves igualtats determinen una nova base.

c g C . _ T ; . ~T ;
Sigui u! la i-essima filade B~1, si A = AT —eu! llavors es verifica A" a; = Ala; —eula;.
Aixi, com z; = )\Taj i uiaj = @;j, el ij-essim element de la taula és

T . C
A aj = cj, ji=1,....mi#£j
T

A a; = C; — €

~T _ .
A aj=zj—e€ay, j=m+1,...,n



, =T
A més, X b= \Tb—exp,.
La ¢y que s’escull per mantenir la possibilitat dual es determina com:

Es Vol'trobar una z; tal que ¢; —%; > 0. Sabem que z; = X aj i que A\ a; =
/\Taj — eu'a;. Aixi, es verifica
T,. (3 )
Aaj —eu'aj < cj

T, ) i
< MNa;—c; <euaj
Ara es consideren els casos:
e Siu'a; > 0, llavors es complira z; < ¢;.
e En cas que u'a; < 0, aleshores la desigualtat es pot escriure com

MNa, —c;
J 1>

Ty -
u a;

I com zj = )\Taj iu'a; = a;j, en resulta

576 > €
Qi -

Per tant, el Meétode del Simplex Dual es resumeix com:
Donada una solucié basica possible dual.
1. Si xp > 0, la soluci6 és optima i s’acaba el procés.

2. Altrament, es selecciona un index 7 tal que la i-éssima component de xp compleixi
B, < 0.

3. Sia;; >0Vje{l,...,n} aleshores el dual no té maxim i acaba el procés.

4. Sia;; <0 per algun j,

5. Es crea una nova base B substituint a; per aj, i amb aquesta es determina la
corresponent solucié basica possible dual zg. Es torna al pas 1.

A continuacié es resol un problema de PL amb el métode del Simplex dual.

Exemple 4.2.1. Per al problema segiient de PL

min 31 +4x9 +5x3
tal que T +2x9 +3x3 >5
211 +2x9 +xr3 >6

120, 2220, 23>0



La taula inicial és

Tr1 To T3 x4 x5 |t. i
-1 -2 -3 1 0] -5
-2 -2 -1 0 1] -6
3 4 5 0 0 0

La base correspon a una solucié possible dual ja que ¢; — z; > 0 Vj € {1,...,5}. S’escull
un rp, < 0 qualsevol, per exemple x5 = —6, i s’extreu el conjunt de variables basiques.

Per trobar I’element pivot es troba el minim positiu (z; — ¢;)/az;:

. {Zj—Cj} . {—3 —4 —5} -3
min — =—min<g ——,——=, Q= ¢ — —=

Per tant, el pivot és el —2 de la primera columna. Es fan transformacions perque el pivot

es transformi en 1 i que la resta d’elements de la seva columna siguin nuls. En resulta la
taula seglient:

xr1 I T3 Ty Ts5 ‘ t. 1.
0 -1 —5/2 1 —1/2] -2
1 1 1/2 0 -1/2| 3
0 1 7/2 0 3/2]09

S’escull x4 = —2 per treure del conjunt de variables basiques. El pivot es determina
analogament al pas anterior:

min {Zj_ Cj} = min{_l,_”zy_?)ﬁ} =1
je{1,...,5} aij -1 —5/2 —1/2

Aixi, el nou pivot sera el —1 de la segona columna. Després de les pertinents transforma-

cions, la segiient taula és:

T4 To X3 T4 Ty |t
0 1 5/2 -1 1/2| 2
1 0 -2 1 -1 1
0 0 1 1 1 11

Aquesta tltima taula ja dona una solucié possible pel primal 1 = 1,29 = 2,23 = 0,24 =
0,5 = 0, que sera optima.



Capitol 5
Programacio entera

En aquest capitol les principals fonts consultades han estat [2] i [7].

Aquest capitol tracta els problemes de Programacié Entera o PE, que sén problemes
de PL afegint la restriccié que algunes o totes les variables només podran prendre valors
enters. Tot i que fins aquest punt hem estudiat els problemes de PL a través de minimitzar
funcions, per conveni la PE s’escriu maximitzant les funcions.

Moltes situacions practiques es poden modelar com problemes de PE. Es plantejaran
dos metodes per trobar solucions enteres per un sistema de desigualtats lineals: el de
Branch-and-Bound i el de Pla Tallant.

5.1 Formulacié del problema

Un problema de PL enter pur és un problema de la forma

max CTJZ

tal que Az <b (5.1.1)
per z > 0 enter

onAe R™" ce R",be R", x € R".

Definicié 5.1.1. Un n-vector x és enter si v € Z". El conjunt S = {x € 21} : Ax < b}
de solucions possibles per (5.1.1) és el conjunt lineal d’enters purs.

Un problema de PL enter mixt, o simplement problema enter, és de la forma

max clz+hly
tal que Az + Gy <b
per z > 0 enter,
y=>0

(5.1.2)

on A€ R™" G e R™P ccR", he RP,be R™, v € R"iy € R™

S’assumeix que n > 1. El problema de PL enter pur (5.1.1) és un cas particular del
problema enter (5.1.2) amb p = 0.
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Definicio 5.1.2. El conjunt
S={(z,y) €2} xR : Ax + Gy < b} (5.1.3)

és el conjunt lineal d’enters mixt.

En el cas que les variables enteres estiguin restringides a 0, 1, el conjunt lineal d’enters
mixt seria

S ={(z,y) € {0,1}" x RE : Az + Gy < b} (5.1.4)

En general, resoldre problema de PE és complex. Aixi, normalment el que es fa és
una relaxacié del problema de PE a un problema de PL, que sera més facil de resoldre
numericament.

Definicié 5.1.3. Per a un conjunt lineal d’enters mixt S, una relaxacié lineal de S és
un conjunt
P'={(z,y) eRY xRE : Alz + Gy <V}

que conté S. Un problema de PL de relaxacié de (5.1.2) és un problema de PL

max{c’z +hTy: (z,y) € P'}.

Les relaxacions de problemes de PL es poden resoldre per diversos metodes de forma
eficient en un periode de temps raonable. A més, permeten generar de forma seqiiencial
relaxacions lineals de S que s’apropen cada vegada més al conjunt S.

Definicié 5.1.4. La relaxacié lineal natural del conjunt S és
Py ={(z,y) e R} xR : Az + Gy < b},

que s’obté del conjunt S, descartant la condicio de que el vector x sigui enter. La relaxacid
natural del problema de PE de (5.1.2) és

max{c'z + hly : (z,y) € Ry}

5.2 Metodes per resoldre Problemes Enters

Es denotara el problema enter (5.1.2) per facilitar la notacié com
MILP : max{cTz + hly : (x,y) € S}, (5.2.1)

per a S = {(z,y) € Z x R : Az + Gy < b}, admet una solucié optima finita (z*,y*)
amb valor objectiu optim corresponent z*.

S’assumeix que es disposa d’una soluci6 lineal (x°,4°) amb valor optim corresponent

20,

Sigui (2%, y°) solucié optima amb valor optim corresponent 2% pel problema de PL de
relaxacié natural
max{cx + hy : (z,y) € Po}. (5.2.2)



0

Com S C Py, és clar que z* < zg. A més, si z¥ és un vector enter, aleshores (2%, %) € S

i, per tant, z* = zp. Aquest cas resol (5.2.1).

A continuacié es detallen dos metodes que resolen (5.2.1) en cas que almenys una de
les components de z° no sigui entera.

5.3 Metode de Branch-and-Bound

El metode de Branch-and-Bound consisteix en trobar una solucié optima per a un pro-
blema de PE a través de fer particions del conjunt S i buscar solucions oOptimes entre
els subproblemes que es van generant en el procés. La primera part es coneix com a
branching, on es creen dos subgrups de S, restringint el rang de x. La segona part del
metode és el bounding, i consisteix en limitar els valors objectius dels subproblemes que
es generen al branching.

Aixi, el métode de Branch-and-Bound genera un seguit de problemes de PL relaxant
la condicié de que z; sigui variable entera, per 1 < j < n, imposant restriccions lineals
z; < wujox; > 1, per uns certs u; i [;. Cada problema de PL correspondra a un node de
I’arbre binari que es forma al iterar el procés.

Per a (2%, ") solucié optima del problema (5.2.2), suposem que a:? sigui no enter per

algun j, per 1 < j < n. Per simplicitat posem f := $§‘) i es defineixen els conjunts

S1=50{(z,y) 2 < [f]} i S2 =50 {(z,9) : 2 > [f1},

on | f] és lenter més gran k tal que k < f i [f] és P'enter més petit [ tal que f <.
Com z; ha de ser un enter per tot (z,y) € S, és directe veure que (Si,S2) és una

particié de S. Considerem els segiients problemes enters per a les particions de S:

MILP; : max{cz + hy : (x,y) € S1} 1 MILP, : max{cx + hy : (z,y) € S}

Aixi, la solucié optima de (5.2.1) sera la millor solucié entre les solucions optimes de
MILP, i MILP;. Per tant, per trobar la solucié del problema inicial s’hauran de resoldre
aquests dos subproblemes.

Es defineixen les relazacions lineals naturals de S1 1 So com

Pr=PRn{(z,y):z; < |f]}iPr=FRn{(z,y):z; =[]},
amb els problemes de PL de relaxacié natural respectius

PRy :max{cx + hy: (z,y) € Pi} i PRy : max{cz + hy : (z,y) € P»}.

Per a un node N;, z; sera el corresponent valor objectiu del problema de PL. PR;. FEl
node Ny esta associat al problema de PL de relaxacié (5.2.2). Sigui L el conjunt de nodes
que encara no s’han treballat. Es a dir, els nodes que on no s’ha aplicat branching ni
bounding. Sigui z el limit inferior del valor optim z*.



Meétode de Branch-and-Bound

1. Suposem L := {Ny}, z = —o0, (z*,y*) := 0.
2. Si L = 0, la solucié (x*,y*) és dptima.
3. S’escull un node N; d’entre els nodes pendents i seguidament s’elimina de L.

4. Es resol el problema PR;. Sino és possible, es torna al pas 2. Si és possible, es pren
(2%, y%) com a solucié optima per PR;, amb z; el valor objectiu corresponent.

5. Si z; < z, es torna al pas 2. Si (z¢,y), és solucié possible per (5.2.1), es defineix
2=z, (x*,y*) := (2',5") i es torna al pas 2. Altrament, s’avanca al pas 6.

6. A partir del PR;, es construeixen els problemes de PL PR;, i PR;, amb regions
possibles més petites i tals que la seva unié no conté (z*, y*), pero sf totes les solucions
de PR; per x € Z". S’afegeixen els nous nodes N;, i N;, a L i es torna al pas 2.

Exemple 5.3.1. Resoldrem el problema segiient amb el meétode de Branch and Bound.

Sigui

max b5.bxq + 2.1x9
—x1 + 22 < 2
8x1 + 2x9 < 17
T1,T2 Z 0
x1,To enters

un problema de PE. Partim de L = {Ny}, amb Ny el node corresponent a resoldre el
problema inicial, PRy, amb el metode del Simplex:

Es crea la taula

T To x3 x4 |t 1
-1 1 1 0 2

8 2 0 1 17
-55 =21 0 O 0

Entrara a la base la variable x i sortira x4. El pivot sera 8, ja que és la tinica component
no negativa de la columna. Es fan les operacions pertinents i la segiient taula és

T T2 Tr3 T4 t. 1.
0 5/4 1 1/8 33/8
1 1/4 0 1/8 17/8
0 —-0.73 0 0.69]|—-11.69

Ara entrara a la base x5 i sortira x3. S’escull el pivot entre les components de x5 tal com

min {%@8, %} = %. Aixi, el pivot és 5/4 i la segiient taula sera:



T1 X2 3 T4 t. i
0 1 4/5 0.1 3.3
1 0 -1/5 0.1 1.3
0 0 0.58 0.76 | 14.08

Aquesta taula dona la solucié optima x1 = 1.3 1 92 = 3.3 amb valor objectiu z = 14.08
per a PRy.

Degut a que els problemes de PE sén de maximitzacié, aquest problema s’ha resolt

convertint-lo en un de minimitzacié.

Aixi, 14.08 sera una cota superior de la solucié optima del problema de PE. El segiient
pas és fer branching, és a dir, crear dos subproblemes PRy, i PRy, en funcié de z; tal
com s’indica en el segiient esquema:

[PRO: z1=13,290=33 1 z= 14.08}

.

[PROIZ .%'1:1,33‘2:3 i 22118} [PR(]Q: $1:2,LL’2:0.5 i Z:1205}

El problema PRy, és el problema inicial amb la restriccié z; < 1. El PRy, és 'inicial
amb la restriccié x > 2.

A continuacié veiem com s’arriba a les solucions per PRy,. Primerament es crea la

taula del Simplex corresponent al problema

max b5.bxq + 2.1x9
—x1 + 29 <2
8x1 + 2x9 < 17
T1,22 > 0
I S 1
x1, T2 enters,

que sera
T Ty X3 x4 Ts|to1
-1 1 1 0 0 2
8 2 0O 1 0| 17
1 0 0O 0 1 1
-55 =21 0 0 O 0

A través d’escollir pivots i fer les transformacions pertinents, tal com s’ha vist al resoldre
la taula del Simplex del problema inicial d’aquest exemple, s’arriba a la taula



Tr1 X9 T3 x4 x5 | t. i
1 0 1 3
-2 1 =10 3
0 0 1 1
21 0 7.6 |11.8

o|l—= O O
SO O

Aixi, els resultats de PRy, sén x1 = 1,29 = 31 z = 11.8. El problema PRy, es resol de
forma analoga.

Com 11.8 < 12.05, farem el bounding cap al costat dret, ja que aquest és un problema

de maximitzacié i es vol un valor objectiu maxim.

Haurem d’iterar el procés ja que els resultats de PRy, no son enters. Aixi, prenem
PRy = PRy, i el procés segueix tal com mostra l’esquema segiient:

[PRO: r1=13,29=33 i 2= 14.08}

N

{PROI: r1=1,20=31 z= 11.8} [PRl X1 =2,29=05 1 z= 12.05}
EPRh: r1 =2.125,20=0 1 2z = 11.6875} EPRlZ: No és possible}

Aqui acaba el metode ja que PR, no és possible i PR;, té un valor objectiu inferior a el
de PRy,. Per tant, la solucié optima per aquest problema de PE és z; = 1,29 = 3 amb
z=11.8.

5.4 Metode de Pla Tallant

Considerem el problema enter mixt
MILP : max{c'z 4+ hTy: (z,y) € S},

pera S = {(z,y) € Z7 xRE : Az+Gy < b}. Sigui Py = {(z,y) € R} xRE : Az+Gy < b}
la relaxacid lineal natural de S i

max{c’z + hTy: (z,y) € Ry} (5.4.1)

la relaxacié natural d’un problema de PE. S’assumeix que (27, 3°) és solucié basica optima
de (5.4.1) amb valor objectiu optim zg.

En el cas que (2°,9°) no pertanyi a S, s’aplica el metode de Pla Tallant. La idea

consisteix en trobar una inequacié que compleixi



ar+yy< B Y(r,y) eSS
az? + 40 > B

L’existencia d’aquesta inequacié es garanteix sempre que (2°,¢%) sigui una solucié basica
per (5.4.1).

Una inequacié au < 8 és valida per a un conjunt K C R si es compleix Vu € K. Aixi,
una inequacié valida az + vy < 8 per S que no es compleix per (z°,4°) és un hiperpla o
cutting plane que separa (2%, %) de S.

Sigui ax + vy < S un hiperpla, es defineix
P = Pyn{(z,y) : ax+y < B}

Com S C P, C Py, la relaxacié lineal del problema enter MILP basada en P; sera més
forta que la basada en Py, ja que el valor objectiu optim del problema lineal

max{clz + hly: (z,y) € P}
serd una cota superior per a z* com a minim tan bona com 2° de (5.4.1), mentre que
(2°,9°) ¢ Pr.

Aplicar aquesta idea de forma iterativa és el que fa el Meétode de Pla Tallant:

e Pas inicial: posem i = 0.
e Pas iteratiu: es resol el problema lineal max{c’z + h'y : (x,9) € P;}.

— Si no és possible, tampoc ho sera el problema de PE i s’acaba el metode.
— Si la solucié basica optima (z%,4") pertany a S, s’acaba el métode.

— Altrament, es troba un hiperpla ax + vy < B que separi (z¢,y%) de S i es
defineix

P =P n{(z,y): ax+~yy < B}

Es posa i =i+ 1 i es repeteix el pas iteratiu.

El problema de com trobar un hiperpla que separi (2%,4%) de S es pot enfocar de diverses
formes. Generalment, buscar un bon hiperpla per tallar és costds en temps i aleshores
s’acostumen a buscar diversos hiperplans que separin (z%,4") de S, afegint-los al nou P .

Hi ha molts procediments de separacid diferents que resolen aquest problema. Un d’ells
és el que es coneix com Talls de Gomory:

Si es compleix
n
E ;T = ag
=1

per x1,...,x, variables enteres no negatives i ag ¢ Z, aleshores el tall de Gomory és

(aj — a;])z; = ao — [ao]

n

J



Aquesta desigualtat es compleix per tot x € Z"} que compleixi Z?Zl ajrj = ap, ja que
aleshores Y7, (a; — a;])x; = ap — [ao] + k per algun enter k.

A continuacié s’exemplifica el metode de Pla Tallant a través del mateix problema de
PE que s’ha resolt més adalt amb el metode de Branch-and-Bound:

Exemple 5.4.1. Sigui

max 5.5x1 + 2.1x9
-1+ 29 <2
8xr1 + 2x9 < 17
I1,x2 Z 0
x1, X9 enters

un problema de PE. S’introdueixen les variables enteres positives xs, x4 per convertir el
sistema a igualtats i z com el valor objectiu de la funcié del problema. Aleshores:

z—5.bxr1 —2.1x9 = 0
-1+ T2+ 23 = 2
8r1 + 229 +x4 = 17

r1,x9,x3, x4 > 0 enters

Aquest problema es pot resoldre amb una taula del Simplex tal com s’ha fet a ’exemple
(5.3.1). La ultima taula que resulta és

r1 X2 I3 T4 t. i
1 08 0.1 3.3

1 0 -02 0.1 1.3

0 0 058 0.76 | 14.08

i els resultats que s’obtenen sén z1 = 1.3,29 =3.3,23 =0,24 =01 2z = 14.08.

Com x71 i x2 sén variables enteres, aquests resultats no sén valids. Graficament, posant
P = (1.3,3.3), el problema és

Z2
4
s P
3
2
1-
r— > T
j 1 2 3 4

S’ha de buscar, doncs, un hiperpla. Es pot buscar a partir de 'equacio que resulta de
la primera fila de la ultima taula del Simplex:

0.8z3 4+ 0.1x4 = 3.3 — 2



Com x5 és una variable entera, 3.3 — x9 = 0.3 + k per algun k € Z i per tant
0.8z3 + 0.1x4 = 0.3 + k.
Com 0.8x3 + 0.1x4 > 0, necessariament tindrem que k > 0. Aleshores es verfica
0.8z3 + 0.1x4 > 0.3.

Substituint en aquesta desigualtat les expressions x5 =242 —x9 i 4 = 17 — 8x1 — 2z,
en resulta
0.8(2 +x1 — 1'2) + 0.1(17 — 81 — 2$2) > 0.3

<= 1.6 +0.821 — 0.822 + 1.7 - 0.8z1 — 0.229 > 0.3

<— 3> 29

S’afegeix aquest nou hiperpla a les restriccions del problema. Graficament es veu com

€2
4
¥ P
3
2
1 J
e ———— |
j 1 2 3 4
Aixi, ara s’ha de resoldre
z—5.bx1 — 2.1y = 0
—X1+x2+2x3 = 2
81+ 219 +x4 = 17
To+2x5 = 3

r1,x2,%3, 24,5 > 0 enters

que té solucié z1 = 1.375,29 = 3,23 = 0,24 = 0,25 = 01 z = 13.8625. Posem @ =
(1.375,3). Aquests resultats tampoc son enters, aixi que es busca un altre hiperpla de
forma analoga al cas anterior a partir de la idltima taula del Simplex. Com z; és una
variables entera, per algun k € Z tindrem

0.125x4 4+ 0.75z5 = 0.375 + k.
Com 0.125x4 4+ 0.75z5 > 0, necessariament k > 0 i per tant I’hiperpla és
0.125x4 + 0.75x5 > 0.375.
Substituint x4 = 17 — 8x1 — 229 i x5 = 3 — 9 en resulta
1+ 12 < 4.

S’afegeix aquest nou hiperpla a les restriccions del problema. Graficament es veu com:



4
s P

3 )

Q
2
1<

—_— 5 T
j 1 2 3 4

Aixi, ara s’ha de resoldre

z—95.bx1 —2.1xy = 0
—r1+x2+w3 = 2
8r1 + 219 +1x4 = 17
o +x5 = 3

1+ X2 +2xg = 4

r1,T9,xs3, T4, x5, Tg > 0 enters

Els resultats sén R = (z1,x2) = (1.5,2.5) per x3 = x4 = x5 = x¢ = 01 z = 13.5. Aquests
resultats encara no sén enters. El procés s’ha d’iterar encara dos cops més, donant en
cada iteracio les solucions:

o T = (z1,29) = (1.25,2.75) i z = 12.65.
o M = (.1‘1,:E2) = (2,0.5) iz=12.05.

e N =(x1,29) =(1,3)1iz=11.8.

Finalment N és la solucid, ja que compleix que les variables siguin enteres. Després
d’afegir totes les restriccions, graficament el problema queda com:

Z2
4
3 No.oP
e Q
T.R
2
1 M
[ J



Conclusions

En aquest apartat les principals fonts consultades han estat [3] i [3].

Aquesta és "iltima part del treball i pot considerar-se que s’han complert els objectius
plantejats, que eren establir una base solida de coneixements sobre la Programacié Lineal,
el metode del Simplex, la Programacié Entera i els metodes de Branch-and-Bound i Pla
Tallant.

Al llarg del treball s’han exposat les bases tedriques necessaries per explicar cada cosa i
s’han resolt exemples de forma explicita per tal de detallar el funcionament dels metodes.

Tal com m’ha repetit la meva tutora, la Dra. Romano, molts cops durant aquesta ex-
periencia, I’objectiu principal ha estat ”aprendre alguna cosa que m’interessi”. I realment
ha estat aixi perque he tingut 'oportunitat d’aprofundir en el camp de les Matematiques
Aplicades, que és el que sempre m’ha interessat més durant la carrera. He pogut formar-
me en metodes d’optimitzacié amb gran capacitat d’aplicacié a diverses arees.

Es clar que els metodes tractats en aquest treball sén, tot i que molt enriquidors a
nivell teoric, poc practics per aplicar-los a problemes reals. Per tant, el segiient pas seria
investigar més sobre altres metodes més eficients com ara el Simplex revisat, el metode de
I’el-lipsoide o el metode de Karmarkar. També, estudiar més en detall els procediments
de separacio que s’utilitzen en el metode de Pla Tallant seria molt enriquidor.
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