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RESUMEN

La revision de la literatura sobre los procesos de ensernianza y aprendizaje del objeto derivada niuestra
que muchos estudiantes para ingeniero presentan dificultades, tanto en la comprension, como en la resolucion
de problemas que involucren dicho objeto matematico. Por tanto, es relevante investigar si estas dificultades
también se dan en los futuros ingenieros chilenos, en particular en los estudiantes de la carrera de Ingenieria
Comercial. En esta linea, la problemadtica de investigacion se concretd en el estudio del proceso de instruccion

de la derivada direccionado a futuros ingenieros comerciales en Chile.

E7 objetivo general (OG) de investigacion es: Analizar un proceso de instruccion de la derivada para
estudiantes de Ingenieria Comercial que considere el contexto, el tipo de estudiantes y el marco tedrico en el
que se fundamenta la investigacion. En particular, se hace énfasis en el estudio metidico sobre el objeto
derivada que incorpora el estudio previo, el diseno, la implementacion y el andlisis del aprendizaje de los
participantes de una secuencia de enseiianza aplicada en la asignatura de Calenlo Aplicado a los Negocios
de la carrera de Ingenieria Comercial de una universidad privada chilena. Este objetivo general se concreta en
cinco objetivos especificos. Objetivo especifico 1 (O1): Realizar un estudio diagnistico de la comprension que
tienen los estudiantes de Ingenieria Comercial sobre la derivada, a partir de las resoluciones que hacen sobre
problemas de tangentes. Objetivo especifico 2 (O2): Identificar los significados pretendidos de la derivada en
los programas de las asignaturas de las carreras de Ingenieria Comercial en Chile. Objetivo especifico 3 (O3):
Ldentificar los campos de problemas, leguage, procedimientos, enunciados, propiedades y argumentos utilizados
usualmente en la enseiianza de la derivada a ingenieros comerciales, en una muestra representativa de libros
de texto destinados a estos estudiantes. Objetivo especifico 4 (O4): Diseniar un proceso de instruccion para la
ensefianza de la derivada por medio de la seleccion de los campos de problemas, leguaje, procedimientos,
enunciados, propiedades y argumentos utilizados usualmente en la enseiianza de la derivada para estudiantes
de Ingenieria Comercial. Seleccionar los elementos de significado adecnados para la construccion de la propuesta
diddctica, considerando campos de problemas especificos y configuraciones diddcticas adecnadas para
abordarlos. Objetivo especifico 5 (05): Implementar y analizar el impacto del proceso de estudio inplementado
en el aprendizaje de la derivada de los estudiantes de Ingenieria Comercial, evaluando y comparando el

significado personal de los estudiantes con el significado institucional implementado.

La consecucion de estos objetivos se muestra en las cinco publicaciones que constituyen esta tesis. E/
resultado relacionado con el objetivo O1 estd presente en la primera publicacion (Capitulo 2), realizada en el
contexto del estudio diagndstico; el resultado relacionado con el objetivo O2 esti presente en la segunda
publicacion (Capitulo 3), realizada en el contexto de estudio de los programas de las asignaturas que
incorporan la ensenianza de la derivada en las carreras de Ingenieria Comercial de Chile; el resultado

relacionado con el objetivo O3 esti presente en la tercera publicacion (Capitulo 4), relacionada a la



configuracion de los objetos primarios presentes en los libros de texto contemplados en los programas de
asignatura seleccionados en los resultados de la segunda publicacion; el resultado relacionado con el objetivo
O4 estd presente en la cuarta publicacion (Capitulo 5) y se relaciona, sobre todo, con el diserio de un proceso
de instruccion para la ensenanza de la derivada considerando el contexto y los resultados encontrados en las
tres primeras publicaciones; el resultado relacionado con el objetivo O5 esta presente en la quinta publicacion
(Capitulo 6), que permite tener una vision del aprendizaje de la derivada de los participantes, después del

proceso de instruccion implementado.

Si bien las caracteristicas  teorico-metodologicas  generales son  semejantes en las  cinco
publicaciones — cuantitativa, descriptiva y cualitativa, con muestras intencionales y wuso de la nocion de
configuracion epistémica del Enfoque Ontosemiotico del Conocimiento e Instruccion Matemiticos (EOS)—,
las fuentes de informacion y la metodologia especifica para cada uno de los cinco objetivos especificos es diferente.
Para el objetivo O1se ha realizado un estudio exploratorio, por medio del uso de la nocion de confignracion
epistémica del EOS, de la implementacion de un proceso de instruccion de la derivada, que consideraba
diversas configuraciones epistémicas en la situaciones-problema sobre tangentes y las TIC, aplicado a 161
estudiantes de ingenieria en dos universidades chilenas. Para el objetivo O2 se ha realizado un andlisis de
contenido, a partir de categorias previas relacionadas a la nocion de confignracion epistémica del EOS, de
ocho programas de asignaturas (tres de universidades priblicas y dos de universidades privadas) que incluyen
como objeto de enserianza la derivada en las carreras de Ingenieria Comercial. Para el objetivo O3, se ha
realizado el andlisis descriptivo, mediante la nocion de configuracion epistémica del EOS, de los distintos
elementos del significado de la derivada (campos de problemas, definiciones, teoremas y proposiciones, etc.)
contemplados en trece libros de texto (seis de matematica aplicada a economia y negocios, y siete clisicos de
ensenianza del cilenlo para ingenierias). Para el objetivo O4, se ha tenido en cuenta los resultados alcanzados
en los objetivos O2 y O3. En particular, se han considerado diversas confignraciones epistémicas en el diserio
de las situaciones-problemas sobre tangentes, cilenlo de tasas instantineas de cambio y tasas instantdaneas de
variacion, aplicaciones de la derivada para el calculo de maximos y minimos, andlisis de graficas de funciones,
"y el cdleulo de derivadas a partir de reglas y teoremas de derivacion. Ademas, se ha integrado las TIC en las
diversas actividades, favoreciendo el transito entre los tipos de lenguajes escrito, numeérico, grdfico y simbdlico.
Para el objetivo O3, se ha realizado el andlisis de la implementacion del diseiio instruccional (objetivo O4),
por medio del uso de la nocion de configuracion epistémica del EOS, en noventa estudiantes de la asignatura

de Calenlo Aplicado a los Negocios de nuna universidad chilena.

E/ resultado del objetivo O1 es que los futuros ingenieros comerciales presentan dificultades en: el
concepto de funcion y la concepeion euclidiana de la recta tangente; la construccion del significado de recta
tangente como limite de rectas secantes, la interpretacion de la funcion derivada y su representacion geométricay

realizar operaciones para calenlar la pendiente de una recta y; operar con funciones. Los resultados



relacionados al objetivo O2 son que la mayor parte de los programas de las asignaturas que contemplan la
ensefianza de la derivada considera las reglas de derivacion, los criterios de la primera y segunda derivada
para extremos relativos, los criterios de concavidad, los criterios de monotonia de una funcion real y regla de
la cadena. En menor medida se observan el teorema de la funcion implicita, teorema del valor medio, teorema
del valor intermedio y el teorema de Rolle. En los resultados del andlisis de los trece libros de texto
contemplados en este estudio (objetivo O3) se observo que, en la mayor parte de ellos, hay un énfasis en el
significado parcial de la derivada como el limite del cociente de incrementos y un predominante lenguaje
simbolico en los argumentos. Como resultado del objetivo O4 se pudo realizar el diserio un proceso de estudio
para la ensenianza de la derivada por medio de la seleccion de los campos de problemas, leguaje, procedimientos,
enunciados, propiedades y argumentos utilizados usualmente en la enseiianza de la derivada para estudiantes
de Ingenieria Comercial. Por diltimo, los resultados del objetivo O5 evidencian que los estudiantes que
participaron de esa implementacion, aunque presentaron algunas limitaciones, aprendieron la relacion entre
la tangente a una curva y la interpretacion geométrica de la derivada y la aplicacion de la derivada en el
andlisis marginal, mostrando, ademds, una mejora en la construccion de la concepcion euclidea de la recta

tangente.

Las conclusiones del estudio son: los estudiantes para ingenieros presentan dificultades en la
comprension del objeto derivada, incluso cuando realizan tareas con el apoyo de las TIC (O1); si bien la
mayor parte de las propuestas curriculares presentan similitudes en la organizacion de contenidos y en los
elementos lingiiisticos utilizados para la construccion del objeto derivada, se observan diferencias importantes
en la preponderancia de la derivada interpretada como una razon de cambio y en los campos de problemas
abordados (O2); el andlisis de los trece libros de texto ha podido generar un abanico de subcategorias
relacionadas a los campos de problema identificados, ampliando, en alguna medida, el estudios previos
realizados (O3); es posible diseniar un ciclo formativo para futuros ingenieros comerciales en Chile teniendo
en cuenta, de forma representativa, la complejidad del significado de la derivada y sus respectivos campos de
problema, definiciones, teoremas y proposiciones (O4). Los participantes han elaborado de forma global la
construccion del significado personal de la derivada al trabajar su interpretacion geométrica, una vez que ha
sido esta nocion, junto con el apoyo de las TIC, la que ha permitido a los estudiantes resolver una mayor

variabilidad de problemas contextualizados presentes en la carrera de Ingenieria Comercial (O5).

La conclusion general de esa tesis es que los resultados encontrados en las diferentes etapas de la
investigacion permiten que se realice un proceso de instruccion de la derivada para futuros ingenieros comerciales
en el cual hay una alta posibilidad de comprension de los significados de la derivada y de la resolucion exitosa
de problemas de contexto por parte de los estudiantes para ingeniero, disminuyendo asi la brecha entre lo que

se aprende en al dmbito universitario y las aplicaciones de lo que se aprende en la carrera profesional.
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ABSTRACT

The review of the literature on the processes of teaching and learning of the derived object shows that
engineering students have difficulties, both in understanding and solving problems involving this mathematical
object. Therefore, it is relevant to investigate whether these difficulties also occur in future Chilean engineers,
particularly in Commercial Engineering students. In this respect, the research problem was focused on the

study of the process of instruction of the derivative aimed at future commercial engineers in Chile.

The general objective (OG) of the research is: To analyze a process of study of the derivative for
Commercial Engineering students that considers the context, the type of students, and the theoretical
Sframework upon the research is based. In particular, emphasis is placed on the methodical study of the
derivative object that incorporates the previous study, design, implementation and analysis of the learning of
the participants of a teaching sequence applied in the subject of Applied Calenlus for Business in the
Commercial Engineering course at a private Chilean university. This general objective is specified in five
specific objectives. Specific Objective 1 (O1): To carry out a diagnostic study of the understanding that
Commercial Engineering students have of the derivative, through the resolutions they make to tangent
problems. Specific Objective 2 (02): To identify the intended meanings of the derivative in the syllabuses of
Commercial Engineering courses in Chile. Specific objective 3 (03): To identify the problem fields, language,
procedures, statements, properties, and arguments usunally used in the teaching of the derivative to commercial
engineers, in a representative sample of textbooks aimed at these students. Specific Objective 4 (04): To
design a study process for the teaching of the derivative through the selection of the problem fields, langnage,
procedures, statements, properties, and arguments usually used in the teaching of the derivative for commercial
engineering students. To select the appropriate elements of meaning for the construction of the didactic proposal,
considering specific problem fields and appropriate didactic configurations to address them. Specific Objective
5(05): To implement and analyze the impact of the study process implemented in the learning of the derivative
by Commercial Engineering students, evaluating and comparing the personal meaning of the students with the

institutional meaning inplemented.

The achievement of these objectives is shown in the five publications that constitute this thesis. The
result related to objective O1 is present in the first publication (Chapter 2) carried out in the context of the
diagnostic study; the result related to objective O2 is present in the second publication (Chapter 3), carried
out in the context of the study of the programs of the subjects that incorporate the teaching of the derivative in
the Commercial Engineering degrees in Chile; the result related to objective O3 is present in the third
publication (Chapter 4), related to the configuration of the primary objects present in the textbooks
contemplated in the subject programs selected in the results of the second publication; the result related to
objective O4 is presented in the fourth publication (Chapter 5) and is mainly related to the design of a study



process for the teaching of the derivative considering the context and the results found in the first three
publications; the result related to objective O5 is presented in the fifth publication (Chapter 6), which gives

an insight into the learning of the derivative by the participants after the implemented study process.

Although  the general  theoretical-methodological  characteristics are  similar in  the five
publications — descriptive quantitative and gualitative with purposive samples and use of the notion of
epistenic confignration of the Ontosemiotic Approach to Mathematical Knowledge and Instruction (OSA) —
the sources of information and the specific methodology for each of the five specific objectives are different. For
objective O1, an exploratory study has been carried out, using the OS A notion of epistemic configuration, of
the implementation of a process of derivative instruction, which considered different ontosemiotic configurations
in the problem situations about tangents and ICT, applied to 161 engineering students in two Chilean
universities. For objective O2, a content analysis was carried out, based on previous categories related to the
notion of the epistemic configuration of the OSA, of eight subject programs (three from public universities and
1wo from private universities) that include the derivative as an object of teaching in Commercial Engineering
degrees. For objective O3, a descriptive analysis has been carried out, under the notion of the epistemic
configuration of the OSA, of the different elements of the meaning of the derivative (problem situations,
definitions, theorems and propositions, etc.) contemplated in thirteen textbooks (six of mathematics applied to
economics and business, and seven classic texthooks on the teaching of calculus for engineering). For objective
O4, the results achieved in objectives O2 and O3 have been considered. In particular, various ontosemiotic
configurations have been considered in the design of the problem situations on tangents, calenlation of
instantaneons rates of change and instantaneous rates of variation, applications of the derivative for the
calenlation of maxima and minima, analysis of function graphs, and the calenlation of derivatives from
derivative rules and theorems. Moreover, ICT has been integrated into different activities, favoring the
transition between written, numerical, graphical and symbolic langnages. For objective O5, the analysis of the
implementation of the instructional design (objective O4) has been carried out, through the use of the notion
of epistemic configuration of OSA, in ninety students of Applied Caleunlns for Business at a Chilean

university.

The result of objective O1 is that future commercial engineers present difficulties in the concept of
Sfunction and the Euclidean conception of the tangent line; the construction of the meaning of the tangent line
as the limit of secant lines; the interpretation of the derivative function and its geometric representation;
performing operations to calculate the slope of a line and; operating with functions. The results related to
objective O2 are that most of the syllabuses of the subjects that include the teaching of the derivative consider
the rules of derivation, the criteria of the first and second derivative for relative extrema, the criteria of concavity,
the criteria of monotonicity of a real function and the chain rule. To a lesser extent, the implicit function

theorem, the mean value theorem, the intermediate value theorem: and Rolle's theorem are observed. In the

Vi



results of the analysis of the thirteen textbooks considered in this study (objective O3) it was observed that, in
most of them, there is an emphasis on the partial meaning of the derivative as the limit of the quotient of
increments and a predominant symbolic language in the arguments. As a result of objective O4, it was possible
to design a study process for the teaching of the derivative through the selection of the problem fields, langnage,
procedures, statements, properties and arguments usnally used in the teaching of the derivative for Business
Engineering students. Finally, the results of objective O5 show that the students who participated in this
implementation, although they presented some limitations, they learned the relationship between the tangent to
a curve and the geometric interpretation of the derivative and the application of the derivative in marginal

analysis, also showing an improvement in the construction of the Cartesian conception of the tangent line.

The conclusions of the study are: engineering students present difficulties in understanding the concept
of the derivative, even when they carry out tasks with the support of ICT (O1); although most of the curricular
proposals present similarities in the organigation of content and the linguistic elements used for the construction
of the derivative object, important differences are observed in the preponderance of the derivative interpreted as
a ratio of change and in the problem fields addressed (O2); the analysis of the thirteen textbooks has been
able to generate a range of subcategories related to the problem fields identified, extending, to some degree the
previous studies carried out (O3); it is possible to design a training cycle for future commercial engineers in
Chile, taking into account, in a representative way, the complexity of the meaning of the derivative and its
respective problem fields, definitions, theorems and propositions (O4). The participants have elaborated in a
global way the construction of the concept of the derivative by working on its geometric interpretation, since it
was this notion, together with the support of ICT, which has allowed the students to solve a greater variability

of contexctualized problems present in the Commercial Engineering degree (05).

The general conclusion of this thesis is that the results found in the different stages of the research
allow a process of instruction of the derivative for future commercial engineers in which there is a high possibility
of understanding the meanings of the derivative and the successful completion of contextualized problems by
Students for engineering, thus reducing the gap between what is learned at the university level and the

applications of what is learned in the professional career.
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RESUM

La revisid de la literatura sobre els processos d'ensenyament i aprenentatge de l'objecte derivada
mostra que molts estudiants per a enginyer presenten dificultats, tant en la comprensid, quant en la resolucid
de problemes que involucrin aquest objecte matematic. Per tant, és rellevant investigar si aquestes dificultats
també es donen en els futurs enginyers xilens, en particular en els estudiants de la carrera d'Enginyeria
Comercial. En aquesta linia, la problematica de recerca es va concretar en l'estudi del procés d'instruccid de

la derivada adrecat a futurs enginyers comercials a Xile.

Ll'objectin: general (OG) de recerca és: Analitzar un procés d'instruccid de la derivada per a
estudiants d'Enginyeria Comercial que consideri el context, el tipus d'estudiants i el mare teoric en el qual es
Sfonamenta la recerca. En particular, es fa émfasi en l'estudi metodic sobre ['objecte derivada que incorpora
lestudi previ, el disseny, la implementacid i 'analisi de ['aprenentatge dels participants d'una seqiiéncia
d'ensenyament aplicat en l'assignatura de Calen! Aplicat als Negocis de la carrera d'Enginyeria Comercial
d'una universitat privada xilena. Aquest objectiu general es concreta en cine objectins especifics. Objectin
especific 1 (O1): Realitzar un estudi diagnostic de la comprensid que tenen els estudiants d'Enginyeria
Comercial sobre la derivada, a través de les resolucions que fan sobre problemes de tangents. Objectiu especific
2 (02): Identificar els significats pretesos de la derivada en els programes de les assignatures de les carreres
d'Enginyeria Comercial a Xile. Objectiu especific 3 (03): Ldentificar els camps de problemes, llengnatge,
procediments, enunciats, propietats i arguments utilitzats usualment en ['ensenyament de la derivada a
enginyers comercials, en una mostra representativa de llibres de text destinats a aquests estudiants. Objectin
especific 4 (04): Dissenyar un procés d'instruccid per a l'ensenyament de la derivada per mitja de la seleccid
dels camps de problemes, llengnatge, procediments, enunciats, propietats i arguments utilitzats usualment en
l'ensenyament de la derivada per a estudiants d'Enginyeria Comercial. Seleccionar els elements de significat
adequats per a la construccid de la proposta diddctica, considerant camps de problemes especifics i
configuracions didactigues adequades per a abordar-los. Objectin especific 5 (05): Implementar i analitzar
l'impacte del procés d'instruccid implementat en I'aprenentatge de la derivada pels estudiants d'Enginyeria
Comercial, avaluant i comparant el significat personal dels estudiants amb el significat institucional

implementat.

La consecucid d'aquests objectius es mostra en les cinc publicacions que constitueixen aquesta test.
E/ resultat relacionat amb 'objectin O1 és present en la primera publicacid (Capitol 2) realitzada en el
context de l'estudi diagnostic; el resultat relacionat amb l'objectin O2 és present en la segona publicacid
(Capitol 3), realitzada en el context d'estudi dels programes de les assignatures gue incorporen l'ensenyament
de la derivada en les carreres d'Enginyeria Comercial a Xile; el resultat relacionat amb l'objectin O3 és

present en la tercera publicacid (Capitol 4), relacionada amb la configuracio dels objectes primaris presents en
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els llibres de text contemplats en els programes d'assignatura seleccionats en els resultats de la segona
publicacid; el resultat relacionat amb l'objectin O4 esta presenta en la quarta publicacid (Capitol 5) i es
relaciona, sobretot, amb el disseny d'un procés d’instruccid per a l'ensenyament de la derivada considerant el
context i els resultats trobats en les tres primeres publicacions; el resultat relacionat amb l'objectin O5 és
present en la cinguena publicacid (Capitol 6), que permet tenir una visid de I'aprenentatge de la derivada pels

participants, després del procés d'instruccid implementat.

Si bé les caracteristigues teoric-metodologiques generals son semblants en les cinc publicacions
—quantitativa descriptiva i qualitativa amb mostres intencionals i iis de la nocid de configuracio epistémica
de I'Enfocament Ontosemiotic del Coneixcement i Instruccio Matematics (EOS)—, les fonts d'informacid i la
metodologia especifica per a cadascun dels cinc objectins especifics és diferent. Per a 'objectin O1 s’ha realitzat
un estudi exploratori, per mitja de 1'iis de la nocid de configuracic epistémica de 'EOS, de la implementacid
d'un procés d'instruccid de la derivada, que considerava diverses configuracions ontosemiotiques en les
situacions-problema sobre tangents i les TIC, aplicat a 161 estudiants d'enginyeria en dues universitats
xilenes. Per a l'objectin O2 s'ha realitzat una analisi de contingut, a partir de categories prévies relacionades
amb la nocid de configuraci epistemica de I'EOS, de vuit programes d'assignatures (tres d'universitats
piibliques i dues d'universitats privades) que inclonen com a objecte d'ensenyament la derivada en les carreres
d'Enginyeria Comercial. Per a ['objectin O3, s'ha realitzat I'analisi descriptiva, sota nocid de confignracio
epistemica de 'EQOS, dels diferents elements del significat de la derivada (camps de problemes, definicions,
teoremes i proposicions, etc.) contemplats en tretze libres de text (sis de matematica aplicada a economia i
negocis, i set classics d'ensenyament del calenl per a enginyeries). Per a l'objectiu O4, s'han tingut en compte
els resultats aconseguits en els objectins O2 i O3. En particular, s'han considerat diverses confignracions
ontosemiotiques en el disseny de les sitnacions-problemes sobre tangents, calcul de taxes instantanies de canvi
7 taxes instantanies de variacid, aplicacions de la derivada per al calenl de maxims i minims, analisis de
grafiques de funcions, i el calcul de derivades a partir de regles i teoremes de derivacid. A miés, s'han integrat
les TIC en les diverses activitats, afavorint el transit entre els tipus de lenguatges escrit, numeéric, grafic i
simbolic. Per a l'objectiu O5, s'ha realitzat 'analisi de la implementacid del disseny d'instruccid (objectin
O4), per mitja de I'tis de la nocid de configuracid epistémica de 'EQOS, en noranta estudiants de ['assignatura

de Calenl Aplicat als Negocis d'una universitat xilena.

E/ resultat de I'objectiu O1 és que els futurs enginyers comercials presenten dificultats en: el concepte
de funcid i la concepcid euclidiana de la recta tangent; la construccid del significat de recta tangent com a limit
de rectes secants; la interpretacid de la funcid derivada i la seva representacid geometrica, realitzar operacions
per a calenlar el pendent d'una recta i; operar amb funcions. Els resultats relacionats amb I'objectin O2 son
qgue la major part dels programes de les assignatures que contemplen l'ensenyament de la derivada considera

les regles de derivacid, els criteris de la primera i segona derivada per a extrems relatius, els criteris de



concavitat, els criteris de monotonia d'una funcid real i regla de la cadena. En menor mesura s'observen el
teorema de la funcid implicita, teorema del valor mitja, teorema del valor intermedi i el teorema de Rolle. En
els resultats de 'analisi dels tretze llibres de texct contemplats en aquest estudi (objectin O3) es va observar
que, en la majoria, es fa émfasi en el significat parcial de la derivada com al limit del quocient d'increments i
hi ha un predominant lenguatge simbolic en els arguments. Com a resultat de l'objectin O4, es va poder
realitzar el disseny un procés d'instruccid per a l'ensenyament de la derivada per mitja de la seleccid dels camps
de problemes, llengnatge, procediments, enunciats, propietats i arguments utilitzats usnalment en
l'ensenyament de la derivada per a estudiants d'Enginyeria Comercial. Finalment, els resultats de ['objectin
OS5 evidencien que els estudiants que van participar d'aquesta implementacio, encara que van presentar
algunes limitacions, van aprendre la relacid entre la tangent a una corba i la interpretacid geomeétrica de la
derivada i I'aplicacid de la derivada en 'andlisi marginal, mostrant, a més, una millora en la construccid de

la concepcid cartesiana de la recta tangent.

Les conclusions de l'estudi son: els estudiants per a enginyers presenten dificultats en la comprensid
del concepte derivada, fins i tot quan fan tasques amb el suport de les TIC (O1); si bé la major part de les
propostes curriculars presenten similituds en ['organitzacid de continguts i en els elements lingiiistics utilitzats
per a la construccid de ['objecte derivada, s'observen diferéncies importants en la preponderancia de la derivada
interpretada com una rad de canvi i en els camps de problemes abordats (O2); I'analisi dels tretze libres de
texct ha pogut generar un ventall de subcategories relacionades als camps de problema identificats, ampliant,
en alguna mesura, els estudis previs realitzats (03); és possible dissenyar un cicle formatin per a futurs
enginyers comercials a Xile tenint en compte, de manera representativa, la complexitat del significat de la
derivada i els seus respectius camps de problema, definicions, teoremes i proposicions (04). Els participants
han elaborat de manera global la construccid del concepte de la derivada en treballar la seva interpretacid
geometrica. Justament va ser aguesta nocid, conjuntament amb el suport de les TIC, la gque va permetre als

estudiants resoldre una mayor variabilitat de problemes contextualitzats presents en la carrera d'Enginyeria

Comercial (O5).

La conclusid general d'aquesta tesi és que els resultats trobats en les diferents etapes de la recerca
permeten que es realiti un procés d'instruccid de la derivada per a futurs enginyers comercials en el gual hi
ha una alta possibilitat de comprensid dels significats de la derivada i de la realitzacio reeixida de problemes
de context per part dels estudiants per a enginyer, d’aquesta manera s'aconsegueix que la bretxa entre el que

s'apren en ['ambit universitari i les aplicacions del que s'apren en la carrera professional disminueixi.
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CAPITULO 1. JUSTIFICACION DE LA PROPUESTA DE
INVESTIGACION

1.1 INTRODUCCION
LLa matematica es un area del conocimiento que nos ayuda a entender la naturaleza, la
musica, las artes, las ciencias, etc. Es una herramienta que hace posible plantear modelos que
permiten resolver problemas del mundo real, a través del estudio de fenémenos en los campos
de las ciencias sociales, la estadistica, la quimica, la biologfa, la fisica, la economia, las ingenierfas,

en particular, la Ingenierfa Comercial.

Dada mi larga trayectoria como profesora formadora de futuros ingenieros, en particular
en la formacién de futuros ingenieros comerciales en el contexto chileno, el problema de
investigaciéon nace de mi interés en la mejora de la ensefilanza de las matematicas en Chile, en
particular, en la mejora de la ensefianza y aprendizaje del objeto matematico derivada en la
formacion de los futuros ingenieros comerciales, dados los malos resultados obtenidos por la

mayoria de los alumnos en el aprendizaje de ese objeto matematico.

Conseguir esta mejora conlleva la necesidad de una reflexién profunda sobre: a) como
se esta enseflando la derivada en las carreras de Ingenierfa Comercial en el contexto chileno; b)
como los alumnos la estan aprendiendo y cuales son sus principales dificultades en el
aprendizaje. Una vez identificadas las problematicas en la ensenanza y aprendizaje de la derivada,
la mejora conlleva la necesidad de estudiar, con profundidad, cuales de los significados de la
derivada y los campos de problemas son relevantes para la formaciéon del futuro ingeniero
comercial y, no menos importante, cuales de los recursos deben ser utilizados en los procesos
de ensefnanza de la derivada para dicha carrera. Ese estudio previo, por consiguiente, permite la
elaboracién de un disefio del proceso de instruccion de la derivada para futuros ingenieros
comerciales y su respectiva implementacion, a fin de poder evidenciar una mejora en la

ensefanza y en el aprendizaje de dicho objeto matematico.
Los antecedentes que han dado lugar a este estudio son:

1. Atender al conjunto de competencias (conocimientos, habilidades y actitudes)
propuestos por la Comision Nacional de Acreditaciéon de Chile (CNA) para la carrera de

Ingenierfa Comercial.

2. En referencia al aprendizaje de la derivada, la revisién de la literatura internacional



muestra que muchos de los futuros ingenieros tienen dificultades para comprender los
significados de la derivada e interconectarlos, y esto, de alguna manera, genera una cierta
dificultad en la resolucion de algunas tipologfas de problemas sobre derivadas. También se ha
observado que muchos de los futuros ingenieros presentan dificultad en resolver problemas
relacionados con el contexto de su area profesional, una de las razones es porque esos tipos de
problemas exigen una conexion de diferentes tipos de significados del objeto derivada. Ademas
de las evidencias encontradas en la revision de la literatura, mi experiencia como formadora de

ingenieros, en particular de ingenieros comerciales, me ha hecho observar ese mismo fenémeno.

3. Los dos antecedentes acabados de comentar fueron el inicio de una problematica de
investigaciéon que me interesé mucho. La profundizacion sobre esta problematica me llevo a
documentar que las reflexiones sobre la complejidad del objeto matematico derivada (entendida
como diversidad de significados), y la conexién de los componentes de esta complejidad, son
frecuentes en muchos de los enfoques tedricos utilizados en el area de la Educaciéon Matematica.
En particular, con los principios asumidos por el Enfoque Ontosemiético del Conocimiento e
Instruccion Matematicos (EOS) (Godino et al., 2019). Por esta razén, me fui interesando en la
agenda de investigacion que proponia dicho enfoque: :Qué es el objeto matematico derivada y
cual es su significado en una determinada institucion? ¢En particular, qué significados de la
derivada se ponen en juego en la formacion de futuros ingenieros comerciales? En el EOS se
da una respuesta a la pregunta anterior en la que la nocién de complejidad del objeto matematico

derivada y la de articulacién de los componentes de dicha complejidad juegan un papel esencial.

4. Se ha desarrollado el diseno y la implementacién de procesos formativos para la
ensefanza de la derivada en Chile; de esta manera se ha logrado conocer las dificultades de los

futuros ingenieros comerciales en la comprension de dicho objeto matematico.

Con el objetivo de contextualizar el problema, se comienza este capitulo presentando la
problematica de la carrera de Ingenierfa Comercial en Chile, dentro de una perspectiva
internacional de las escuelas y facultades de economia y negocios. Se referencia la problematica
de la acreditacion; que conlleva a establecer el perfil de egreso y los resultados de aprendizaje de
un ingeniero comercial, lo que ayudara a determinar las habilidades y destrezas en la formacion
matematica de los ingenieros comerciales. Seguidamente, se analiza la importancia de la derivada
en Ingenierfa Comercial y la problematica didactica que implica su ensefianza en ingenieria. Lo
antes mencionado, permite finalizar el capitulo con la delimitaciéon de la investigacién que

permite, definir sus objetivos generales y especificos.



1.2 EL CONTEXTO CURRICULAR

1.2.1 Ingenieria Comercial en Chile

La carrera de Ingenieria Comercial se origina en el afio 1903 en la Ecole de Commerce Solvay,
Universidad de Bruselas. En Chile, en el afio 1924 se inicia la carrera de Administraciéon de
Empresas en la Universidad Catdlica, como un programa antecedente de la carrera de gestion
de empresas, la carrera de Ingenierfa Comercial inicia en el ano 1935 con la creacién de la

Escuela de Ingenierfa Comercial de la Universidad de Chile.

Actualmente, solo en Latinoamérica existe el titulo habilitante de Ingeniero Comercial y
en Chile, aproximadamente 49 universidades entre estatales y privadas imparten la carrera.
Ingenierfa Comercial, es una de las especialidades reconocidas por el Colegio de Ingenieros de
Chile y se considera como una disciplina de las ciencias econdémicas y administrativas que aplica
los conocimientos de matematica, estadistica, métodos cuantitativos, investigacion de
operaciones, economia, administracién, finanzas, mercadotecnia, ingenierfa de procesos,
ingenierfa de proyectos y tecnologia de la informacion para la solucién de los problemas sociales,

econémicos y organizacionales.

La CNA de Chile define la carrera de Ingenierfa Comercial como una profesién
universitaria orientada hacia la aplicacion de un conjunto de competencias (conocimientos,
habilidades y actitudes) que se generan a partir del estudio de las ciencias de la administracién y
de la economia, apoyadas por tecnologias de informacion, los métodos cuantitativos, otras
ciencias sociales y las disciplinas que les sean conexas. L.os poseedores del titulo de ingeniero
comercial requieren haber obtenido previamente el grado académico de "Licenciado en Ciencias
Econémicas y Administrativas" o "Licenciado en Ciencias de la Administraciéon de Empresas”
en alguna universidad reconocida por el Estado, esto de acuerdo al decreto de ley N° 3.541,

articulo 12°, del afio 1980 del Ministerio de Educacion de Chile.
A continuacion, se describe el plan de estudios de Ingenieria Comercial.
1.2.2 El plan de estudios de Ingenieria Comercial.

La CNA, considera que el plan de estudios de la carrera de Ingenierfa Comercial debe
considerar tres areas de formacion, sin perjuicio de la flexibilidad e integraciéon curricular que
determine cada unidad, éstas son: formacion basica, formacién profesional y formacion general

o complementaria.



El area de formacién basica: Corresponde al tratamiento de los conocimientos basicos
de la ciencia administrativa, de la ciencia econdmica, ciencias sociales, matematica,
estadistica y otras disciplinas que el programa de estudios requiera.

El area de formacion profesional: Corresponde al conjunto de las disciplinas relativas a
la especializacion en administracién y/o en economia.

El area de formacion general o complementaria: Corresponde al conjunto de actividades
académicas en materias o topicos orientadas a alcanzar una formacion integral del

estudiante.

Seguin Bohle y Rojas (2007), en su analisis exploratorio de los planes de estudio de

Ingenierfa Comercial vigentes en Chile, éstos poseen una estructura segun el tipo de asignaturas,

esta es: asignaturas obligatorias, asignaturas optativas y asignaturas de estudios generales.

Las asignaturas Obligatorias: Aportan al estudiante el nucleo esencial de conocimiento
y habilidades inherentes a la profesion. Se encuentran enmarcadas en areas
fundamentales como Administracion y Direcciéon General, Economia, Finanza,
Marketing, Recursos humanos, Matematicas, Métodos Cuantitativos y Operaciones.
Asignaturas obligatorias de caracter complementario como Informatica y Derecho.

Las asignaturas Optativas: Buscan la especializacion dentro de la profesion, de acuerdo
con la elecciéon personal, corresponde a asignaturas que profundizan los contenidos

propios de cada area fundamental.

Las asignaturas de Estudios Generales: Otorgan una perspectiva complementaria,
basada en el estudio de topicos de libre eleccion, no necesariamente relacionados con el

nucleo fundamental de la profesion.

Como lo mencionamos anteriormente, la carrera de Ingenierfa Comercial, es una de las

especialidades reconocidas por el Colegio de Ingenieros de Chile, que a través del Consejo de

Especialidad de Ingenieria Comercial y Control de Gestion del Colegio de Ingenieros de Chile,

en el informe entregado el 25 de noviembre del 2019, mencionan como elemento clave, con el

fin de permitir la movilidad al ingeniero comercial, que toda estructura curricular debe

considerar formacién en ciencias basicas, considerando asignaturas minimas enfocadas en

aplicar conocimientos de matematicas, analisis numérico, estadistica y el uso de tecnologfas de

informacién en el tratamiento de datos para comprender, analizar y proyectar soluciones a

problemas especificos y complejos. A continuacién, indagaremos en la formaciéon matematica

de un ingeniero comercial.



1.2.3 Formacion matematica en Ingenieria Comercial

Bohle y Rojas (2007) concluyen que el Ingeniero Comercial es un profesional con fuerte
inclinacién formativa hacia el area administrativa-financiera, con una fuerte otientacién
cuantitativa y econémica, y determinan que la mayor cantidad de asignaturas, corresponden al
area de estudio de Finanzas, Contabilidad y Costos con un 12,8% y Matematica, Estadistica y

Econometria con un 12,3%, de esto el 7% corresponde a asignaturas del area Matematica.

La CNA considera que los programas de las asignaturas de matematica deben permitir
en el estudiante la adquisicion de los conocimientos necesarios para su desempefio profesional.
Dentro de los criterios de evaluacién de la CNA, especificamente de estructura curricular, se
requiere que los programas integren actividades tedricas y practica, que las asignaturas permitan
la adquisicion de habilidades y capacidades inherentes a un ingeniero comercial para: trabajar e
integrarse eficazmente en equipo, enfrentar los problemas con visiéon holistica y estratégica,
liderar, comunicar y motivar eficazmente, seleccionar, integrar y aplicar conocimientos. En lo
actitudinal, debe motivar el desarrollo de actitudes de: respeto por los aspectos éticos, legales y
contractuales relacionados con el ejercicio de su profesion, autoaprendizaje y promocion del
aprendizaje organizacional, y apertura a la diversidad cultural, la internacionalizacién y la

globalizacion.

Finalmente, debiera contemplar explicitamente objetivos de aprendizaje de caracter

general, tales como:

e Comunicacion: Capacidad para comunicarse de manera efectiva a través del lenguaje
oral y escrito, y del lenguaje técnico y computacional necesario para el ejercicio de la

profesion.

e DPensamiento critico: Capacidad para utilizar el conocimiento, la experiencia y el

razonamiento para emitir juicios fundados.

e Solucion de problemas: Capacidad para identificar y definir problemas, planificar

estrategias y enfrentarlos.

e Interaccion social: Capacidad para formar parte de equipos de trabajo, y participar en

proyectos grupales.

e Autoaprendizaje e iniciativa personal: Inquietud y busqueda permanente de nuevos

conocimientos y capacidad de aplicarlos y perfeccionar sus conocimientos anteriores.



e Formacion y consistencia ética: Capacidad para asumir principios éticos y normas de

convivencia.

e Pensamiento globalizado: Capacidad para comprender los aspectos interdependientes

del mundo globalizado.

e Formaciéon civica: Capacidad para integrarse a la comunidad y participar

responsablemente en la vida ciudadana.

e Apertura hacia la diversidad cultural: Capacidad de apreciar, respetar y valorar

diversas manifestaciones culturales y los contextos de donde provienen.

A titulo de ejemplo, el plan de estudios de Ingenierfa Comercial de una determinada
universidad privada chilena, considera dentro de sus asignaturas de ciencias basicas 3
correspondientes a Matematicas, estas son: Métodos Cuantitativos (ler semestre), Algebra (2do
semestre) y Calculo Aplicado a los Negocios (3er semestre), estas asignaturas son impartidas

exclusivamente para estudiantes de Ingenierfa Comercial:

e Flresultado de aprendizaje general de la asignatura de Métodos Cuantitativos es: Utiliza
conceptos y procedimientos basicos de aritmética y algebra con apoyo de recursos
tecnoldgicos en problemas de tipo analitico del area de la economia y los negocios. La
asignatura considera 4 unidades de aprendizaje: conjuntos numéricos, proporcionalidad
y ecuaciones, expresiones algebraicas y sistemas de ecuaciones e inecuaciones. Ademas,
Métodos Cuantitativos es un prerrequisito para cursar la asignatura de Calculo Aplicado

a los Negocios.

e Il resultado de aprendizaje general de la asignatura de Algebra es: Emplea aspectos de
progresiones y series, matematica financiera y modelamiento de funciones en situaciones
problematicas del area de la economia y los negocios. La asignatura considera 3 unidades
de aprendizaje: progresiones y series, matematica financiera y funciones. Ademas, la
asignatura de Algebra es un prerrequisito para cursar la asignatura de Célculo Aplicado

a los Negocios.

e Flresultado de aprendizaje general de la asignatura de Calculo Aplicado a los Negocios
es: Usa conceptos y procedimientos de derivacion e integracion con apoyo de recursos

tecnoldgicos en problemas de tipo analitico del area de la economia y los negocios. Esta



asignatura considera 3 unidades de aprendizaje: Derivada de una funcién, integral de

una funcién y funciones de varias variables.

La investigacion se focalizara en la asignatura de Calculo Aplicado a los Negocios, que
forma parte de las asignaturas obligatorias del curriculo, especificamente en la unidad de
aprendizaje Derivada de una funcién, cuyo resultado de aprendizaje es: Resuelve problemas de tasas
de cambio, marginalidad y optimizacién aplicando derivadas de primer y segundo orden, en
funciones de una variable, y que considere, dentro de sus recursos conceptuales, la definicion
de derivada de una funcién y su interpretacion geométrica, las derivadas de primer y segundo

orden, la optimizacién de una funcién y la tasa de cambio y de marginalidad.
1.2.4 La derivada y su interés en Ingenieria Comercial

Las asignaturas del area matematica son consideradas obligatorias y de formacion inicial
para las ingenierfas. Actualmente, sus programas curriculares deben permitir al estudiante la
adquisiciéon de los conocimientos necesarios para su desempefio profesional. Esto conlleva el
desafio de articular las ciencias basicas y ciencias de la ingenierfa, favoreciendo el desarrollo de
las competencias profesionales y la formacién matematica del ingeniero (Alvarado Martinez et

al., 2018).

La matemadtica es un area del conocimiento fundamental en muchas situaciones del
campo de la Ingenierfa Comercial. Ademas, si se considera que muchos de los analisis
econémicos conciernen a las medidas de cambios, en particular el concepto de la derivada

adquiere gran importancia. La derivada en Ingenierfa Comercial proporciona, entre otros:

e Reglas de decisiones para optimizar diversos fenémenos econémicos, por ejemplo:

maximizacion de ganancias y minimizacién de costos.

e Il estudio de la funcién de produccion, que permite describir la produccion de una
empresa considerando el nimero de trabajadores contratados (funcién producto total y

funcién producto marginal).

e Flestudio de la funcién costo de produccion, que permite determinar el costo para una
empresa al producir una cantidad determinada de un producto (costo total y costo

marginal).

e Fl estudio de la funcién ingreso total y marginal, que determina el ingreso de una

empresa al vender una cantidad determinada de un producto.



Al respecto, y a manera de ejemplo, se considera una situacion presentada en el texto
Matematicas para Administracion y Economia de Haeussler y Paul (2003): “Un fabricante tiene que
producir anualmente unidades de un producto que se vende a una razén uniforme durante el
afio. El costo de produccion de cada unidad es de 20 ddlares y los costos de acarreo (seguro,
interés, almacenamiento, etc.) se estiman iguales al del valor promedio del inventario. Los gastos

de operacion por periodo de produccion son de (...). Encuentre el tamafio econémico del lote.”
(p. 585).
1.3 PROBLEMA DE INVESTIGACION

Los sistemas de acreditacion estan exigiendo a las facultades y escuelas de ingenieria
chilenas cambios en el desarrollo curricular, debido a que las formas tradicionales de ensefianza
no favorecen la adquisiciéon de competencias (generales, especializadas y actitudinales) necesarias
en la profesiéon y tampoco tienen en cuenta el perfil de egreso de un ingeniero comercial. En
esta linea, las escuelas de ingenierfa estan interesadas en estructurar sus carreras orientadas al
desarrollo de competencias (Letelier et al., 2005), promoviendo un cambio profundo en la
readecuacion del contenido disciplinario en las ciencias basicas y en la evaluacion formativa

orientada hacia sus resultados de aprendizaje (Alvarado Martinez et al., 2018).

La asignatura de calculo para ingenierfa es conocida por sus altos niveles de reprobacion
y por una enseflanza basada en la transmisién de conocimientos con énfasis muy marcado en el
desarrollo de habilidades algebraicas (Zuafiiga, 2007), son muchos los estudios que abordan estos
temas suministrando argumentos tedricos y propuestas de ensefianza con el fin de que los
estudiantes tengan éxito en el aprendizaje de esta materia (Artigue, 1998; Cantoral & Farfan,
1998, 2003; Font, 1999, 2000; Pino-Fan et al., 2011; Robles et al., 2010; Salinas & Alanis, 2009;
Tall, 2001).

Uno de los objetos matematicos mas importantes del calculo es la derivada, no obstante,
se reporta una comprension superficial de este objeto, si bien muchos estudiantes pueden
aprender a realizar de forma mecanica calculos de derivadas y resolver algunos problemas, se
evidencian dificultades para alcanzar una comprension profunda (Artigue, 1998; E. R. Badillo,
2003; E. R. J. Badillo et al., 2011; Flores, 2014; Font & Contreras, 2008; Gutiérrez Mendoza et
al., 2017; Londofo et al., 2013; Pino-Fan et al., 2015; Sanchez-Matamoros-Garcia et al., 20006).

Ademas, la derivada es un topico del calculo que conjuga muchos objetos matematicos
asociados (funcién real, plano cartesiano, pendiente, ecuacion de una recta, recta tangente, limite

de una funcién real, monotonia y extremos relativos, etc.), posee diversos significados



dependiendo de las situaciones problemas, por ejemplo: como pendiente de una recta tangente;
como limite del cociente incremental y un significado puntual o global dependiendo de las
necesidades de la tarea a realizar (Sanchez-Matamoros et al., 2000); y diversas propiedades,
procedimientos y argumentos que transitan constantemente entre un lenguaje escrito, grafico,

numérico y simbolico, lo que complejiza aun mas su comprension.

Debido a la complejidad de la derivada, habitualmente los procesos de ensefanza
presentan al estudiante una version limitada de la derivada, privilegiando su representacion
algebraica y en escasas situaciones, su representacion grafica o tabular. Esta problematica ha
generado una intensa investigacion, desde diferentes aproximaciones tedricas, en torno a las
dificultades de comprension y los procesos de ensefianza que facilitan su aprendizaje (Robles et

al., 2010).

Debido a que la ensefianza de los principios del calculo resulta bastante problematica
(Moreno Reyes, 2017), los nuevos modelos curriculares consideran el rol activo de los
estudiantes, esto involucra el desafio de repensar la metodologia de ensefianza, suscitando
aprendizajes activos de participacién y compromiso de los estudiantes, desarrollando

habilidades de trabajo auténomo y de equipo con uso de tecnologfas.
1.3.1 Delimitacion del problema de investigacion

Lo anterior, muestra la necesidad de realizar una investigacion especifica sobre la
ensefanza de la derivada a ingenieros comerciales en el contexto chileno. Una vez
contextualizado este estudio, se procedié a delimitarlo y organizarlo en cuatro etapas que se

describen a continuacién:

Etapa 1. Significado global de referencia. El objetivo de esta etapa fue fijar el significado
institucional de referencia, que, después, fue la base para el disefio de la secuencia didactica. Se realizo

mediante las siguientes dos subetapas:

Etapa 1a. Significado holistico de la derivada. Que comprende los diferentes significados
parciales de la derivada y el significado de referencia (entendido como los sistemas de practicas
que se usan como referencia para elaborar los significados que se pretenden incluir en un

proceso de instruccion) (Pino-Fan et al., 2011).

Etapa 1b. Seleccion de los campos de problemas. Esta etapa pretende establecer el contexto
particular de aplicacion de la derivada relacionado con Ingenierfa Comercial, seleccionando los

campos de problemas especificos, asi como el resto de los elementos de significado asociados a



éstos. Para ello, se consideran los campos de problemas presentes en una muestra de libros de
matematicas para ingenieros comerciales, los significados y las situaciones problemas declaradas
en los programas curriculares de las asignaturas que contemplan la unidad de aprendizaje de la
derivada de las universidades chilenas que imparten la carrera de Ingenierfa Comercial en

programas diurnos.

Etapa 2. Diserio de una secuencia de enseiianza: En esta etapa, después de la seleccion de los
campos de problemas y teniendo en consideracién las configuraciones didacticas para
abordarlos, se secuencia un proceso de instruccion de la derivada que considere el contexto en

que se produce la ensefanza y el tipo de estudiantes.

Etapa 3. Determinacion del significado institucional implementado: En esta etapa, se describe la
enseflanza tal y como es llevada a cabo. A través de la observacion de las sesiones de clase de

Calculo Aplicado a los Negocios relacionadas a la derivada.

Etapa 4. Evalnacion del significado personal de los estudiantes: En esta etapa se estudian las
soluciones escritas por los estudiantes a un cuestionario, con preguntas abiertas y algunos
problemas aplicados a otras areas de formacion profesional, se caracterizan los elementos de
significado puestos en juego por los estudiantes, con el fin de describir el significado personal

logrado y evaluar su comprension sobre la derivada.
1.3.2 Objetivos de la investigacion

En la tesis de doctorado se muestra un estudio metddico sobre la derivada a través de
una secuencia de enseflanza implementada en un curso de Ingenierfa Comercial de segundo afio
para la asignatura de Calculo Aplicado a los Negocios. Ademas; y se determina el significado

personal adquirido por los estudiantes.

En el estudio se considerara el Enfoque Ontosemidtico del Conocimiento y la
Instruccion Matematicos (EOS) desarrollado por Godino y colaboradores (Godino et al., 2007,
2019) y parte de las investigaciones realizadas en torno a la derivada como: evolucién historica,
su faceta epistémica, dificultades de aprendizaje, propuestas de ensefianza, etc. Dentro del marco

teorico citado, el objetivo general y los objetivos especificos son los siguientes:
Objetivo General

Analizar un proceso de instrucciéon de la derivada para estudiantes de Ingenieria
Comercial que considere el contexto, el tipo de estudiantes y el marco tedricos en el que se

fundamenta la investigacion.
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Obijetivos Especificos
El objetivo general se logra cumpliendo los siguientes objetivos especificos:

O1. Realizar un estudio diagnostico de la comprension que tienen los estudiantes de
Ingenieria Comercial sobre la derivada, a través de las resoluciones que hacen sobre problemas

de tangentes.

O2. Identificar los significados pretendidos de la derivada en los programas de las

asignaturas de las carreras de Ingenieria Comercial.

O3. Identificar los campos de problemas, lenguaje, procedimientos, enunciados,
propiedades y argumentos, utilizados usualmente en la ensefianza de la derivada a ingenieros

comerciales, en una muestra representativa de libros de texto destinados a estos estudiantes.

O4. Disefiar un proceso de instruccion para la ensefianza de la derivada por medio de
la seleccion de los campos de problemas, lenguaje, procedimientos, enunciados, propiedades y
argumentos utilizados usualmente en la ensefianza de la derivada para estudiantes de Ingenieria
Comercial. Seleccionar los elementos de significado adecuados para la construccién de la
propuesta didactica, considerando campos de problemas especificos y configuraciones

didacticas adecuadas para abordarlos.

O5. Implementar y analizar el impacto del proceso de instruccién implementado en el
aprendizaje de la derivada por los estudiantes de Ingenierfa Comercial, evaluando y comparando

el significado personal de los estudiantes con el significado institucional implementado.

1.4 ESTRUCTURA DE LA MEMORIA DE INVESTIGACION

Esta memoria de investigacion se enmarca en la modalidad de compendio de articulos
y se ha organizado en 7 capitulos. En el Capitulo 1 se contextualiza la investigacion, presentando
los modelos educativos universitarios y la educacién en carreras de Economia y Negocios en
Chile, especificando la formacién matematica de los estudiantes de esta area, lo que permitira
determinar sus habilidades y destrezas. Se analiza la importancia de la derivada en matematica y
la problematica didactica que implica su enseflanza a estudiantes del area de Economia y
Negocios. También, se presentan el objetivo general y los objetivos especificos, acompafiados

de la estructura de la memoria de investigacion.

En el Capitulo 2 se presenta el articulo cientifico I que persigue dar cumplimiento al
objetivo especifico 1, es decir, fue un estudio diagnoéstico que revel6 las dificultades que

presentan los futuros ingenieros comerciales en el concepto de funcién y la concepcion
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euclidiana de la recta tangente; la construccion del significado de recta tangente como limite de
rectas secantes; la interpretacion de la funcién derivada y su representacion geométrica; realizar

operaciones para calcular la pendiente de una recta y; operar con funciones.

En el Capitulo 3 se presenta el articulo cientifico II que persigue dar cumplimiento al
objetivo especifico 2. La investigacion corresponde al estudio del tratamiento de la derivada en
los programas de las asignaturas de las carreras de Ingenierfa Comercial en Chile, lo cual mostréd
que, si bien la mayor parte de las propuestas curriculares presentan similitudes en la organizacion
de contenidos y en los elementos lingtisticos utilizados para la construccion del objeto derivada,
se observan diferencias importantes en la preponderancia de la derivada interpretada como una

raz6n de cambio y en los campos de problemas abordados.

En el Capitulo 4 se presenta el articulo cientifico III que persigue dar cumplimiento al
objetivo especifico 3, es decir, corresponde estudio de los significados pretendidos de la
derivada en libros de texto para las carreas de Ingenierfa Comercial en Chile, que registré: a) un
énfasis en el significado parcial de la derivada como el limite del cociente de incrementos y un
predominante lenguaje simbolico en los argumentos; b) poca presencia de algunos teoremas
importantes relacionados a la derivada y; c) falta de una representatividad de las definiciones de

la derivada (Galindo Illanes & Breda, 2023).

En el Capitulo 5 se presenta el articulo cientifico IV que persigue dar cumplimiento al
objetivo especifico 4, es decir, corresponde a la presentacion del disefio instruccional de un
proceso de enseflanza y aprendizaje de la derivada para futuros ingenieros comerciales,

estudiantes de la carrera de Ingenierfa Comercial de una universidad chilena.

En el Capitulo 6 se presenta el articulo cientifico V que persigue dar cumplimiento al
objetivo especifico 5, es decir, corresponde a la descripcion de la implementacion y el analisis
del impacto del proceso de instruccion implementado en el aprendizaje de la derivada por los
estudiantes de Ingenierfa Comercial, evaluando y comparando el significado personal de los

estudiantes con el significado institucional implementado.

Finalmente, en el Capitulo 7 se presentan las conclusiones con relacion a los objetivos

especificos y el objetivo general de la investigacion.

1.5 ARTICULOS CONSIDERADOS EN LA ESTRUCTURA DE LA MEMORIA
Esta tesis contempla 5 articulos cientificos. Los articulos considerados en esta memoria

permiten al lector comprender como se ha realizado la investigacién en el sentido espacio-
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temporal. Los articulos que se presentan al largo de la tesis atienden a los objetivos especificos

planteados. De los 5 articulos, tres de ellos cumplen las exigencias de calidad de las revistas para

presentar una tesis por compendio de articulos. Los otros dos son publicaciones que

consideramos relevantes para explicar el trabajo de investigacion realizado. En lo que sigue,

listamos las referencias de los articulos contemplados por orden de cumplimiento de los

objetivos especificos planteados en la investigacion.

II.

I11.

IV.

Articulos considerados en la memoria de tesis

Galindo Illanes, M. K., Breda, A., Chamorro Manriquez, D. D., & Alvarado Martinez,
H. A. (2022). Analysis of a teaching learning process of the derivative with the use of
ICT oriented to engineering students in Chile. Exrasia Journal of Mathematics, Science and
Technology Education, 18 (7), em2130. https://doi.org/10.29333 /ejmste/12162

Galindo-Illanes, M. y Breda, A. (2022). El tratamiento de la derivada en el plan de

estudios de Ingenierfa Comercial en Chile. En T. F. Blanco, C. Nufiez-Garcia, M. C.
Cafiadas y J. A. Gonzalez-Calero (Eds.), Investigacion en Educacion Matematica XX1” (pp.
285-293). SEIEM.

Galindo Illanes, M. K., y Breda, A. (2023). Significados de la derivada en los libros de
texto de las carreras de Ingenierfa Comercial en Chile. Bolewa, 37(75), 271-295.
https://doi.org/10.1590/1980-4415v37n75a13

Galindo Illanes, M. G., Breda, A., & Alvarado Martinez, H. (2023). Disefio de un

proceso de ensefianza de la derivada para estudiantes de Ingenieria Comercial en chile.
PARADIGMA, 44(4), 321-350. https://doi.org/10.37618 /PARADIGMA.1011-
2251.2023.p321-350.id1386

'Galindo Illanes, M. K.; Breda, A. (en prensa). Proceso de instruccion de la derivada
aplicado a estudiantes de Ingenierfa Comercial en Chile. Uwniciencia, Published:

Jan/31/2024.

! La carta de aceptacion del articulo se encuentra en el Anexo 1 de esta memoria de tesis.
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CAPITULO 2. ARTICULO CIENTIFICO I

Este capitulo tiene como objetivo establecer un diagndstico de la comprension que
tienen los estudiantes de Ingenieria Comercial sobre la derivada, a través de las resoluciones que
hacen sobre problemas de tangentes, atendiendo el objetivo especifico 1 (O1) de esa
investigacion. Para ello, durante tres afios se realizaron estudios que fueron presentados en
cuatro congresos, siendo dos de ellos expuestos en el Encuentro Nacional de Escuelas y
Facultades de Administracion los afios 2019 y 2021. En ellos se evidenciaron las dificultades de
comprension que presentaban los estudiantes de Ingenierfa Comercial en Chile con relacion a
la interpretacién geométrica de la derivada. Finalmente, el afio 2022, se publicé el articulo
cientifico a través del cual se establece que los futuros ingenieros comerciales chilenos presentan
dificultades en: el concepto de funcién y la concepcion euclidiana de la recta tangente; la
construccion del significado de recta tangente como limite de rectas secantes; la interpretacion
de la funcién derivada y su representacion geométrica; realizar operaciones para calcular la

pendiente de una recta y; operar con funciones.
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2.3 RESUMEN DEL ARTICULO CIENTIFICO I

El articulo cientifico tiene como objetivo analizar las respuestas de un grupo de
estudiantes de ingenierfa relacionadas a problemas sobre tangentes en un proceso de ensefianza
de la derivada en un curso de calculo diferencial. El disefio metodolégico orientado a un grupo
de 161 estudiantes de dos universidades chilenas consideraba diversas configuraciones
ontosemioticas en la situaciones-problema sobre tangentes. La metodologia implementada
integra las TIC en las actividades diferenciadas, favorece el uso de lenguajes y un acercamiento
progresivo al significado de la derivada. El anilisis, de tipo exploratorio, se realiza aplicando
algunas herramientas del Enfoque Ontosemiético de la Cogniciéon e Instruccidon Matematicos.
Se evidencian dificultades en el concepto de funcion y en la concepcion euclidea de la recta
tangente, lo que conlleva a una débil interpretacion de la funcién derivada y de su representacion
geométrica. Se concluye que la implementacion de la interpretacion geométrica por medio de

las TIC posibilita la mejora de la ensefianza de la derivada.

Keywords: Ensefianza de la derivada, Problemas sobre Tangentes, TIC, Educacién en

ingenieria
2.4 ABSTRACT OF THE SCIENTIFIC ARTICLE 1

The scientific article aims to analyze the answers of a group of engineering students
related to problems about tangents in a process of teaching the derivative in a differential
calculus course. The methodological design, oriented to a group of 161 students from two
Chilean universities, considers different onto-semiotic configurations in problem-situations
about tangents. The methodology implemented integrates information and communication
technologies in differentiated activities, favoring the use of languages and progressive approach
to the meaning of the derivative. The exploratory-type analysis was carried out applying some
tools of the ontosemiotic Approach of mathematical knowledge and instruction. Difficulties
were found in the concept of function and the Euclidean conception of the tangent line, which
brings with it a weak interpretation of the derivative function and its geometric representation.
It is concluded that the implementation of the geometric interpretation through information

and communication technologies makes it possible to improve the teaching of the derivative.

Keywords: teaching of the derivative, problems about tangents, information and

communication technologies, engineering education.
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2.5 INTRODUCTION

The subject of differential and integrated calculus, oriented to engineering, is known for
its high levels of failing and for a teaching based on the transmission of knowledge with a very
marked emphasis in the development of algebraic abilities (Zufiga, 2007). This has caused an
interest in researching the processes carried out in the teaching of this subject. With the aim of
establishing teaching standards (Martinez et al., 2013) engineering schools of different countries
are currently promoting educational models based on competencies, emphasizing, amongst
other aspects, the active role of the student, the use of information technology resources and
virtual learning platforms in teaching, and the preparation of teachers in updated teaching
methodologies (Alvarado Martinez et al., 2018; Esnaola Horacek & de Ansé Lavin, 2019;
Marques Graells, 2013; Martin et al., 2017; Ramirez Leal et al., 2018).

Information and communication technologies (ICTs) are an essential tool in the
incorporation of knowledge both face to face and virtually, as they, amongst other things: a.
facilitate autonomous and collaborative work among students (Ahumada Torres, 2013; Lopez
& Hernandez, 2016); b. strengthen metacognitive competencies (Tourén & Santiago, 2015); and
c. promote social interaction and collaborative problem solving (Aguilera-Ruiz et al., 2017;
Gonzalez-Gomez et al., 2017; Hernandez-Silva & Tecpan Flores, 2017; Martin R. & Tourén,
2017; Nufiez & Gutiérrez, 2016). Along these lines, a curriculum is being implemented that is
less technical and more and more practical in the context of conceive-design-implement-operate
(CDIO) (Gustafsson et al., 2002). However, there exists a difficulty in the implementation of
these new curricular processes from the teachers as, on one hand, they seldom manage teaching
methodologies (Hitt & Dufour, 2014) and, on the other hand, the structure of the subject
program is extensive and inflexible (Letelier et al., 2005). As a consequence, teachers of calculus
carry out classroom interventions that consider mainly algebraic activities, giving priority to
symbolic language and not benefitting the movement between languages, and this has caused
scarce learning of the fundamental concepts of calculus, as has been shown through diverse
research (Hitt, 2005). For this reason, there are many studies that have dealt with these issues,
providing theoretical arguments and teaching proposals so that students can be successful in
learning calculus (Antonio Zambrano et al., 2019; Balcaza Bautista et al., 2017; Garcia Gonzalez

& Dolores Flores, 2016; Pino-Fan et al., 2011).

One of the mathematical objectives taught in the calculus subject in engineering courses

is the derivative due to its applicability. The derivative is a complex calculus topic that blends
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many associated meanings: real function, Cartesian plane, slope, equation of a line, secant line,
tangent line, real limit of a function, etc. On the other hand, it possesses diverse representations,
depending on the situation problems, for example: the graph, as a slope of a tangent line; the
analytical, as the limit of the incremental quotient and a global or point aspect depending on the
needs of the task to be carried out (Sanchez-Matamoros et al., 2006). Additionally, different
properties, procedures and arguments that move between descriptive, geometric, graphic,
tabular, and symbolic languages make its comprehension even more complex. The articulation
of the components in which this complexity breaks out is present in almost all the emerging
theoretical frameworks in the area of mathematical education. This article takes as its theoretical
referent the Onto-semiotic Approach (OSA) of mathematical knowledge and instruction
(Godino et al., 2007, 2019). Working with the different meanings of a mathematical object is an
aspect proposed in the OSA, which argues for analyzing the complexity of mathematical objects
through their pluri-meanings (partial meanings). In this theoretical approach, we can say that, in
competence terms, the consequences of the future engineer not understanding the different
meanings of the derivative and its different forms of representation is that it will be difficult to
establish logical relationships between the mathematical elements necessary for and during the
resolution of a problem or a specific situation (Sanchez-Matamoros, 2004). For example, from
understanding the geometric meaning of the derivative, the future engineer is able to understand
and reflect on the optimization process. That is, to apply the geometric meaning of the derivative

in a cost optimization situation, understanding the result for better decision making.

Habitually, teaching processes present a dogmatic version of the derivative, favoring
their algebraic representation and infrequently favoring their graphic or tabular representation.
This aspect has generated research from different theoretical approaches about the difficulties
in comprehension and the processes that facilitate its learning (Artigue, 1998; Robles et al.,
2010). The difficulties are related to situation problems about tangents, maximums and
minimums, and variations and velocity (Pino-Fan et al., 2011), in the graphic comprehension of
the tangent as a limit in a set of secant lines, and in the notion of the rate of change in a point
in a curve (stationary points, points of inflexion, points of maximums and minimums, etc.)
(Orton, 1983). Difficulties have also been observed related to the different ways of expressing
£, (tabular, algebraic, and graphic) (Font, 1999, 2000, 2005) and in using the analytical expression
of the derivative (limit of the incremental quotient) or the geometric interpretation (as a slope
of a tangent line) (Artigue, 1998). In concrete terms, the difficulties in comprehending the

derivative are due to the lack of argumentation using diverse languages by the students, shown
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in situation problems about tangents and, to a lesser extent, in situation problems of maximums
and minimums, and variations and velocity (Azcarate, 1990; Badillo et al., 2011; Balcaza Bautista
et al., 2017; Berry & Nyman, 2003; Borgen & Manu, 2002; A. Flores, 2014; Font, 2008, 2009;
Gutiérrez Mendoza et al., 2017; Habre & Abboud, 2006; Hitt, 2005; Inglada & Font, 2003;
Londofio et al., 2013; Orton, 1983; Pino-Fan et al., 2015; Sinchez-Matamoros, 2004; Sinchez-
Matamoros et al., 2008; Zandieh, 2000). In terms of the incorporation of ICTs in the learning
of complex mathematical objects, along with its applications and interpretations, the results
indicate that the use of these technological tools offers students an appropriation of the
concepts, allowing for a verification of that done in algebraic form, an appropriate interpretation
of the results, and the capability to apply what was learned (Pico Macfas et al., 2017; Pineda
Izasa et al., 2020; Salas-Rueda & Lugo-Garcia, 2019). Lagrange et al. (2001)present the results
of a meta-analysis of more than 600 publications with research reports and experiences of

innovation in the use of ICT's in mathematical education.

The calculus line is that which has received greatest interest and investment in the use
of technologies and, in particular, the derivative mathematical object as it allows students to
approach the concept considering different representations (Tall, 2001). In agreement with
Loépez (2008), we argue that the use of new technologies will allow us to approach the concept
of the derivative through several configurations such as the manipulative, the computational,
and the algebraic, until we arrive progressively at the conceptualization of an abstract definition,
going through activities that permit the exploration and proving of conjectures with the use of
these concepts. With the support of some tools from OSA, the objective of this work is to carry
out an exploratory analysis of the resolutions of engineering students in the field of tangent
problems, done in the context of a proposal of teaching and learning of the derivative that
considers manipulative, computational, and algebraic configurations. This is considered in the
definition of concepts, propositions, procedures, and arguments in a movement between
geometric, descriptive, graphic, and symbolic languages through the integration of ICTs. In
particular, in this study, the proposal for teaching the derivative is centered on the student and
integrates ICT's into the design of the intended activities in order to favor a gradual approach to
the derivative. More specifically, this study takes into consideration diverse representations of
the derivative through the field of the problem about tangents (geometric interpretation of the
derivative), protecting the movement between different languages: written, numeric, graphic,

and symbolic, through the integration of ICTs.
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2.6 THEORETICAL FRAMEWORK

Onto-Semiotic Focus of Mathematical Instruction and Knowledge The theoretical
developments proposed by OSA, recently explained in Godino et al. (2019), aim to respond to
some problems generated in the field of mathematical education. In OSA, it is assumed that
mathematical activity is a human activity centered on problem resolution, in a determined time-
space, through a sequence of practices that often consider processes (of signification,
conjecture, argument, etc.). Thus, OSA proposes the notion of situation-problem in
mathematical practice (sequence of practices) that takes place during the resolution of these
problem situations. These sequences take place in time and tend to be considered, in many
cases, as processes. In particular, the use and/or emergence of the primary objects of the
configuration (problems, definitions, propositions, procedures, and arguments) takes place
through their respective mathematical processes of communication, problematization,
definition, enunciation, elaboration of procedures (creation of algorithms and routines), and
argumentation (applying the process-product duality). On the other hand, the aforementioned
dualities give way to the following processes: institutionalization—personalization,
generalization—particularization, analysis or decomposition—synthesis or reification,
materialization or concretion—idealization or abstraction, expression/representation—
signification. OSA also assumes the principle that the knowledge of an object by a subject (be
it an individual or an institution) is a set of semiotic functions that this subject can establish as
those in which the object intervenes as expression or content. In addition, the correspondence
between an object and the system of practices where the object intervenes is interpreted as the
“meaning of this object” (institutional or personal).  For example, when a subject carries out
and evaluates a sequence of mathematical practices, she or he activates a conglomerate formed
by situation-problems, languages, definitions, propositions, procedures, and arguments
articulated in what OSA calls a configuration of primary objects (Font et al., 2013). To delimit
the meanings of a mathematical object, OSA proposes the tool called “analysis of systems of
practice” (personal and institutional) and the onto-semiotic configurations involved with them
Font et al. (2013). Representativity of the complexity of mathematical objects in OSA: The case
of the derivative Font et al. explains that the notion of the complexity of a mathematical object
and the articulation of the components of that complexity play an essential role. Understanding
the complexity, in terms of a plurality of meanings, is a result of the pragmatic vision of the
meaning that is assumed in OSA. From a pragmatic point of view, the meaning of a

mathematical object is understood as a set of practices in which the object intervenes in a
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determining fashion (or not). A mathematical object, that has originated as an emergent of the
system of practices that allows the resolution of a determined field of problems, becomes over
time framed in different programs of research. Each new research program allows us to resolve
new types of problems, apply new procedures, relate the object (and thus, define) in a different
way, use new representations, etc. In this way, as time passes, new subsets of practices
(directions) appear that broaden the meaning of the object. For the derivative mathematical
object, Pino-Fan et al. (2011) characterize its complexity through nine configurations of primary
objects: 1. tangent in Greek mathematics; 2. variation through the Middle Ages; 3. algebraic
methods to find tangents; 4. cinematic conceptions for the tracing of tangents; 5. intuitive ideas
of limits for the calculation of maximums and minimums; 6. infinitesimal methods in the
calculation of tangents; 7. calculation of fluxions; 8. calculation of differences; and 9. the
derivative as limit. In Pino-Fan et al. (2013), these nine configurations are used for the
reconstruction of the global meaning of the derivative which is used to value the representativity
of the intended meaning in the curriculum of the bachelor’s degree in Mexico (from the
configurations of the primary objects activated in the mathematical practices proposed both in
the study plan and the textbooks of that level). The characterization of the complexity of the
derivative done in Pino-Fan et al. (2011) facilitates having elements to design questionnaires
that allow us to characterize the comprehension of the students, future teachers, and in-service
teachers about the derivative. For example, in Pino-Fan et al. (2015), a questionnaire was
designed to determine the comprehension of future teachers of the derivative, in which tasks
were included to activate the different partial meanings of the derivative characterized in Pino-
Fan et al. (2011). In accordance with OSA, “problems about tangents” are understood as the
practices done by the student to resolve problems in which the slope of the tangent line
(geometric meaning of the derivative) has a relevant role in its resolution, which implies
concelving it also as “knowledge and application of norms” that regulate the practice and the
primary objects that intervene in it (problems, procedures, propositions, and arguments)
(Galindo Illanes & Breda, 2022; Galindo Illanes & Breda, 2020; Godino et al., 2019). In the
same way, we will consider, in this work, three epistemic configurations: manipulative (the
student works with manipulative devices without using algebraic notation or calculation),
algebraic (characterized by symbolic language and deductive demonstration, as well as resources
such as algebra and analysis), and computational (characterized by iconic language, the
simulation is incorporated as a procedure and the preferable argument is inductive), adapted

from Alvarado et al. (Pino-Fan et al., 2011), in the context of the derivative.
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2.7 METHODS
In this section, the context of the study, the instruments for data collection and the

analysis of this data are explained.
2.7.1 Context of the study
Participants

161 students participated in the research, of which 91 belong to the business engineering
program of the Faculty of Economy and Business and 70 belong to the civil computer
engineering program of the Faculty of Engineering, with ages between 18 and 19 years old, and
from two Chilean universities. The study plan of civil computer engineering places the subject
of calculus in the first academic semester and the study plan of Business Engineering places the

calculus subject in the third academic semester and has the algebra course as a prerequisite.
Bases for a didactic proposal

The intervention plan considered, for the development of the teaching the derivative,

the following elements:

a. The problem fields: The proposal considers one of the main problems that gives rise to the

derivative object, PT: problems of tangents (Pino-Fan et al., 2011).

b. Epistemic configurations: The proposal considers three configurations used in teaching to
facilitate students’ comprehension: manipulative, computational, and algebraic, which are
differentiated especially by the tools (procedures and languages) and the set of resources the

student has to resolve the problem.

1. In the manipulative configuration, the student works with paper, ruler, and pen.
The language used in this configuration is that which is characteristic of
descriptive procedures and analytical geometry.

1l In the computational configuration, the student has a notebook, cell phone or
tablet, internet, GeoGebra (free version), QR code, educational videos, and
applets. The language and procedures are of a graphic, geometric, and
descriptive type.

iii. In the algebraic configuration, the student has a notebook, cell phone or tablet,
internet, educational software such as Symbolab (free version) and Wolfram

Alpha (free version). The language and procedures are of a symbolic and tabular

type.
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c. Synchronic and asynchronic work: The didactic trajectory considers synchronic and
asynchronic sessions directed by the teachers. The synchronic sessions are carried out in the
established timetable and require interaction from the student. However, the asynchronic

sessions do not have an established timetable and consider the student’s autonomous work.
Development of the teaching

The program of the calculus subject is developed in 18 weeks, and each week has four
chronological hours of theory classes called lectures and two chronological hours of classes of
cooperative work and exercises called tutorials. For the development of the teaching in the field
of problems of tangent, two weeks were considered, each of them with three synchronic and
one asynchronic session. In the synchronous sessions, both professors were present in the
classrooms of the two universities, in the schedules established for the lectures and tutorials.
These activities led by the teachers allowed the activation of the knowledge acquired by the
students during the asynchronous sessions and collaborative group activities that favored
dialogue, feedback and consolidation of the knowledge acquired by the students of both
universities. The asynchronous sessions included activities such as watching educational videos,
reading theoretical and practical notes and carrying out guided activities, available on the Moodle
virtual platform of both institutions. This material was prepared by the teachers, in order to
guide the students’ autonomous work. The planning of the study of the derivative included

problems about tangents (PT).

In this stage we considered six synchronic and two asynchronic sessions, over a period

of two weeks (Table 1 and Table 2).

Table 1. Week 1: Timing and Planning of Problems about Tangents

. Didactic Objective of the didactic .
Session . . Languages Configurations
action action
Visualization
video 1,
Introduction to the line
tangent to a curve. Geometric
1 .
Study . Obtaining the slope of the  Graphic Computational
(Asynchronic) theoretlc}al tangent  line  through o
manuscript. approximations by  the Descriptive
slope of secant lines
Task 1
2 Task 2 Obtaining the slope of the Tabular Manipulative
(Synchronic) tangent  line  through Geometric Algebraic
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approximations for the Graphic
slope of secant lines.

Descriptive
Physical application of the
slope of a line tangent to a
curve.
3 Geometric interpretation of Symbolic Computational
Task 3 the derivative in a particular
(Synchronic) point Graphic algebraic
4 .
Task 4 Determmathn of tangent Symbolic Algebraic
(Synchronic) and normal lines.

To begin the study of the line tangent to a curve, it was proposed in session 1 that
students examine an educational video and a theoretical manuscript and then do task 1, which
allows them to construct the concept of the line tangent to a curve through its genetic
decomposition (Orts Mufioz et al.,, 2016). The problems of task 1 consider broadening the
Euclidian conception to the Cartesian through the construction of the tangent line as a limit of
the secant lines using an applet of GeoGebra. In session 2, task 2 was carried out. This
considered problems such as, for example, the construction of a tangent line as a limit of secant
lines using manipulative configurations and geometric language; physical applications relating
the concept of slope of the secant line with that of mean velocity; and the concept of instant
velocity as the approximation of the calculated mean velocities, highlighting their equivalence
with the slope of the tangent line. The purpose of this task is the thematization of the diagram
of the tangent line through the conscious use of its properties and subsequent decapsulation
that allows the return from the object to the process that generated it (Orts Mufioz et al., 2010).
In session 3 problems were considered in which the slope of the line tangent to a curve was
related with the derivative of the function as a point of tangency. The purpose of the task is to
know, as a process, the identification of the tendency of the slope of the secant lines with the
derivative of the function in the point of tangency (Orts Mufloz et al., 2016). Keeping
infinitesimal methods in mind, the calculation leads students to the highest levels of generality
of the tangent (Santi, 2011). Session 4 considered the problems of equations of tangent and
normal lines, consolidating the concept of the derivative at a point as limit of the slopes of the

secant lines. The purpose of this activity is the thematization of the diagram of the line.

Table 2. Week 2: Temporalization and Planning of the Problems about Tangent

Didactic Obijective of the didactic

Session . .
action action

Languages Configurations
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Visualisation
video 2, Introduction to the

5 derivative function Graphic Computational

(Asynchronic) Study

theoretical
manuscript
Tabular
Articulation of the ) ]
6 Task 5 derivative of a function in a Gtaphic Computational
(Synchronic) Igoint. and its derivative  Symbolic Algebraic
unction
Descriptive
Generalisation ~ of  the Graphic ,
7 Task 6 derivative of a function in a Svmbolic Computational
(Synchronic) point and its derivative y
function Descriptive
3 Tabular c -
Applications of the . omputationa
Task 7 L . Graphic
(Synchronic) derivative function P Algebraic
Symbolic

In session 5 the student analyzed the second video and the theoretical notes which
considered different types of function, singular points in which the existence of tangent lines is
evaluated, and the concept of the derivative function is introduced. The aim of session 6 was to
move from the derivative of a function in a point to the derivative function. If we consider that
the students have practiced the calculation of the slope of a line and the geometric meaning of
the derivative in a point in previous sessions, we can thus suppose that they can obtain the
symbolic expression f(x) without much difficulty (Font, 2000). For this, tasks ate considered
in which the symbolic expression of the function f(x) is known and the function that all the
slopes of the tangent lines fulfil is constructed, and this corresponds to the symbolic function
of f’(x). Among the exercises developed, an adaptation of the problem proposed by Font
(2009) is considered and the movement between graphic, tabular and analytical expressions of
f is encouraged. Session 7 allowed students to generalize, through the GeoGebra application,
the derivative function as a function which, at each value, corresponds to the slope of the
tangent line of the graph of f in the point (x, f(x)). It is expected that the student will interpret
the derivative function f ' (x) as a function whose images, yo = f (x(), correspond to the
slopes of the tangent lines of the function f in X, thus causing the decapsulation of the object
of the tangent line. Session 8 considered problems of equation in tangent and normal lines using
the derivative function. The purpose of this activity is the thematization of the diagram of the

tangent line and the consolidation of the geometric representation of the derivative.
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2.7.2 Data Collection Instruments

For the exploratory analysis of the students’ learning in the field of problems about
tangents, an instrument was applied at the end of each week. To continue, for reasons of space,
two representative tasks of each instrument we applied are presented. The instrument of week
1 provides us with information about the student’s specialized knowledge of tangents, as it
considers in its development the steps from its application, or implicit use, to a conscious use
of the properties of the tangent line. In other words, the student carries out the thematization
of the diagram of the tangent line and concludes the geometric meaning of the derivative in a

point to answer the question (Figure 1).

Task 1. Determine which of the following lines allows you to calculate and obtain its value. Justify
your answer.

Figure 1. Task applied to students at the end of the first week.
In this task, the student must first identify the line that allows him or her to determine
f’(4), and then must adequately justify that the line allows him or her to calculate f*(4) through
its slope, and for this, he or she must consider, in the argument, the geometric interpretation of
the derivative, mentioning that the line corresponds to the tangent line of the curve in P utilising
the cartesian concept (limit of secant lines) or the Leibnizian concept (better linear
approximation to a curve) for that. To calculate, the student must know, as action, the slope of

a line from two points contained in it, and for this must use the points P = (4, 1) and B = (2, 2)

. . : 1-2 1 .
contained in the line Ly, and calculate, m;, = i 7 Then student must obtain the value

of the derivative requested by thematizing the diagram of the line tangent to the curve to

conclude that f°(4) =m;, = — %
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The instrument of week 2 corresponds to an adaptation of the problem proposed by
Font (2009, p. 17- 18). This allows us to analyze the movement of the student through the

graphic, tabular and symbolic representations of f~ (Figure 2).

Task 2. Let be a real function of a real variable.

a) With the support of Symbolab, obtain the slope of the tangent line of the graph of in the
point of abscissa, i.e.,

b) What is the value of the derivative of the function in the point of abscissa?

¢) Complete the following table.

d) Based on the previous table, represent the points in a cartesian plane.
e) Trace the graph of the curve that contains the points.

f) Model the curve previously drawn for any point and explain in your own words what it
represents.

Figure 2. Task applied to students at the end of the second week.

It is expected that, in this task, the student will apply the concepts and results of the
geometric interpretation of the derivative. In section a) the student, supported by mathematical
software, obtains the slope of the line tangent to the graph of the quadratic function in a point
(1, 1), i.e., my= 2. Following this, in section b) the student must link the previous result with
the concept of the derivative in that point, i.e., f ' (1) = 2. In section ¢) the procedure from
sections a) and b) is repeated with other points and then the data is summarized in a table. In
section d) and e) the information tabulated is used to trace a graph that contains the points (xg
, f'(x0)). Finally, section f) models the traced cutve, concludes that it is the function f ' (x) =
2x and explains that the curve represents the graph of a function that, at each value, makes the
slope of the tangent line correspond to the graph of f in the point (x, f(X)). Analysis Methods
Mixed-type analysis (Johnson & Onwuegbuzie, 2004), by means of the notion of configurations
of primary objects of OSA, permitted an exploratory-type analysis, in the sense of quantifying
the correct actions (frequency) related to the students’ resolutions of the tasks proposed for
each of the primary objects. From a qualitative point of view, it was possible to identify correct

and incorrect responses and arguments of the students on resolving the proposed tasks.
2.7.3 Analysis methods

Mixed-type analysis (Johnson & Onwuegbuzie, 2004), by means of the notion of
configurations of primary objects of OSA, permitted an exploratory-type analysis, in the sense

of quantifying the correct actions (frequency) related to the students’ resolutions of the tasks
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proposed for each of the primary objects. From a qualitative point of view, it was possible to
identify correct and incorrect responses and arguments of the students on resolving the

proposed tasks.

2.8 RESULTS AND DISCUSSION
In the following the results obtained by the 91 students of Business Engineering and the
70 students of Civil Computer Engineering in items 1 and 2 are presented. In addition, an
exploratory analysis was done, showing with images the procedures and arguments of the

responses of some students.

Table 3 presents the results of task 1 of students of Business Engineering and Civil
Computer Engineering. It is observed that 59% and 46%, respectively, identify that the line L,
allows them to obtain f'(4), but only 41% and 31% adequately justify that the line is tangent
to the graph f in the point P, ie., carrying out the correct process of thematization of the
tangent line in the geometric interpretation of the derivative. We must observe that 68% and
69% identify that the points offered allow them to calculate the slope of the lines and do this
calculation correctly, determining the slope my, but only 33% and 23% give a symbolic or
descriptive answer that concludes the activity. These results show that there exists a relationship

between the learning of the tangent of a curve and the learning of the geometric interpretation

of derivative.
Tabla 3. Frequency of correct answers in Task 1 (n1 = 91, n2=70)
Actions for the Primary nl n1(%) n2 n2(%)
problems about objects Absolute Relative Absolute Relative
tangents s o o s
Identifies that the line L,
is the line that allows Representation 54 59 32 46
them to calculate f'(4)
Justifies th.at the line L is Argument 37 41 2 31
a tangent line to the curve
Correctly identifies the
ints belonging to th
POIRts belonglfg o T1€  p epresentation 62 68 48 69
line that permit the
calculation of the slope
C tl th
omeety - W T procedure 55 60 48 69
formula for slope
COIfCCtly relates the SlOpC Definition 30 33 16 23

of the tangent line to the
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curve with the derivative
of the function in the

point of tangency

In Figure 3, the justification used by a student to wrongly identify line L, as the tangent
of the curve f, where we can show the influence of the Euclidean conception of the tangent
line (it only has one point in common with the curve). This result does not differ from prior
research that reveals the obstacle to construct the Cartesian conception and later Leibnizian
product of the Euclidean conception (Biza & Zachariades, 2010; Orts Mufioz et al., 2016; Santi,
2011).
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[The number 1 line allows us to calculate f'(4) as it intersects with the function in only

one point. On the other hand, line 2 intersects with the function in two points].

Figure 3. Argument after incorrectly identifying the line tangent to a curve
In Figure 4, it is observed that while the student does not correctly identify the line
tangent to the curve, he or she does know, as a process, the identification of the derivative of

the function in the point of tangency with the slope of the tangent line.
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[f'(4)=-1/2 as the derivative is the slope of the tangent line of the function].

Figura 4. Identification of the derivative of the function in the point of tangency with the slope of the
tangent line

In Figure 5 it is observed that a student determines the equation of the line that contains
the points and then concludes the relationship between the slope of this and the derivative in

the point of abscissa.
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[In light of the fact that we said that the second line is the correct one, we take its slope

(seeing that it is equivalent to the derivative or slope) and this tells us f'(4) = -1/2].

Figure 5. Correct process of the derivative of the function in the point of tangency
Finally, errors of an arithmetic type (procedural) are observed in the calculation of the
slope of the tangent line as are errors of a conceptual type in the moment of defining the slope
of the line that contains two points, which impedes the student from obtaining the expected

result.

Table 4 presents the results of item 1 answered by students of Business Engineering and
Civil Computer Engineering respectively. It is observed that 80% and 92% of the students
carried out stage 1 of the problem correctly, i.e., they determined algebraically the slope of the
line tangent to the graph of the quadratic function in the point (1,1). 78% and 90% of the
students correctly link the result obtained in stage 1 with the geometric interpretation of the
derivative in said point. 78% and 90% trace the points (Xg, f' (%)) in the Cartesian plane. 60%
and 69% correctly model the derivative function. Finally, only 30% and 24% correctly explain
that the curve represents the graph of a function that, at each value, makes the slope of the

tangent line correspond to the graph of f in the point (x, f (x)).

It is important to note that a group of students affirmed that the derivative function was
f'(x) = 2, which shows the problem existing in the comprehension of the functions in
concordance with the results obtained by Gémez Guerra et al. (2015), Mercado et al. (2011),
and Cuesta Borges et al. (2010).
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Tabla 4. Frequency of correct answers of Task 2 (n1 = 91, n2=70)

Actions for the problems
that allow movement from
the graphic representation

of the derivative in one
point towards the derivative

Primary
Obijects

nl

Absolute
frequency

n1(%)

Relative
frequency

n2

Absolute
frequency

n2(%)

Relative
frequen

cy

Correctly u;es the definition of
the slope of the tangent line as
the limit of the slopes of the
secant lines to complete the
table

Procedure

73

80

64

92

Correctly relates the slope of
the line tangent to the curve
with the derivative of the
function in the point of

tangency

Definition

71

78

63

90

Traces the curve that contains
the points (xg, f'(xg)) in the
Cartesian plane

Procedure

71

78

63

90

Models the traced function

Procedure

55

60

48

69

Explains  that the curve
represents the graph of the
function that, at each wvalue,
makes the slope of the tangent
line correspond to the graph of

f in the point (x, f(x))

Argument

27

30

17

24

In the following, the conclusions about the teaching proposal are presented, considering

the main results and implications, which will allow for a reflexion around the need to readjust,

modify or reorganise the teaching proposal.

2.9 DISCUSSIONS AND CONCLUSIONS

The objective of this work was to carry out an exploratory analysis of engineering

students’ resolutions in relation to a field of problems about tangents done in the context of a

proposal of teaching and learning of the derivative that contemplated manipulative,

computational and algebraic configurations, considering in the definitions, propositions,

procedures, and arguments a movement between geometric, descriptive, graphic, and symbolic

language through the integration of ICTs.
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In terms of the field of problems about tangents, in a relatively large group of students,
it was obtained that the Euclidean conception of the line tangent to a curve makes the
construction of the geometric interpretation of the derivative difficult. 41% and 31% of the
students of Business Engineering and Civil Computer Engineering respectively, identified the
line tangent to a curve arguing correctly, and only 33% and 23%, respectively associated the
slope of the line tangent to a curve with the derivative of the function in the point of tangency

(Table 3).

One possible explanation for this result is that the Euclidean conception is an obstacle
for the construction of the Cartesian and Leibnizian conceptions of the line tangent to a curve,
that are essential to understanding the relationship that exists between the slope of the line
tangent to a curve and the derivative of the function in the point of tangency. This relationship
is fundamental for the construction of the geometric interpretation of the derivative. This result
is no different to research about the line tangent to a curve of Biza and Zachariades (2010),

Santi (2011), and Orts Mufioz et al. (2016).

One of the limitations of the study is that, although even though in the teaching initial
activities focussed on the construction of the meaning of the line tangent to a curve were
considered, these were not sufficient. In this way, in a future version of the teaching process it
is considered necessary to add activities focussed on overcoming the obstacle produced by the
Euclidean conception of the tangent line of a curve. In this sense, in a redesign of the teaching
process, it is considered necessary to add activities focused on overcoming the obstacle

produced by the Euclidean conception of the tangent line to a curve.

On the other hand, in accordance with Gémez Guerra et al. (2015), Mercado et al.
(2011), and Cuesta Borges et al. (2010), it became clear that there was a consequent influence of
the misinterpretation of mathematical concepts that depend, to a great extent, on the concept
of function, as only 30% and 24% of the students of Business Engineering and Civil Computer
Engineering, respectively, modelled and explained the derivative function (Table 4). This result
explains a second limitation of the study. Specifically, for a redesign of the instructional process,
it is necessary to dedicate one or a few sessions aimed at recovering the previous knowledge of

the students in relation to the basic concepts of the function object.

Finally, while the integration of ICT's has allowed for the construction of the meaning
of the derivative, considering the different configurations of the primary objects, and has

broadened the language of the design of the activities, it is observed that they have implied a
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cognitive cost for the student in that the students must assimilate distinct forms of
communication in a limited time of their academic load of the semester. The greatest limitation
was the time available that, while it may have been more than enough for some students, it was
insufficient for all of them to take onboard all of the programmed objectives. This result
contributes to a third limitation of the study, because, although the time was long for some of
the students, it was insufficient for others to assimilate all the programmed objectives. In this
sense, for a redesign of the teaching process, it is considered ideal to rethink the workload

destined to the development of the activities proposed to the students.

Although the study has some limitations, an important contribution of this work is that
the activities designed and implemented and the applets used are useful material both for
researchers of this mathematical object and for teachers who are interested in teaching the
derivative. One of the reasons is that the student's understanding in relation to the derivative
from its geometric meaning (slope of the tangent line) and with the use of ICT, is a fundamental
aspect for the development of the skills of future engineers to solve problems on tangents, be
they problems within the mathematical field or problems related to situations experienced in

the engineering context.

Considering that all teaching processes are perfectible, a future line of research is to
value the didactic suitability (Breda et al., 2018; Moreno Reyes, 2017) of the instruction process
to identify its limitations and strengths in detail in order to suggest modifications,
reorganisations, and improvements in the activities and evaluation instruments. Following this,
it is of interest to add other practice systems to thus contribute to a better comprehension of

the derivative in the context of higher education.
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CAPITULO 3. ARTICULO CIENTIFICO II

Este capitulo tiene como objetivo identificar los significados pretendidos de la derivada
en los programas de las asignaturas de las carreras de Ingenierfa Comercial en Chile, objetivo
especifico 2 (O2) de esa tesis doctoral. Los resultados presentados en ese capitulo fueron,
durante el afio 2022, divulgados en congresos nacionales e internacionales, siendo muy relevante
las participaciones en el XXV Encuentro de la Sociedad Espanola de Investigacion en
Educaciéon Matematica (SEIEM), en el Congreso Chileno de Educaciéon en Ingenierfa, en el
Encuentro Nacional de Escuelas y Facultades de Administracion, en el I congreso Internacional
de Investigacién Interdisciplinar en Educacion y en IX Congresso Ibero-americano de

Educacao Matematica (CIBEM).

3.1 REFERENCIA DEL ARTICULO CIENTIFICO II
Galindo-Illanes, M. y Breda, A. (2022). El tratamiento de la derivada en el plan de
estudios de Ingenierfa Comercial en Chile. En T. F. Blanco, C. Nufiez-Garcia, M. C. Cafiadas y
J. A. Gonzalez-Calero (Eds.), Investigacion en Edncacion Matemadtica XX 17 (pp. 285-293). SEIEM.

3.2 ACTAS DEL CONGRESO
El articulo fue editado y publicado por la Sociedad Espafiola de Investigacion en
Educacion Matematica (SEIEM). Facultad de Ciencias de la Educacién, Universidad de
Granada. Campus de la Cartuja, s/n 18071, Granada (Espafia). ISBN: 978-84-09-45038-1.
Publicacion realizada en el marco del Proyecto de Investigacion en Formacion de Profesorado

PID2021-127104NB-100 (MCIU/AEI/FEDER, UE).

3.3 RESUMEN DEL ARTICULO CIENTIFICO II

Las matematicas son fundamentales para un ingeniero comercial, en particular, el objeto
matematico derivada es un topico complejo del calculo que conjuga muchos significados
asociados y una representatividad de campos de problemas, diversas representaciones, diversas
propiedades, procedimientos y argumentos que transitan constantemente entre diferentes
lenguajes. La complejidad de la derivada se hace presente en los cursos de Ingenierfa Comercial,
una vez que se puede comprender la derivada como el estudio de la funcién producto marginal,
ingreso total y marginal, entre otras. Ademas, considerar sus diferentes modos de
representacion, es un aspecto muy utilizado en el area de microeconomia. En ese sentido, el
objetivo de este articulo es identificar los significados pretendidos de la derivada en los
programas de las asignaturas de las carreras de Ingenieria Comercial en Chile. Participaron de la

investigacién, de manera anénima, 8 universidades chilenas (3 puablicas y 5 privadas) que
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imparten la carrera de Ingenierfa Comercial, las cuales compartieron sus programas de asignatura
que incluyen como objeto de ensefianza la derivada. Para realizar el analisis de los programas se
considera el modelo tedrico conocido como Enfoque Ontosemiético (EOS) del conocimiento
y la instrucciéon matematicos el cual considera un modelo epistemoldgico, cognitivo e
instruccional de analisis de la actividad matematica. Para realizar el analisis de contenido de los
programas de asignaturas, se utiliz6 como categorias previas de analisis, la nocién de
configuracién epistémica, que nos ha permitido analizar y describir los objetos primarios que
intervienen en las practicas matematicas sobre la derivada propuestas en los programas de las

asignaturas.

El analisis de los significados de la derivada pretendidos en los 8 programas curriculares
de las asignaturas que contemplan la unidad de aprendizaje de la derivada indica que, si bien la
mayor parte de las propuestas curriculares presentan similitudes en la organizacién de
contenidos y en los elementos lingiifsticos utilizados para la construccion del objeto derivada,
se observan diferencias importantes en la preponderancia de la derivada interpretada como una
raz6n de cambio y en los campos de problemas abordados. Como conclusiones, se observa que
el estudio realizado proporciona resultados novedosos con relacion a algunas caracteristicas del

significado de la derivada presentes en el curriculo de las carreras de Ingenierfa Comercial en

Chile.
Palabras clave: Estudio de la derivada, programas de asignaturas, Ingenierfa Comercial

3.4 ABSTRACT OF THE SCIENTIFIC ARTICLE 11

The objective of this work is to identify the intended meanings of the derivative in the
programs of the subjects of the Commercial Engineering careers in Chile. To do this, through
the notion of epistemic configuration of the Ontosemiotic Approach to Mathematical
Knowledge and Instruction, eight subject programs from different Chilean universities were
analyzed, which contemplate the derivative as an object of teaching. The results indicate that,
although most of the curricular proposals present similarities in the organization of contents
and in the linguistic elements used for the construction of the derivative object, important
differences are observed in the preponderance of the derivative interpreted as a reason for

change. and in the fields of problems addressed.

Keywords: Study of the derivative, subject programs, Commercial Engineering
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3.5 INTRODUCCION
En el ano 1924 se inicia la carrera de Administracién de Empresas en la Universidad
Catolica de Chile y en el afio 1935 con la creacion de la Escuela de Ingenieria Comercial de la
Universidad de Chile, nace la carrera de Ingenierfa Comercial. Actualmente, aproximadamente

49 universidades entre estatales y privadas imparten la carrera de Ingenieria Comercial en Chile.

La Comisién Nacional de Acreditacion de Chile (CNA) define la carrera de Ingenieria
Comercial como una profesiéon universitaria orientada hacia la aplicacion de un conjunto de
competencias (conocimientos, habilidades y actitudes) que se generan a partir del estudio de las
ciencias de la administracion y de la economia, apoyadas por las tecnologias de la informacion,
los métodos cuantitativos, otras ciencias sociales y las disciplinas que les sean conexas. Se
establece que su plan de estudios debe considerar tres areas de formacioén, sin perjuicio de la
flexibilidad e integracion curricular que determine cada unidad, éstas son: formacion basica,

formacion profesional y formacion general o complementaria.

Un analisis exploratorio de los planes de estudio de Ingenieria Comercial vigentes en
Chile reveld, por un lado, que éstos poseen una estructura segun el tipo de asignaturas
(obligatorias, optativas y de estudios generales), una inclinacién formativa hacia el area
administrativo-financiera, con una fuerte orientacién cuantitativa y econémica (Bohle & Rojas,
2007). Por otro lado, los planes determinan que la mayor cantidad de asignaturas corresponden
al area de estudio de Finanzas, Contabilidad y Costos, totalizando un 12,8% y al area de
Matematica, Estadistica y Econometrfa, en un total de 12,3%. De esta tltima, el 7% corresponde

a asignaturas del area Matematicas.

La CNA considera que los programas de las asignaturas de matematicas deben permitir
que el estudiante adquiera los conocimientos necesarios para su desempefio profesional. En los
criterios de evaluacion contemplados en esta estructura curricular, se requiere que los programas
integren actividades tedricas y practicas, que las asignaturas permitan la adquisiciéon de
habilidades y capacidades inherentes a un ingeniero comercial para: trabajar e integrarse
eficazmente en equipo, enfrentar los problemas con visién holistica y estratégica, liderar,
comunicar y motivar eficazmente, seleccionar, integrar y aplicar conocimientos. Esto conlleva
al desafio de articular las ciencias basicas y las ciencias de la ingenierfa, favoreciendo el desarrollo
de las competencias profesionales y la formacién matematica del ingeniero (Alvarado Martinez

etal, 2018).

37



Las matematicas son fundamentales para un ingeniero comercial, en particular, el objeto
matematico derivada es un tépico complejo del calculo que conjuga muchos significados
asociados: funcién real, plano cartesiano, pendiente, ecuaciéon de una recta, recta secante, recta
tangente, limite de una funcion real, etc. Por otra parte, posee una representatividad de campos
de problemas, diversas representaciones, diversas propiedades, procedimientos y argumentos
que transitan constantemente entre un lenguaje descriptivo, geométrico, grafico, tabular y
simbdlico, lo que complejiza atn mas la comprension de este objeto matematico por parte de
los estudiantes (Fuentealba et al., 2015). La articulacion de los componentes en los que estalla
esta complejidad, esta presente en casi todos los marcos teéricos emergentes en el area de la
Educacion Matematica. En este trabajo se toma como referente teérico el Enfoque
Ontosemiotico del Conocimiento e Instruccion Matematicos (EOS, a partir de ahora) (Godino
et al., 2007, 2019). Trabajar los distintos significados de un objeto matematico es un aspecto
propuesto en el EOS, donde se plantea analizar la complejidad de los objetos matematicos por

medio de sus pluri significaciones (significados parciales).

La complejidad de la derivada se hace presente en los cursos de Ingenierfa Comercial,
una vez que puede comprender la derivada como el estudio de la funcién producto marginal,
ingreso total y marginal, entre otras. Ademas, considerar sus diferentes modos de
representacion, es un aspecto muy utilizado en el area de microeconomia, lo que ha generado el
desarrollo de diversas investigaciones en torno a su aprendizaje y sobre la relacion de
comprension entre los conceptos econdémicos y matematicos (Ariza Cobos & Linares Ciscar,

2009; Ballard & Johnson, 2004; J. Butler et al., 1998; Garcia et al., 2006; Hey, 2005).

A partir de lo anterior, resulta de gran interés investigar, scudl es el tratamiento de la
derivada propuesto en los planes de estudio de la asignatura de calculo de los cursos de
Ingenierfa Comercial en Chile? En ese sentido, el objetivo de este trabajo es identificar los
significados pretendidos de la derivada en los programas de las asignaturas de las carreras de

Ingenierfa Comercial en Chile.

3.6 MARCO TEORICO
Los desarrollos teoricos propuestos por el EOS, explicados recientemente en Godino,
etal. (2019), tienen como objetivo dar respuesta a algunos problemas generados en el campo de
la Educacién Matematica. En el EOS, se asume que la actividad matematica es una actividad
humana centrada en la resoluciéon de problemas, que tiene lugar en un tiempo-espacio

determinado, a través de una secuencia de practicas que, a menudo, se consideran procesos (de
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significacién, conjeturar, argumentar, etc.). Para ello, el EOS propone las nociones de situacién-
problema de practica matematica (secuencia de practicas) que tiene lugar durante la resolucion
de estas situaciones problema. Tales secuencias tienen lugar en el tiempo y se suelen considerar,
en muchos casos, como procesos. En particular, el uso y/o la emergencia de los objetos
primarios de la configuracién (problemas, definiciones, proposiciones, procedimientos y
argumentos), tiene lugar mediante los respectivos procesos matematicos de comunicacion,
problematizacién, definicién, enunciacion, elaboracién de procedimientos (creacién de
algoritmos y rutinas) y argumentacion (aplicando la dualidad proceso-producto). Por otra parte,
las dualidades antes descritas, dan lugar a los siguientes procesos: institucionalizaciéon —
personalizacién,  generalizacion ~— —  patticularizacién,  analisis/descomposicion ~ —
sintesis/reificacion, materializacién,/concrecién - idealizacién/abstraccidn,

expresion/representacion — significacion.

El EOS también asume el principio de que el conocimiento de un objeto, por parte de
un sujeto (ya sea individuo o institucién), es el conjunto de funciones semidticas que este sujeto
puede establecer en las que el objeto interviene como expresion o contenido. Ademas, la
correspondencia entre un objeto y el sistema de practicas donde tal objeto interviene, se
interpreta como el "significado de ese objeto" (institucional o personal). Por ejemplo, cuando
un sujeto realiza y evalia una secuencia de practicas matematicas, activa un conglomerado
formado por situaciones-problemas, lenguajes, definiciones, proposiciones, procedimientos y
argumentos, articulados en lo que, en términos del EOS, se llama una configuracion de objetos
primarios (Font, et al., 2013). Para delimitar los significados de un objeto matematico, el EOS
propone la herramienta denominada "analisis de sistemas de practicas" (personales e
institucionales) y las configuraciones ontosemiodticas involucradas en ellas (Godino, 2014; Godino

& Batanero, 1994).

En Font et al. (2013)se explica que la nociéon de complejidad del objeto matematico y la
de articulaciéon de los componentes de dicha complejidad juegan un papel esencial. Entender la
complejidad, en términos de una pluralidad de significados, es resultado de la visién pragmatista
sobre el significado que se asume en el EOS. Desde un punto de vista pragmatista, el significado
de un objeto matematico se entiende como el conjunto de practicas en la que dicho objeto
interviene de una manera determinante (o no). Un objeto matematico, que se ha originado como
un emergente del sistema de practicas que permite resolver un determinado campo de

problemas, con el paso del tiempo queda enmarcado en diferentes programas de investigacion.
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Cada nuevo programa de investigaciéon permite resolver nuevos tipos de problemas, aplicar
nuevos procedimientos, relacionar el objeto (y, por tanto, definir) de manera diferente, utilizar
nuevas representaciones, etc. De esta manera, con el paso del tiempo, aparecen nuevos

subconjuntos de practicas (sentidos) que amplian el significado del objeto.

Para el objeto matematico derivada, Pino-Fan, et al. (2011) caracterizan su complejidad
mediante nueve configuraciones de objetos primarios: 1) tangente en la matematica griega; 2)
variacion en la edad media; 3) métodos algebraicos para hallar tangentes; 4) concepciones
cinematicas para el trazado de tangentes; 5) ideas intuitivas de limite para el calculo de maximos
y minimos; 6) métodos infinitesimales en el calculo de tangentes; 7) calculo de fluxiones; 8)
calculo de diferencias; y 9) derivada como limite. En Pino-Fan, et al. (2013) se utilizan estas
nueve configuraciones para la reconstruccion del significado global de la derivada, el cual es
utilizado para valorar la representatividad del significado pretendido en el curriculo de
Bachillerato de México (a partir de las configuraciones de objetos primarios activadas en las
practicas matematicas propuestas tanto en el Plan de Estudios como en los libros de texto de
dicho nivel). La caracterizacién de la complejidad de la derivada realizada en Pino-Fan, et al.
(2011) facilita tener elementos para diseflar cuestionarios que permiten caracterizar la
comprension de los estudiantes, futuros profesores o profesores en servicio sobre la derivada
(Pino-Fan et al,, 2015). En este estudio pretendemos identificar los significados pretendidos de

la derivada en los programas de las asignaturas de las carreras de Ingenierfa Comercial en Chile.

3.7 METODOLOGIA
En este apartado se explica el contexto del estudio, los instrumentos de colecta de datos

y el andlisis de los mismos.
3.7.1 Contexto del estudio e instrumentos de colecta de datos

Participaron de la investigacion, de manera anénima, 8 universidades chilenas (3 publicas y 5
privadas) que imparten la carrera de Ingenierfa Comercial. Fueron solicitados programas de 30
universidades de diferentes regiones del pais, sin embargo, solo ocho de ellas compartieron sus
programas de asignatura que incluyen como objeto de enseflanza la derivada. Las universidades

participantes estan identificadas como UN1, UN2, UN3, UN4, UN5, UN6, UN7 y UNS.
3.7.2 Analisis de los datos

Para realizar el analisis de los programas se considera el modelo teérico conocido como

Enfoque Ontosemiético (EOS) del conocimiento y la instrucciéon matematicos (Godino et al.,
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2019) el cual considera un modelo epistemoldgico, cognitivo e instruccional de analisis de la
actividad matematica. Para realizar el analisis de contenido de los programas de asignaturas, se
utiliz6 como categorfas previas de analisis, la nocion de configuracién epistémica, que nos ha
permitido analizar y describir los objetos primarios que intervienen en las practicas matematicas

sobre la derivada propuestas en los programas de las asignaturas (Font et al., 2013).

Para ejemplificar cémo se ha realizado el analisis de los programas de las asignaturas que
incluyen como objeto de ensefanza la derivada, se ha tenido en cuenta, en cada uno de los
programas, la organizacion de los contenidos de la asignatura correspondiente (a ejemplos,
Tabla 5) y un posterior analisis de la complejidad de la derivada considerando la configuracion
de los objetos primarios del EOS (significados parciales, procedimientos, proposiciones,
representaciones y campos de problemas). Por ejemplo, la propuesta curricular de UN1 para la
asignatura de Calculo Aplicado a los Negocios, tiene como propédsito que el estudiante use
conceptos y procedimientos de derivacion e integracion con apoyo de recursos tecnolégicos en
problemas de tipo analitico del area de la economia y los negocios. A continuacion, se presenta

la distribucién de los contenidos en la Tabla 5.

Tabla 5. Organizacién de los contenidos de la asignatura de Calculo Aplicado a los Negocios de UN1

Unidad de aprendizaje 1 Derivada de una funcién

Resuelve problemas de tasas de cambio, marginalidad y optimizacién
Resultados de aprendizaje | aplicando derivadas de primer y segundo orden, en funciones de una

variable

La derivada de una funcién y su interpretaciéon geométrica.
Algebra de derivadas

Regla de la Cadena.

Derivadas de primer orden.

Derivadas de segundo orden.

Puntos criticos.

Contenidos
Puntos de inflexion.

Criterio de primera derivada para extremos relativos.
Criterio de la primera derivada para establecer monotonfa.
Criterio de la segunda derivada para extremos relativos.

Criterios de la segunda derivada para establecer concavidades.

Trazado de curvas.
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Optimizacién de una funcién.

Tasa de cambio y marginalidad.

Unidad de aprendizaje 2

Integral de una funcién

Resultados de aprendizaje

Aplica métodos de integracion en la resoluciéon de problemas del
mundo de la administracién o economia.

Contenidos

Definicién de integral indefinida.

Propiedades e interpretacién geométrica de la integral.
Métodos de integracion (sustitucion simple y por partes).
Teorema fundamental del Célculo.

Integral definida.

Aplicaciones de la integral a problemas de valores iniciales y
excedentes.

Unidad de aprendizaje 3

Funciones de varias variables

Resultados de aprendizaje

Aplica derivadas de primer y segundo orden resolviendo problemas
de tasas de cambio, marginalidad y optimizacién con y sin
restricciones en funciones de dos variables.

Contenidos

Definicion de funciones de varias variables.

Dominio y recorrido de funciones de varias variables graficamente
utilizando software matematico.

Derivadas parciales de primer y segundo orden.
Regla de la Cadena.
Optimizacién de funciones sin restricciones utilizando Hessiana.

Optimizacién algebraica de funciones con una restriccién utilizando
multiplicadores de Lagrange.

Optimizacién de funciones con dos o mas restricciones utilizando

multiplicadores de Lagrange y apoyo tecnolégico.

Fuente: Elaboracion de los autores.

De la Tabla 5 podemos observar que sélo la unidad 1 considera el estudio de la derivada

de una funcién y que su proposito es que el estudiante resuelva problemas de tasas de cambio,

marginalidad y optimizacién de funciones reales. De acuerdo con los recursos conceptuales

declarados se encuentran: definicion de la funcién derivada y su interpretacién geométrica,

algebra de derivadas, regla de la cadena, derivadas de primer y segundo orden, trazado de curvas,

optimizacién, tasas de cambio y marginalidad, etc. Los recursos procedimentales involucran el
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calculo de derivadas de una funcién, haciendo uso del dlgebra y reglas de derivacion, para
calcular razén de cambio en problemas de marginalidad y para el esbozo y optimizaciéon de
funciones. Dentro de las proposiciones consideradas se encuentran, las reglas de derivacion,
los criterios de primera y segunda derivada para extremos relativos, criterios de concavidad y de
monotonia de una funcién real. En cuanto al lenguaje se observa que se privilegia el lenguaje
algebraico (definiciéon de derivada y uso de reglas de derivacidon) y grafico (al interpretar

geométricamente la derivada y realizar el grafico de funciones).

Con respecto a los campos de problemas presentes en el programa de la asignatura, se
observan (B) problemas sobre calculo de tasas instantaneas de cambio, (D) problemas sobre
aplicacion de la derivada para el calculo de maximos y minimos, analisis de graficas de funciones
y (E) problemas sobre calculo de derivadas a partir de reglas y teoremas de derivacion.
Finalmente, tanto en el programa curricular de las asignaturas como en las asignaturas previas,

se observa la ausencia de limite de funciones reales.

Por otro lado, el ejemplo del programa de la asignatura de Calculo I de la UN2, tiene
como proposito que el estudiante aplique los conocimientos del calculo diferencial en una viable,
para la resolucion de problemas de optimizaciéon aplicados a las ciencias econdémicas y
administrativas. De acuerdo con los recursos conceptuales declarados se encuentran:
propiedades de la funcién derivada, reglas de derivacion, razén de cambio y razén de cambio
instantanea, extremos relativos, monotonia de funciones reales, optimizaciéon de funciones,
variaciones relacionadas, etc. Los recursos procedimentales involucran el calculo de derivadas
de una funcién, haciendo uso de las reglas de derivacion, para calcular razén de cambio,
ecuacion de la recta tangente, grafica y optimizacion de funciones. Dentro de las proposiciones
consideradas se encuentran, las reglas de derivacion, el criterio de la primera derivada para
extremos relativos, criterios de concavidad y de monotonia de una funcién real. En cuanto al
lenguaje se observa que se privilegia el lenguaje algebraico (definicion de derivada y uso de reglas
de derivacion) y el grafico (al resolver problemas geométricos en el plano cartesiano y realizar

el grafico de funciones).

Con respecto a los campos de problemas (CP) presentes en el programa de la asignatura,
se observan: A) Campos de problemas sobre tangentes; B) Campos de problema sobre calculo
de tasas instantaneas de cambio; C) Campos de problemas sobre tasas instantaneas de variacion;

(D) problemas sobre aplicacion de la derivada para el calculo de maximos y minimos, andlisis
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de graficas de funciones y; E) problemas sobre calculo de derivadas a partir de reglas y teoremas

de derivacion.

Uno de los aspectos asumidos en el analisis, por ejemplo, fue la comparaciéon de los
programas de asignatura cuanto a los campos de problemas contemplados. Por ejemplo, al
comparar los campos de problemas presentes en los programas de asignatura de UN1 y UN2,
se observa que en el programa de UN1 no se contemplan campos de problemas sobre tangentes,
ni campos de problemas sobre tasas instantaneas de variacion, aspectos considerados en el

programa de la asignatura de Calculo I de la UNZ2.

3.8 RESULTADOS Y CONCLUSIONES
El analisis de los significados de la derivada pretendidos en los 8 programas curriculares
de las asignaturas que contemplan la unidad de aprendizaje de la derivada indica que, si bien la
mayor parte de las propuestas curriculares presentan similitudes en la organizaciéon de
contenidos y en los elementos lingiifsticos utilizados para la construccion del objeto derivada,
se observan diferencias importantes en la preponderancia de la derivada interpretada como una
raz6n de cambio y en los campos de problemas abordados. A continuacién, se mencionan

algunos resultados.

En cuanto a los campos de problemas, todos los programas consideran campos de
problemas sobre calculo de derivadas a partir de reglas y teoremas de derivacion. Sin embargo,
por una parte, UN1 no considera campos de problemas sobre tangentes, es decir, no se
contemplan los problemas en los que la pendiente de la recta tangente (significado geométrico
de la derivada) tiene un papel relevante en su resolucion (Galindo Illanes & Breda, 2022; Galindo
Ilanes & Breda, 2020). Por otra parte, UNG y UNS8 no consideran tasas instantaneas de cambio,
UN4 y UNG no consideran tasas instantaneas de variacion, aspecto defendido por Orts Mufioz
et al. (2016) y Santi (2011), y UN7 no aplica la derivada para el calculo de extremos relativos y
trazados de curvas. Lo que nos revela las diferencias en los campos de problemas propuestos
en los programas curriculares. A continuacion, se presenta la Tabla 6 que indica con una x la
presencia de los campos de problemas en los programas de las asignaturas, que consideran el

objeto derivada para la ensefianza, de las 8 universidades participantes en el estudio.
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Tabla 6. Presencia de los campos de problemas en los programas

CP | UN1 UN2 UN3 UN4 UN5 UNG UN7 UNS8
A Campos de problemas sobre tangentes
X X X X X X X
B Campos de problema sobre calculo de tasas instantaneas de cambio
X X X X X X
C Campos de problemas sobre tasas instantaneas de variacion
X X X X X

Campos de problemas sobre aplicacion de la derivada para el calculo de maximos y

b minimos, analisis de graficas de funciones, etc.
X X X X X X X

E | Campos de problemas sobre calculo de derivadas a partir de reglas y teoremas de derivacién
X X X X X X X X

Fuente: Elaboracién de los autores.

Relacion a los significados parciales, los programas de UN2, UN3, UN4, UN5, UNG,
UN7 y UNS, por un lado, introducen el concepto de limite para después construir la definicion
de deriva, resultado que corrobora con un de los significados parciales de la derivada
presentados en Pino-Fan, et al. (2013). Sin embargo, UN1 no considera dentro de su programa
teorfa de limite, por lo que se construye la derivada utilizando una idea intuitiva de limite
(aproximacion), a través de su interpretacion geométrica, construyendo el significado parcial de
la derivada a partir del calculo de tangentes y subtangentes mediante métodos infinitesimales y
algebra. Este resultado, en particular, difiere de lo encontrado en Pino-Fan et al. (2013). Por
otro lado, las UN1, UN2, UN3, UN4, UN5, UN7 y UNS, conceden mayor preponderancia a la
derivada interpretada como una razén de cambio. Sin embargo, UN6 acentia su interpretacion
geométrica como pendiente de una recta tangentes. A continuacion, se presenta la Tabla 7,
donde se pueden percibir los significados parciales de la derivada, que asignan las distintas

universidades.
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Tabla 7. Presencia de los significados parciales de la detivada en los programas de las universidades

SIGNIFICADOS PARCIALES
(SP)

UN1 UN2 UN3 UN4 UN5 UN6 UN7 UNS

SP1: Trazado de tangentes en la
matematica griega.

SP2: Problemas sobre variacién en la
edad media.

SP3: Calculo de subtangentes vy

) X
tangentes con el algebra.

SP4: Trazado de tangentes mediante
consideraciones cinematicas.

SP5: Calculo de Maximos y minimos
mediante la idea intuitiva de limite.

SP6:  Calculo de tangentes vy
subtangentes  mediante métodos X

infinitesimales.

SP7: Calculo de fluxiones.

SP8: Calculo de diferencias.

SP9: Derivada como limite.

Fuente: Elaboracién de los autores.

Con respecto a las proposiciones y teoremas, la mayor parte de los programas
consideran, las reglas de derivacion, criterios de la primera y segunda derivada para extremos
relativos, criterios de concavidad, criterios de monotonia de una funcién real y regla de la cadena.
En menor medida se observan el teorema de la funcién implicita, teorema del valor medio,

teorema del valor intermedio y el teorema de Rolle.

Como conclusiones, se observa que el estudio realizado proporciona resultados
novedosos con relacién a algunas caracteristicas del significado de la derivada presentes en el
curriculo de las carreras de Ingenierfa Comercial en Chile, permitiendo, de esta forma, ampliar
el estudio realizado en Pino-Fan et al (2013), lo cual se centra en el analisis del significado

pretendido de la derivada del curriculo de bachillerato de México.
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Este panorama motiva la indagacién en cuestiones en torno a la idoneidad epistémica
del significado pretendido de la derivada para la formacién de futuros ingenieros comerciales.
El aspecto valorativo de la idoneidad epistémica de la derivada en los programas es una linea

futura de investigaciéon que se pretende realizar.
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CAPITULO 4. ARTICULO CIENTIFICO III

Con la finalidad de atender al objetivo especifico 3 (O3) de esa tesis doctoral, este
capitulo tiene como objetivo el estudio de los significados pretendidos de la derivada en libros
de texto para las carreas de Ingenierfa Comercial en Chile. Para ello, durante dos afos se
realizaron estudios que fueron presentados en tres congresos, siendo uno el Encuentro Nacional
de Escuelas y Facultades de Administracion el afio 2021 y otro el Congreso Chileno de
Educacién en Ingenierfa el afio 2022, algunos de los resultados presentados indicaron un énfasis
en el significado parcial de la derivada como el limite del cociente de incrementos y un
predominante lenguaje simbolico en los argumentos, ademas de poca presencia de algunos
teoremas importantes relacionados a la derivada. Finalmente, el afio 2023 se publica un articulo
cientifico cuyo trabajo es analizar los significados pretendidos de la derivada en los libros de

texto universitarios propuestos para la formacioén de ingenieros comerciales en Chile.

4.1 REFERENCIA DEL ARTICULO CIENTIFICO III
Galindo Illanes, M. K., y Breda, A. (2023). Significados de la derivada en los libros de

texto de las carreras de Ingenierfa Comercial en Chile. Bolema, 37(75), 271-295.

https://doi.org/10.1590/1980-4415v37n75a13

4.2 BASES E INDEXACION DEL PERIODICO

Segundo la MIAR, la revista Bolema pertenece al ambito de Educacion y de Matematicas,
especificamente en el campo académico de la Didactica de las Matematicas y Ciencias
Experimentales, Educaciéon y de las Matematicas. Esta indexada en Scopus, DOA]J, Civil
Engineering Abstracts, ERIC y evaluada en Directory of Open Access Journals, LATINDEX
Catalogo v1.0 (2002 - 2017). Sus métricas SJR es de 0,30 (QQ3) en el afio 2022 y CiteScore de 0,7
(Q3) en el afio de 2022. El articulo presenta, actualmente, 2 citas en Google Scholar. Publicacion
realizada en el marco del proyecto PID2021-127104NB-I00 financiado por
MCIN/AEI/10.13039/501100011033/ y por "FEDER Una manera de hacer Europa"

4.3 RESUMEN DEL ARTICULO CIENTIFICO 1II
Algunos estudios realizados revelaron que futuros ingenieros chilenos presentan
dificultades acerca del objeto matematico derivada. Esos resultados conllevaron a estudiar, con
mayor profundidad, el tratamiento de la derivada en los programas de las asignaturas de las
carreras de Ingenierfa Comercial en Chile, que revelaron que, si bien la mayor parte de las
propuestas curriculares presentan similitudes en la organizaciéon de contenidos y en los

elementos lingtisticos utilizados para la construccién del objeto derivada, se observan
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diferencias importantes en la preponderancia de la derivada interpretada como una razén de
cambio y en los campos de problemas abordados, conforme mencionado en el Capitulo 3 de
esa tesis. El resultado encontrado en los analisis de los programas de asignatura de diversas
universidades del pafs, ha impulsado el estudio de los libros de texto considerados en dichos
programas, una vez que es uno de los recursos que mas influye en la construccién del significado
de un objeto matematico. En esta linea, este articulo pretende responder a la siguiente pregunta:
¢coOmo se organizan los significados de la derivada en los libros de texto propuestos en los
programas de asignatura de los cursos de Ingenierfa Comercial? En ese sentido, el objetivo de
este trabajo es analizar los significados pretendidos de la derivada en los libros de texto
universitarios propuestos para la formacion de ingenieros comerciales en Chile. Para ello, por
medio de la nocién de configuracion epistémica del Enfoque Ontosemidtico del Conocimiento
e Instruccion Matematicos, se analizaron cualitativamente trece libros de textos utilizados para
la ensefianza de la derivada en diferentes universidades chilenas. LLos resultados apuntan: a) un
énfasis en el significado parcial de la derivada como el limite del cociente de incrementos y un
predominante lenguaje simbolico en los argumentos, b) poca presencia de algunos teoremas
importantes relacionados a la derivada y c) falta de una representatividad de las definiciones de
la derivada. Se concluye que el estudio realizado proporciona resultados novedosos con relacién
a algunas caracteristicas del significado de la derivada presentes en los libros de texto para las

carreas de Ingenierfa Comercial en Chile.

Palabras clave: Significado de la derivada. Ingenierfa Comercial. Libros de texto.

Enfoque Ontosemidtico.

4.4 RESUMO DO ARTIGO CIENTIFICO III

O objetivo deste artigo ¢é analisar os significados pretendidos da derivada nos livros
didaticos universitarios propostos para a formacao de engenheiros comerciais no Chile. Para
isso, através da no¢ao de configuracio epistémica da Abordagem Ontossemibtica do
Conhecimento e Instru¢io Matematica, treze livros didaticos utilizados para o ensino da
derivada em diferentes universidades chilenas foram analisados qualitativamente. Os resultados
apontam: a) uma énfase no significado parcial da derivada como limite do quociente de
incrementos e linguagem simbolica predominante nos argumentos, b) pouca presenca de alguns
teoremas importantes relacionados a derivada e c) falta de representatividade das defini¢es da

derivada. Conclui-se que o estudo realizado fornece resultados inéditos em relacao a algumas
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caracteristicas do significado da derivada presente nos livros didaticos para carreiras de

Engenharia Comercial no Chile.

Palavras-chave: Significado da derivada. Engenharia Comercial. Livros de texto.

Abordagem Ontossemidtica.

4.5 INTRODUCCION

La Comisién Nacional de Acreditacion de Chile (CNA) define la carrera de Ingenieria

Comercial como una profesiéon universitaria orientada hacia la aplicacion de un conjunto de

competencias (conocimientos, habilidades y actitudes) que se generan a partir del estudio de las

ciencias de la administracion y de la economia, apoyadas por las tecnologias de la informacion,

los métodos cuantitativos, otras ciencias sociales y las disciplinas que les sean conexas. En los

criterios de evaluacion contemplados en esta estructura curricular, se requiere que los programas

integren actividades tedricas y practicas, que las asignaturas permitan la adquisiciéon de

habilidades y capacidades inherentes a un ingeniero comercial, tales como:

v

Comunicacién: capacidad para comunicarse, de manera efectiva, a través del
lenguaje oral y escrito, y del lenguaje técnico y computacional necesario para el

ejercicio de la profesion.

Pensamiento critico: capacidad para utilizar el conocimiento, la experiencia y el

razonamiento para emitir juicios fundados.

Solucién de problemas: capacidad para identificar y definir problemas, planificar

estrategias y enfrentarlos.

Interaccién social: capacidad para formar parte de equipos de trabajo y participar

en proyectos grupales.

Autoaprendizaje e iniciativa personal: inquietud y busqueda permanente de
nuevos conocimientos y capacidad de aplicatlos y perfeccionar sus

conocimientos antetriores.

Formacién y consistencia ética: capacidad para asumir principios éticos y normas

de convivencia.

Pensamiento  globalizado: capacidad para comprender los aspectos

interdependientes del mundo globalizado.
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v' Formacién civica: capacidad para integrarse a la comunidad y participar

responsablemente en la vida ciudadana.

v" Apertura hacia la diversidad cultural: capacidad de apreciar, respetar y valorar

diversas manifestaciones culturales y los contextos de donde provienen.

Finalmente, en lo actitudinal, debe motivar el desarrollo de actitudes de: respeto por los
aspectos éticos, legales y contractuales relacionados con el ejercicio de su profesion,
autoaprendizaje y promocién del aprendizaje organizacional y apertura a la diversidad cultural,
la internacionalizacién y la globalizaciéon (Bohle & Rojas, 2007; Comision Nacional de
Acreditacion, 2011). Esto conlleva al desafio de articular las ciencias basicas y las ciencias de la
ingenierfa, favoreciendo el desarrollo de las competencias profesionales y la formacion

matematica del ingeniero (Alvarado Martinez et al., 2018).

Las matematicas, entendidas como una ciencia basica, son fundamentales para un
ingeniero. En particular, las diversas aplicaciones de la derivada la ha convertido en uno de los
objetos matematicos fundamentales presentes en los procesos formativos de las distintas
ingenierfas, lo que ha generado diversos estudios con relacién a la complejidad de sus
significados, sus multiples representaciones, los procesos de ensefianza y aprendizaje de los
estudiantes de ingenierfa, la idoneidad del significado de la derivada en los distintos curriculos y
los significados parciales en los textos universitarios de enseflanza para las ingenierfas (Larios et
al., 2021; Larios & Jiménez, 2022; Pino-Fan et al., 2016; Rodriguez-Nieto et al., 2022). Ia
articulacion de los componentes en los que estalla esta complejidad esta presente en casi todos
los marcos tedricos emergentes en el area de la Educacién Matematica. Trabajar los distintos
significados de un objeto matematico es un aspecto propuesto por el Enfoque Ontosemiético
del Conocimiento e Instruccién Matematicos (EOS, a partir de ahora) (Godino et al., 2007,
2019), lo cual se plantea analizar la complejidad de los objetos matematicos por medio de sus

pluri significaciones (significados parciales).

Algunos estudios apuntan la importancia del estudio de la derivada en las carreras de
Ingenierfa Comercial, por un lado, porque sus diferentes modos de representaciéon son uno de
los mas utilizados en microeconomia, una vez que se debe establecer una relaciéon de
comprension entre los conceptos econémicos y matematicos (Ballard & Johnson, 2004; J. S.
Butler et al., 1994; Garcia et al., 2006; Hey, 2005) y, por otro lado, por las dificultades en la
interpretacion de situaciones econdémicas debido a la débil comprension de los significados

matematicos que las organizan (Ariza Cobos & Linares Ciscar, 2009).
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Con fines de profundizar la comprension de los futuros ingenieros acerca del objeto
matematico derivada, en el contexto chileno, se han realizado algunos estudios que revelaron
que ellos presentan dificultades en: el concepto de funcién y la concepcion euclidiana de la recta
tangente; la construccion del significado de recta tangente como limite de rectas secantes; la
interpretacion de la funcién derivada y su representacion geométrica; realizar operaciones para
calcular la pendiente de una recta y; operar con funciones (Galindo Illanes & Breda, 2020, 2022b,
2022a)

Esos resultados conllevaron a estudiar, con mayor profundidad, el tratamiento de la
derivada en los programas de las asignaturas de las carreras de Ingenierfa Comercial en Chile,
que revelaron que, si bien la mayor parte de las propuestas curriculares presentan similitudes en
la organizacion de contenidos y en los elementos lingtifsticos utilizados para la construccion del
objeto derivada, se observan diferencias importantes en la preponderancia de la derivada
interpretada como una razén de cambio y en los campos de problemas abordados (Galindo

Illanes & Breda, 2022a)

El resultado encontrado en los andlisis de los programas de asignatura de diversas
universidades del pafs, nos ha desafiado a estudiar, con profundidad, los libros de texto
considerados en dichos programas, una vez que es uno de los recursos que mas influye en la
construccion del significado de un objeto matematico, dado que los profesores los utilizan para
organizar e implementar las lecciones de las clases y, como consecuencia, son parte del proceso
ensefanza y aprendizaje de los estudiantes (Larios & Jiménez, 2022; Pino-Fan et al., 2013). Este
tipo de analisis es un aspecto altamente considerado en el EOS, una vez que varios estudios se
han dedicado a analizar los significados pretendidos de diferentes objetos matematicos en los
libros de texto de diferentes paises, entre otros (Burgos et al., 2020; Castro et al., 2017; Garcia-

Garcia et al., 2021; Monje et al., 2018; Pallauta et al., 2022; Pino-Fan et al., 2019)

En esta linea, este trabajo hace parte de una investigacion mas amplia y pretende
responder a la siguiente pregunta: ;cémo se organizan los significados de la derivada en los
libros de texto propuestos en los programas de asignatura de los cursos de Ingenieria Comercial?
En ese sentido, el objetivo de este trabajo es analizar los significados pretendidos de la derivada

en los libros de texto universitarios propuestos para la formacién de ingenieros comerciales en

Chile.
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4.6 MARCO TEORICO

Los desarrollos teéricos propuestos por el EOS, explicados recientemente por Godino,
Batanero y Font (2019), tienen como objetivo dar respuesta a algunos problemas generados en
el campo de la Educacion Matematica. En el EOS, se asume que la actividad matematica es una
actividad humana centrada en la resolucion de problemas, que acontece en un tiempo-espacio
determinado, a través de una secuencia de practicas que, a menudo, se consideran procesos (de
significacion, conjeturar, argumentar etc.). Para ello, el EOS propone las nociones de situacién-
problema de practica matematica (secuencia de practicas) que ocurren durante la resolucion de
estas situaciones-problema. Tales secuencias tienen lugar en el tiempo y se suelen considerar, en
muchos casos, como procesos. En particular, el uso y/o la emergencia de los objetos primarios
(problemas, definiciones, proposiciones, procedimientos y argumentos), se producen a través
de los respectivos procesos matematicos de comunicacion, problematizacion, definicion,

enunciacion, elaboracién de procedimientos (creacion de algoritmos y rutinas) y argumentacion.

En el EOS, la nocién de juego de lenguaje ocupa un lugar importante, al considerarla,
junto con la nocién de institucion, como los elementos contextuales que relativizan las maneras
de estar y de existir de los objetos matematicos. Los objetos matematicos intervienen en las
practicas matematicas y emergen de las mismas, segun el juego de lenguaje en que participan y

se agrupan en las distintas dualidades (Font et al., 2013).

v Extensivo-intensivo: los objetos matematicos pueden estar participando como
particulares, o bien, como generales y, segun el juego de lenguaje, pueden pasar de ser

particulares a generales o viceversa.

V' Expresién-contenido: los objetos matematicos pueden estar participando como
representaciones, o bien, como objetos representados y, segun el juego de lenguaje, pueden

pasar de ser representaciones a ser objetos representados o viceversa.

v Personal-institucional: los objetos matematicos pueden estar participando como
objetos personales, o bien, como objetos institucionales y, segin el juego de lenguaje, pueden
pasar de ser personales a ser institucionales. La dialéctica personal-institucional es esencial en
los procesos de instruccion, ya que en ellos se pretende que los alumnos se apropien de los

objetos institucionales (aprendan).

v Ostensivo-no ostensivo: estos dos modos de estar de los objetos matematicos en la

practica matematica se han de tomar como algo que se puede mostrar a otro directamente versus
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algo que no se puede mostrar directamente, solamente por medio de otro algo, que si, se puede
mostrar directamente. LLos ostensivos matematicos presentan una caracteristica que es propia
de las cosas del mundo real, que es la existencia real en el tiempo y en el espacio, mientras que,
a los objetos no ostensivos, no se les atribuye este tipo de existencia, pues usualmente se

considera que tienen una existencia ideal.

v Unitario-sistémico: cuando una entidad matematica es considerada como un objeto,
se esta adoptando una perspectiva unitaria sobre el mismo. Ahora bien, hay momentos en que
interesa adoptar una perspectiva sistémica sobre dicho objeto, por ejemplo, considerando las
partes que lo componen. En esta dualidad, los objetos matematicos pueden estar participando

como objetos unitarios, o bien, como un sistema.

Por otra parte, las dualidades, antes descritas, dan lugar a los siguientes procesos:
institucionalizacion — personalizacion, generalizacion — particularizacion,
analisis/descomposicién - sintesis/reificacion, materializacién/concrecién —

idealizacién/abstraccion, expresion/representacion — significacion.

El EOS también asume el principio de que el conocimiento de un objeto, por parte de
un sujeto (ya sea individuo o institucion), es el conjunto de funciones semidticas que este sujeto
puede establecer en las que el objeto interviene como expresion o contenido. Ademas, la
correspondencia entre un objeto y el sistema de practicas donde tal objeto interviene se
interpreta como el significado de ese objeto (institucional o personal). Por ejemplo, cuando un
sujeto realiza y evalua una secuencia de practicas matematicas, activa un conglomerado formado
por situaciones-problemas, lenguajes, definiciones, proposiciones, procedimientos y
argumentos, articulados en lo que, en términos del EOS, se llama una configuraciéon de objetos
primarios (Font et al., 2013) Para delimitar los significados de un objeto matematico, el EOS
propone la herramienta denominada analisis de sistemas de practicas (personales e
institucionales) y las configuraciones ontosemidticas involucradas en ellas (Godino, 2014;

Godino & Batanero, 1994).

En Font et al. (2013) se explica que la nocién de complejidad del objeto matematico y
la de articulacién de los componentes de dicha complejidad juegan un papel esencial. Entender
la complejidad, en términos de una pluralidad de significados, es resultado de la vision
pragmatista sobre el significado que se asume en el EOS. Desde un punto de vista pragmatista,
el significado de un objeto matematico se entiende como el conjunto de practicas en la que

dicho objeto interviene de una manera determinante (o0 no). Un objeto matematico, que se ha
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originado como un emergente del sistema de practicas que permite resolver un determinado
campo de problemas, con el paso del tiempo queda enmarcado en diferentes programas de
investigaciéon. Cada nuevo programa de investigacion permite resolver nuevos tipos de
problemas, aplicar nuevos procedimientos, relacionar el objeto (y, por tanto, definir) de manera
diferente, utilizar nuevas representaciones etc. De esta manera, con el paso del tiempo, aparecen

nuevos subconjuntos de practicas (sentidos) que amplian el significado del objeto.

Para el objeto matematico derivada, Pino-Fan et al. (2011) caracterizan su complejidad
mediante nueve configuraciones de objetos primarios: 1) tangente en la matematica griega; 2)
variacion en la edad media; 3) métodos algebraicos para hallar tangentes; 4) concepciones
cinematicas para el trazado de tangentes; 5) ideas intuitivas de limite para el calculo de maximos
y minimos; 6) métodos infinitesimales en el calculo de tangentes; 7) calculo de fluxiones; 8)

calculo de diferencias; y 9) derivada como limite.

En Pino-Fan et al. (2013) se utilizan estas nueve configuraciones para la reconstruccion
del significado global de la derivada, el cual es utilizado para valorar la representatividad del
significado pretendido en el curriculo de Bachillerato de México (a partir de las configuraciones
de objetos primarios activadas en las practicas matematicas propuestas tanto en el Programa de
Estudios como en los libros de texto de dicho nivel). La caracterizaciéon de la complejidad de la
derivada realizada en Pino-Fan et al. (2011) facilita tener elementos para disefiar cuestionarios
que permiten caracterizar la comprension de los estudiantes, futuros profesores o profesores en
servicio sobre la derivada (Pino-Fan et al., 2015). En este estudio, procuramos identificar los
significados pretendidos de la derivada en los libros de textos presentes en los programas de

estudios de Ingenierfa Comercial en Chile.

4.7 METODOLOGIA
En este apartado se explica el contexto del estudio, los instrumentos de colecta de datos

y el analisis de estos.
4.7.1 Contexto del estudio e instrumentos de colecta de datos

Para la eleccién de los libros texto, en un primer momento se envié un correo de
invitacion a treinta universidades chilenas que imparten la carrera de Ingenierfa Comercial, de
las cuales ocho (cinco privadas y tres publicas), de manera anénima, aceptaron ser parte del
estudio compartiendo los programas de las asignaturas que incluyen como objeto de enseflanza

la derivada. En un segundo momento, se hizo un analisis de los programas de las asignaturas
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(Galindo Illanes & Breda, 2022a) y uno de los aspectos considerados fue la identificacién de los

libros de texto contemplados en dichos programas.
4.7.2 Analisis de la derivada en libros de texto de Ingenieria Comercial

El analisis cualitativo de tipo descriptivo se basé en la muestra de textos tomada de las
bibliografias obligatorias y complementarias presentes en los programas de las asignaturas, por
lo que es variada y adecuada para la ensefianza de ingenieros comerciales, lo que permite contar
con un amplio espectro del significado de la derivada. Los libros seleccionados se clasifican en
textos de matematica aplicada a economia y negocios, y textos clasicos de matematica. El analisis
de los distintos elementos de significado de la derivada se llevé a cabo con 13 textos, 6 de
matematica aplicada a economia y negocios, y 7 clasicos de ensefianza del calculo para

ingenierfas. A continuacion, la Tabla 8 presenta los libros de textos contemplados en los analisis.

Tabla 8. Libros de textos presentes en los programas de estudio de Ingenierfa Comercial

Text
exto Titulo Autores Editorial Edicion Ao
N° (Tn)
Matematicas aplicadas a la Meéxico: P
éxico: Pearson
T1 administracion y la J. Arya, R. Lardner. . 5 2009
) Educacién
economia.
Matematicas para , .
™ Administracic E. Haeussler, R.Paul, México: Pearson 18 2008
ministracién y
stracion y R.Wood. Educacién

Economia.

Calcul, dministraci6
alculo para administracion, L. Hoffmann, G.

T3 economia, ciencias McGraw-Hill 8* 2006
S . Bradley, K. Rosen.
biolégicas y sociales.

Matematicas aplicadas para Ed. México: McG
. México: McGraw-
T4 administracién, economia y F. Budnick. Hill W 42 2007
i
ciencias sociales.

Matematicas para

T5 . .. i S.T.Tan. México: Thomson 3% 2005
administracién y economia.
Teorfa y problemas de Santaf¢ de Bogota:
T6 calculo para administracion, E. Dowling, McGraw-Hill 17 1992
economfia y ciencias sociales. Interamericana.
Cilculo G. Th M. Wei .
T7 - Jnomas, A . cb Pearson Educacion 13° 2015
Una variable J. Hass, C. Heil
Calculo dif ial E. Purcell, S. ,
T8 : culo rerenciate ) et Pearson Educacion 9* 2007
integral. Rigdon, D. Varberg.
9 Caleulo R. Larson, B. Ed. MéXiCO.: McGraw- 108 2016
Tomo 1 Edwards. Hill.
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Calculo Cengage Learning

T10 J. Stewart. ) 8 2018
Trascendentes Tempranas Editores.
T El cilculo L. Leithold Oxford University 7 1998
Press
T12 Cilculo diferencial F. Ortiz Grupo Editorial Patria 1* 2014
A. Aguilar, .
’ P Ed 16
T13 Cilculo diferencial e integral ~ Valapai, H. Gallegos, carson Bducadon, 1? 2010

Meéxico.
M. Cerdn, R. Reyes.

Fuente: Elaboracion de los autores.

Para el analisis de los libros de texto, se han seleccionado, en cada libro, los capitulos que
tratan la derivada, con el fin de identificar la organizacién de los contenidos y la nocién de
configuraciéon epistémica, que nos ha permitido analizar y describir los objetos primarios
(significados parciales, procedimientos, proposiciones, representaciones y campos de
problemas) que intervienen en las practicas matematicas sobre la derivada propuestas en los
libros de textos (Font et al., 2013; Godino et al., 2019). A continuacién, por motivos de espacio,

ejemplificamos como se ha realizado el analisis del libro de texto T1.
T1: Matematicas aplicadas a la administracion y la economia.

El texto contempla 4 capitulos para el estudio de la derivada. A modo general, se observa
que, para establecer definiciones y propiedades, el texto considera problemas introductorios
aplicados (economfia, fisica, etc.), después presenta ejercicios resueltos, en los cuales se
ejemplifica el uso de definiciones y proposiciones introducidas, en menor medida, se presenta
la demostracion de algunos teoremas de la derivada. Finalmente, cada capitulo termina con una
propuesta de tareas aplicadas y no aplicadas, para reforzar los conocimientos adquiridos por el

lector.

Con respecto a los procedimientos y sus elementos lingtisticos, consisten en el calculo
del incremento de funciones reales y econémicas, calculo de velocidades promedio, calculo de
limites, calculo de derivadas utilizando incrementos y reglas de derivacién, calculo de tangentes
utilizando limite de incrementos y derivada en un punto, calculo de marginales utilizando limite
de incrementos y reglas de derivadas, calculo de derivadas de segundo orden utilizando reglas
de derivadas, derivadas de funciones compuestas, calculo de monotonia de funciones reales y
econdmicas, aplicaciones de optimizacion y grafica de curvas a funciones reales y econdémicas,

utilizando lenguaje verbal, simbdlico, grafico y tabular.

El ejercicio de analisis realizado en el libro de texto T1, fue replicado a los 13 libros de
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texto y a medida que se realizaron los analisis, se identificaron 29 definiciones de la derivada,

que se agrupan y describen como indica la Tabla 9.

Tabla 9. Identificacién y descripcion de las definiciones (D) en los textos analizados

D Descripcion

D1  Limite de una funcién real

D2 Funciones reales continuas y discontinuas

D3 Razén de cambio o tasa de cambio promedio e instantanea

D4 Velocidad (promedio, instantanea, de reaccioén) y aceleracion

D5  Derivada como razén de cambio (aplicacién fisica)

D6 Derivada como limite de incrementos

D7 La derivada en un punto como la pendiente de una curva (interpretacion geométrica de la
derivada)

D8  Derivacion de una funcién en un punto y derivacién en un intervalo

D9  Diferenciacién

D10  Funcién implicita y su derivada

D11 Analisis marginal como razén de cambio (costo marginal, ingreso marginal, utilidad marginal,
productividad marginal y rendimiento, tendencias marginales a ahorrar y consumir)

D12  Elasticidad del precio de la demanda o Elasticidad de la demanda

D13 Aproximacion lineal (linealizacion)

D14  Error (relativo, porcentual, propagado)

D15 Valor critico y punto critico

D16  Funcién creciente y decreciente (monotonia de una funcién real y econdémica)

D17 Maximos y minimos relativos

D18 Maximos y minimos absolutos (en todo R y en intervalo cerrado)

D19  Derivadas de orden superior (segunda, tercera y n-ésimo orden)

D20 Punto de inflexién

D21 Concavidad (de la curva)

D22 Funciones (logaritmica, exponenciales naturales, hiperbdlicas, objetivo)

D23 Movimiento arménico simple y rectilineo

Do Definiciones en areas distintas a la fisica y economia (densidad lineal, corriente I,
concentracion, compresibilidad, ley del flujo laminar, gradiente de velocidad)

D25  Funcién potencia, de costo total, periddica, de demanda
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D26 Radio de curvatura y circulo de una curvatura

D27  Recta normal, recta tangente, recta secante y pendiente de una recta tangente
D28  Antiderivada, antidiferenciacion, integral indefinida.

D29  Ecuacién diferencial

Fuente: Elaboracion de los autores.

Los textos consideran teoremas, propiedades, corolarios y reglas de la derivada, se

identificaron 17, que se agrupan y describen como indica la Tabla 10.

Tabla 10. Identificacién y descripcion de los teoremas y proposiciones (TP) de la derivada en los

textos analizados

TP Descripcion

TP1  Teorema de limites y sus propiedades

TP2  Teorema de continuidad de funciones reales

TP3  Regla de asintotas

TP4  Teorema del valor medio

TP5 Teorema de Rolle

TP6  Teorema del valor intermedio

TP7  Teorema de Fermat

TP8  Diferenciabilidad implica continuidad

TPY Reglas de derivadas (Suma, Producto, Cociente, Constante por funcién, Potencia, Cte,
Exponencial, Logaritmos)

TP10 Regla de la Cadena (Regla de la cadena, regla de la cadena para funciones exponenciales,
regla de la cadena para funciones logaritmicas)

TP11 Teoremas de derivadas de funciones trigonométricas

TP12 Teorema de la primera derivada para valores extremos locales, relativos y absolutos

TP13  Criterios para funciones crecientes o decrecientes

TP14 Teorema de la segunda derivada para extremos locales o absolutos

TP15 Teorema de Concavidad (Prueba de concavidad, criterios de concavidad)

TP16  Regla de L'Hdpital

TP17 Regla de antiderivadas (Integral Indefinidas)

Fuente: Elaboracion de los autores.

Con respecto a los campos de problemas presentes en los textos, en primer lugar, se

analiz6 la presencia de los campos de problemas del estudio historico realizado por Pino-Fan et

al. (2013), los que se resumen en: A) campos de problemas sobre tangentes, B) campos de
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problema sobre calculo de tasas instantaneas de cambio (se refiere especificamente al cociente

entre dos cantidades de magnitud), C) campos de problemas sobre tasas instantineas de

variacién (se refiere al cociente entre dos ndmeros, sin hacer referencia a cantidades de

magnitud, se le conoce comunmente como limite del cociente incremental), D) campos de

problemas sobre aplicaciéon de la derivada para el calculo de maximos y minimos, analisis de

graficas de funciones etc., y E) campos de problemas sobre calculo de derivadas a partir de

reglas y teoremas de derivacion.

A medida que se realiz6 el analisis de los campos de problemas en los textos, se

identificaron 21 subcategorias de ellos, que se agrupan y describen como indica el Tabla 11, esto

permitié realizar una caracterizacion detallada de los textos.

Tabla 11. Campos de problemas (CP), Identificador (ID) y descripcién del campo de problema

cr ID Descripcion
A Al Calculo de la pendiente de la recta tangente a una curva en un punto, utilizando la concepcién
cartesiana (aproximacion por rectas secantes).
A2 Célculo de la pendiente de recta tangente a una curva en un punto, utilizando el tridngulo de
Leibniz.
A3 Célculo de la ecuacién de la recta tangente a una cutrva en un punto, utilizando derivada.
Ad Célculo de la pendiente de una recta tangente a una curva para obtener una razén de cambio
instantanea.
Calculo de tasas instantaneas de cambio marginal (costo marginal, ingreso marginal, utilidad
B B1 marginal, productividad marginal, rendimiento marginal, tasa de impuesto marginal y
propension marginal al ahorro y al consumo).
B2 Crecimiento poblacional.
B3 Calculo de la rapidez instantanea.
Razones de cambio (o tasas de cambio) relativas y porcentuales para funciones econémicas.
(tasa porcentual del cambio de ingreso en funcién del cambio porcentual de las unidades o del
B4 precio, tasa de cambio porcentual de la cantidad en funcién del cambio porcentual en el precio
(elasticidad de la demanda)).
B5 Razones de cambio aplicadas a otras areas del conocimiento.
C C1 Razones de cambio (o tasas de cambio) instantaneas de variacién de funciones reales.
Cc2 Razones de cambio (o tasas de cambio) relativas y porcentuales para funciones reales.
b DI Analisis del grafico de funciones(monotonia) reales y de areas del conocimiento diferentes a la
econdémica.
D2 Analisis del grafico de funciones econémicas (monotonia).
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Célculo de maximos y minimos locales en problemas aplicados de economia utilizando

D3 . . . .
criterio de la primera o segunda derivada para extremos relativos.
Calculo de maximos y minimos locales en funciones reales y de areas del conocimiento

D4 diferentes a la econémica, utilizando criterio de la primera o segunda derivada para extremos
relativos.

D5 Extremos absolutos en un intervalo cerrado.

D6 Analisis de concavidad de funciones reales y econémicas.

E E1 Calculo de derivadas de orden superior.

E2 Calculo de derivadas implicitas.

E3 Método de newton para aproximacion de raices de polinomios

E4  L’'Hipital

Fuente: Elaboracién de los autores.

A continuacion, por limite de espacio, se presenta con detalle el campo de problema

(CP) Ay sus respectivas subcategorias.
A: Campos de problemas sobre tangentes.

Para el analisis de la presencia de este campo de problemas es esencial prestar atencioén
a la construccion que consideran los textos del concepto de recta tangente a una curva. Resulta
de interés identificar si el tipo de actividades, ejetcicios y/o ejemplos presentes en los textos,
permiten ampliar la concepcién euclidiana de la recta tangente a la cartesiana y a la Leibniziana,
la tematizacion del esquema de recta tangente mediante el uso consciente de sus propiedades y
la posterior desencapsulacion (Orts Mufioz et al.,, 2016), teniendo en cuenta los métodos
infinitesimales, ya que el calculo lleva a los estudiantes a los niveles mas altos de generalidad de
la tangente (Santi, 2011). A continuacién, se consideran ejemplos de las cuatro subcategorias de
este campo de problemas, ya que para comprender la interpretacién geométrica de la derivada
es primordial el concepto de recta tangente (Galindo Illanes & Breda, 2022; Galindo Illanes &
Breda, 2020, 2022a).

AT: Célenlo de la pendiente de la recta tangente a una curva en un punto, ntilizando la concepcion cartesiana

(aproximacion por rectas secantes), conocida la funcion algebraica.

Este tipo de ejercicio se utiliza comunmente para construir la definicion algebraica de la
derivada en un punto a través de su interpretacion geométrica, para ello se considera la
concepcion cartesiana de la pendiente de una recta tangente a una curva en un punto como el
limite de pendientes de rectas secantes, su desarrollo es comunmente tabular (calculo de

pendientes de rectas secantes proximas) con apoyo grafico. A continuacion, la Figura 6 presenta
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un ejemplo:

La unidad de destello (flash) de una cimara funciona mediante el almacenamiento de carga de un condensador
y su liberacion repentina cuando el flash se activa. Los datos de la tabla describen la carga restante en el
condensador (medida en microcoulombs) en el tiempo t (medida en segundos después de que el flash se dispara).
Utilice los datos para dibujar la funcién y calcule la pendiente de la recta tangente en el punto. [Nota: la pendiente
de la recta tangente representa la corriente eléctrica (medida en micro amperes) que fluye desde el condensador

a la lampara de flash.]

t Q
0.00 100.00
0.02 81.87
0.04 67.03
0.06 54.88
0.08 44.93
0.10 36.76

Figura 6. Ejemplo de Al presente en T10
Fuente: (Stewart, 2018, p. 78)

Otro desarrollo tipico de este campo de problemas presente en los textos es determinar
la pendiente de la recta tangente a la curva en un punto, utilizando su definiciéon algebraica
(calculo de limite), para después transitar a la definicion de la derivada de una funcién en un
punto. A continuacién, se presenta un ejemplo clasico, cuya solucién propuesta en el texto,

o .. . . . h)—
utiliza la definicién algebraica de pendiente de recta tangente Mgy, = }llrr(l) M A

continuacion, la Figura 7 presenta un ejemplo:

Por ejemplo, considere la curva y = f(x) = x? y la pendiente de algunas rectas secantes PQ,

donde P = (1,1). Para el punto Q = (2.5, 6.25), la pendiente de PQ (vea figura 11.6) es ...
Ejemplo 1. Determinacién de la pendiente de la recta tangente.

Encuentre la pendiente de la recta tangente a la curva y = f(x) = x? en el punto (1,1)

Figura 7. Ejemplo de Al presente en T2
Fuente: (Haeussler & Paul, 2003, p. 482-483)

A2: Célenlo de la pendiente de recta tangente a una curva en un punto, utilizando el triangulo de 1 eibnzz.

Este tipo de ejercicios proporciona el grafico de la curva, cominmente, la grafica de la

curva esta sobre una cuadricula y para determinar una aproximacion de la pendiente de la recta
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tangente en un punto se utiliza regla. Este tipo de actividad permite identificar graficamente una
recta tangente a una curva en un punto y utiliza el triangulo diferencial de Leibniz para
determinar una aproximacion de la pendiente. A continuacion, la Figura 8 y Figura 9 presentan

los ejemplos:

En los ejercicios del 1 a 4, use la cuadricula y una regla para hacer una estimacioén aproximada de la pendiente de la

curva (en unidades de ¥ por unidades de x) en los puntos P; y P;.

1 >

¥
|
~
"‘"-\.‘“_-_
WE=gal
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~
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2
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Figura 8. Ejemplo de A2 presente en T7
Fuente:(Thomas et al., 2015, p.108)

A3: Célenlo de la ecuacion de la recta tangente a una curva en un punto, utilizando la derivada.

Este tipo de ejercicios permite consolidar la interpretacién geométrica de la funcién
derivada, a través de la tematizacion de la recta tangente a una curva. Ademas, conocer como
proceso, que la pendiente de la recta tangente a una curva en un punto corresponde a la funciéon
derivada de la curva evaluada en el punto de tangencia. En los siguientes ejemplos, para construir
la ecuacion de la recta tangente se requiere determinar previamente la derivada en el punto de
tangencia, en ambos ejemplos primero se determina la funcion derivada, en el primero de ellos
(Figura 9), se utiliza la definicion algebraica de derivada y en el segundo (Figura 10) las reglas de
derivacion, después en ambos ejemplos se evalta la funcién derivada en el punto de interés. A

continuacion, la Figura 9 y 10 presentan los ejemplos:

Primero calcule la derivada de f(x) = x3, y luego utilicela para determinar la pendiente de la recta tangente a

la curva y = x3 en el punto donde x = —1. :Cual es la ecuacién de la recta tangente en este punto?

Figura 9. Ejemplo de A3 presente en T3
Fuente: (Hoffmann et al., 20006, p. 101)
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(53-57) Determine la ecuacion de la linea tangente a la grafica de las funciones siguientes en los puntos

indicados

53. f(x) = x% —3x + 4 en (1,2)

54. f(x) = x% + = en (—1,2)

x2

Figura 10. Ejemplo de A3 presente en T'1
Fuente: (Arya & Lardner, 2004, p. 472)

Ad: Célenlo de la pendiente de una recta tangente a una curva para obtener una razén de cambio instantinea.

Este tipo de ejercicios permite la tematizacion de la recta tangente a una curva como la
raz6n de cambio instantanea, posteriormente se transita a la interpretacion geométrica de la
derivada. Es comun observar en los textos que este tipo de ejercicios consideran situaciones

aplicadas. A continuacion, la Figura 11 y 12 presentan los ejemplos:

(a) Una particula empieza moviéndose a la derecha a lo largo de una recta horizontal; la grafica de su funciéon
posicién se muestra enseguida. ;Cudndo se mueve la particula a la derecha? ;:Cudndo a la izquierda? ;Cuando

permanece inmévil?

(b) Trace una grafica de la funcién velocidad.

s (metros) &
4

=]
=]

4 6 ‘}‘(segundos}

Figura 11. Ejemplo de A4 presente en T10
Fuente: (Stewart, 2018, p. 148)

Ejemplo 2.1.1 En la grafica que aparece en la figura 2.2 se indica la relacion entre el porcentaje de desempleo
U y el porcentaje correspondiente a la inflacion I. Utilice la grafica para estimar la razén a la que cambia I con

respecto U cuando el nivel de desempleo es 3%, y luego cuando éste es 10%.
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De la figura anterior se estima que la pendiente de la recta tangente en el punto (3,14), correspondiente a U =

3, es aproximadamente -14......

Figura 12. Ejemplo de A2 presente en T3
Fuente: (Hoffmann et al., 2006, p. 96-97)

A continuacion, con el fin de caracterizar el significado pretendido de la derivada, se
presentan los resultados en torno al analisis de los libros de texto propuestos en los programas

de estudios de Ingenieria Comercial en Chile.

4.8 RESULTADOS

El analisis de los significados de la derivada pretendidos en los 13 textos indica que, tanto
en los textos de matematica aplicada a economia y negocios como en los clasicos de ensefianza
del calculo para ingenierfas, se organizan los contenidos de manera similar para la construccion
del objeto derivada, se observa un énfasis en el significado parcial de la derivada como el limite
del cociente de incrementos y un predominante lenguaje simbdlico en los argumentos, aunque
en algunas situaciones apoyados por el lenguaje grafico. Sin embargo, se observan diferencias
en los textos de matematica aplicada a economia y negocios (T'1, T2, T3, T4, T5 y T06), y los
clasicos de ensefianza del calculo para ingenierfas (T7, T8, T9, T10, T11, T12 y T13), éstas se
observan en la preponderancia de la derivada interpretada como una razén de cambio y

mayormente en los campos de problemas (CP) abordados.

Con relacion al CP sobre tangentes se observa que todos los textos consideran el calculo de

la ecuacion de la recta tangente a una curva en un punto utilizando derivada. Con respecto a los
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textos de matematica aplicada a economia y negocios, T1, T2, T3, T5 y T6 construyen la
pendiente de una recta tangente a una curva en un punto utilizando la aproximacioén por rectas
secantes y T3, T5 y T6 utilizan el triangulo de Leibniz. Ademas, T1, T2, T3, T4 y T5 consideran
el calculo de pendientes de rectas tangentes para determinar razones de cambio instantaneas.
Con respecto a los textos clasicos de ensefianza del calculo para ingenierfas, T7, T8, T9, T10,
T11 y T12 construyen la pendiente de una recta tangente a una curva en un punto utilizando la
aproximacion por rectas secantes y 17, T8, T9 y T10 utilizan el triangulo de Leibniz y consideran
problemas que involucran el calculo de pendientes de rectas tangentes para determinar razones

de cambio instantaneas.

Sobre los CP sobre calculo de tasas instantaneas de cambio, los textos de matematica
aplicada a economia y negocios consideran el calculo de tasas instantaneas de cambio marginal,
tasas de cambio relativas y porcentuales, calculo de rapidez instantinea, problemas de
crecimiento poblacional y T1, T2, T3, T4 y T5 razones de cambio aplicadas a otras areas del
conocimiento diferentes a las antes mencionadas. Con respecto a los textos clasicos de
ensefanza del calculo para ingenierfas, todos consideran el calculo de razones de cambio
aplicadas a otras areas del conocimiento. Exceptuando T13, todos los textos consideran
problemas de calculo de rapidez instantanea y problemas de crecimiento poblacional.
Finalmente, se observa que s6lo un texto (I7) considera problemas de tasa de cambio relativas
y porcentuales para funciones econémicas, a diferencia de los textos de matematica aplicada a

economia y negocios.

En cuanto a los CP sobre tasas instantaneas de variacion, se observé que todos los
textos de matematica aplicada a economia y negocios consideran razones de cambio
instantaneas de variacion de funciones reales y, excepto T1 y T6, todos profundizan en
problemas de tasas de cambio relativas y porcentuales de funciones reales. Con respecto a los
textos clasicos de ensefianza del calculo para ingenierfas, T8, T9, T10 y T11 consideran razones
de cambio instantaneas de variacion de funciones reales y ninguno de ellos profundiza en
problemas de tasas de cambio relativas y porcentuales de funciones reales, a diferencia de la

mayor parte de los textos de matematica aplicada a economia y negocios.

Para los campos de problemas sobre aplicacion de la derivada para el calculo de
maximos y minimos, analisis de graficas de funciones, etc., se identificé que todos los textos
consideran el analisis de monotonia y el calculo de maximos y minimos locales de funciones

reales y de problemas aplicados en areas del conocimiento diferentes a la econémica, utilizando
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los criterios de primera o segunda derivada para extremos relativos. Ademas, los textos de
matematica aplicada a economia y negocios consideran el analisis de monotonia y el calculo de
maximos y minimos locales en problemas aplicados a la economia, utilizando los criterios de
primera o segunda derivada para extremos relativos, y el analisis de concavidades de funciones
reales y economicas. Finalmente, excepto T6, todos consideran el calculo de extremos absolutos
en un intervalo cerrado. Con respecto a los textos clasicos de ensefianza del calculo para
ingenierfas, sélo T12 no considera el calculo de maximos y minimos locales en problemas
aplicados a la economia, utilizando los criterios de primera o segunda derivada para extremos
relativos, T7, T8, T9, T10 y T11 agregan el analisis de concavidades de funciones reales y
econoémicas y el calculo de extremos absolutos en un intervalo cerrado. Finalmente, sélo T7 y
T9 consideran el anilisis de la monotonia de funciones econdmicas, a diferencia de todos los

textos de matematica aplicada a economia y negocios.

Cuanto a los CP sobre calculo de derivadas a partir de reglas y teoremas de derivacion,
se infiere que todos los textos consideran el calculo de derivadas de orden superior utilizando
las reglas de la derivada. Ademas, los textos de matematica aplicada a economia y negocios T1,
T2, T3y T6 consideran el calculo de derivadas implicitas. Sin embargo, sélo T2 consideras como
aplicacién de derivadas el método de Newton para aproximacion de raices de polinomios y la
regla de I.’Hdpital. Con respecto a los textos clasicos de ensefianza del calculo para ingenierfas,
todos consideran el calculo de derivadas implicitas, s6lo T12 no considera la regla de L.’Hdpital,
y T12 y T13 no consideran el método de Newton para para aproximacion de raices de un

polinomio.

A continuacion, se presenta la Tabla 12 que indica con una X la presencia de los campos

de problemas en los 13 libros analizados.

Tabla 12. Presencia de los campos de problemas en los 13 textos analizados

Cr| 11 T2 T3 T4 T5 T6 T7 T8 T9 | T10 | T11 | T12 |'T13
A Campos de problemas sobre tangentes

Al x X X X X X X X X X X

A2 X X X X X X X

A3| x X X X X X X X X X X X X
A4l x X X X X X X X X

B Campos de problema sobre cilculo de tasas instantineas de cambio
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B1 X X X X X X X X X X X X
B2 X X X X X X X X X X X X

B3 X X X X X X X X X X X X

B4 X X X X X X X

B5 X X X X X X X X X X X X
C Campos de problemas sobre tasas instantaneas de variacion

C1 X X X X X X X X X X

C2 X X X X

D Campos de problemas sobre aplicacion de la derivada para el calculo de maximos y minimos,

analisis de graficas de funciones, etc.

D1 X X X X X X X X X X X X X
D2 X X X X X X X X
D3 X X X X X X X X X X X X
D4 X X X X X X X X X X X X X
D5 X X X X X X X X X X
D6 X X X X X X X X X X X

E Campos de problemas sobre calculo de derivadas a partir de reglas y teoremas de derivacion
E1l X X X X X X X X X X X X X
E2 X X X X X X X X X X X
E3 X X X X X X

E4 X X X X X X X

Fuente: Elaboracion de los autores.

Con relacion a los campos de problemas, todos los textos de matematica aplicada a
economia y negocios incluyen campos de problemas que consideran el calculo de la ecuacion
de la recta tangente a una curva en un punto utilizando derivada, calculo de tasas instantaneas
de cambio, marginal, poblacional, relativas y porcentuales, para funciones reales y aplicadas a la
economia y negocios. Ademas, el analisis de la monotonia, la concavidad y de los extremos
relativos de funciones reales y aplicadas a la econdmica, utilizando para ello los criterios de
primera y segunda derivada. Todos los textos clasicos de ensefianza del calculo para ingenierias
incluyen campos de problemas que consideran el calculo de la ecuacién de la recta tangente a
una curva en un punto utilizando derivada, calculo de tasas instantaneas de cambio de funciones
aplicadas a otras areas del conocimiento diferentes a la econémica, el analisis de la monotonia y

de los extremos relativos de funciones reales y aplicadas a otras areas del conocimiento
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diferentes a la econémica. Ademas, consideran el calculo de derivadas de orden superior y de

funciones implicitas utilizando las reglas y teoremas de derivacion.

Finalmente, debemos mencionar que las principales diferencias entre los textos de
matematica aplicada a economia y negocios y los textos clasicos de ensefianza para las ingenierfas
se generan en las subcategorias de los campos de problemas B4, C2, D2, E2, E3 y E4. Ademas,
en los textos clasicos, se observan muy disminuidos el numero de actividades y ejercicios
aplicados al area de economia y negocios, se aprecia el énfasis en el significado parcial de la

“derivada como limite” (Iimite del cociente de incrementos).

A continuacién, se presenta la Tabla 13 que indica con una X la presencia de las

definiciones (D) en los 13 libros de textos (T) analizados.

Tabla 13. Presencia de definiciones (D) en los textos analizados (T)

D T T2 T3 T4 T5 T6 T7 T8 T9 T10 T11 T12 T13

D1 X X X X X X X X X

D2 X X X X X

D3 X X X X X X X X X X

D4 X X X X X X X X

D5 X

D6 X X X X X X X X X X

D7 X X X X

D8 X X
D9 X X X X X X X X X

D10 X X X X X X X X
D11 X X X X X X X X X

D12 X X X

D13 X X X X X

D14 X X

D15 X X X X X X X X

D16 X X X X X X X X
D17 X X X X X X X X X X

D18 X X X X X X X X
D19 X X X X X X X
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D20 X X X X X X X X X X X

D21 X X X X X X X X X X X
D22 X X X X X

D23 X X

D24 X

D25 X X X

D26 X
D27 X X X X X X X X
D28 X X X

D29 X X X

Fuente: Elaboracion de los autores.

A continuacion, se presenta la Tabla 14 que indica con una X la presencia de los teoremas

y proposiciones (ITP) en los 13 libros de textos (T) analizados.

Tabla 14. Presencia de teoremas y proposiciones (TP) en los textos analizados

TP T T2 T3 T4 T5 T6 T7 T8 T9 T10 Ti1 Ti2 T13

TP1 X X X X X X X X X

TP2 X X X X X

TP3 X X X X X X X X X

TP4 X X X X X X
TP5 X X X X X X X X
TP6 X X

TP7 X

TP8 X X X X X

TP9 X X X X X X X X X X X X X
TP10 X X X X X X X X X X X X X
TP11 X X X X X X X
TP12 X X X X X X X X X X
TP13 X X X X X X X X X
TP14 X X X X X X X X X X X
TP15 X X X X X X X X X X
TP16 X X
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TP17 X X X

Fuente: Elaboracion de los autores.

A modo general, se observa que, para definir conceptos y propiedades de la derivada, se
consideran como conocimiento previos funciones, teorfa de limite y continuidad. La mayor
parte de los textos considera problemas introductorios aplicados (fisica, economia, quimica,
pandemias, etc.), después presenta problemas resueltos, en los cuales se ejemplifica el uso de los
conceptos y se exhibe la demostracién de algunos teoremas de la derivada. El uso de lenguaje
es mayormente algebraico y grafico (en menor medida), algunos textos cuentan con apoyo de
recursos tecnoldgicos y cada capitulo finaliza con una propuesta de problemas de aplicacién y/o

de no aplicacién para que sean resueltos por el lector/estudiante.

4.9 CONCLUSIONES

Este trabajo buscé analizar los significados pretendidos de la derivada en los libros de texto
universitarios propuestos para la formacién de ingenieros comerciales en Chile. Como resultado
del analisis de los 13 libros textos contemplados en este estudio se observo de la tabla 6 y tabla
7 que, en la mayor parte de ellos, hay un énfasis en el significado parcial de la derivada como el
limite del cociente de incrementos y un predominante lenguaje simbodlico en los argumentos.
Sin embargo, se han observado diferencias en los textos de matematica aplicada a economia y
los clasicos de ensefianza del calculo para ingenierfas. Por un lado, una diferencia es que en estos
ultimos se observan la preponderancia de la derivada interpretada como una razén de cambio
y, por otro lado, la otra diferencia se observa en los campos de problemas contemplados y sus

respectivas subcategorias.

De las 25 definiciones de la derivada encontradas, poco menos de la mitad de los libros de
texto consideran 50% de ellas, lo que indica que no hay una incorporacion de las definiciones
de la derivada de manera holistica. En cuanto a la presencia de teoremas y proposiciones en los
textos analizados, se observa poca presencia del Teorema del valor intermedio, Teorema de
Fermat, Diferenciabilidad implica continuidad, Regla de L'Hdpital y Regla de antiderivadas
(Integral Indefinidas).

Se concluye que el estudio realizado proporciona resultados novedosos con relacion a
algunas caracteristicas del significado de la derivada presentes en los libros de texto,
complementando, de esa forma, los analisis del significado de la derivada en los programas de
asignatura de los programas de estudio de las carreras de Ingenieria Comercial en Chile (Galindo

1llanes & Breda, 2022).
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Por un lado, una contribucién tedrica relevante del estudio realizado, aparte de dar un
panorama de los significados pretendidos de la derivada en los libros de texto analizados,
corroborando con otras investigaciones que utilizaran las herramientas del EOS para ello
(Burgos et al., 2020; Castro et al., 2017; Garcia-Garcia et al., 2021; Monje et al., 2018; Pallauta
et al., 2022; Pino-Fan et al., 2019), es la generacién de las subcategorias de los campos de
problema identificados, ampliando, en alguna medida, el estudio realizado en Pino-Fan et al.
(2013). Por otro lado, el analisis del objeto primario de la argumentacion que hacen los libros de
texto sobre la derivada en las actividades propuestas, es un aspecto a contemplar en

investigaciones futuras.

Partiendo del supuesto que el objeto matematico derivada se encuadra en una disciplina
caracterizada como una ciencia basica, las matematicas, y que una de las competencias que debe
desarrollar el futuro ingeniero en su proceso formativo es la de articular las ciencias basicas y las
ciencias de la ingenierfa (Comision Nacional de Acreditacion, 2011), la contribucion practica de
la investigacion que se presenta es, a partir de los resultados encontrados, disefiar e implementar
un ciclo formativo para futuros Ingenieros Comerciales en Chile teniendo en cuenta la
complejidad del significado de la derivada, contemplando la mayor variabilidad de campos de
problema y sus respectivas subcategorias, las definiciones, teoremas y proposiciones de forma
representativa. Ademas, de integrar actividades tedricas y practicas, que permitan la adquisicion
de las habilidades de comunicacién, pensamiento critico, solucién de problemas, interaccion

social y autoaprendizaje e iniciativa personal.

Este panorama motiva la indagacion en cuestiones en torno a la idoneidad epistémica
del significado pretendido de la derivada para la formacién de futuros ingenieros comerciales.
El aspecto valorativo de la idoneidad epistémica de la derivada en el ciclo formativo que se

pretende implementar es otra linea futura de investigacion que se pretende realizar (Breda et al.,

2017, 2018).
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CAPITULO 5. ARTICULO CIENTIFICO IV

A partir de los resultados presentados en los Capitulos 2, 3 y 4, en este capitulo
presentamos el disefio instruccional de un proceso de ensefianza y aprendizaje de la derivada
para futuros ingenieros comerciales, estudiantes de la carrera de Ingenierfa Comercial de una
universidad chilena (Objetivo especifico 4). Para ello, durante dos afios se present6 una
propuesta de disefio instruccional en congresos que convocan ingenieros de todo Chile y el
extranjero: el Encuentro Nacional de Escuelas y Facultades de Administracion y el Congreso
Chileno de Educaciéon en Ingenierfa. En los trabajos presentados se propuso un disefio de
ensefanza de la interpretacion geométrica de la derivada que considerd actividades graficas,
tabulares y algebraicas, manipulativas y computacionales; en las cuales se considerd la definicion
de conceptos, proposiciones, procedimientos y argumentos un transito entre los lenguajes

escrito, numérico, grafico y simbdlico.

Un aporte importante de estos trabajos es que las actividades disefiadas y los applets
seleccionados para apoyar el aprendizaje de la derivada tiene un potencial de utilidad, tanto para
investigadores de este objeto matematico, como para los profesores que se interesen en la
ensefanza de la derivada. Finalmente, el afio 2023 se publica un articulo cientifico cuyo objetivo
es presentar un diseflo instruccional de enseflanza de la derivada direccionado a futuros
ingenieros comerciales para ser implementado en la asignatura de Calculo Aplicado a los

Negocios en una universidad chilena.

5.1 REFERENCIA DEL ARTICULO CIENTIFICO IV
Galindo Illanes, M. G., Breda, A., & Alvarado Martinez, H. (2023). Disefio de un
proceso de enseflanza de la derivada para estudiantes de Ingenierfa Comercial en chile.
PARADIGMA, 44(4), 321-350. https://doi.org/10.37618 /PARADIGMA.1011-
2251.2023.p321-350.id1386

5.2 BASES E INDEXACION DEL PERIODICO
Segundo la MIAR, la revista Paradigma pertenece al ambito de Educaciéon. Estd indexada
en Fuente Académica Plus, DIALNETS vy Scielo y evaluada en ERIHPlus LATINDEX
Catalogo v1.0 (2002 - 2017). En Brasil se califica como revista Al en el Qualis de Periédicos de
la CAPES (Plataforma Sucupira). Las métricas de acceso al articulo en la pagina de la revista,

son de 61 visualizaciones y 27 downloads. Publicacion realizada en el marco del proyecto
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PID2021-127104NB-100 financiado por MCIN/AEI/10.13039/501100011033/ y por
"FEDER Una manera de hacer Europa".

5.3 RESUMEN DEL ARTICULO CIENTIFICO IV

Este trabajo tiene como objetivo presentar un disefio instruccional de ensefianza de la
derivada para estudiantes universitarios de Ingenierfa Comercial en Chile, aplicando algunas
herramientas del marco teérico del Enfoque Ontosemibtico de la cogniciéon e instruccion
matematica (EOS). El disefio metodolégico considera diversas configuraciones ontosemioticas
en las situaciones-problemas sobre tangentes, calculo de tasas instantaneas de cambio y tasas
instantaneas de variacion, aplicaciones de la derivada para el calculo de maximos y minimos,
analisis de graficas de funciones, y el calculo de derivadas a partir de reglas y teoremas de
derivacion. Ademas, integra las TIC en las diversas actividades, favoreciendo el transito entre
los tipos de lenguajes escrito, numérico, grafico y simbdlico, permitiendo a los estudiantes

construir de manera progresiva el significado de la derivada.

El disefo instruccional se implementara en una universidad chilena, por lo que el tiempo
destinado para el disefio instruccional obedece a lo establecido en el programa de la asignatura
Calculo Aplicado a los Negocios (asignatura en la que se pretende realizar la implementacion
del disefo instruccional), es decir, para la ensefianza de la derivada se dispone de 5 semanas,
cada semana considera 4 sesiones presenciales de aula, de 80 minutos cada una, y 2 horas
cronologicas de trabajo auténomo. La propuesta de disefio instruccional de ensefianza de la
derivada espera superar algunas de las dificultades de aprendizaje de los estudiantes,
evidenciadas en diversas investigaciones, en particular, las dificultades de los estudiantes de
Ingenierfa Comercial. Ademas de ello, pretende proporcionar un disefio instruccional de

ensenanza que ejemplifique el uso de algunas herramientas del EOS.

Palabras clave: Derivada; Disefo Instruccional; Enfoque Ontosemibtico; Estudiantes

de Ingenieria Comercial

5.4 RESUMO DO ARTIGO CIENTIFICO IV
Este artigo tem como objetivo apresentar o planejamento de um processo de ensino e
aprendizagem da derivada para estudantes universitarios de engenharia comercial no Chile,
aplicando algumas ferramentas do quadro teérico da Abordagem Ontossemibtica (AOS). O
desenho metodolégico considera varias configuragdes ontossemioticas nas situagoes-problema
sobre tangentes, calculo de taxas instantaneas de variacao, aplicacdes da derivada para o calculo

de maximos e minimos, analise de graficos de fungdes e calculo de derivadas a partir de regras
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e teoremas de derivacio. Além disso, integra as TIC nas diversas atividades, favorecendo a
transicdo entre os tipos de linguagem escrita, numérica, grafica e simbolica, permitindo que os
alunos construam progressivamente o significado da derivada. O desenho metodolégico sera
implementado na disciplina de Calculo Aplicado aos Negocios em uma universidade chilena,
portanto, o tempo destinado ao desenho instrucional obedece ao estabelecido no programa do
curso, ou seja, para o ensino da derivada sao 5 semanas, cada semana contempla 4 sessOes
presenciais, de 80 minutos cada, e 2 horas cronoldgicas de trabalho auténomo. A proposta de
desenho instrucional para o ensino da derivada, além de fornecer um design de ensino
instrucional que exemplifica o uso de algumas ferramentas do AOS, espera superar algumas das
dificuldades de aprendizagem dos alunos de Engenharia Comercial, evidenciadas em pesquisas

previas.

Palavras-chave: Derivada; Desenho Instrucional; Abordagem Ontossemiotica;

Estudantes de Engenharia Comercial.

5.5 ABSTRACT OF THE SCIENTIFIC ARTICLE IV

This paper aims to present an instructional design for teaching the derivative to
commercial engineering university students in Chile, applying some tools from the theoretical
framework of the ontosemiotic approach (OSA). The methodological design considers various
ontosemiotic configurations in the situations-problems on tangents, calculation of
instantaneous rates of change and instantaneous rates of variation, applications of the derivative
for the calculation of maximums and minimums, analysis of graphs of functions, and the
calculation of derivatives. from derivation rules and theorems. In addition, it integrates ICT in
the various activities, favoring the transit between the types of written, numerical, graphic, and
symbolic languages, allowing the student to progressively build the meaning of the derivative.
The methodological design will be implemented in the subject of Calculus Applied to Business
at a Chilean university, so the time allocated for the instructional design obeys what is
established in the course program, that is, for the teaching of the derivative, it has 5 weeks, each
week includes 4 classroom sessions of 80 minutes each and 2 chronological hours of
autonomous work. The instructional design proposal for derivative teaching hopes to overcome
some of the learning difficulties of students, evidenced in various investigations. In particular,
the difficulties of the students of Commercial Engineering. In addition to providing an

instructional teaching design that exemplifies the use of some OSA tools.
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Keywords: Derivative; Instructional design; Ontosemiotic approach; Business

Engineering students.

5.6 INTRODUCCION

La derivada es uno de los objetos matematicos fundamentales presente en la formacion
de los ingenieros, lo que ha generado diversos estudios con relacion a la complejidad de sus
significados, sus multiples representaciones, los procesos de enseflanza y aprendizaje, la
idoneidad del significado de la derivada en los distintos curriculos y los significados parciales en
los textos universitarios de enseflanza para las ingenierfas (Larios et al., 2021; Larios & Jiménez,
2022; Pino-Fan et al., 2016; Rodriguez-Nieto et al., 2022). Trabajar los distintos significados de
un objeto matematico es un aspecto propuesto por el Enfoque Ontosemidtico del
Conocimiento e Instrucciéon Matematicos (EOS, a partir de ahora) (Godino et al., 2007, 2019),
lo cual se plantea analizar la complejidad de los objetos matematicos por medio de sus pluri

significaciones (significados parciales).

Algunos estudios de la derivada en carreras de Ingenierfa Comercial destacan tener
presente la relacién entre los conceptos econémicos y matematicos, siendo los modos de
representacion los mas utilizados en microeconomia (Ballard & Johnson, 2004; J. S. Butler et
al., 1994; Garcia et al., 2006; Hey, 2005b). También, por las dificultades en la interpretacion de
situaciones econémicas debido a la débil comprension de los significados matematicos que las

organizan (Ariza Cobos & Linares Ciscar, 2009).

En esta linea, este trabajo hace parte de una investigacién mas amplia que pretende
profundizar la comprension de los futuros ingenieros comerciales acerca al objeto matematico
derivada en el contexto chileno. Para atender dicho objetivo, se ha realizado un estudio en

diferentes etapas.

La primera etapa fue un estudio diagnéstico, lo cual reveld que los futuros ingenieros
comerciales presentan dificultades en el concepto de funcién y la concepcién euclidiana de la
recta tangente; la construccion del significado de recta tangente como limite de rectas secantes;
la interpretaciéon de la funcién derivada y su representaciéon geométrica; realizar operaciones
para calcular la pendiente de una recta y; operar con funciones (Galindo Illanes et al., 2022;

Galindo Illanes & Breda, 2020).

La segunda etapa fue el estudio del tratamiento de la derivada en los programas de las
asignaturas de las carreras de Ingenieria Comercial en Chile, lo cual mostré que, si bien la mayor

parte de las propuestas curriculares presentan similitudes en la organizacion de contenidos y en
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los elementos lingtisticos utilizados para la construcciéon del objeto derivada, se observan
diferencias importantes en la preponderancia de la derivada interpretada como una razén de

cambio y en los campos de problemas abordados (Galindo Illanes & Breda, 2022a).

La tercera etapa fue el estudio de los significados pretendidos de la derivada en libros de
texto para las carreas de Ingenierfa Comercial en Chile, que registrd: a) un énfasis en el
significado parcial de la derivada como el limite del cociente de incrementos y un predominante
lenguaje simbélico en los argumentos; b) poca presencia de algunos teoremas importantes
relacionados a la derivada y; c) falta de una representatividad de las definiciones de la derivada

(Galindo Illanes & Breda, 2023).

Con base en lo anterior, este trabajo tiene como objetivo dar a conocer el disefio de un
proceso de ensefianza y aprendizaje de la derivada para futuros ingenieros comerciales,
estudiantes de la carrera de Ingenierfa Comercial de una universidad chilena. Para ello, se ha
tenido en cuenta, ademas de las herramientas teéricas del Enfoque Ontosemidtico (explicadas

en la secuencia del texto), los resultados de las etapas del estudio previamente mencionado.

5.7 MARCO TEORICO

Los desarrollos tedricos propuestos por el EOS, explicados recientemente en Godino
et al. (2019)tienen como objetivo dar respuesta a algunos problemas generados en el campo de
la Educacion Matematica. En el EOS, se asume que la actividad matematica es una actividad
humana centrada en la resolucién de problemas, que tiene lugar en un tiempo-espacio
determinado, a través de una secuencia de practicas que, a menudo, se consideran procesos (de
significacion, conjeturar, argumentar, etc.). Para ello, el EOS propone las nociones de situacion-
problema de practica matematica (secuencia de practicas) que tiene lugar durante la resolucién
de estas situaciones problema. Tales secuencias tienen lugar en el tiempo y se suelen considerar,
en muchos casos, como procesos. En particular, el uso y/o la emergencia de los objetos
primarios de la configuracion (problemas, definiciones, proposiciones, procedimientos y
argumentos), tiene lugar mediante los respectivos procesos matematicos de comunicacion,
problematizacién, definicién, enunciacidn, elaboracién de procedimientos (creacién de
algoritmos y rutinas) y argumentacion (aplicando la dualidad proceso-producto). Asimismo, las
dualidades antes descritas, dan lugar a los siguientes procesos: institucionalizacion —
personalizacién,  generalizacion ~ —  particularizaciéon,  analisis/descomposicion  —
sintesis/reificacion, materializacion/concrecidon - idealizacién/abstraccion,

expresion/representacion — significacion.
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El EOS también asume el principio de que el conocimiento de un objeto, por parte de
un sujeto (ya sea individuo o institucion), es el conjunto de funciones semidticas que este sujeto
puede establecer en las que el objeto interviene como expresion o contenido. Ademas, la
correspondencia entre un objeto y el sistema de practicas donde tal objeto interviene se
interpreta como el "significado de ese objeto" (institucional o personal). Por ejemplo, cuando
un sujeto realiza y evalia una secuencia de practicas matematicas, activa un conglomerado
formado por situaciones-problemas, lenguajes, definiciones, proposiciones, procedimientos y
argumentos, articulados en lo que, en términos del EOS, se llama una configuracion de objetos
primarios (Font et al., 2013). Para delimitar los significados de un objeto matematico, el EOS
propone la herramienta denominada analisis de sistemas de practicas (personales e

institucionales) y las configuraciones ontosemioticas involucradas en ellas (Godino, 2014; Godino

& Batanero, 1994)
Representatividad de la complejidad de los objetos matematicos en el EOS: el caso de la derivada

En Font et al. (2013) se explica que la nocién de complejidad del objeto matematico y
la de articulacion de los componentes de dicha complejidad juegan un papel esencial. Entender
la complejidad en término de una pluralidad de significados es resultado de la visién pragmatista
sobre el significado que se asume en el EOS. Desde un punto de vista pragmatista, el significado
de un objeto matematico se entiende como el conjunto de practicas en la que dicho objeto
interviene de una manera determinante (o no). Un objeto matematico, que se ha originado como
un emergente del sistema de practicas que permite resolver un determinado campo de
problemas, con el paso del tiempo queda enmarcado en diferentes programas de investigacion.
Cada nuevo programa de investigaciéon permite resolver nuevos tipos de problemas, aplicar
nuevos procedimientos, relacionar el objeto (y por tanto definir) de manera diferente, utilizar
nuevas representaciones, etc. De esta manera, con el paso del tiempo aparecen nuevos

subconjuntos de practicas (sentidos) que amplian el significado del objeto.

Para el objeto matematico derivada, Pino-Fan et al. (2011) caracterizan su complejidad
mediante nueve configuraciones de objetos primarios: 1) tangente en la matematica griega; 2)
variacion en la edad media; 3) métodos algebraicos para hallar tangentes; 4) concepciones
cinematicas para el trazado de tangentes; 5) ideas intuitivas de limite para el calculo de maximos
y minimos; 6) métodos infinitesimales en el calculo de tangentes; 7) calculo de fluxiones; 8)
calculo de diferencias; y 9) derivada como limite. En Pino-Fan, Castro, Godino y Font (2013)

se utilizan estas nueve configuraciones para la reconstruccion del significado global de la
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derivada, el cual es utilizado para valorar la representatividad del significado pretendido en el
curriculo de Bachillerato de México (a partir de las configuraciones de objetos primarios
activadas en las practicas matematicas propuestas tanto en el Plan de Estudios como en los
libros de texto de dicho nivel). La caracterizacion de la complejidad de la derivada realizada en
Pino-Fan, Godino y Font (2011) facilita tener elementos para disefiar cuestionarios que
permiten caracterizar la comprension de los estudiantes, futuros profesores o profesores en
servicio sobre la derivada. Por ejemplo, en Pino-Fan, Godino y Font (2015), se disefié un
cuestionario para determinar la comprension de futuros profesores sobre la derivada en el que
se incluyeron tareas que activan los diversos significados parciales de la derivada caracterizados

en Pino-Fan et al. (2011).

De acuerdo con el Enfoque Ontosemiético del Conocimiento e Instruccion
Matematicos (EOS) (Godino et al.,, 2019), por problemas sobre tangentes se entiende las
practicas que realiza el alumno para resolver problemas en los que la pendiente de la recta
tangente (significado geométrico de la derivada) tiene un papel relevante en su resolucion, lo
cual implica concebirla también como “conocimiento y aplicaciéon de las normas” que regulan
la practica y los objetos primarios que intervienen en ella (problemas, procedimientos,
proposiciones, definiciones y argumentos) (Galindo Illanes & Breda, 2020, 2022b, 2022a, 2023a).
De igual forma, consideraremos, en este trabajo, las tres configuraciones epistémicas:
manipulativas (el estudiante trabaja con dispositivos manipulativos sin utilizar notaciéon o calculo
algebraico), algebraica (se caracteriza por un lenguaje simbdlico y la demostracién deductiva, asi
como el recurso de elementos de algebra y analisis) y computacional (se caracteriza por el
lenguaje icoénico, incorpora como procedimiento la simulacion y el argumento preferible es

inductivo) adaptadas de Alvarado et al. (2013), en el contexto de la derivada.

5.8 METODOLOGIA
En este apartado se explica el contexto del estudio, los instrumentos de colecta de datos

y el analisis de estos.
5.8.1 Contexto del estudio
Participantes

Participaran en la investigacién estudiantes de la carrera de Ingenierfa Comercial de la
Facultad de Economia y Negocios de una universidad del sur de Chile, con edades entre 19 y

20 afios. El plan de estudios de Ingenieria Comercial considera la asignatura de Calculo Aplicado
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a los Negocios en el tercer semestre académico, y tiene como prerrequisito el curso de Algebra

o Métodos Cuantitativos.

Bases para una propuesta diddctica

El plan de intervencién considerd, para el desarrollo de la ensefianza de la derivada, los

siguientes elementos:

)

b)

Campos de problema (CP). A partir del significado institucional pretendido y el analisis de
referencia de Galindo y Breda (2023b), la propuesta considera los campos de problemas
sobre: tangentes (CP1), el calculo de tasas instantaneas de cambio y de tasas instantaneas
de variacion (CP2), aplicaciones de la derivada para el cialculo de maximos y minimos,
analisis de graficas de funciones (CP3), y el calculo de derivadas a partir de reglas y

teoremas de derivacion (CP4).

Confignraciones  epistémicas. La propuesta considera las configuraciones epistémicas

caracterizadas y utilizadas por Galindo et al. (2022), estas son:

@ Configuracién Manipulativa, el estudiante trabaja con papel, regla y lapiz. El
lenguaje utilizado en esta configuracion es el caracteristico de los procedimientos

descriptivos y de la geometria analitica.

(i1) Configuracién Computacional, el estudiante dispone de notebook o celulares o
Tablet, internet, GeoGebra (version gratuita) y cédigo QR. El lenguaje y los

procedimientos son de tipo grafico, geométrico y descriptivo.

(iii) Configuraciéon Algebraica, el estudiante dispone de notebook o celulares o
Tablet, internet, Software educativos como Symbolab (version gratuita) y Wolfram
Alpha (version gratuita). El lenguaje y procedimientos son de tipo simbélico y

tabular.

Trabajo presencial de anla y trabajo antonomo fuera de anla. La trayectoria didactica considera
sesiones en aula y sesiones fuera del aula, todas dirigidas por el docente de la asignatura.
Las sesiones de aula se desarrollan en formato presencial y en los horarios establecidos
de clases. Sin embargo, las sesiones fuera de aula no tienen horario establecido y

considera el trabajo auténomo del estudiante.

5.8.2 Desarrollo de la ensefianza
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El programa de actividad curricular de Calculo Aplicado a los Negocios se desarrolla en
15 semanas, cada semana dispone de 4 sesiones presenciales en aula, cada sesion tiene una
duracion de 80 minutos. Ademas, cada semana dispone de 2 horas cronolégicas de trabajo

autonomo, declaradas en el programa curricular de la asignatura.

La unidad 1 de aprendizaje corresponde al estudio de la derivada de funciones reales,
para el desarrollo de la ensefianza se contemplan 5 semanas de clases, considerando la

Temporalizacion y Planificacién descritas en la Tabla 15:

Tabla 15. Temporalizacion y Planificacion de los Campos de Problemas

Semana CP Sesiones Presenciales Tiempo SP Sesiones Trabajo Tiempo TA
(SP) Auténomo (TA)

1 1 1-4 320 minutos 1 120 minutos

2 2 5-8 320 minutos 2 120 minutos

3 3 9-12 320 minutos 3 120 minutos

4 4 13-16 320 minutos 4 120 minutos

5 4 13-16 320 minutos 4 120 minutos

Fuente: Elaboracién de los autores

Las sesiones presenciales de aula se realizaron en los horarios establecidos para las clases
teodricas y practicas, las actividades consideradas fueron individuales y grupales colaborativas
favoreciendo el dialogo, la retroalimentacién y la consolidacién de los conocimientos adquiridos
por el estudiante durante su trabajo autbnomo. Las sesiones fuera de aula son parte del trabajo
autéonomo del estudiante e incluyen actividades como visualizar videos educativos, leer apuntes

tedrico-practico y realizar las tareas, disponibles en la plataforma virtual Moodle.

La planificacion del estudio de los campos de problemas de la derivada contempla veinte
sesiones presenciales de aula y cinco sesiones de trabajo auténomo fuera de aula, en un tiempo

de cinco semanas (ver Tablas 16, 17, 18, 19 y 20).

Tabla 16. Semana 1: Temporalizacién y Planificacién de los Problemas sobre Tangentes

Sesion . . L
. Accién Obijetivo de la accion . .
Presencial s N Lenguajes Configuraciones
didactica didactica
(SP)
Obtencién de la pendiente Tabular . .
d | ) Manipulativas
e la recta tangente  Geométrico _
1 Tarea SP1 mediante  aproximaciones Computacional
por la pendiente de rectas Grafico
secantes. Descriptivo
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Geométrico

Identificacién de la recta 3 Manipulativas
2 Tarea SP2 Griafico
tangente a una cutrva. Computacional
Descriptivo
Interpretacién  geométrica
3 de lfl derivada en un punto  Simbolico Computacional
Tarea SP3 particular. (Consolidar '
utilizando teorfa de limite Grafica Algebraica
intuitivamente)
Articulacién de la derivada ‘Tabular
de una funcién en un punto , .
. . p Grafica Computacionales
4 Tarea SP4 y su funcién derivada.
. . . Simbodlico Algebraica
(Consolidar utilizando teotfa &
de limite) Descriptivo
., ., Griafico
Aplicaciéon de la funcién Computacionales
5 Tarea SP5 derivada (Utilizando ~ Simbdlico
definicién de limite) -
Descriptivo
Sesion
Trabajo Accién Objetivo de la accion Leneuaies Confisuraciones
Auténomo didactica didactica guaj 8
(TA)
Estudio de manuscrito
tedrico-practico del curso, ‘ .
que considera la Simbdlico Computacional
1 Tarea TA1 .. .,
construccion de la ecuacion  Grafica Algebraica
de una recta tangente a una
curva.
Aplicacion de la  recta
p Tabular
tangente a problemas
economicos. Grafica Computacionales
2 Tarea TA2 o _ ) .
Aplicacion de la  Simbdlico Algebraica
interpretacion geométrica de .
P & Descriptivo

la derivada.

Fuente: Elaboracion de los autores

Para comenzar el estudio de la derivada, es fundamental construir previamente el
concepto de la recta tangente a una curva considerando las concepciones cartesiana y euclidiana
(Galindo Illanes et al., 2022), para esto en la sesion presencial 1y 2 (Tarea SP1 y Tarea SP2) y
en las sesiones de trabajo auténomo (Tarea TAl y Tarea TA2) se propone a los estudiantes
resolver tareas que le permitiran ampliar la concepcién euclidiana a la cartesiana, mediante la

construccion de la recta tangente como limite de rectas secantes utilizando configuraciones

manipulativas y computacionales, a través de las graficas utilizando regla y lapiz, y del uso de
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un applet de GeoGebra, el lenguaje utilizado sera mayormente geométrico. Ademas, con el
proposito de la tematizacion del esquema de recta tangente (Galindo Illanes et al., 2022) se
consideran aplicaciones econémicas, relacionando el concepto de pendiente de la recta secante
con el de costo medio y el concepto de costo marginal como la aproximaciéon de los costos

medios calculados, destacando su equivalencia con la pendiente de la recta tangente.

En la sesion presencial 3, se considera la Tarea SP3 que relaciona la pendiente de la recta
tangente a una curva con la derivada de la funcién en el punto de tangencia. El proposito es
consolidar en el estudiantado el concepto de derivada puntual como limite de pendientes de
rectas secantes, conociendo el proceso de la identificacioén de la tendencia de las pendientes de
las rectas secantes con la derivada de la funcién en el punto de tangencia, (Orts Mufioz et al.,
2016). En la sesion de trabajo autonomo (Tarea TA2) se consolida la interpretacion geométrica

de la derivada, fortaleciendo el vinculo entre la recta tangente y la derivada en un punto.

La sesion presencial 4, articula la derivada de una funcién en un punto y su funcioén
derivada. Para ello se considera la Tarea SP4 que promueve el transito entre las representaciones
grafica, tabular y analitica de f, la expresion simbélica de la funcién f(x) es conocida y se
construye la funcién que cumplen todas las pendientes de las rectas tangentes, ésta corresponde
a la funcion simbdlica de f'(x) (Font, 2005), entre los ejercicios desarrollados se considera el

problema propuesto por Galindo et al. (2022).

En la sesion presencial 5, se generaliza la funcién derivada como la funcién que a cada
valor le hace corresponder la pendiente de la recta tangente a la grifica de f en el punto
(x, f(x)). Se espera que el estudiante interprete la funcién detrivada f'(x) como la funcién
cuyas imagenes, Yo = f(x), cotresponden a las pendientes de las rectas tangentes a la funcién

f en xg, através de la Tarea SP5 que corresponde a la manipulacion de un applet de GeoGebra.

A continuacion, se consideran ejemplos de algunas tareas realizadas durante la semanal:

TAREA SESION PRESENCIAL 1

CALCULO APLICADO A LOS NEGOCIOS

Objetivo de la accion didactica: Obtenciéon de la pendiente de la recta tangente mediante

aproximaciones por la pendiente de rectas secantes.
Tiempo de duracion: 80 minutos.

i. Problema 1: 30 minutos.
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il.
ii.
iv.

V.

Problema 2: 10 minutos.
Problema 3: 10 minutos.
Problema 4: 10 minutos.

Reflexion y cierre por problema: 20 minutos.

PROBLEMA 1. Sea f(x) = x? una funci6n real de variable real. Determine la pendiente de

las rectas secantes que contiene a los puntos P(—=1,1) y Q(x,f(x)).

Q(x, f(x)) (1,1) (0.5,0.25) (—0.5,0.25)

Pendiente PQ

Aproximandose al Punto P por la derecha:

b) ¢Cual es el valor aproximado de la Pendiente de la recta PQ cuando el Punto Q se

aproxima a P por la derecha?

c) Ahora, plantea dos nuevos puntos que se aproximen al Punto P por la derecha y

calcula las respectivas Pendientes de las rectas PQ .

Q(x, f()) ) ()

Pendiente PQ

d) Grafique las rectas secantes a f, considerando los puntos propuestos en a) y b).

86




05 1 15 2

—0.5

Q(x, f(x)) (—2,4) (-1.5,2.25) | (—1.3,1.69)

Pendiente PQ

Aproximandose al Punto P por la izquierda:

e) ¢Cual es el valor aproximado de la Pendiente de la recta PQ cuando el Punto Q se
aproxima a P por la izquierda?
f)  Ahora, plantea dos nuevos puntos que se aproximen al Punto P por la izquierda y

calcula las respectivas Pendientes de las rectas PQ

Q(x, f()) () ()

Pendiente PQ

@) Grafique las rectas secantes a f, considerando los puntos propuestos en e) y f).
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e

-2 -1.5 =1 —0.5 o 0.5 1 15 2

Ahora, concluya respecto a las graficas elaboradas.
¢Entre qué valores debe estar la pendiente de la recta tangente a la curva en el Punto P?

PROBLEMA 2. Utilice su teléfono para escanear el siguiente cédigo QR o acceda al
siguiente link https://ggbm.at/pPAJ6Zf8.

Fl
[=]
Fije el punto A sobre la curva y aproxime el punto B (perteneciente a la grafica de la funcién)

[, hacia el punto A. Explique con sus palabras por qué puede determinar la pendiente de la

recta tangente f en el punto de abscisa 4 y determine su valor.

Figura 13. Tareas sesion presencial 1

Fuente: Elaboracién de las autoras

TAREA SESION PRESENCIAL 2

CALCULO APLICADO A LOS NEGOCIOS

Objetivo de la accion didactica: Interpretaciéon geométrica de la derivada en un punto particular.

Tiempo de duracion: 80 minutos.

e Problema 1: 20 minutos.

88



https://ggbm.at/pPAJ6Zf8

e Problema 2: 40 minutos.

e Reflexién de cierre: 20 minutos.

PROBLEMA 1. Considerando el grafico de la funcién f. Determine la detivada de f en el punto de
abscisa 2, si se sabe que la recta L es tangente a la grifica de f en el punto P de abscisa 2 y ésta

corta al eje x en 7/12 y corta al eje y en —7/3. Justifique adecuadamente.

PROBLEMA 2. Sea f(x) = x? una funcién real de variable real.

g Con apoyo de Symbolab, obtenga la pendiente de la recta tangente a la grifica de f en el punto

de abscisa xg = 1, es decit, my = lim f(xi—i(m)
X—Xg -0

h) ¢Cual es el valor de la derivada de la funcion f en el punto de abscisa xg = 1?

i) Complete la siguiente tabla.

xo | -5]-4][-3]-2[-1]o]1[2]3[4]s
f(x0)

i) Basado en la tabla anterior, represente los puntos (Xg, f' (X)) en un plano cartesiano.
k) ‘Trace la grafica de la curva que contiene los puntos (xg, f'(Xg)).

Modele la curva antes dibujada para cualquier punto y explique en propias palabras lo que ella

representa.

Figura 14. Tareas sesion presencial 2

Fuente: Elaboracion de los autores
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TAREA SESION PRESENCIAL 4

CALCULO APLICADO A LOS NEGOCIOS

Objetivo de la accion didactica: Aplicacion de la funcién derivada

Tiempo de duraciéon: 60 minutos.

e Problema 1: 20 minutos.
e Problema 2: 20 minutos.
e Problema 3: 20 minutos.

e Reflexion y cierre por problema: 20 minutos.

PROBLEMA 1.
Se sabe que la grafica de una funcién f es: y la grafica de su funcién derivada  f~ es:
\
f 8
&
6 6
A D
A 4
2
-6 2 4
4 2 4

Observando el grafico de la funcién derivada, determine: f'(—4), f'(=2), f'(0) y f(2)
Determine la pendiente de la recta tangente a la funcionen x = —4,x = =2y x = 2.
Determine la ecuacion de la recta tangente a la funcién
en:A(—4,5), B(—2,-3), €(0,—3) y D(2,5)

Determine donde la f'(x) es: positiva, negativa e igual a cero.
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PROBLEMA 2. Realizar el calculo de las funciones derivadas utilizando la definicion de limite:

PR €22 D 1€))
f() =lim—=———=

) f(x)=x?

Utilice su teléfono pata escanear el siguiente codigo QR o acceda al siguiente link

https://www.geogebra.org/m/nymrgbbn

Para los siguientes items utilice el applet anterior y cambie la funcién segun corresponda.
b) f() = x°
o f(x)=x%+1
d) f(x)=x%+2x

Figura 15. Tareas sesion presencial 4

Fuente: Elaboracion de los autores

TAREA TRABAJO AUTONOMO 2

CALCULO APLICADO A LOS NEGOCIOS

Objetivo de la accion didactica: Aplicacion de la recta tangente a problemas econémicos.

Aplicacién de la interpretacion geométrica de la derivada.

PROBLEMA 1. Considere la siguiente tabla que relaciona la Utilidad (U) (en unidades monetatias)

y la cantidad producida y vendida (q) de un emprendimiento familiar de cajas de chocolates

artesanales.
Tabla de valores
q 9.7 9.8 9.9 10
U(q) 1.53 1.31 1.17 1.07
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a) Esboce las graficas de las siguientes rectas secantes a la grafica de U que contienen a los

siguientes puntos y calcule en cada caso la utilidad media.

A(9.7,1.53) P (10, 1.07) Utilidad media (Upye) =
U(q)
1.5
1 A
0.5
2 4 6 8 10 q
B(9.9,1.17) P (10, 1.07) Utilidad media (Upye) =
U(q)
1.5
1 A
0.5
4 6 8 10 q "

b) Interprete los valores encontrados.
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©) Esboce la recta tangente a la grafica de la funcién d en el punto P(10,1.07).

U(q)
1.5
1 A
0.5
2 4 6 8 10 q

d) Explique de qué forma usted podria aproximar geométricamente la Utilidad Marginal (Umg)
enel Punto P .

¢) ¢Cual es el valor aproximado de la Utilidad Marginal (Um g)en el Punto P»

Figura 16. Tareas sesion Trabajo Auténomo T'A2

Fuente: Elaboracién de los autores.
A continuacion, se presenta la temporalizacion y la planificacion de las semanas 2, 3, 4y 5:

Tabla 17. Semana 2: Temporalizacién y Planificacién de los problemas de calculo de tasas instantaneas
de cambio y de tasas instantaneas de variacién

.. Accién Objetivo de la accion . .
Sesion L. o Lenguajes  Configuraciones
didactica didactica
Introduccion a las  tasas ; ] ]
Tarea SP6 . , . Griafico Manipulativas
6 instantaneas de cambio y tasas
instantaneas de wvariacién, Simbdlico Computacional
utilizando funciones reales
o o Y Tabular
aplicaciones econémicas.
Articulacion entre la recta Tabular
tangente en un punto, y las
7 tasas instantineas de cambio y Grifica Computacionales
Tarea SP7 . .
de  wvariacién, utilizando  Simbélico Algebraica
aplicaciones fisicas y o
P Descriptivo
econdmicas.
8 Tarea SP8 Articulacion entre las tasas  Grsfico Computacionales

instantaneas de cambio y de
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variacién, y la derivada de una  Simbolico
funcibn en un  punto, .

- o . Descriptivo
utilizando aplicaciones fisicas

y econémicas.

Generalizacion de la derivada

de una funcién en un punto y
9 su funcién detivada Tabular Computacionales

Tarea SP9
area (definicién algebraica de la  Simbélico Algebraica

derivada como el limite de la

razén de cambio)

Sesion . .. .
Accién Objetivo de 1la accién

Feabai
rabajo didéctica didéctica

Lenguajes Configuraciones

auténomo

Estudio de manuscrito
tedrico-practico del curso, que
3 Tarea TA3 considera el calculo de

incrementos de funciones

Simbélico Computacional

Grafica Algebraica

econdémicas.

Estudio de manuscrito
i i Tabular
tedrico-practico del curso, que

considera el calculo de tasas COrafica Computacionales
4 Tarea TA4 . i 3
promedios e instantaneas de  Simbglico Algebraica
funciones econdémicas o
. ) 11
utilizando derivadas. Descriptivo

Fuente: Elaboracién de los autores

Después de robustecer la idea grafica de derivada y su relacién con la funcion,
considerado un elemento clave para la comprensién de la medida de variacion (Ariza Cobos &
Linares Ciscar, 2009), es fundamental construir el concepto de la derivada como una razén de

cambio, con el fin de entender las aplicaciones del calculo diferencial (Portillo-Lara et al., 2019).

En la sesion presencial 6 (Tarea SP6) y en las sesiones de trabajo auténomo (Tarea TA3)
se propone a los estudiantes resolver tareas que permiten introducir el concepto de incremento
y de tasas de cambio, de funciones reales y econdmicas, utilizando configuraciones
computacionales, a través del uso de un applet de GeoGebra que ayuda a comprender la variacion
en sus diferentes niveles cognitivos (Portillo-Lara et al.,, 2019), el lenguaje utilizado sera

mayormente geométrico y simbélico.

En la sesion presencial 7, se considera la Tarea SP7 que relaciona las tasas instantaneas

de cambio y de variacion, con la pendiente de la recta tangente a una curva, con el propédsito de
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desencapsular la recta tangente a través de tareas aplicadas a funciones econémicas y fisicas,

favoreciendo la comprension del concepto de la derivada como una razén de cambio.

La sesion presencial 8, se considera la Tareas SP8 que articula las tasas instantaneas de
cambio y de variacion, con la derivada de una funcién en un punto. Cuyo proposito es promover
el transito entre las representaciones grafica, tabular y analitica de f* como razén de cambio. A

través de aplicaciones economicas y fisicas.

En la sesion presencial 9, que generaliza la funcion derivada como la funcién que a cada
valor le hace corresponder la razén de cambio de f en el punto (X, f(x)). Se espera que el
estudiante interprete la funcién derivada f'(x) como la funcién cuyas imagenes, yo = f(xo),
corresponden a las razones de cambio de la funcién f en xy, a través de la Tarea SP9 que

corresponde a la manipulaciéon de unos applets de GeoGebra.
A continuacion, se presenta la temporalizacion y la planificaciéon de la semana 3:

Tabla 18. Semana 3: Temporalizacién y Planificacién de los problemas de calculo de derivadas a partir
de reglas y teoremas de derivacién

Sesion Acciéon Obijetivo de la accion . X
. 1. . e, . Lenguajes Configuraciones
Presencial didactica didactica

Definicién del algebra de las

10 Tarea SP10 Simbdlico Algebraica

derivadas
Definicién de las reglas de
derivadas para las funciones:
e f(x)=x"VneR,
x™ y x~" bien definidas
11 Tarea SP11 e f(x)=e*VxeR Simbdlico Computacional
o f(x)=In(x), Vx>0  Grifico Algebraica
Aplicacién del dlgebra de las
derivadas y de las reglas de
derivacion.
Definicion de las derivadas de las
funciones exponencial y
12 ; ; Simbdlico Computacional
Tarea SP12 logaritmo, y de la regla de la

cadena, aplicada a funciones Grafico Algebraica
polinémicas, exponenciales 'y

logaritmicas.
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13 Aplicacién  de las reglas de g 1,4lico Algebraica

Tarea SP13 derivadas para el calculo de
marginales.
Sesion ) . . .
) Accién Objetivo de la accion ) .
Trabajo L. . Lenguajes Configuraciones
i didactica didactica
autonomo

Estudio de manuscrito tedrico-

practico del curso, que considera

Computacional
5 Tarea TA5 el calculo de derivadas utilizando  Simbolico .
el algebra de derivadas y las reglas Algebraica
de derivacién.
Estudio de manuscrito tedrico-
6 Tarea TAG practico del curso, que con.sidera Simbolico Computacional
el uso de las reglas de derivadas Algebraica

para el calculo de marginales.

Fuente: Elaboracién de los autores

Después de robustecer la interpretacion geométrica de la derivada y el concepto de la
derivada como razén de cambio, resulta beneficioso establecer el algebra de la funcion derivada

y las reglas de derivadas para las funciones establecidas en el programa de la asignatura.

La sesion presencial 10 (Tarea SP10) tiene el propédsito de establecer el algebra de la
funcién derivada. Para definicion de estas, se utilizara un lenguaje mayormente simbolico y la

configuracion sera algebraica.

Las sesiones presenciales 11 y 12 (Tarea SP11, Tarea SP12, Tarea TA5) tienen por
proposito, establecer las reglas de derivadas y aplicarlas junto algebra de la funcién derivada. Si
bien, al establecer las reglas de derivadas, el lenguaje serd mayormente simbdlico, también se
utilizara un lenguaje grafico, a través de un applet de GeoGebra que permitira visualizar
graficamente la funcién derivada. Ademas, se utilizara Symbolab para verificar los resultados de

los calculos algebraicos involucrados en la obtencion de las funciones derivadas.

En la sesion presencial 13 (Tarea SP13) y la sesion de trabajo auténomo (Tarea TAG) se
propone a los estudiantes aplicar el algebra de la funcién derivada y las reglas de derivacion en
el calculo de funciones marginales (costo marginal, ingreso marginal y utilidad marginal),

utilizando configuraciones algebraicas y un lenguaje simbélico.

. Semana 4: Temporalizacién y Planificaciéon de los problemas de aplicaciones de la derivada
Tabla 19. Semana 4: Temporalizacién y Planificacién de los problemas de aplicaci de la derivad
para el calculo de maximos y minimos, y analisis de monotonia de funciones reales y econémicas
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Sesion Accion Obijetivo de la acciéon . .
. . . Lenguajes Configuraciones
Presencial didactica didactica
Articulacion de la
interpretaciéon geométrica de  Grafico
14 Tarea SP14 la derivada y el criterio de la Computacional
primera derivada para Simbolico
extremos relativos.
Aplicacién del critetio de la
15 ; ; Griafico
rimera derivada a problemas .
Tarea SP15 p . . ,p - Algebraica
clasicos de optimizaciéon de  Simbélico
funciones reales y econémicas.
Aplicacién de la primera
16 derivada al andlisis de la Simbdlico Computacional
Tarea SP16 monotonia de funciones reales
y econémicas, orientada al Grifico Algebraica
trazado de curvas.
Aplicacién del criterio de la
17 segunda derivada a problemas 16,
Tarea SP17 clasicos de optimizaciéon de Algebraica
funciones reales y funciones Simbolico
econdémicas.
Sesion . . . .
. Accién Objetivo de la accion ; )
Trabajo . . Lenguajes Configuraciones
i didactica didactica
autonomo
Estudio de manuscrito
tedrico-practico del curso, que .
. ., Simbdlico Computacional
considera la aplicacién del
7 Tarea TA7 criterio de la primera y Grafico Algebraica
segunda derivada a problemas
clasicos de optimizacién de
funciones reales y econémicas.
Estudio de manuscrito
tedrico-practico del curso, que  Simbélico Computacional
considera la aplicacién de la i .
8 Tarea TA8 P Grafico Algebraica

primera derivada para el
andlisis de la monotonia de

funciones reales y econémicas.

Fuente: Elaboracion de los autores

Después de fortalecer la interpretacién geométrica de la derivada en la semana 1, el

concepto de la derivada como razén de cambio en la semana 2, y establecer el algebra de la

funcién derivada y las reglas de derivadas en la semana 3. En la semana 4, se pretende establecer
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los criterios de la primera y segunda derivada para la optimizacion de funciones reales y
econémicas, ademas de aplicar la primera derivada al trazado de curvas de funciones reales y

econdmicas.

En la sesiéon presencial 14 (Tarea SP14) se establece una articulacién entre la
interpretacion geométrica de la derivada y el criterio de la primera derivada, a través del analisis
de la monotonia de una funcién real. Utilizando un lenguaje mayormente grafico y en menor
medida simbolico. La configuracion serda computacional gracias a la integracion de un applet de

GeoGebra.

La sesion presencial 15y 16 (Tarea SP15, SP16) y trabajo auténomo (Tarea TA7 y Tarea
TAS8) tienen como propésito aplicar el criterio de la primera derivada a problemas clasicos de
optimizacioén de funciones reales y econdmicas. Ademas, se aplicara la primera derivada para el
analisis de la monotonia de funciones reales y econémicas. Su lenguaje sera grafico y simbélico

y las configuraciones seran computacionales y algebraicas, a través de un applet de Geogebra.

La sesion presencial 17 (Tarea SP17) y trabajo auténomo (Tarea TA7) tienen como
proposito aplicar el criterio de la segunda derivada a problemas clasicos de optimizacion de
funciones reales y econémicas. Su lenguaje sera grafico y simbolico, y las configuraciones seran

algebraicas.

Tabla 20. Semana 5: Temporalizacién y Planificacién de los problemas de aplicaciones de la derivada
para el calculo de maximos y minimos, y analisis de concavidad de funciones reales y econémicas

Sesion Accién Objetivo de la accion ) )
. L. o Lenguajes Configuraciones
Presencial didactica didactica

Aplicaciéon  de la  segunda
derivada al andlisis de la Geométrico

18 Tarea SP18 concavidad de funciones Computacional
reales y econémicas, orientada Grifico
al trazado de curvas.
Aplicacién de la derivada a la

19 . . .,
optimizacién del costo en la o . )

Tarea SP19 p ., .. Descriptivo Manipulativa

construccién de una caja sin
tapa.

20 Tarea SP20 Modelamiento de la funcién Geométrico
costo para la construcciéon de Algebraica
una caja sin tapa. Simbolico

21 Tarea SP21 Aplicacién de la derivada a la Computacional
optimizaciéon del costo en la Simbolico .

Algebraica
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construcciéon de una caja sin

tapa.
Sesion ] . . .
. Accién Objetivo de la accion ) .
Trabajo . . Lenguajes Configuraciones
) didactica didactica
auténomo
Estudio de manuscrito
tedrico-practico del curso, que  Simbdlico Computacional
considera la aplicacién de la .
7 Tarea TA9 .p Grafica Algebraica
segunda derivada para el
analisis de la concavidad de
funciones reales y econémicas.
Estudio de manuscrito
tedrico-practico del curso, que  Simbélico Computacional
considera la aplicacion de la i )
8 Tarea TA10 p Grafica Algebraica

primera derivada para el
analisis de la monotonia de

funciones reales y econémicas.

Fuente: Elaboracién de los autores.

Después de establecer como aplicacion de la primera derivada, la optimizacion y el
analisis de la monotonia, de funciones reales y econémicas, y como aplicacion de la segunda
derivada la optimizacioén de funciones reales y econémicas. La semana 5 tienen como propdsito,
por un lado, mostrar la aplicacién de la segunda derivada para el analisis de la concavidad de
funciones reales y econémicas en el trazado de curvas (SP18, TA9 y TA10), y, por otro lado,
consolidar de manera manipulativa la aplicacién de los criterios de primera y segunda derivada
para la optimizacién de una funcién costo (SP19, SP20, SP21). Utilizando un lenguaje
mayormente grafico y geométrico, y en menor medida simbolico y descriptivo. La configuracion

sera computacional, manipulativa y algebraica.

5.9 INSTRUMENTOS DE COLECTA DE DATOS

Al finalizar cada campo de problemas se considera un instrumento evaluativo que
permitird realizar un analisis exploratorio del aprendizaje de los estudiantes. A continuacién, por
motivos de espacio se presentan cuatro tareas representativas de cada instrumento aplicado. A
continuacién, se presenta una de las preguntas del instrumento que se aplicara al finalizar el
campo de problemas 1, éste nos proporcionara informaciéon en torno al conocimiento
especializado del estudiante sobre tangentes, ya que durante el desarrollo debera llevar a cabo la
tematizacion del esquema de recta tangente y concluir el significado geométrico de la derivada

en un punto para dar respuesta al enunciado (Figura 17).
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PROBLEMA 2. Se sabe que la funcién Ingreso (I) esta dada por I(q) = q?, con q = 0, donde

q representa unidades.

Se sabe que la grifica de la funcion Ingreso (I) es:

10

Grifico 1: Funcién Ingreso (1(q))

y la grafica de su funcién derivada I'(q) (Ingreso Marginal) es:
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Grafico 2: Funcién Ingreso Marginal (I'(q))

a) Determine la pendiente de la recta tangenteenq =1, =4y q = 0.

b) Determine la ecuacién de la recta tangente a la funciSnenq =4y q = 0.

¢) Determine dénde el Ingreso Marginal es positivo, negativo o igual a 0. Considerando
que se trabaja con unidades.

d) Explique con sus propias palabras el comportamiento de la funcién Ingtreso y su relacion con

la grafica del ingreso marginal.

Figura 17. Problema 2 que se aplicard a los estudiantes al finalizar el campo de problemas sobre
tangente (CP1)

Fuente: Elaboracién de los autores.

En este problema el estudiante debe analizar los graficos estableciendo la informacion
que permitira determinar las pendientes de las rectas tangentes solicitadas y la posterior

construccion de éstas.
Por ejemplo:

e DPara determinar la pendiente de la recta tangente en ¢ = 4, el estudiante debe

observar el grafico 2 y establecer que la pendiente de la recta tangente es

101



I'(4) = m;y =8. Finalmente, el estudiante puede construir la ecuacion de la

recta tangente (I = 8q — 16), observando del grafico 1 que 1(4) = 16.

A continuacién, se presenta una de las preguntas del instrumento que se aplicara al
finalizar el campo de problemas 4. El cual nos permite analizar la comprension del estudiante
en torno a la representacion grafica de la funcién derivada f7, a través del criterio de la primera

derivada para extremos relativos. Ver Figura 18.

PROBLEMA 1. Considere la funcién f, cuyo grifico de su funcién derivada () es el siguiente:

>

Determine si las siguientes alternativas son verdaderas o falsa, justificando adecuadamente:

a) Los puntos A, C y D son maximos relativos.
b) El punto F representa un minimo relativo.
¢) El punto E representa un maximo relativo.

d) La funcién alcanza un maximo relativo en B.

Figura 18. Problema 1 que se aplicara a los estudiantes al finalizar el campo de problemas aplicaciones
de la derivada para el calculo de maximos y minimos, y analisis de graficas de funciones (CP4)

Fuente: Elaboracién de los autores

En este problema se espera que el estudiante aplique el criterio de la primera derivada

para justificar la alternativa que seleccionara. Para ello, debe analizar el grafico de f”.
Por ejemplo:

e EnA B CyD, f(x) =0, es decir son puntos criticos y posibles extremos

relativos.
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e Entre J4, B, f'(x) = 0, es decir, la funcién fes creciente. Luego, entre |B, C|,
f'(x) <0, es decir, la funcién fes decreciente. El estudiante debe concluir que
en B la funcién alcanza un maximo relativo justificando a través del criterio de

la primera derivada para extremos relativos.

Después de aplicar los instrumentos evaluativos, al finalizar la implementaciéon del
disefio instruccional, se realizara un andlisis de tipo mixto (Johnson & Onwuegbuzie, 2004), por
medio de la nocién de configuraciones de los objetos primarios del EOS, que nos permitira
realizar un andlisis exploratorio, cuantificando la cantidad de acciones correctas (frecuencia)
relacionadas a las resoluciones de los estudiantes en los problemas propuestos para cada uno de
los objetos primarios. Ademas, desde el punto de vista cualitativo, sera posible identificar las
respuestas y argumentos correctos e incorrectos de los estudiantes al resolver las tareas

propuestas.

5.10 REFLEXIONES FINALES

El objetivo de ese trabajo fue dar a conocer el disefio instruccional de ensefianza de la
derivada para estudiantes universitarios de Ingenierfa Comercial en Chile, aplicando algunas
herramientas del marco teérico del Enfoque Ontosemibtico de la cogniciéon e instruccion
matematica (EOS). El disefio metodolégico considera diversas configuraciones ontosemioticas
en las situaciones-problemas sobre tangentes, calculo de tasas instantaneas de cambio y tasas
instantaneas de variacion, aplicaciones de la derivada para el calculo de maximos y minimos,
analisis de graficas de funciones, y el calculo de derivadas a partir de reglas y teoremas de
derivacion. Ademas, integra las TIC en las diversas actividades, favoreciendo el transito entre
los tipos de lenguajes escrito, numérico, grafico y simbdlico, permitiendo a los estudiantes
construir de manera progresiva el significado de la derivada. El disefio metodolégico que se
implementara en la asignatura de Calculo Aplicado a los Negocios en una universidad chilena
espera superar algunas de las dificultades de aprendizaje de los estudiantes de Ingenieria
Comercial. Como linea futura, la implementacion del curso sera valorado a partir de la
herramienta Criterios de Idoneidad Didactica (Breda et al., 2018), a fin de medir el grado en que

el proceso de instruccion es de calidad y posibilita el aprendizaje de los alumnos.
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CAPITULO 6. ARTICULO CIENTIFICO V

Una vez realizado el disefio del proceso instruccional de la derivada para futuros
ingenieros comerciales, explicado en el Capitulo 5 de esa memoria de tesis, este capitulo tiene
como objetivos presentar la implementacion de un proceso de instruccion para la ensefianza de
la derivada por medio de la seleccion de los campos de problemas, lenguaje, procedimientos,
enunciados, propiedades y argumentos utilizados usualmente en la ensefianza de la derivada
para estudiantes de Ingenierfa Comercial, y analizar el impacto del proceso de instruccion
implementado en el aprendizaje de la derivada por los estudiantes de Ingenierfa Comercial,
evaluando y comparando el significado personal de los estudiantes con el significado
institucional implementado (Objetivo especifico 5). Los resultados indicaron que la propuesta
instruccional de ensefianza de la derivada superaba algunas de las dificultades de aprendizaje de
los estudiantes, evidenciadas en diversas investigaciones. En particular, las dificultades de los
estudiantes de Ingenierfa Comercial en torno a la interpretacion geométrica de la derivada, la
optimizacién de funciones econémicas y la aplicacién de la derivada a funciones marginales.
Los resultados fueron difundidos, en julio del 2023, en una comunicacién en la 36 Reunion
Latinoamericana de Matematica Educativa (Ciudad de México) y, en agosto del 2023, se acepta

el articulo cientifico lo cual publicara los resultados en enero del 2024.

6.1 ARTICULO CIENTIFICO V (EN PRENSA)

Galindo Illanes, M. K.; Breda, A. (en prensa). Proceso de instrucciéon de la derivada

aplicado a estudiantes de Ingenieria Comercial en Chile. Uniciencia, Published: Jan/31/2024.

6.2 BASES E INDEXACION DEL PERIODICO

Segundo la MIAR, la revista Uniciencia pertenece al ambito de Humanidades y Ciencias
Sociales en general, especificamente en el campo académico de Métodos Matematicos y
Estadisticos en Ciencias Sociales. Esta indexada en ESCI, Scopus, DIALNET, DOA]J, Aquatic
Science & Fisheries Abstracts (ASFA) y evaluada en LATINDEX. Catalogo v2.0 (2018 - actual),
Directory of Open Access Journals, ERIHPlus, LATINDEX. Catalogo v1.0 (2002-2017) y Red
Iberoamericana de Innovacion y conocimiento cientifico (REDIB). Pose un ICDS de 10.0 en
el afio 2021. Sus métricas en SJR es de 0,24 (QQ3) en el ano 2022 y CiteScore de 1,1 (Q2) en el
afio de 2022 y en Journal Citation Indicator (JCI) de ESCI de WoS es de 0.24 en el ano 2022.
Publicacién realizada en el marco del proyecto PID2021-127104NB-I00 financiado por
MCIN/AEI/10.13039/501100011033/ y por "FEDER Una manera de hacer Europa".

105


https://miar.ub.edu/lista/CAMPO/--TcOJVE9ET1MgTUFURU3DgVRJQ09TIFkgRVNUQUTDjVNUSUNPUyBFTiBDSUVOQ0lBUyBTT0NJQUxFUw,,
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6.3 RESUMEN DEL ARTICULO CIENTIFICO V

El [objetivo] de ese articulo es presentar los resultados de la implementaciéon de un
disefio instruccional de ensefianza de la derivada para estudiantes universitarios de la carrera de
Ingenierfa Comercial en Chile. [Metodologia] Los participantes del estudio son noventa
estudiantes de la asignatura de Calculo Aplicado a los Negocios de una universidad chilena. El
disefilo metodologico, basado en las herramientas del Enfoque Ontosemidético de la Cognicion
e instruccion Matematicos, considera diversas configuraciones ontosemidticas en las
situaciones-problemas sobre tangentes, el calculo de derivadas a partir de reglas y teoremas de
derivacion, aplicaciones de la derivada para el calculo de maximos y minimos y analisis de
graficas de funciones. Ademas, integra las TIC en las diversas actividades. [Resultados| Los
resultados indican que la propuesta instruccional de ensefianza de la derivada supera algunas de
las dificultades de aprendizaje de los estudiantes, evidenciadas en diversas investigaciones. En
particular, las dificultades de los estudiantes de Ingenierfa Comercial en torno a la concepcion
euclidiana de la recta tangente; la interpretacion de la funcién derivada y su representacion
geométrica, la optimizaciéon de funciones econémicas y la aplicacion de la derivada a funciones
marginales. [Conclusiones] Se considera que para que ocurra la efectividad de un proceso de
ensefanza y aprendizaje de la derivada en una carrera especifica, es fundamental que los
programas de asignatura y los formadores de los futuros profesionales incorporen, en la
instruccién, las configuraciones ontosemioticas de la derivada, sus diferentes campos de

problemas y las aplicaciones contextuales junto a los recursos TIC.

Palabras clave: ensefianza de las matematicas; derivada; proceso de instruccion; TIC;

Enfoque Ontosemidtico; formacién de ingenieros; Ingenierfa Comercial.

6.4 ABSTRACT OF THE SCIENTIFIC ARTICLE V

The scientific article whose [objective] is to present the results of the implementation of
an instructional design for the teaching of the derivative for undergraduate students of Business
Engineering in Chile. [Methodology] The participants of the study are ninety students of
Applied Business Calculus at a Chilean university. The methodological design, based on the
tools of the Ontosemiotic Approach to Mathematical Cognition and Instruction, consider
diverse ontosemiotic configurations in the situations-problems on tangents, the calculation of
derivatives from rules and theorems of derivation, applications of the derivative for the
calculation of maxima and minima and analysis of function graphs. In addition, it integrates ICT

into various activities. [Results] The results indicate that the instructional proposal for teaching
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the derivative overcomes some of the student's learning difficulties, as evidenced in various
research studies. In particular, the difficulties of Business Engineering students regarding the
Euclidean conception of the tangent line; the interpretation of the derivative function and its
geometric representation, the optimization of economic functions and the application of the
derivative to marginal functions. [Conclusions| It is considered that for the effectiveness of a
teaching and learning process of the derivative to occur in a specific career, it is essential that
the subject programs and the trainers of future professionals incorporate the ontosemiotic
configurations of the derivative, its different problem fields and contextual applications together

with ICT resources in the instruction.

Keywords: mathematics education; derivative; instructional process; ontosemiotic

approach; engineering education; commercial engineering.

6.5 INTRODUCCION

La derivada es fundamental en la formacién de los ingenieros, dado que la comprension
de este objeto matematico permite la resolucién de una variedad de problemas relacionados al
campo de la ingenierfa. Ese hecho, ha generado diversos estudios con relacion a la complejidad
de sus significados, sus multiples representaciones, los procesos de enseflanza y aprendizaje, la
idoneidad del significado de la derivada en los distintos curticulos y los significados parciales en
los textos universitarios de ensefianza para las ingenierfas (Galindo Illanes & Breda, 2023b;
Larios et al., 2021; Larios & Jiménez, 2022; Pino-Fan et al., 2016; Rodriguez-Nieto et al., 2022).
Trabajar los distintos significados de un objeto matematico es un aspecto propuesto por el
Enfoque Ontosemidtico del Conocimiento e Instruccion Matematicos (EOS, a partir de ahora)
(Godino et al., 2007, 2019), para conseguir una mejor comprension y competencia de los
estudiantes y para presentar a los alumnos unas “buenas” matematicas, lo cual plantea analizar
la complejidad de los objetos matematicos por medio de sus pluri significaciones (significados

parciales).

Algunos estudios de la derivada en carreras de Ingenierfa Comercial destacan tener
presente la relacion entre los procesos y conceptos econéomicos y matematicos. En particular,
se observa un amplio énfasis en los procesos de representacion utilizados en el area de
microeconomia (Ballard & Johnson, 2004; J. S. Butler et al., 1994; Garcia et al., 2006; Hey,
2005b). También, por las dificultades en la interpretacion de situaciones econémicas debido a
la débil comprension de los significados matematicos que las organizan (Ariza Cobos & Linares

Ciscar, 2009).
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En esta linea, este trabajo forma parte de una investigacion mas amplia que pretende
profundizar en la comprensiéon de los futuros ingenieros comerciales acerca del objeto
matematico derivada en el contexto chileno. Para conseguir dicho objetivo, se ha realizado un

estudio en diferentes etapas.

La primera etapa fue un estudio diagndstico, el cual revelé que los futuros ingenieros
comerciales presentan dificultades relacionadas con: a) el concepto de funcién y la concepcion
euclidiana de la recta tangente; b) la construccion del significado de recta tangente como limite
de rectas secantes; ¢) la interpretacion de la funcién derivada y su representacion geométrica;
realizar operaciones para calcular la pendiente de una recta y; d) operar con funciones (Galindo

Illanes et al., 2022; Galindo Illanes & Breda, 2022b).

La segunda etapa fue el estudio del tratamiento de la derivada en los programas de las
asignaturas de las carreras de Ingenierfa Comercial en Chile. Dicho estudio mostré que, si bien
la mayor parte de las propuestas curriculares presentan similitudes en la organizaciéon de
contenidos y en los elementos lingiifsticos utilizados para la construccion del objeto derivada,
se observan diferencias importantes en la preponderancia de la derivada interpretada como una
raz6n de cambio y en los campos de problemas abordados (Galindo Illanes & Breda, 2022a,
2023a).

La tercera etapa fue el estudio de los significados pretendidos de la derivada en libros de
texto para las carreas de Ingenierfa Comercial en Chile, el cual evidencié: a) un énfasis en el
significado parcial de la derivada como el limite del cociente de incrementos y un predominio
del lenguaje simbolico en los argumentos; b) poca presencia de algunos teoremas importantes
relacionados a la derivada y; c) falta de una representatividad de las definiciones de la derivada

(Galindo Illanes & Breda, 2023b), ya que no abarcaba la complejidad de este objeto matematico.

La cuarta etapa fue el disefio instruccional de un proceso de ensefianza y aprendizaje de
la derivada para futuros ingenieros comerciales, estudiantes de la carrera de Ingenierfa Comercial
de una universidad chilena (Galindo Illanes et al., 2023). Para la construccién del disefio
instruccional, se tuvo en cuenta, ademas de las herramientas tedricas del Enfoque
Ontosemioético (explicadas en la secuencia del texto), los resultados de las etapas del estudio

previamente mencionado.

Con base en lo anterior, este trabajo tiene como objetivo presentar los resultados de la

implementacién de un disefio instruccional de ensefilanza de la derivada para futuros ingenieros
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comerciales en Chile, estudiantes de la carrera de Ingenieria Comercial de una universidad

chilena.

6.6 MARCO TEORICO

Los desarrollos tedricos propuestos por el EOS, explicados en Godino et al. (2007) y
reelaborados recientemente por Godino et al. (2019), tienen como objetivo dar respuesta a
algunos problemas generados en el campo de la Educaciéon Matematica. En el EOS, se asume
que la actividad matematica es una actividad humana centrada en la resolucién de problemas,
que acontece en un tiempo-espacio determinado, a través de una secuencia de practicas. Para
ello, el EOS propone las nociones de situacion-problema y de practica matematica que se realiza
durante la resolucion de estas situaciones-problema. Tales secuencias de practicas tienen lugar
en el tiempo y se suelen considerar, en muchos casos, como procesos. Cuando un sujeto realiza
y evalia una secuencia de practicas matematicas, activa un conglomerado formado por
situaciones-problemas, lenguajes, definiciones, proposiciones, procedimientos y argumentos,
articulados en lo que, en términos del EOS, se llama una configuraciéon de objetos primarios

Font et al. (2013).

Para explicar como emergen los objetos primarios, resulta muy util la metafora “subir
una escalera”. Cuando subimos una escalera siempre nos estamos apoyando en un pie, pero
cada vez el otro pie esta en un escalén superior. La practica matematica la podemos considerar
como “subir la escalera”. El escalon en el que nos apoyamos para realizar la practica usa una
configuraciéon de objetos primarios ya conocida, mientras que el escaléon superior al que
accedemos, como resultado de la practica realizada, puede generar nuevos objetos primarios

que no eran conocidos antes.

En el EOS, Font et al. (2013), se considera que el camino por el cual los objetos
matematicos emergen a partir de las practicas es complejo y deben ser distinguidos, al menos,
dos niveles. En un primer nivel, emergen los objetos primarios y después hay una segunda
emergencia que es el resultado de diferentes factores explicados en Font et al. (2013). Se trata
de la emergencia de una referencia global asociada a diferentes configuraciones de objetos
primarios que permiten realizar practicas matematicas en diferentes contextos; lo cual lleva a
entender que este objeto secundario se puede definir de diversas formas, representar de formas
diferentes, etc. El resultado, segun el EOS, es que se considera que hay un objeto, llamado en

este articulo derivada, que juega el papel de referencia global de todas las configuraciones.
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El EOS también asume el principio de que el conocimiento de un objeto, por parte de
un sujeto (ya sea individuo o institucion), es el conjunto de funciones semidticas que este sujeto
puede establecer en las que el objeto interviene como expresion o contenido. Ademas, la
correspondencia entre un objeto y el sistema de practicas donde tal objeto interviene se
interpreta como el significado de ese objeto (institucional o personal). Para delimitar los
significados de un objeto matematico, el EOS propone la herramienta denominada analisis de
sistemas de practicas (personales e institucionales) y las configuraciones de objetos primarios

involucradas en ellas (Godino, 2014; Godino & Batanero, 1994).

En Fontetal. (2013) y en Rondero y Font (2015) se explica que la nocién de complejidad
del objeto matematico secundario y la de articulacion de los componentes de dicha complejidad
juegan un papel esencial en la ensefianza y aprendizaje de dicho objeto. Entender la complejidad
del objeto secundario en términos de una pluralidad de significados, es resultado de la vision
pragmatista sobre el significado que se asume en el EOS. Desde un punto de vista pragmatista,
el significado de un objeto matematico (primario o secundario) se entiende como el conjunto
de practicas en la que dicho objeto interviene de una manera determinante (o0 no). Un objeto
matematico, que se ha originado como un emergente del sistema de practicas que permite
resolver un determinado campo de problemas, con el paso del tiempo queda enmarcado en
diferentes programas de investigaciéon. Cada nuevo programa de investigacion permite resolver
nuevos tipos de problemas, aplicar nuevos procedimientos, relacionar el objeto (y, por tanto,
definir) de manera diferente, utilizar nuevas representaciones etc. De esta manera, con el paso
del tiempo, aparecen nuevos subconjuntos de practicas (sentidos) que amplian el significado del

objeto secundario.

Para el objeto matematico secundario derivada, Pino-Fan et al. (2011) caracterizan su
complejidad mediante nueve configuraciones de objetos primarios: 1) tangente en la matematica
griega; 2) variacion en la edad media; 3) métodos algebraicos para hallar tangentes; 4)
concepciones cinematicas para el trazado de tangentes; 5) ideas intuitivas de limite para el calculo
de maximos y minimos; 6) métodos infinitesimales en el calculo de tangentes; 7) calculo de

fluxiones; 8) calculo de diferencias; y 9) derivada como limite.

En Pino-Fan et al. (2013) se utilizan estas nueve configuraciones para la reconstruccion
del significado global de la derivada, el cual es utilizado para valorar la representatividad del
significado pretendido en el curriculo de Bachillerato de México. La caracterizacién de la

complejidad de la derivada realizada en Pino-Fan et al. (2011) facilita tener elementos para
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diseflar cuestionarios que permiten caracterizar la comprensiéon de los estudiantes, futuros
profesores o profesores en servicio sobre la derivada (Pino-Fan et al., 2015). Galindo Illanes y
Breda (2023b), profundizan el estudio de los significados de la derivada en el caso de que este
objeto sea ensefnado a estudiantes de Ingenierfa Comercial. En este estudio, teniendo en cuenta
las herramientas del EOS que se acaban de presentar y los estudios previos realizados (pre
requisitos para este) en Galindo Illanes et al. (2022, 2023) y Galindo Illanes y Breda (2022b,
2022a, 2023a, 2023b) se busca presentar los resultados de un proceso de instruccion de la

derivada aplicado a futuros ingenieros comerciales en Chile.

6.7 METODOLOGIA
En este apartado se explica el contexto del estudio, los instrumentos de recoleccion de

datos y el analisis de los datos.
6.7.1 Contexto del estudio y participantes

Participaron en la investigacion 90 estudiantes de la carrera de Ingenierfa Comercial de
la Facultad de Economia y Negocio de una universidad chilena, con edades entre 19 y 20 afios.
El plan de estudios de Ingenierfa Comercial considera la asignatura de Calculo Aplicado a los
Negocios en el tercer semestre académico, y tiene como prerrequisito el curso de Algebra o

Métodos Cuantitativos.
Bases para una propuesta diddctica implementada

El plan de intervencion implementado considerd, para el desarrollo de la ensefianza de la

derivada, los siguientes aspectos:

d) Campos de problema. A partir del significado institucional pretendido y el analisis del
significado de referencia de Galindo Illanes y Breda (2023b), la propuesta consider6 los
campos de problemas sobre: tangentes (CP1), el calculo de derivadas a partir de reglas
y teoremas de derivacion (CP2), y aplicaciones de la derivada para el calculo de maximos

y minimos, y analisis de graficas de funciones (CP3).

e) Configuraciones epistémicas. La propuesta considerd las configuraciones epistémicas

caracterizadas y utilizadas por Galindo, Breda y Alvarado (2023), estas son:

iv) Configuracién Manipulativa, el estudiante trabaja con papel, regla y lapiz. El
lenguaje utilizado en esta configuracion es el caracteristico de los procedimientos

descriptivos y de la geometria analitica.
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) Configuracién Computacional, el estudiante dispone de notebook o celulares o
Tablet, internet, GeoGebra (version gratuita) y cédigo QR. El lenguaje y los

procedimientos son de tipo grafico, geométrico y descriptivo.

(vi)  Configuracion Algebraica, el estudiante dispone de notebook o celulares o
Tablet, internet, Software educativos como Symwbolab (version gratuita). El

lenguaje y procedimientos son de tipo simbélico y tabular.

f) Trabajo presencial de aula y trabajo auténomo fuera de aula. La trayectoria didactica
considerd sesiones en aula y sesiones fuera del aula, todas dirigidas por el docente de la
asignatura. Las sesiones de aula se desarrollaron en formato presencial y en los horarios
establecidos de clases. Sin embargo, las sesiones fuera de aula no tuvieron horario

establecido y consider6 el trabajo autbnomo del estudiante.
6.7.2 Desarrollo de la ensefianza

El programa de actividad curricular de Calculo Aplicado a los Negocios se desarrollé en 15
semanas, cada semana dispuso de 4 sesiones presenciales en aula, cada sesion tuvo una duracion
de 80 minutos. Ademas, cada semana dispuso de 2 horas de trabajo autbnomo, declaradas en el

programa curricular de la asignatura.

Las sesiones presenciales de aula se realizaron en los horarios establecidos para las clases
teodricas y practicas, las actividades consideradas fueron individuales y grupales colaborativas
favoreciendo el dialogo, la retroalimentacién y la consolidacion de los conocimientos adquiridos
por el estudiante durante su trabajo auténomo. Las sesiones fuera de aula fueron parte del
trabajo auténomo del estudiante e incluyeron actividades como visualizar videos educativos, leer

apuntes tedrico-practicos y realizar las tareas disponibles en la plataforma virtual Moodle.

La secuencia de tareas implementadas correspondi6 al estudio de la derivada de funciones
reales, a través de los campos de problemas CP1, CP2 y CP3. Para el desarrollo de la ensefianza
se contemplaron 5 semanas de clases, la temporalizacion y planificacion fue una adaptacion de

Galindo Illanes et al. (2023), descritas en la Tabla 21:

Tabla 21. Temporalizacién y Planificacién del estudio de los Campos de Problemas

Semana CP Sesiones Presenciales Tiempo SP Sesiones Trabajo = Tiempo TA
(SP) Autonomo (TA)

1 1 1-4 320 minutos 1 120 minutos

2 1 5-8 320 minutos 2 120 minutos
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3 2 9-12 320 minutos 3 120 minutos
4 3 13-16 320 minutos 4 120 minutos
5 3 17 - 20 320 minutos 4 120 minutos

Nota: Adaptacion de Galindo Illanes et al. (2023).

La planificacién del estudio de los campos de problemas de la derivada, contemplados en el

programa de la asignatura, contemplaron veinte sesiones presenciales de aula y 8 sesiones de

trabajo autobnomo fuera de aula, en un periodo de cinco semanas. En la Tabla 22 se presenta

una adaptacion de las actividades descritas en Galindo Illanes et al. (2023).

Tabla 22. Temporalizacién y Planificacion del estudio de CP1, CP2 y CP3

Sesibn | SAWPOde  Accibn oy de ta accion Configura
Presenci  Problemas  gidactic Jetivo cle 2 acclo Lenguajes onugtrac
didactica iones
al (SP) (CP) a
Tabular Manipulativ
Obtencién de la pendiente de Geométrico as
1 CP1 Tarea la recta tangente mediante Grafico Computacio
SP1 aproximaciones  por la nal
pendiente de rectas secantes. Descriptivo
Geométrico ~ Manipulativ
34 CP1 Tarea Identificaciéon de la recta Grifico as
SP2 tangente a una curva. Computacio
Descriptivo nal
Interpretacién geométrica de )
Tatca la derivada en un punto  gimpslico rC101mputaC10
5-6 CP1 Sp3 particular. (Se utiliza una ) a
aproximacién intuitiva a la Grafica Algebraica
nocion de limite)
Articulacion de la derivada de
una funcién en un punto yde Tabular
la funcién derivada. , Computacio
Tarea Grafica nales
7 CP1 SP4 (Consolidar  utilizando la L. , ...

L . Simbdlico .
nocién de derivada como Algebraica
limite de tasas medias de Descriptivo
variacion de la funcién)

Tarea Aplicacién de la funcién Computacio
8 CP1 derivada  (Utilizando  la  Simbélico bu
SP5 nales

definicién de limite)
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CP2

Tarea

SP6

Definicién del Algebra de las
derivadas:

Si f y g funciones reales no
nulas y ¢ € R — {0}, entonces:

) (ftg)' =)=

(9)' Simbdlico

by (¢ f) =c-(f)

O ()= g+f
g I

) (f/g) =
(f'-g—1-9)/(9)*

Algebraica

10

CP2

Tarea
SP7

Derivadas de las funciones:

e f(x)=x"Vne
R,
y x~" bien definidas
e f(x)=e*XVxeR
. fO0=
In(x),vx >0
(Se  mencionan en el
programa como reglas de
derivadas) Grafico

le

Simbdlico

Aplicaciéon del dlgebra de
derivadas para calcular la
derivada de otras funciones
construidas mediante
operaciones aritméticas entre
la funcién  exponencial
natural, logaritmo natural y
polinomios.

Computacio
nal

Algebraica

11

CP2

Tarea
SP8

Derivada de una funcién
compuesta (Regla de Ia

cadena).

Aplicaciéon  al  cdlculo de Simbolico
derivadas de otras funciones Grafico
compuestas por funciones
polinémicas, exponenciales y
logaritmicas.

Computacio
nal

Algebraica

12

CP2

Tarea
SP9

Aplicacién de las reglas de

derivacion y algebra de las  Simbélico
derivadas para el calculo de

costos marginales e ingresos

marginales.

Algebraica

13

CP3

Tarea
SP10

Articulacion de la
interpretacion geométrica de  Grafico
la derivada y el criterio de la
primera  derivada  para
extremos relativos.

Simbdlico

Computacio
nal
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Aplicacién del criterio de la

Tarea primera der/iv.ada A Grafico '
14 CP3 SP11 problemas  clasicos de Algebraica
optimizacién de funciones Simbodlico
reales y econémicas.
Aplicaciéon de la primera
detivada al anilisis de la Computacio
15 CP3 Tatea monotonia de  funciones Simbodlico aal
SP12 reales y econémicas,  Grafico '
orientada al trazado de Algebraica
curvas.
Aplicacién del criterio de la
segunda derivada a Grif
i rafico
16 CP3 Tarea pro.ble.maS, clasicos ' de Algebraica
SP13 optimizaciéon de funciones  Simbglico
reales y funciones
econémicas.
Aplicaciéon de la segunda
derivada al anilisis de la
Tarea COIl.C?lVIda(?l (hacia arrlba Y Geométrico Computacio
17 CP3 Sp14 hacia abajo) de funciones ) nal
reales y cconbémicas, Grafico
orientada al trazado de
curvas.
Aplicacién de la derivada a la
18 CP3 Tarea optimizacion del costo en }a Descriptivo Manipulativ
SP15 construccién de una caja sin
tapa.
Modelamiento de la funciéon — Geométrico
Tarea . .
19 CP3 SP16 costo para la construccionde Algebraica
una caja sin tapa. Simbolico
Apl.ica.cio'r} ’de ila 1derivada a ia Computacio
optimizacién del costo en la . . .. nal
20 CP3 Tarea  construccion de una caja sin Simbdlico
SP17 tapa. Algebraica
Sesion Campo d e
po de
Trabajo problemas cﬁ;:;l;?c Obijetivo de la accion Lenguajes Configurac
Auténo a didactica iones
mo (TA) (CP)
Estudio del manuscrito
tedrico-practico  del curso,
que considera la. Computacio
1 CP1 Tarea construccién de la ecuacién Simbolico nal
TA1 de una recta tangente a una  Grafica )
curva. Aplicaciéon de la recta Algebraica

tangente  a  problemas
econ6émicos.
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Tabular

Tatca Aplicacion de la Grafica Computacio
2 CP1 TA2 interpretacion geométrica de i nales
la derivada. Simbolico Algebraica
Descriptivo
Estudio del manuscrito .
Tatea tedtico-practico del curso, Computacio
3 CP2 TA3 que considera el calculo de Simbélico nal
derivadas  utilizando el Algebraica
algebra de derivadas.
Estudio del manuscrito
tedrico-practico del curso, Computacio
4 cP2 Tarea que cons1dera' el uso de las Simbslico nal
TA4 reglas de derivadas para el )
calculo de funciones Algebraica
marginales.
Estudio del manuscrito
tedrico-practico  del curso, Computaci
que considera la aplicaciéon Simbélico nzﬁ putacio
Tarea del criterio de la primera y ,
> CP3 TA5 segunda derivada a Grifico Algebraica
problemas clasicos de
optimizacién de funciones
reales y econémicas.
Estudio del manuscrito
teor1co—pract1co d.el .C}lI'SO, Simbélico Computacio
Tarea que considera la aplicacién de nal
6 CP3 la primera derivada para el Grafico .
TAG6 s J Algebraica
analisis de la monotonia de
funciones reales y
econdémicas.
Estudio del manuscrito Computaci
tedrico-practico  del curso, Simbélico n; putacio
Tarea que considera la aplicacién de ,
7 CP3 TA7 la segunda derivada para la Grafica Algebraica
optimizacién de funciones
reales y econémicas.
Estudio del manuscrito
teor1co—Pract1co d.el f:}lISO, Simbslico _Cornputac
Tarea que considera la aplicacion de ional
8 CP3 los criterios de primera y Grafica .
TAS8 Algebraica

segunda derivada para la
optimizacién de funciones
econémicas.

Nota: Adaptacion de Galindo Illanes et al. (2023).

Para comenzar el estudio de la derivada, es fundamental construir previamente el

concepto de la recta tangente a una curva considerando las concepciones cartesiana y euclidiana
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(Galindo Illanes et al., 2022) es por ello que durante las sesiones presenciales de 1 a 4 (tareas
SP1y SP2), y la sesiéon de trabajo autéonomo 1 (tarea TAl) se propuso a los estudiantes resolver
tareas que les permitié ampliar la concepcion euclidiana (la tangente solo corta a la grafica en un
punto) a la cartesiana, mediante la construccion de la recta tangente como limite de rectas
secantes (Galindo Illanes et al., 2023). Ademas, con la intencién de tematizar el esquema de
recta tangente —esto es, que el esquema pueda ser considerado una totalidad coherente o, en
términos del EOS, que el objeto resultante de la tematizacién sea un objeto que se sitia en el
segundo de los dos niveles de emergencia de los objetos considerados en el EOS. Es decir, se
trata de la emergencia de una referencia global asociada a diferentes configuraciones cognitivas
desarrolladas por los alumnos (Font et al., 2016)—, se consideraron aplicaciones econémicas,
relacionando el concepto de pendiente de la recta secante con el de costo medio y el concepto
de costo marginal como la aproximaciéon de los costos medios calculados, destacando su

equivalencia con la pendiente de la recta tangente (Galindo Illanes et al., 2022).

Con el propésito de relacionar la pendiente de la recta tangente a una curva con la
derivada de la funcién en el punto de tangencia, las sesiones presenciales 5y 6 (Tarea SP3) se
enfocaron en el proceso de la identificaciéon de la tendencia de las pendientes de las rectas
secantes con la derivada de la funcién en el punto de tangencia (Galindo Illanes et al., 2023). En
la sesiéon 2 de trabajo auténomo (Tarea TA2) se consolidé la interpretacion geométrica de la
derivada, fortaleciendo el vinculo entre la pendiente de la recta tangente y la derivada en un

punto.

Posteriormente, se articulé la derivada de una funcién en un punto y su funcién
derivada, a través de la sesion presencial 7 (Tarea SP4), que promovié el transito entre las
representaciones grafica, tabular y analitica de f7, la expresioén simbélica de la funcién f(x) era
conocida y se construy6 la funcién que cumplia todas las pendientes de las rectas tangentes, ésta
correspondi6 a la expresion simbolica de f'(x) (Font, 2005), entre las tareas desatrolladas se
considerd el problema propuesto por Galindo y Breda (2023b). Después se generalizé la
funcién derivada como la funcién que a cada valor le hace corresponder la pendiente de la recta
tangente a la grafica de f en el punto (x, f(x)). Finalmente, a través de la manipulacién de un
applet de GeoGebra, se esperd que el estudiante interpretara la funcion derivada f'(x) como la
funcién cuyas imagenes, Yo = f'(X,), correspondian a las pendientes de las rectas tangentes a

la funcion f en x.
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Las sesiones presenciales 8—9 (tarea SP5, SP6 y TA3) tenfan el propésito de establecer
la representacion simbolica de la funcién derivada y el algebra de ésta. Para ello, se utilizé un

lenguaje mayormente simbdlico y la configuracion fue algebraica.

Las sesiones presenciales de 10—12 (tarea SP7, SP8, SP9, TA3 y TA4) tenfan por
proposito establecer y aplicar las reglas de derivacion. Si bien, al establecer las reglas de
derivacion, el lenguaje fue mayoritariamente simbolico, también se utiliz6 un lenguaje grafico, a
través de un applet de GeoGebra que permitié visualizar graficamente la funcién derivada.
Ademas, se propuso a los estudiantes aplicar el algebra de derivadas al calculo de funciones

marginales, utilizando configuraciones algebraicas y un lenguaje simbolico.

En las sesiones presenciales de la 13—15 (Tarea SP10, SP11, SP12, TA5 y TAG) se
establecié una articulaciéon entre la interpretaciéon geométrica de la derivada y el criterio de la
primera derivada, a través del analisis de la monotonia de una funcién real. Utilizando un
lenguaje mayoritariamente grafico y en menor medida simbdlico. La configuracién fue
computacional gracias a la integracion de un applet de GeoGebra. Finalmente, se estableci6 los
criterios de la primera y segunda derivada para la resolucién de problemas de optimizacion de
funciones reales y econémicas, ademas de aplicar la primera derivada al trazado de curvas de

funciones reales y econémicas.

Las sesiones presenciales 16—17 (Tarea SP13, SP14, TA7 y TAS8) tuvieron como
proposito aplicar el criterio de la segunda derivada a problemas clasicos de optimizacion de
funciones reales y econémicas. Su lenguaje fue grafico y simbdlico, y las configuraciones fueron

algebraicas.

Finalmente, las sesiones de 18—20 tuvieron como propdsito, consolidar de manera
manipulativa la aplicacion de los criterios de primera y segunda derivada para la optimizacion
de una funcién costo (SP15, SP16, SP17). Utilizando un lenguaje mayoritariamente grafico y
geométrico, y en menor medida simbélico y descriptivo. La configuracién fue computacional,

manipulativa y algebraica.
6.7.3 Instrumentos de recoleccion de datos

Durante la implementacion de las actividades y al finalizar cada campo de problemas se
aplic6 un instrumento evaluativo que permiti6 realizar un analisis exploratorio del aprendizaje
de los estudiantes. A continuacién, por motivos de espacio se presentan tres tareas, una para

cada campo de problemas. Para la realizacién de estas tareas, el estudiante dispone de nofebook,
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internet, GeoGebra (version gratuita) y Symbolab (version gratuita). El lenguaje y los
procedimientos son de tipo grafico, descriptivo y simbolico. Por lo que las configuraciones

presentes son de tipo computacional y algebraica.

La pregunta del campo de problemas 1, proporcioné informacién en torno al
conocimiento del estudiante sobre tangentes, ya que durante el desarrollo de las tareas deberfan
usar la configuracién de recta tangente asociada al significado geométrico de la derivada en un

punto para dar respuesta a las preguntas del enunciado (Figura 19).

Tarea 1. Se sabe que la funciéon Ingreso (I) esta dada por I1(q) = q%, con q = 0, donde q
representa unidades.

Se sabe que la grifica de la funcién Ingreso (I) es:

Grifico 1: Funcion Ingreso (1(q))

y la grafica de la funciéon Ingreso Marginal es:

-4 2 o0 2 4

(]

Grifico 2: Funcién Ingreso Marginal
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a) Justificando adecuadamente determine la pendiente de la recta tangente a la funcién ingreso
enq=1,q=4yq=0.

b) Determine la ecuacién de la recta tangente a la funcién ingresoenq =4y q = 0.

¢) Determine donde el Ingreso Marginal es positivo, negativo o igual a 0. Considerando que
se trabaja con unidades.

d) Explique con sus propias palabras el comportamiento de la funcién Ingreso y su relacion con

la grafica del ingreso marginal.

Figura 19. Tarea 1 aplicada a los estudiantes al finalizar el campo de problemas sobre tangente (CP1)
Fuente: (Galindo Illanes et al., 2023).

En esta tarea se esperaba que el estudiante en a) analizara el grafico de la funcién ingreso
marginal y estableciera que las pendientes de las rectas tangentesenq = 1, =4y q = 0, son
Mg=1 =2, Mgy =8, Mg—o = A. Ademas, darse cuenta de que la funcién ingreso marginal
corresponde a la derivada de la funcién ingreso, por lo que su grafico le provee la informacion
necesaria para establecer las pendientes de las rectas tangentes. En b) se espera que para
construir la ecuacion de la recta tangente en q = 4, el estudiante utilice mg—, =8 y del grafico
de la funcién ingreso obtenga I(4) = 16. Con esta informacion, la ecuacion de la recta tangente
ala funcién ingreso es: [ = 8q — 16). En ¢) el estudiante debe analizar la grifica de la funcién
ingreso marginal y concluir que sélo es positiva para ¢ > 0 y no estd definida para g < 0.
Finalmente, el estudiante debe mencionar la relacién que existe entre la monotonia de la funcién
ingreso y su derivada, es decir, para ¢ > 0 la funcién ingreso marginal es positiva y en

consecuencia la funcién ingreso es creciente.

A continuacién, la pregunta asociada al campo de problemas 2, proporciond
informacién en torno a la aplicacion de las reglas de derivacion en el calculo de funciones

marginales, utilizando configuraciones algebraicas y un lenguaje simbolico (Figura 20).

Tarea 2. Considere la siguiente funcién costo e ingreso en unidades monetarias [UM]:

4 3 2
_q 2q° 1lq
Clg) = 2 T3 >

+ 12q

(@) 3+—2 + 40

rq)=q q
5q2

a) Calcule e interprete el costo marginal (C'(q)) v el ingreso marginal (r'(q)) de producir la unidad
numero 11. No olvide indicar el algebra de derivadas utilizadas y las reglas de derivacion.

b) Luego de realizar los cilculos en a), ¢Es conveniente producir la unidad numero 117

Figura 20. Tarea 2 aplicada a los estudiantes al finalizar el campo de problemas sobre calculo de
derivadas a partir de reglas y teoremas de derivacion (CP2)

Fuente: Elaboracion de las autoras.
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En esta tarea, se esperaba que el estudiante aplicara el algebra de las derivadas y derivadas
de las funciones elementales (llamadas reglas de derivacion) para el calculo del costo marginal y
del ingreso marginal, ademas deberfa indicarlas en orden a medida que fueron utilizadas. Por
ejemplo: Considerando f y g funciones reales continuas, ¢ y 1 una constante real, n # —1.

!

r'(q) = (q3 + 2 + 40q)

5q?
37 2\ , Algebra de la derivada
= (@) +(57) +(00)
f+a9) =)+ Q)
Algebra de la derivada

3y/ 2 =2/ !

= (@) +£(@7%)" +40(q)

(c-f)=c-(f)

, 2 3 Regla de derivadas
=3q +§-—2-q +40-1

(x") =n-x"1

Inoreso marginal , 4
& & T(q)=3q2—5—q3+4-0

Después, para determinar si es conveniente producir la unidad numero 11. Se esperaba

que el estudiante evaluara las funciones marginales del ingreso y costo en g = 10, para poder

predecir la conveniencia de la produccién de la unidad numero 11. Es decir,
’(10) = 3102 i +40 = 424999
TR 5103 ' 1250

c'(10) =103 +2-10>—-11-10+ 12 = 1102

El estudiante deberfa concluir que, como ¢’ (10) > r'(10), no es conveniente producir

la unidad nimero 11.

Finalmente, se presenta una de las preguntas del instrumento que se aplicé al finalizar el
campo de problemas 3. Esta pregunta nos permitié analizar la comprension del estudiante en
torno a la relacion que existe entre la representacion grafica de la funcion y de su derivada f7, a

través del criterio de la primera derivada para extremos relativos y el analisis de la monotonia

(Figura 21).
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Tarea 3. Para un producto la funcién de ingtreso es 1(q) = 450q — 4% vy la funcién de costo
total es ¢(q) = 0.004g3 + 20g + 5000 . Determinar:

a) La monotonia de la funcién utilidad.
b) ¢A qué nivel de produccion se maximiza la utilidad y cudl es la utilidad maxima?

¢) Con la informacién obtenida, realice un bosquejo de la funcién utilidad.

Figura 21. Tarea 3 que se aplico a los estudiantes al finalizar el estudio del campo de problemas
aplicaciones de la derivada para el calculo de maximos y minimos, y analisis de graficas de funciones

(CP3)
Fuente: Elaboracion de las autoras.

En este problema se espera que el estudiante modele la funcion utilidad, es decir:
U(q) = —0.004q> — 4g* + 430q — 5000, ¢ =0
Después se espera que derive la funcion utilidad y analice para qué valores reales de q:
U'(q) =0, U'(q) >0, U'(q) <0

Esto permiti6 al estudiante determinar la monotonia de la funcién utilidad, vy,
posteriormente, aplicar el criterio de la primera derivada para extremos relativos, obteniendo de
esta forma el nivel de produccion que maximiza la utilidad y la utilidad maxima. Finalmente,
con la informacién de la monotonia de la funcién utilidad y los extremos relativos, el estudiante

pudo realizar un bosquejo de la grafica de la funcion.
6.7.4 Método de analisis

Al finalizar la implementacion, después de aplicar los instrumentos evaluativos, se realizé un
analisis de tipo mixto (Johnson & Onwuegbuzie, 2004). Usando la nocién de configuraciones
de los objetos primarios del EOS, se cuantificd, para cada uno de los objetos primarios, la
cantidad de acciones correctas (frecuencia) relacionadas a las resoluciones de los estudiantes en
los problemas propuestos. Por otra parte, desde el punto de vista cualitativo, fue posible
identificar las respuestas y argumentos correctos e incorrectos de los estudiantes al resolver las

tareas propuestas.

6.8 ANALISIS Y RESULTADOS
A continuacion, se presentan algunos resultados obtenidos a partir del analisis de las
respuestas de los 90 estudiantes de Ingenierfa Comercial. Ademads, se muestran evidencias

(imagenes de respuestas) de los procedimientos y argumentos de algunos estudiantes.
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La Tabla 23 explicita los resultados de la Tarea 1. Se observa que el 93% de los
estudiantes identifica la relaciéon entre la funcién ingreso y su marginal, y, por consiguiente, se
puede inferir que comprenden que la funcién ingreso marginal proporciona las pendientes de
las rectas tangentes. Ademas, se observa que el 78% identifican las pendientes de las rectas
tangente a la funcioén ingreso, a partir de la funcién ingreso marginal. Finalmente, el 42% de los
estudiantes, para el analisis de la monotonfa de la funcién ingreso, justifica correctamente el

vinculo que existe entre la funcién ingreso marginal y la funcién ingreso.

Estos resultados indican una mejora en la construccién de la concepcidn cartesiana de la
recta tangente, el aprendizaje de la relacion que existe entre la recta tangente a una curva con la
interpretacion geométrica de la derivada y la aplicacion de la derivada en el analisis marginal,
superando de esta forma algunas de las dificultades evidenciadas por las investigaciones previas

(Biza & Zachariades, 2010; Galindo Illanes et al., 2022; Orts Mufioz et al., 2016; Santi, 2011).

Tabla 23. Frecuencia de aciertos de la Tarea 1 (n=90)

Acciones para los problemas Objetos Frecuencia Frecuencia
sobre tangentes (CP1) primarios relativa (%)

ahonliita

Justifica correctamente el vinculo que
existe entre la funcién ingreso marginal

. & i & Argumento 84 93
y la funcién ingreso, para el calculo de

rectas tangentes.

Relaciona correctamente la pendiente
de la recta tangente a la curva con la L

_ sette Definicién 84 93
derivada de la funcién en el punto de

tangencia.

Identifica las pendientes de las rectas .,
P . Representacion 70 78
tangentes a la funcién ingreso.

Utiliza correctamente la formula de la L
., . Procedimiento 65 72
ecuacion de la recta punto-pendiente.

Justifica correctamente el vinculo que
existe entre la funcién ingreso marginal
L 8 o g Argumento 38 42
y la funcién ingreso, para el analisis de

la monotonia de la funcién ingtreso.

Nota: elaboracién de las autoras.

En la Figura 22 se observa que un estudiante identifica las pendientes de las rectas

tangentes observando la funcién ingreso marginal, es decir, conoce el vinculo existente entre la
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funcién ingreso y su marginal. Ademas, construye correctamente las ecuaciones de las rectas

tangentes a la funcion ingreso.

X=0O A=A
_ 3 i *’
LN =@ C'(’o\sji My=g = .—3> ’%f:(f'\'."ﬂ myx=A =A
Y-u4=-3F(r-CN) [\ y—0=-3(x0) Y= ) = A (x-A)
y — =it V-0 =l -Bx +o 2 = RiT A
O =53 v =3

Figura 22. Desarrollo correcto de un estudiante en la construccién de la recta tangente a la funcién
ingreso

La Figura 23, muestra que, si bien el estudiante comprende que la grafica de la funcién
derivada le proporcionara las pendientes de las rectas tangentes, ain presenta algunas
ambigiiedades al momento de definirla, manifestando que “Derivada es lo mismo que
pendiente”. Se trata de una ambigtiedad tipica de este tema (derivada se puede referir tanto a la
funcién derivada como a la derivada en un punto), que normalmente se desambigua por el
contexto, que suele estar relacionada con el lenguaje utilizado por el profesor al momento de
explicar la definicion de derivada, por ejemplo, al utilizar expresiones metaféricas o un lenguaje
simplificado para facilitar la comprension del estudiante (Lobner, 2013); o bien, puede estar
relacionada con la dificultad del estudiante por no poder manejar esta disparidad de significado

que tiene el propio sujeto al momento de interpretar el término derivada (Godino et al., 2007).

[ 1
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e v M N TSy, Mot
g pof0 €0 devo Vo mu dodo 10 { y W
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Figura 23. Ambigtiedad de un estudiante al referirse a la derivada

La Figura 24, muestra que un estudiante, encuentra la funcién algebraica que corresponde
a la grafica de la funcién ingreso, después de eso obtiene su derivada, utilizando las reglas de
derivacion y construye las ecuaciones de las rectan tangente solicitadas. Esto indica que el
estudiante comprende que la derivada le proporcionara las pendientes de las rectas tangentes

que necesita, sin embargo, no vincula la derivada del ingreso con su marginal.
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Figura 24. Desarrollo algebraico de un estudiante en la construccién de la recta tangente a la funcién
ingreso

La Figura 25 muestra la justificacién de un estudiante, en torno al vinculo que existe entre

la funcién ingreso marginal y la funcién ingreso, para el analisis de la monotonia de la funcién

ingreso. Sin embargo, se observa una imprecision en la definicién de punto critico.

Figura 25. Justificacién de un estudiante del comportamiento de la funcién Ingreso y su relacién con
la grafica del ingreso marginal

La Tabla 24 presenta los resultados de la Tarea 2 que contestaron los estudiantes de
Ingenierfa Comercial, se observa que el 97% identifica y el 94% aplica de manera correcta el
algebra de las derivadas. Ademas, que el 89% identifica y el 78% aplica correctamente las reglas
de las derivadas de las funciones elementales. Sin embargo, sélo el 44% de los estudiantes aplico
correctamente la derivada en el analisis marginal y tomaron la decisién correcta. Estos resultados
indican que las actividades realizadas en el disefio instruccional permitieron que los estudiantes
realizaran correctamente el calculo de derivadas a partir de reglas y teoremas de derivacion. Sin

embargo, se observan dificultades al aplicar la derivada para la toma de decisiones.

Tabla 24. Frecuencia de aciertos de la Tarea 2 (n=90)

Acciones para los problemas . Frecuencia .
Obijetos Frecuencia

sobre calculo de derivadas a partir de primarios absoluta  relativa (%)

reglas y teoremas de derivacion (CP2)
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Indica correctamente el algebra de las
derivadas utilizadas para el calculo de las

funciones marginales.

Proposiciones

87

97

Aplica correctamente el dlgebra de las
derivadas en el calculo de funciones
marginales.

Procedimiento

85

94

Indica las reglas de derivacién utilizadas
para el calculo de las funciones marginales.

Proposiciones

80

89

Aplica

derivacion en el calculo de

correctamente las reglas de
funciones

marginales.

Procedimiento

70

78

Evalaa el costo marginal en ¢ = 10, para
tomar una decision en torno a la unidad
numero 11.

Procedimiento

40

44

Evalua el ingreso matginalen ¢ = 10, para
tomar una decision en torno a la unidad
numero 11.

Procedimiento

40

44

Justifica correctamente que es conveniente
producir la unidad namero 11.

Argumento

40

44

Nota: elaborado por las autoras.

La Figura 26 ejemplifica la construccion, de un estudiante, de la funcién costo marginal,
indicando las reglas de las derivadas de las funciones elementales y algebra de la derivada de

manera correcta. Es decir, el estudiante aplica la derivada para la obtencién de las funciones de

costo e ingreso marginales.

¢
=

v

Figura 26. Procedimiento de un estudiante para la obtencion del costo marginal

La Figura 27 muestra la interpretacion correcta de la funcién costo marginal e ingreso

marginal, al evaluarse en ¢ = 10. Al estudiante se le solicita predecir para la unidad numero 11
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port lo que decide evaluar en la unidad 10, es decir, el estudiante aplica la derivada en la funcién

de costo e ingreso marginales e interpreta correctamente.

Figura 27. Interpretacion de las funciones de costo marginal e ingreso marginal al evaluar en =10
La Figura 28 expone la justificacion correcta en la toma de decision en torno a la
produccién de la unidad nimero 11, para ello el estudiante utiliza el costo marginal e ingreso

marginal evaluado en g = 10.

Y | ' i b=re
L-“D.-; :mnww“' produad 0 ondod o8 AA

'i\nm\dodguwo\qmo-\ ewlaol ,
Lo Mmooy m&xmm\n woe  peadada Qa,,

"’."’"l"""" | N TR
i ‘ | .

i &‘ .

Figura 28. Justificacién de no producir la unidad nimero 11

La Tabla 25 presenta los resultados de la Tarea 3 que contestaron los participantes, se
observa que el 98% de los estudiantes modela correctamente la funcion utilidad y determina su
derivada aplicando las reglas y teoremas de derivacion, el 78% identifica los valores criticos y el
76% identifica los intervalos donde U’(q) > 0 y U’(q) < 0. Los errores observados son
mayoritariamente aritméticos y de algebra basica, es decir conocimientos previos. E1 70% de los
estudiantes aplica correctamente la derivada para el analisis de la monotonia de la funcién, sin
embargo, solo el 56% comprende que los valores criticos son posibles extremos y el 53% que
deben ser analizados utilizando el criterio de la primera derivada para extremos relativos.
Finalmente, s6lo el 39% de los estudiantes realizo6 el bosquejo de la grafica de la funcién utilidad.
Los resultados indican que, si bien los estudiantes aplican la derivada para el cilculo de maximos

y minimos y analisis de graficas de funciones, todavia se observan limitaciones, producto de la
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complejidad de los objetos matematicos necesarios para construir la derivada, especificamente,

funcion real, grafico de funciones reales y ecuaciones.

Tabla 25. Frecuencia de aciertos de la Tarea 3 (n=90)

Acciones para los problemas sobre Frecuencia
aplicaciones de la derivada para el calculo Objetos Absoluta Frecuencia
de maximos y minimos, y analisis de primarios relativa

graficas de funciones (CP3)

Modela correctamente la funcion utilidad. Definicidon 38 98

Determina la derivada de la funcién utilidad,
utilizando correctamente las reglas y algebra  Proposiciones 88 98
de las derivadas.

Determina correctamente los valores de q en

Procedimient 70 78

el dominio, tal que U’(q) = 0 rocedimiento
Determina correctamente los valores de q en .

. , Procedimiento 68 76
el dominio, tal que U’(q) > 0
Determina correctamente los valores de q en .

.. , Procedimiento 68 76
el dominio, tal que U’'(q) < 0
Rela'clc?na correctamerte U(q) >0 con el Proposiciones 63 20
crecimiento de la funcién utilidad
Relaciona correctamente U’(q) > 0 con el .
decrecimiento de la funcién utilidad Proposiciones 63 70
Relaciona los valores de q tales que U’(q) =
0 con los posibles extremos de la funciéon  Proposiciones 50 56
utilidad.
Aplica correctamente el criterio de la primera
derivada para determinar el nivel de .
produccién en el que se alcanza la utilidad Proposiciones 48 >3
maxima.
D.eFerrmna/ .]ustlﬁcando correctamente la Argumento 48 53
utilidad maxima
El bosquejo realizado desctibe correctamente
la. monotonia y extremos de la funcién Procedimiento 35 39

utilidad.

Nota: Elaboracion de las autoras.
La Figura 29 muestra la expresion simbolica correcta de la funcion utilidad y su derivada.
Es decir, el estudiante comprende que para optimizar la funcion utilidad requiere trabajar con

su funcién derivada.
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Figura 29. Funcién utilidad y su derivada construida correctamente por un estudiante

La Figura 30 muestra la obtencién de los valores criticos resolviendo la ecuacion generada
al igualar a cero la derivada de la funcién utilidad. Es decir, el estudiante conoce la definicién de
puntos criticos y resuelve correctamente una ecuacion de tercer grado utilizando algebra basica,

debemos observar que la funcién derivada no presenta discontinuidades.

Figura 30. Obtencién de los puntos criticos de la funcién utilidad

La Figura 31 muestra la respuesta de un estudiante sobre la produccién y venta de
1.000.000 para alcanzar la utilidad maxima. Es decir, el estudiante aplica correctamente la

derivada para la optimizacién de funciones econémicas.

Figura 31. Justificacion de la optimizacién de la funcién utilidad
6.9 CONCLUSIONES
El objetivo de ese articulo fue presentar los resultados de la implementacién de un
disefio instruccional de ensefianza de la derivada para futuros ingenieros comerciales en Chile.
Dicho disenié pretendia presentar una cierta complejidad del objeto derivada, mediante el
estudio de diversas configuraciones de objetos primarios: tangentes, aplicaciones de la derivada
para el calculo de maximos y minimos, analisis de graficas de funciones, y el calculo de derivadas

a partir de reglas y teoremas de derivaciéon. Ademas, se incorporé el uso de las TIC en las
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diversas tareas, favoreciendo el tratamiento y la conversion entre los lenguajes escrito, numérico,

grafico y simbolico (Galindo Illanes et al., 2023; Galindo Illanes & Breda, 2023b).

Los resultados evidencian que los estudiantes que participaron de esa implementacion,
aunque presentaron algunas limitaciones, tales como la dificultad en el bosquejo de la funcién
utilidad o la aplicacion de la derivada para la tomada de decisiones, aprendieron la relacion entre
la tangente a una curva y la interpretacion geométrica de la derivada y la aplicacion de la derivada
en el analisis marginal, mostrando, ademas, una mejora en la construcciéon de la concepcion

cartesiana de la recta tangente.

Esos resultados estan directamente relacionados con los aspectos innovadores de esta
investigacion. Bl primer aspecto fue la utilizacion transversal, en toda la unidad didactica, de
recursos TIC (applets, GeoGebra, c6digos QR). El segundo aspecto fue el tiempo dedicado, en la
programacion, a la interpretaciéon geométrica de la derivada, una vez que fue esa nocion la que
permiti6 a los estudiantes resolver una mayor variabilidad de problemas presentes en la carrera
de Ingenierfa Comercial, tales como los de optimizacién. Ademas, fue a partir de la
interpretaciéon geométrica de la derivada que los participantes elaboraron de forma global la
construccion del concepto de la derivada. El tercero aspecto fueron los problemas de aplicacion.
En esta investigaciéon se ha trabajado, por ejemplo, grafica de funciones y optimizaciéon de
funciones vinculados al contexto de Economia y Negocios. Dicho en términos de los criterios
de idoneidad didacticos, el disefio puso el énfasis en el criterio epistémico, el mediacional y el
ecolégico y los resultados de la implementacion muestra que se consiguid, en un grado
razonable, el criterio cognitivo, contrariamente a los criterios que los profesores de matematicas
de facultades de ingenierfa en el Peru utilizan (Garcés et al. 2021; 2022). En particular los
estudiantes han construido un significado de la derivada con diferentes significados parciales
bien conectados, que les permite una cierta competencia para resolver tareas relacionadas con

su profesion.

Una de las limitaciones del estudio fue el insuficiente tiempo destinado al desarrollo de
las tareas por parte de los participantes, dado que ellos no tenfan todos los conocimientos
previos necesarios para la comprensiéon de los nuevos conceptos. Por ejemplo, para que el
estudiante pudiera realizar una tarea sobre la interpretacion geométrica de la derivada, fue
necesario destinar tiempo para retomar conocimientos previos sobre funciones. Otra limitacion
se ha dado por las fallas de conexion con la internet, dificultando la accesibilidad de los alumnos

al material, ya que deberfan conectar sus méviles a los codigos QR para accederlos.
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Como perspectiva futura, esta investigacion muestra que, para una mejor formacion de
ingenieros comerciales, entendida en términos de que sean competentes en la aplicacion de las
derivadas a problemas relacionados con su profesién, se hace necesario un cambio en los
programas de estudio de las asignaturas que incluyen la ensefianza de la derivada, a fin de que
estos contemplen explicitamente una mas completa y significativa variabilidad de campos de
problema, incorporando la complejidad de la derivada, en particular, su interpretacion
geométrica, dado que es la nocién que mas se utiliza en la Ingenierfa Comercial. En particular
la implementacion realizada muestra que es posible implementar este tipo de ensefianza de la
derivada. Ademas, se hace necesario un proceso de formacion de los profesores que forman a
esos futuros ingenieros, habilitindolos en la ensefianza de los diferentes significados de la
derivada, sus diferentes campos de problemas, representaciones, procedimientos, argumentos,

proposiciones y aplicaciones contextuales junto a los recursos TIC.
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CAPITULO 7. CONCLUSIONES FINALES

7.1 CONCLUSIONES CON RELACION A L.OS OBJETIVOS
En la memoria se muestra un estudio sobre la derivada que incorpora el estudio previo,
el disefio y la implementacién de una secuencia de ensefianza aplicada en un curso de Ingenierfa
Comercial de segundo afio para la asignatura de Calculo Aplicado a los Negocios de una
universidad privada chilena. Ademas, se determina el significado personal adquirido por los
estudiantes. En el Capitulo 1 se plante6 un objetivo general y cuatro objetivos especificos. El

objetivo general propuesto se expreso en los siguientes términos:

Analizar un proceso de instruccion de la derivada para estudiantes de Ingenieria Comercial que considere

el contexto, el tipo de estudiantes y el marco tedrico en el que se fundamenta la investigacion.

Se ha pretendido dar respuesta a este objetivo mediante el disefio, implementacion y
evaluacion de un proceso de instruccion fundamentado por un riguroso analisis de tipo tedrico
y experimental. El marco teérico permitié analizar el objeto "derivada" en partes especificas,
que han sido estudiadas detalladamente, vistas de manera institucional y personal. Este objetivo
general se logra dando cumplimiento a otros objetivos especificos, cuyos resultados y

conclusiones se describen a continuacién.
7.1.1 Conclusiones relacionadas con el objetivo especifico 1 (O1)

Realizar un estudio diagndstico de la comprension que tienen los estudiantes de Ingenieria Comercial

sobre la derivada, a través de las resoluciones que hacen sobre problemas de tangentes.

Este objetivo se abordé en el Capitulo 2, donde se ha descripto que durante un periodo
de tres anos se realizé un estudio constante para diagnosticar la comprension que tienen los
estudiantes de Ingenierfa Comercial sobre la derivada. Durante este periodo se han presentado
los avances en congresos de Ingenierfa, Ingenierfa Comercial y de Educacion Matematica con

el fin de discutir con pares en torno a los resultados obtenidos.

A partir de las diversas configuraciones ontosemioticas en la situaciones-problema sobre
tangentes del EOS, se ha establecido un diagnéstico de la comprensiéon que tienen los
estudiantes de Ingenierfa Comercial sobre la derivada, a través de las resoluciones que hacen
sobre problemas de tangentes (Seccioén 2.7, Figura 1 y Figura 2). Dentro de los principales
resultados se ha obtenido que los futuros ingenieros comerciales presentan dificultades en: el

concepto de funcién y la concepcion euclidiana de la recta tangente; la construccion del
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significado de recta tangente como limite de rectas secantes; la interpretaciéon de la funcion
derivada y su representacion geométrica; realizar operaciones para calcular la pendiente de una

recta y; operar con funciones (Seccion 2.8, Tabla 3 y Tabla 4).

Una posible explicaciéon para esos resultados es: a) que la concepcién euclidea
obstaculiza la construccién de las concepciones cartesiana y leibniziana de la recta tangente a
una curva, que son esenciales para comprender la relacién existente entre la pendiente de la recta
tangente a una curva y la derivada de la funcién en el punto de tangencia, relaciéon fundamental
para la construccion de la interpretaciéon geométrica de la derivada. Este resultado no difiere de
las investigaciones en torno a la recta tangente a una curva de Biza y Zachariades (2010), Santi

(2011), y Orts Mufioz et al. (2016).

Aunque en el proceso de ensefanza se haya considerado actividades iniciales focalizadas
en la construccién del significado de la recta tangente a una curva, estas no fueron suficientes;
b) se puso en evidencia la consecuente influencia en la mala interpretacion de conceptos
matematicos que dependen, en gran parte, del concepto de funcién, ya que, aproximadamente
solamente la cuarta parte de los estudiantes de Ingenierfa Comercial e Ingenierfa Civil

Informatica, respectivamente, modela y explica la funcién corroborando con Gémez Guerra et

al. (2015), Mercado et al. (2011), and Cuesta Borges et al. (2010).

Finalmente, se ha concluido que, si bien, la integraciéon de las TIC ha permitido la
construccion del significado de la derivada considerando las diversas configuraciones de los
objetos primarios y ha ampliado el lenguaje en el disefio de actividades, se observa que ha
implicado un coste cognitivo al estudiante, una vez que ellos deberfan asimilar distintas formas
de comunicacién en un tiempo limitado de su carga académica del semestre. La mayor limitacién
fue el tiempo disponible que, aunque haya sido amplio para algunos de los estudiantes, fue
insuficiente para que otros llegaran a asimilar todos los objetivos programados. Los resultados
y principales conclusiones de este estudio fueron publicados en Galindo Illanes et al. (2022;

2022b).

Los resultados y conclusiones relacionadas al objetivo O1 de esta investigacién, nos
llevaron a estudiar, con mayor profundidad, cémo los programas de estudio de las asignaturas
que contemplan la ensefianza de la derivada en los cursos de Ingenierfa Comercial, en nivel de
pais (Chile), abordan la ensefianza de dicho objeto matematico. Es decir, qué significados de la
derivada estan contemplados en estos programas de estudio (objetivo especifico 2 de esa

investigacioén), cuyas conclusiones estan en la siguiente subseccion.
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7.1.2 Conclusiones relacionadas con el objetivo especifico 2 (02)

Identificar los significados pretendidos de la derivada en los programas de las asignaturas de las carreras

de Ingenieria Comercial.

Este objetivo se abordé en el Capitulo 3, donde se ha descrito que durante el ano 2022
se realizé un estudio del tratamiento que tenfa la derivada en ocho programas de Ingenierfa
Comercial de diversas universidades chilenas, para ello se utilizé la nocién de configuracion
epistémica del EOS. Para establecer los significados pretendidos de la derivada se presentaron
los avances en congresos de Ingenierfa, Ingenierfa Comercial y de Educacion Matematica, con

el fin de discutir con pares los resultados obtenidos.

Finalmente, se han organizado los contenidos de las asignaturas de calculo de ocho
universidades (seccion 3.7, Tabla 5), y se ha identificado la presencia de los campos de problemas
en ellos (seccion 3.8, Tabla 6) y la presencia de los significados parciales de la derivada en los
programas de las universidades (Secciéon 3.8, Tabla 7). Dentro de los resultados obtenidos se
tiene que la mayor parte de los programas consideran: las reglas de derivacion, criterios de la
primera y segunda derivada para extremos relativos, criterios de concavidad, criterios de
monotonia de una funcién real y regla de la cadena. En menor medida se observan el teorema
de la funcién implicita, teorema del valor medio, teorema del valor intermedio y el teorema de

Rolle.

Como conclusion del analisis de los significados de la derivada pretendidos en los 8
programas curriculares de las asignaturas que contemplan la unidad de aprendizaje de la derivada
se tiene que, si bien la mayor parte de las propuestas curriculares presenta similitudes en la
organizacién de contenidos y en los elementos lingtisticos utilizados para la construccion del
objeto derivada, se observan diferencias importantes en la preponderancia de la derivada
interpretada como una razén de cambio y en los campos de problemas abordados. Los
resultados sobre las caracteristicas del significado de la derivada presentes en el curriculo de las
carreras de Ingenierfa Comercial en Chile son novedosos, lo que ha permitido ampliar el estudio
realizado en Pino-Fan et al (2013), el cual se centra en el analisis del significado pretendido de
la derivada del curriculo de bachillerato de México. Los resultados y principales conclusiones de

este estudio fueron publicados en Galindo Illanes y Breda (2022a, 2023a).

Los resultados y conclusiones relacionadas al objetivo O2 de esta investigacién, nos
llevaron a estudiar, con mayor profundidad, qué significados pretendidos de la derivada estan

presentes en los libros de texto para las carreras de Ingenierfa Comercial en Chile. Es decir, qué
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significados, campos de problemas, lenguaje, procedimientos, enunciados, propiedades y
argumentos son considerados en una muestra representativa de libros de texto (objetivo

especifico 3 de esa investigacion), cuyas conclusiones estan en la siguiente subseccion.
7.1.3 Conclusiones relacionadas con el objetivo especifico 3 (O3)

Ldentificar los campos de problemas, lenguaje, procedimientos, enunciados, propiedades y argumentos,
utilizados usnalmente en la ensenianza de la derivada a ingenieros comerciales, en una muestra representativa de

libros de texto destinados a estos estudiantes.

Este objetivo se abordé en el Capitulo 4, donde se describe que durante el afio 2022 se
realiz6 el estudio de los significados pretendidos de la derivada en los libros de texto para las
carreras de Ingenierfa Comercial en Chile. Se analizaron 13 libros de texto (Seccion 4.7, Tabla
8) de los cuales 6 son textos de matematica aplicada a economia y negocios, y 7 libros clasicos
de enseflanza del calculo para ingenieria. Después de seleccionar los capitulos que trataban la
derivada, se establecieron las definiciones (Seccion 4.7, Tabla 9), teoremas y proposiciones

(Seccién 4.7, Tabla 10) y campos de problemas (Seccion 4.7, Tabla 11).

Finalmente, en cada texto se analiz6 la presencia de los campos de problemas (Seccién
4.8, Tabla 12), definiciones (Seccién 4.8, Tabla 13) y teoremas y proposiciones (Seccion 4.8,
Tabla 14). Dentro de los resultados obtenidos del analisis de los 13 libros textos contemplados
en este estudio se observé que, en la mayor parte de ellos, hay un énfasis en el significado parcial
de la derivada como el limite del cociente de incrementos y un predominante lenguaje simbolico

en los argumentos.

Por un lado, los hallazgos del estudio realizado, aparte de dar un panorama de los
significados pretendidos de la derivada en los libros de texto analizados, corroboran con otras
investigaciones que utilizan las herramientas del EOS (Burgos et al., 2020; Castro et al., 2017
Garcia-Garcia et al., 2021; Monje et al., 2018; Pallauta et al., 2022; Pino-Fan et al., 2019), y se ha
podido generar un abanico de subcategorias relacionadas a los campos de problemas
identificados, ampliando, en alguna medida, el estudio realizado en Pino-Fan et al. (2013). Por
otro lado, el analisis del objeto primario argumento que hacen los libros de texto sobre la
derivada en las actividades propuestas, es un aspecto que creemos que debe ser contemplado en

investigaciones futuras.

Se concluye que el estudio realizado proporciona resultados novedosos con relacion a

algunas caracteristicas del significado de la derivada presentes en los libros de texto,
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complementando, de esa forma, los analisis del significado de la derivada en los programas de
asignatura de los programas de estudio de las carreras de Ingenierfa Comercial en Chile (Galindo
Illanes & Breda, 2022). Los resultados de ese estudio fueron publicados en Galindo y Breda
(2023b).

Partiendo del supuesto que el objeto matematico derivada se encuadra en una disciplina
caracterizada cémo una ciencia basica, las matematicas, y que una de las competencias que debe
desarrollar el futuro ingeniero en su proceso formativo es la de articular las ciencias basicas y las
ciencias de la ingenierfa (Comision Nacional de Acreditacion, 2011), la contribucion practica del
estudio realizado es que, a partir de los resultados encontrados, se puede disefiar e implementar
un ciclo formativo para futuros Ingenieros Comerciales en Chile teniendo en cuenta la
complejidad del significado de la derivada, contemplando la mayor variabilidad de campos de
problema y sus respectivas subcategorias, las definiciones, teoremas y proposiciones de forma
representativa. Ademas de integrar actividades teéricas y practicas, que permitan la adquisicion
de las habilidades de comunicacion, pensamiento critico, solucién de problemas, interaccion
social y autoaprendizaje e iniciativa personal (objetivo especifico 4 de esa investigacion), cuyas

conclusiones estan en la siguiente subseccion.
7.1.4 Conclusiones relacionadas con el objetivo especifico 4 (04)

Diseriar un proceso de instruccion para la ensenianza de la derivada por medio de la seleccion de los
campos de problemas, lenguaje, procedimientos, enunciados, propiedades y argumentos utilizados nsnalmente en
la enseiianza de la derivada para estudiantes de Ingenieria Comercial. Seleccionar los elementos de significado
adecuados para la construccion de la propuesta diddctica, considerando campos de problemas especificos y

configuraciones diddcticas adecnadas para abordarlps.

La descripcion de los campos de problemas en el Capitulo 4 permiti6 dirigir el disefio
del proceso de instruccion sobre la derivada. En el Capitulo 5 se ha presentado el disefio de un
proceso de enseflanza de la derivada para estudiantes de Ingenierfa Comercial en Chile, ademas
se han explicitado las bases de la propuesta didactica en la secciéon 5.8, la temporalizaciéon y
planificacién (secciéon 5.8, Tabla 15), la temporalizaciéon y planificaciéon de problemas de
tangentes, calculo de tasas instantineas de cambio y de tasas instantaneas de variacion, y
aplicaciones de la derivada para el calculo de maximos y minimos, analisis de monotonia y
concavidad de funciones reales y econémicas (seccion 5.8, Tabla 16, Tabla 17, Tabla 17, Tabla

19 y Tabla 20). Los resultados se publicaron el Galindo Illanes et al. (2023).
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Los resultados de la implementaciéon del disefio presentado en el Capitulo 5
(considerando algunas adaptaciones), se han mostrado en el Capitulo 6. En particular, la
implementacion y los cambios han podido ser visualizados en las bases de la propuesta didactica
en la seccién 6.7 y, en la temporalizacion y planificacion de las semanas de clases implementadas

(Tabla 21 y Tabla 22 de la seccién 6.7).
7.1.5 Conclusiones relacionadas con el objetivo especifico 5 (O5)

Implementar y analizar el impacto del proceso de instruccion implementado en el aprendizaje de la
derivada por los estudiantes de Ingenieria Comercial, evaluando y comparando el significado personal de los

estudiantes con el significado institucional implementado.

Este objetivo se ha abordado en el Capitulo 6, donde se han presentado los resultados
de la implementacion del disefio instruccional de ensefianza de la derivada para estudiantes
universitarios de la carrera de Ingenierfa Comercial en Chile. El disefio implementado ha
pretendido presentar una cierta complejidad del objeto derivada, mediante el estudio de diversas
configuraciones de objetos primarios: tangentes, aplicaciones de la derivada para el calculo de
maximos y minimos, analisis de graficas de funciones, y el calculo de derivadas a partir de reglas
y teoremas de derivacion. Ademas, se incorpord el uso de las TIC en las diversas tareas,
favoreciendo el tratamiento y la conversion entre los lenguajes escrito, numérico, grafico y
simbdlico (Galindo Illanes et al., 2023; Galindo Illanes & Breda, 2023b). En el capitulo se
muestra tareas representativas aplicadas al finalizar la implementacién de actividades de cada
campo de problemas (seccioén 6.7, Figura 19, Figura 20, Figura 21) y en la secciéon 6.8 se presenta
el analisis y los resultados, a través de tablas de frecuencia de aciertos (Tabla 23, Tabla 24, Tabla
25) y evidencias con imagenes de los procedimientos y argumentos de las respuestas de algunos

estudiantes (seccion 6.8, Figuras 22 a la Figura 31).

Los resultados evidencian que los estudiantes que participaron de esa implementacion,
aunque presentaron algunas limitaciones, tales como la dificultad en el esbozo de la funcién
utilidad o la aplicacién de la derivada para la tomada de decisiones, aprendieron la relacion entre
la tangente a una curva y la interpretacion geométrica de la derivada y la aplicacion de la derivada
en el analisis marginal, mostrando, ademas, una mejora en la construcciéon de la concepcion
euclidiana de la recta tangente, aspecto que difiere de investigaciones anteriores (Biza &

Zachariades, 2010; Galindo Illanes et al., 2022; Orts Mufioz et al., 2016; Santi, 2011).

Consideramos que estos resultados pueden estar directamente relacionados con los

aspectos innovadores de esta investigacion. El primer aspecto fue la utilizacion transversal, en
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toda la unidad didactica, de recursos TIC (applets, GeoGebra, cédigos QR). El segundo aspecto
fue el tiempo dedicado, en la programacion, a la interpretacion geométrica de la derivada, una
vez que fue esa nocion la que permitié a los estudiantes resolver una mayor variabilidad de
problemas presentes en la carrera de Ingenierfa Comercial, tales como los de optimizacion.
Ademas, fue a partir de la interpretacion geométrica de la derivada que los participantes
elaboraron de forma global la construccién del concepto de la derivada. El tercero aspecto
fueron los problemas de aplicacién. En esta investigacion se ha trabajado, por ejemplo, las
graficas de funciones y optimizaciéon de funciones vinculados al contexto de Economia y

Negocios.

Los resultados de ese estudio fueron aceptados para su futura publicacién en la revista

Uniciencia en el enero de 2024.
7.2 PRINCIPALES APORTACIONES DE LA INVESTIGACION

La investigacion presenta algunas contribuciones a la Didactica de la Matematica a nivel
universitario y en particular, al estudio de la ensefianza de la derivada en el contexto de la carrera
de Ingenierfa Comercial, que se reflejan en las diferentes publicaciones, congresos y jornadas

presentadas y mencionadas a lo largo de esta memoria de tesis.

Aunque en la literatura se encuentran diferentes investigaciones que apuntan las
dificultades que presentan los estudiantes para ingeniero en comprender el significado de la
derivada y en la realizaciéon de diferentes problemas que involucran ese objeto matematico. En
esa investigacion se ha dado un paso mas alla y se ha realizado un diagnéstico sobre el grado de
comprension de la derivada, adquirido, particularmente por los estudiantes de Ingenierfa
Comercial en Chile, analizando el acuerdo y desacuerdo entre el significado previsto y el
adquirido por los estudiantes. Eso ha permitido tener una visiéon profunda y direccionada en el

contexto que se pretendia realizar la investigacion.

También, se present6 una descripcion minuciosa del tratamiento de la derivada en los
programas de asignatura que contemplan el estudio de la derivada en los cursos de Ingenierfa
Comercial en Chile, lo que permiti6 identificar los campos de problemas adecuados para su

enseflanza a los futuros ingenieros comerciales.

Asimismo, se analizaron cualitativamente trece libros de textos utilizados para la
ensefanza de la derivada en diferentes universidades chilenas, adecuados para la ensefianza de

ingenieros comerciales. En los libros de texto se identifico y se estudid la presencia de los
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diversos elementos del significado, proporcionando resultados novedosos con relaciéon a
algunas caracteristicas del significado de la derivada presentes en los libros de texto para las

carreas de Ingenierfa Comercial en Chile.

Otro punto para destacar fue el disefio de un proceso de instrucciéon sobre la derivada
dirigido a ingenieros comerciales, fundamentado en el analisis de los programas de las
asignaturas y de los libros de texto, cuya organizaciéon permitié observar distintas
aproximaciones hacia la comprensién de la derivada. Divergiendo de la forma tradicional de
enseflanza, se han considerado diversas configuraciones ontosemidticas en las situaciones-
problemas sobre tangentes, calculo de tasas instantaneas de variacion, aplicaciones de la derivada
para el calculo de maximos y minimos, analisis de graficas de funciones, y el calculo de derivadas
a partir de reglas y teoremas de derivaciéon. Ademas, se ha integrado las TIC en las diversas
actividades, favoreciendo el transito entre los tipos de lenguajes escrito, numérico, grafico y
simbdlico, permitiendo a los estudiantes construir de manera progresiva el significado de la

derivada.

Acreditamos que los resultados encontrados en las diferentes etapas de esa investigacion
permiten que se realice un proceso de instruccion de la derivada para futuros ingenieros
comerciales en el cual hay una alta posibilidad de comprension de los significados de la derivada
y de la realizacién exitosa de problemas de contexto por parte de los estudiantes para ingeniero,
disminuyendo asi la brecha entre lo que se aprende en al ambito universitario y las aplicaciones

de lo que se aprende en la carrera profesional.

7.3 IMPLICACIONES PARA I.LA ENSENANZA DE LA DERIVADA EN UN CURSO
DE CALCULO PARA INGENIERIA COMERCIAL

La memoria también proporciona algunas conclusiones relacionadas a la docencia.
Actualmente, la problematica del aula se centra en determinar y secuenciar los elementos

prioritarios para una enseflanza eficaz y centrada en el estudiante.

Esta investigacion proporciona evidencia de los distintos elementos que deberfan
tenerse presente al momento de preparar la leccion de la derivada para estudiantes de Ingenierfa
Comercial, considerando, ademas, de las diferentes configuraciones del objeto matematico

derivada, mas de una forma de comunicar dicho objeto e incorporando las TICs a su ensefianza.

Todo ello podria ayudar a realizar una revision sistematizada del curriculum de la

asignatura de Calculo Aplicado a los Negocios, de los libros de textos adecuados para Ingenieria
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Comerecial, de las aplicaciones centradas en el area de conocimiento de interés y, de los teoremas

y proposiciones fundamentales en esta materia.

7.4 LIMITACIONES DEL ESTUDIO

Como en cualquier investigaciéon en Didactica de las Matematicas. Esta investigacion

presenta algunas limitaciones.

La primera de ellas se relaciona a las limitaciones presentes en los resultados presentados
en los Capitulo 3 y 4 y se relacionan, sobre todo, a los procesos de muestreo. Por ejemplo, una
limitaciéon fue el nimero reducido de universidades que han compartido sus programas de
asignatura y por consecuencia, la limitacién en la cantidad de libros de texto analizados, ya que,
aunque las universidades pertenecian diferentes regiones del pais (estableciendo una cierta
representatividad por abordar distintas regiones), el numero de universidades que han

compartido sus programas se ha limitado a ocho.

La segunda limitaciéon fue el tipo y nimero de estudiantes que participaron en la
implementacion (resultados presentados en el Capitulo 06), el tiempo limitado de ensefianza, el

namero limitado de items de evaluacién y el nimero limitado de actividades y tareas.

7.5 PERSPECTIVAS FUTURAS DE INVESTIGACION
Considerando que todo proceso de ensefianza es perfectible consideramos que hay algunos
puntos concretos en que la investigacion podria continuarse desarrollando en el ambito del

marco teérico y del objeto matematico adoptados en ese estudio, son los siguientes:

a) Valorar la idoneidad didactica, desde los seis criterios de idoneidad didactica (Breda et
al., 2017, 2018; Font et al.,, 2010), del proceso de instruccién implementado para
identificar en detalle su grado de idoneidad;

b) A partir del estudio de la idoneidad didactica proponer mejoras en el proceso de
instruccién para que este permita superar las dificultades de los estudiantes que no
fueron resueltas en esta investigacion;

¢) Repetir el proceso de instruccién con estudiantes que presentan otras caracteristicas
académicas (por ejemplo, ingenieros comerciales en otras universidades o estudiantes de
otras especialidades de ingenierfas) para evaluar si se repiten los resultados y analizar qué
cambios se deberian realizat;

d) Disefiar, implementar y evaluar el proceso de instruccién con diferentes recursos

tecnologicos y applets, y estudiar las consecuencias del cambio;
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e) Mejorar y actualizar los instrumentos de evaluacion, para identificar conflictos semidtico

presentados por los participantes.

Disefiar e implementar un ciclo formativo para formadores de ingenieros comerciales
en el cual considere, ademas de las diferentes configuraciones de la derivada en variados
campos de problema contextualizados a la carrera de Ingenieria comercial, el uso de las

TIC.

7.6 DIFUSION DE LOS RESULTADOS DE LA INVESTIGACION

La investigacién se ha difundido por medio de publicaciones de los resultados en revistas

cientificas, capitulos de libro y actas de congresos nacionales e internacionales. Ademds, por

medio de presentaciones orales en congresos nacionales e internacionales, talleres y conferencias

en jornadas de Educacién, fue posible extender los hallazgos a la comunidad académica y

estudiantil interesada. A continuacién, detallamos la divulgacién, primero por tipologia de

publicacién y segundo, por orden cronolédgico (de la mas reciente a la mas antigua).

7.6.1 Publicaciones en revistas indexadas

a.

Galindo Illanes, M. K.; Breda, A. (en prensa). Proceso de instruccion de la derivada

aplicado a estudiantes de Ingenierfa Comercial en Chile. Uniciencia. Publicacion

31/01/2024

Galindo Illanes, M. K., & Breda, A. (2023). Significados de la derivada en los libros de
texto de las carreras de Ingenierfa Comercial en Chile. Bolema: Boletim de Educacao

Matematica, 37(75), 271-295. https://doi.org/10.1590/1980-4415v37n75a13

Galindo Illanes, M. K., Breda, A., & Alvarado Martinez, H. (2023). Disefio de un
proceso de ensefanza de la derivada para estudiantes de Ingenieria Comercial en Chile.
Paradigma, 44(4), 321-350. https://doi.org/10.37618 /paradigma.1011-2251.2023.p321-
350.id1386

Galindo Illanes, M. K., Breda, A., Manriquez, D. D. C., & Martinez, H. A. A. (2022).
Analysis of a teaching learning process of the derivative with the use of ICT oriented to
engineering students in Chile. EURASLA Journal of Mathematics, Science and Technology
Eduncation, 18(7), em2130. https://doi.org/https://doi.org/10.29333 /ejmste /12162
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https://doi.org/10.1590/1980-4415v37n75a13
https://doi.org/10.37618/paradigma.1011-2251.2023.p321-350.id1386
https://doi.org/10.37618/paradigma.1011-2251.2023.p321-350.id1386
https://doi.org/https:/doi.org/10.29333/ejmste/12162

7.6.2 Publicacion en capitulo de libro

a.

Galindo Illanes, M., & Breda, A. (2022). Estudo da derivada com o uso das TIC
realizado com estudantes de engenharia no Chile. In Cristiane Antonia Hauschild
Johann & Sérgio Nunes Lopes (Eds.), Docéncia e ciéncia: [reJvalorizacio do conbecimento (pp.

10-17). Editora da Univates.

7.6.3 Publicaciones en actas de congresos nacionales e internacionales

a.

Galindo Illanes, M. K., & Breda, A. (2023). A derivada no plano de estudos dos cursos
de Engenharia Comercial no Chile. In A. L. Manrique & C. L. O. Groenwald (Eds.),
Anais do IX Congresso Lberoamericano de Educacao Matematica (pp. 2173-2183). Editora
Akadem.

Galindo Illanes, M., Breda, A. (2022). Estudo da derivada com o uso das TIC realizado
com estudantes de engenharia no Chile. In Cristiane Antonia Hauschild Johann & Sérgio
Nunes Lopes (Org.). Anais do 11" Congresso Internacional de Ensino e Aprendizagens, 1111,
Semindrio Institucional do Pibid/ Univates, 11 Semindrio do Residéncia Pedagdgica/ Univates (pp.
194-197). Lajeado: Editora Univates.

Galindo Illanes, M. K., & Breda, A. (2022). El tratamiento de la derivada en el plan de
estudios de Ingenierfa Comercial en Chile. In T. F. Blanco, C. Nufiez-Garcfa, M. C.
Cafiadas, & J. A. Gonzalez-Calero (Eds.), Investigacion en Educacion Matematica XX (pp.
285-293). Santiago de Compostela: SEIEM.

Galindo Illanes, M. K.; Breda, A. (2022). La derivada en los textos de enseflanza para
Ingenierfa Comercial en Chile. En Jests Berrio Valbuena & Leonado Vargas Delgado.

Actas Del VI Encuentro Internacional en Educacion Matemdtica (EIEM 6) (pp. 144-145).

Barranquilla: Universidad del Atlantico.
Galindo Illanes, M. K., & Breda, A. (2020). Interpretacién geométrica de la derivada en

estudiantes de Ingenieria Comercial. Actas Del V" Encuentro Internacional En Educacion

Matematica (EIEM 5) (pp. 158-163). Barranquilla: Universidad del Atlantico.
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7.6.4 Presentacion de comunicaciones en congresos nacionales e internacionales

a. Reunidon Latinoamericana de Matematica Educativa — RELME 36. Titulo:

Implementaciéon de un Proceso de Ensefianza de la Derivada para Estudiantes de

Ingenierfa Comercial en Chile. Fecha: 24 al 28 de julio 2023.

b. Investigacién en Educacion Matematica XXV— SEIEM, 2022. Titulo: El tratamiento
de la derivada en el plan de estudios de Ingenieria Comercial en Chile. Fecha: 1 al 3 de

septiembre 2022.

c. Primer Congreso Internacional de Didactica de la Matematica — CIDIDMAT 2022,
organizado por la Universidad de los Lagos y la Comunidad de Investigadores de
Didactica de la Matematica. Titulo: Analisis de un proceso de ensefianza y aprendizaje

de la derivada con uso de TIC orientado a estudiantes de Ingenieria en Chile. Fecha: 26

de febrero al 26 de marzo 2022.

d. XXXIV Congtreso chileno de educaciéon en ingenierfa — SOCHEDI 2022. Titulo:

¢Coémo se aborda la derivada en Ingenieria Comercial? Fecha: 5, 6 y 7 de octubre 2022.

e. XXXIV Congteso chileno de educacion en ingenierfa — SOCHEDI 2022. Titulo: La
derivada en los programas de Ingenierfa Comercial en Chile. Fecha: 5, 6 y 7 de octubre

2022.

f. 6to Encuentro internacional de Investigaciéon en Educaciéon Matematica — EIEM 6.
Titulo: La derivada en los textos de ensefianza para Ingenierfa Comercial en chile.

Fecha: 20 al 21 de octubre 2022.

g. “Primer Congreso Internacional de Investigacion Interdisciplinas en Educacion” y “IV
Congreso Internacional Psicologfa de la Educaciéon” — COIIIED. Titulo: El tratamiento
de la derivada en el plan de estudios de Ingenierfa Comercial en Chile. Fecha: 19 al 21

de octubre 2022.
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XXXVIII Encuentro nacional de escuelas y facultades de administracion — ENEFA
2022. Titulo: La derivada en el plan de estudios de Ingenieria Comercial en Chile. Fecha:

9 al 11 de noviembre 2022.

XXXVIII Encuentro nacional de escuelas y facultades de administracion — ENEFA

2021. Titulo: La derivada en los textos de ensenanza para Ingenierfa Comercial en chile.

Fecha: 9 al 11 de noviembre 2022.

IX Congreso Iberoamericano de Educaciéon Matematica — CIBEM 2022. Titulo: A
derivada no plano de estudos dos cursos de Engenharia Comercial no Chile. Fecha: 5 al

9 de diciembre 2022.

IV Congresso internacional de ensino e aprendizagens, VIII Seminario institucional do
pibid/univates e II Seminario de residéncia pedagdgica/univates - submissio,
promovido pela Universidade do Vale do Taquari - UNIVATES, por meio da Pré-
Reitoria de Pesquisa e Pés-Graduagao — PROPESQ e da Pr6- Reitoria de Ensino -
PROEN. Titulo: Estudo da derivada com o uso das TIC realizado com estudantes de

engenharia no chile. Fecha: 24 al 26 de noviembre 2021.

XXXVII Encuentro nacional de escuelas y facultades de administracion — ENEFA
2021. Titulo: Dificultades de comprensiéon de la interpretacion geométrica de la

derivada en estudiantes de Ingenierfa Comercial. Fecha: 10 al 12 de noviembre 2021.

. XXXIII Congreso chileno de educaciéon en ingenierfa — SOCHEDI 2021. Titulo:
Propuesta de enseflanza del calculo mediante la metodologia Flipped Classroom en

estudiantes de Ingenieria. Fecha: 27, 28 y 29 de octubre 2021.
XXXIII Congreso chileno de educacion en ingenierfa — SOCHEDI 2021. Titulo:

Disefio de ensefianza de la interpretacion geométrica de la derivada con uso de TIC en

estudiantes de ingenierfa. Fecha: 27, 28 y 29 de octubre 2021.
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o. 5to Encuentro Internacional de Investigaciéon en Educacién Matematica —EIEMS5.
Titulo del trabajo: Interpretacion Geométrica de la Derivada en Estudiantes de

Ingenierfa Comercial. Fecha: 14 y 15 de octubre 2020.
7.6.5 Presentacion de conferencias y talleres en jornadas de Educacion

a. I Jornadas de innovacion en educacion superior STEM. Realizada por el Centro de
Investigacion en Creatividad y Educacion Superior de la Universidad de Santiago de
Chile. Conferencia titulada: ¢Es pertinente adaptar la enseflanza de la matematica al

curriculum de las ingenierfas? El caso de la derivada. Fecha: 11 de enero 2023.

b. Jornada de enseflanza del calculo, realizada por la Universidad de Tarapaca y la
Universidad Catdlica de la Santisima Concepcion, Chile, realizada el 14 y 15 de enero

del 2021. Conferencia titulada: La derivada no es inmune a la pandemia.

c. Jornada de enseflanza del calculo, realizada por la Universidad de Tarapaca y la
Universidad Catdlica de la Santisima Concepcién, Chile, realizada el 14 y 15 de enero

del 2021. Taller titulado: Un zoom a la derivada.

d. Jornada regional de matematica educativa, realizada por la Universidad Catdlica de la
Santisima Concepcion, Chile, realizada el 6 y 7 de noviembre del 2020. Taller titulado:

La derivada con ojos GeoméTICs.
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