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Resumen

Este trabajo tiene como objetivo presentar un disefio instruccional de ensefianza de la derivada
para estudiantes universitarios de ingenieria comercial en Chile, aplicando algunas herramientas
del marco tedrico del enfoque ontosemidtico de la cognicidn e instruccion matematica (EOS).
El disefio metodoldgico considera diversas configuraciones ontosemidticas en las situaciones-
problemas sobre tangentes, célculo de tasas instantaneas de cambio y tasas instantaneas de
variacion, aplicaciones de la derivada para el calculo de maximos y minimos, analisis de graficas
de funciones, y el calculo de derivadas a partir de reglas y teoremas de derivacion. Ademas,
integra las TIC en las diversas actividades, favoreciendo el transito entre los tipos de lenguajes
escrito, numérico, gréafico y simbolico, permitiendo a los estudiantes construir de manera
progresiva el significado de la derivada. El disefio metodoldgico se implementara en la
asignatura de Célculo Aplicado a los Negocios en una universidad chilena, por lo que el tiempo
destinado para el disefio instruccional obedece a lo establecido en el programa de la asignatura,
es decir, para la ensefianza de la derivada se dispone de 5 semanas, cada semana considera 4
sesiones presenciales de aula, de 80 minutos cada una, y 2 horas cronoldgicas de trabajo
autonomo. La propuesta de disefio instruccional de ensefianza de la derivada espera superar
algunas de las dificultades de aprendizaje de los estudiantes, evidenciadas en diversas
investigaciones. En particular, las dificultades de los estudiantes de Ingenieria Comercial.
Ademas de proporcionar un disefio instruccional de ensefianza que ejemplifique el uso de
algunas herramientas del EOS.

Palabras clave: Derivada; Disefio Instruccional, Enfoque Ontosemidtico; Estudiantes de
Ingenieria Comercial.
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Desenho de um processo de ensino da derivada para estudantes de engenharia comercial
no Chile

Resumo

Este artigo tem como objetivo apresentar o planejamento de um processo de ensino e
aprendizagem da derivada para estudantes universitarios de engenharia comercial no Chile,
aplicando algumas ferramentas do quadro tedrico da Abordagem Ontossemiotica (AOS). O
desenho metodoldgico considera véarias configuragdes ontossemidticas nas situagdes-problema
sobre tangentes, calculo de taxas instantaneas de variacéo, aplicacdes da derivada para o célculo
de mé&ximos e minimos, analise de graficos de funcdes e calculo de derivadas a partir de regras
e teoremas de derivacdo. Além disso, integra as TIC nas diversas atividades, favorecendo a
transicao entre os tipos de linguagem escrita, numérica, grafica e simbolica, permitindo que os
alunos construam progressivamente o significado da derivada. O desenho metodoldgico sera
implementado na disciplina de Célculo Aplicado aos Neg6cios em uma universidade chilena,
portanto, o tempo destinado ao desenho instrucional obedece ao estabelecido no programa do
Curso, ou seja, para o ensino da derivada sdo 5 semanas, cada semana contempla 4 sessoes
presenciais, de 80 minutos cada, e 2 horas cronoldgicas de trabalho autbnomo. A proposta de
desenho instrucional para o ensino da derivada, além de fornecer um design de ensino
instrucional que exemplifica o uso de algumas ferramentas do AOS, espera superar algumas das
dificuldades de aprendizagem dos alunos de Engenharia Comercial, evidenciadas em pesquisas
previas.

Palavras chave: Derivada; Desenho Instrucional; Abordagem Ontossemi6tica; Estudantes de
Engenharia Comercial.

Design of a derivative teaching process for business engineering students in Chile

Abstract

This paper aims to present an instructional design for teaching the derivative to commercial
engineering university students in Chile, applying some tools from the theoretical framework of
the ontosemiotic approach (OSA). The methodological design considers various ontosemiotic
configurations in the situations-problems on tangents, calculation of instantaneous rates of
change and instantaneous rates of variation, applications of the derivative for the calculation of
maximums and minimums, analysis of graphs of functions, and the calculation of derivatives.
from derivation rules and theorems. In addition, it integrates ICT in the various activities,
favoring the transit between the types of written, numerical, graphic, and symbolic languages,
allowing the student to progressively build the meaning of the derivative. The methodological
design will be implemented in the subject of Calculus Applied to Business at a Chilean
university, so the time allocated for the instructional design obeys what is established in the
course program, that is, for the teaching of the derivative, It has 5 weeks, each week includes 4
classroom sessions of 80 minutes each and 2 chronological hours of autonomous work.
The instructional design proposal for derivative teaching hopes to overcome some of the
learning difficulties of students, evidenced in various investigations. In particular, the
difficulties of the students of Commercial Engineering. In addition to providing an instructional
teaching design that exemplifies the use of some EOS tools.

Keywords: Derivative; Instructional design; Ontosemiotic approach; Business Engineering
students.
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Introduccion

La derivada es uno de los objetos mateméticos fundamentales presente en la formacion
de los ingenieros, lo que ha generado diversos estudios con relacion a la complejidad de sus
significados, sus multiples representaciones, los procesos de ensefianza y aprendizaje, la
idoneidad del significado de la derivada en los distintos curriculos y los significados parciales
en los textos universitarios de ensefianza para las ingenierias (LARIOS; JIMENEZ, 2022;
LARIOS; MURILLO; REYES, 2021; PINO-FAN; GODINO; FONT, 2016; RODRIGUEZ-
NIETO; RODRIGUEZ-VASQUEZ; FONT, 2022). Trabajar los distintos significados de un
objeto matematico es un aspecto propuesto por el Enfoque Ontosemidético del Conocimiento e
Instruccion Matematicos (EOS, a partir de ahora) (GODINO; BATANERO; FONT, 2007,
2019), lo cual se plantea analizar la complejidad de los objetos matematicos por medio de sus
pluri significaciones (significados parciales).

Algunos estudios de la derivada en carreras de Ingenieria Comercial destacan tener
presente la relacién entre los conceptos econémicos y matematicos, siendo los modos de
representacion los mas utilizados en microeconomia (BALLARD; JOHNSON, 2004; BUTLER;
FINEGAN; SIEGFRIED, 1994; GARCIA; AZCARATE; MORENO, 2006; HEY, 2005).
También, por las dificultades en la interpretacion de situaciones econdémicas debido a la débil
comprensidn de los significados matematicos que las organizan (ARIZA-COBOS; LINARES-
CISCAR, 2009).

En esta linea, este trabajo hace parte de una investigacion mas amplia que pretende
profundizar la comprension de los futuros ingenieros comerciales acerca al objeto matematico
derivada en el contexto chileno. Para atender dicho objetivo, se ha realizado un estudio en
diferentes etapas.

La primera etapa fue un estudio diagndstico, lo cual revel6 que los futuros ingenieros
comerciales presentan dificultades en el concepto de funcion y la concepcidn euclidiana de la
recta tangente; la construccion del significado de recta tangente como limite de rectas secantes;
la interpretacion de la funcién derivada y su representacion geométrica; realizar operaciones
para calcular la pendiente de una recta y; operar con funciones(GALINDO ILLANES et al.,
2022; GALINDO ILLANES; BREDA, 2020).

La segunda etapa fue el estudio del tratamiento de la derivada en los programas de las

asignaturas de las carreras de Ingenieria Comercial en Chile, lo cual mostré que, si bien la mayor

Revista Paradigma, Vol. XLIV, Edigdo Tematica: EOS. Questdes e Métodos; junio de 2023 / 321 - 350 323



Maritza Galindo Illanes; Adriana Breda & Hugo Alvarado Martinez

parte de las propuestas curriculares presentan similitudes en la organizacién de contenidos y en
los elementos linglisticos utilizados para la construccién del objeto derivada, se observan
diferencias importantes en la preponderancia de la derivada interpretada como una razon de
cambio y en los campos de problemas abordados (GALINDO ILLANES; BREDA, 2022).

La tercera etapa fue el estudio de los significados pretendidos de la derivada en libros de
texto para las carreas de Ingenieria Comercial en Chile, que registro: a) un énfasis en el
significado parcial de la derivada como el limite del cociente de incrementos y un predominante
lenguaje simbolico en los argumentos; b) poca presencia de algunos teoremas importantes
relacionados a la derivada y; c) falta de una representatividad de las definiciones de la derivada
(GALLINDO ILLANES; BREDA, 2023).

Con base en lo anterior, este trabajo tiene como objetivo dar a conocer el disefio de un
proceso de ensefianza y aprendizaje de la derivada para futuros ingenieros comerciales,
estudiantes de la carrera de Ingenieria Comercial de una universidad chilena. Para ello, se ha
tenido en cuenta, ademas de las herramientas tedricas del Enfoque Ontosemiético (explicadas

en la secuencia del texto), los resultados de las etapas del estudio previamente mencionado.

1. Marco tedrico

Los desarrollos tedricos propuestos por el EOS, explicados recientemente en Godino,
Batanero y Font (2019), tienen como objetivo dar respuesta a algunos problemas generados en
el campo de la Educacion Matematica. En el EOS, se asume que la actividad matemaética es una
actividad humana centrada en la resolucion de problemas, que tiene lugar en un tiempo-espacio
determinado, a través de una secuencia de practicas que, a menudo, se consideran procesos (de
significacion, conjeturar, argumentar, etc.). Para ello, el EOS propone las nociones de situacion-
problema de practica matematica (secuencia de préacticas) que tiene lugar durante la resolucion
de estas situaciones problema. Tales secuencias tienen lugar en el tiempo y se suelen considerar,
en muchos casos, como procesos. En particular, el uso y/o la emergencia de los objetos primarios
de la configuracion (problemas, definiciones, proposiciones, procedimientos y argumentos),
tiene lugar mediante los respectivos procesos matematicos de comunicacion, problematizacion,
definicion, enunciacion, elaboracion de procedimientos (creaciéon de algoritmos y rutinas) y
argumentacion (aplicando la dualidad proceso-producto). Asimismo, las dualidades antes

descritas, dan lugar a los siguientes procesos: institucionalizacion — personalizacion,
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generalizacion —  particularizacion, analisis/descomposicion —  sintesis/reificacion,
materializacion/concrecion  —  idealizacion/abstraccion,  expresion/representacion  —
significacion.

El EOS también asume el principio de que el conocimiento de un objeto, por parte de un
sujeto (ya sea individuo o institucion), es el conjunto de funciones semioticas que este sujeto
puede establecer en las que el objeto interviene como expresién o contenido. Ademas, la
correspondencia entre un objeto y el sistema de practicas donde tal objeto interviene se interpreta
como el "significado de ese objeto” (institucional o personal). Por ejemplo, cuando un sujeto
realiza y evalla una secuencia de précticas matematicas, activa un conglomerado formado por
situaciones-problemas, lenguajes, definiciones, proposiciones, procedimientos y argumentos,
articulados en lo que, en términos del EOS, se llama una configuracion de objetos primarios
(FONT, GODINO Y GALLARDO, 2013). Para delimitar los significados de un objeto
matematico, el EOS propone la herramienta denominada analisis de sistemas de practicas
(personales e institucionales) y las configuraciones ontosemiéticas involucradas en ellas
(GODINO, 2014; GODINO Y BATANERO, 1994).

Representatividad de la complejidad de los objetos matematicos en el EOS: el caso de la
derivada

En Font, Godino y Gallardo (2013) se explica que la nocion de complejidad del objeto
matematico y la de articulacion de los componentes de dicha complejidad juegan un papel
esencial. Entender la complejidad en término de una pluralidad de significados es resultado de
la vision pragmatista sobre el significado que se asume en el EOS. Desde un punto de vista
pragmatista, el significado de un objeto matematico se entiende como el conjunto de précticas
en la que dicho objeto interviene de una manera determinante (o0 no). Un objeto matematico,
gue se ha originado como un emergente del sistema de practicas que permite resolver un
determinado campo de problemas, con el paso del tiempo queda enmarcado en diferentes
programas de investigacion. Cada nuevo programa de investigacion permite resolver nuevos
tipos de problemas, aplicar nuevos procedimientos, relacionar el objeto (y por tanto definir) de
manera diferente, utilizar nuevas representaciones, etc. De esta manera, con el paso del tiempo
aparecen nuevos subconjuntos de practicas (sentidos) que amplian el significado del objeto.

Para el objeto matematico derivada, Pino-Fan, Godino y Font (2011) caracterizan su

complejidad mediante nueve configuraciones de objetos primarios: 1) tangente en la matematica

Revista Paradigma, Vol. XLIV, Edigdo Tematica: EOS. Questdes e Métodos; junio de 2023 / 321 - 350 325



Maritza Galindo Illanes; Adriana Breda & Hugo Alvarado Martinez

griega; 2) variacion en la edad media; 3) métodos algebraicos para hallar tangentes; 4)
concepciones cinematicas para el trazado de tangentes; 5) ideas intuitivas de limite para el
calculo de maximos y minimos; 6) métodos infinitesimales en el calculo de tangentes; 7) calculo
de fluxiones; 8) calculo de diferencias; y 9) derivada como limite. En Pino-Fan, Castro, Godino
y Font (2013) se utilizan estas nueve configuraciones para la reconstruccion del significado
global de la derivada, el cual es utilizado para valorar la representatividad del significado
pretendido en el curriculo de Bachillerato de México (a partir de las configuraciones de objetos
primarios activadas en las practicas matematicas propuestas tanto en el Plan de Estudios como
en los libros de texto de dicho nivel). La caracterizacion de la complejidad de la derivada
realizada en Pino-Fan, Godino y Font (2011) facilita tener elementos para disefiar cuestionarios
gue permiten caracterizar la comprension de los estudiantes, futuros profesores o profesores en
servicio sobre la derivada. Por ejemplo, en Pino-Fan, Godino y Font (2015), se disefié un
cuestionario para determinar la comprension de futuros profesores sobre la derivada en el que
se incluyeron tareas que activan los diversos significados parciales de la derivada caracterizados
en Pino-Fan, Godino y Font (2011).

De acuerdo con el Enfoque Ontosemiotico de la Cognicidn e Instruccion Matematicos
(EOS) (GODINO, BATANERO Y FONT, 2019), por problemas sobre tangentes se entiende las
préacticas que realiza el alumno para resolver problemas en los que la pendiente de la recta
tangente (significado geométrico de la derivada) tiene un papel relevante en su resolucion, lo
cual implica concebirla también como “conocimiento y aplicacion de las normas” que regulan
la practica y los objetos primarios que intervienen en ella (problemas, procedimientos,
proposiciones, definiciones y argumentos) (GALINDO; BREDA, 2020; GALINDO et. al.,
2022). De igual forma, consideraremos, en este trabajo, las tres configuraciones epistémicas:
manipulativas (el estudiante trabaja con dispositivos manipulativos sin utilizar notaciéon o
calculo algebraico), algebraica (se caracteriza por un lenguaje simbdlico y la demostracién
deductiva, asi como el recurso de elementos de algebra y analisis) y computacional (se
caracteriza por el lenguaje iconico, incorpora como procedimiento la simulacion y el argumento
preferible es inductivo) adaptadas de Alvarado, Galindo y Retamal (2013), en el contexto de la

derivada.
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2. Metodologia
En este apartado se explica el contexto del estudio, los instrumentos de colecta de datos

y el analisis de estos.
Contexto del estudio

Participantes

Participaran en la investigacion estudiantes de la carrera de Ingenieria Comercial de la
Facultad de Economia y Negocios de una universidad del sur de Chile, con edades entre 19 y
20 afios. El plan de estudios de Ingenieria Comercial considera la asignatura de calculo aplicado
a los negocios en el tercer semestre académico, y tiene como prerrequisito el curso de Algebra
0 Métodos Cuantitativos.

Bases para una propuesta didactica

El plan de intervencién considerd, para el desarrollo de la ensefianza de la derivada, los

siguientes elementos:

a) Campos de problema. A partir del significado institucional pretendido y el andlisis de
referencia de Galindo y Breda (2023), la propuesta considera los campos de problemas
sobre: tangentes (CP1), el calculo de tasas instantaneas de cambio y de tasas instantaneas
de variacién (CP2), aplicaciones de la derivada para el calculo de maximos y minimos,
andlisis de gréficas de funciones (CP3), y el célculo de derivadas a partir de reglas y
teoremas de derivacion (CP4).

b) Configuraciones epistémicas. La propuesta considera las configuraciones epistémicas
caracterizadas y utilizadas por Galindo et al. (2022), estas son:

(1) Configuracién Manipulativa, el estudiante trabaja con papel, regla y lapiz. El
lenguaje utilizado en esta configuracion es el caracteristico de los procedimientos
descriptivos y de la geometria analitica.

(i) Configuracion Computacional, el estudiante dispone de notebook o celulares o
Tablet, internet, GeoGebra (version gratuita) y codigo QR. El lenguaje y los
procedimientos son de tipo grafico, geométrico y descriptivo.

(iii)  Configuracion Algebraica, el estudiante dispone de notebook o celulares o
Tablet, internet, Software educativos como Symbolab (version gratuita) y
Wolfram Alpha (version gratuita). El lenguaje y procedimientos son de tipo
simbolico y tabular.
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c) Trabajo presencial de aula y trabajo autbnomo fuera de aula. La trayectoria
didactica considera sesiones en aula y sesiones fuera del aula, todas dirigidas por el
docente de la asignatura. Las sesiones de aula se desarrollan en formato presencial y en
los horarios establecidos de clases. Sin embargo, las sesiones fuera de aula no tienen

horario establecido y considera el trabajo auténomo del estudiante.

3. Resultados

Desarrollo de la ensefianza

El programa de actividad curricular de Calculo Aplicado a los Negocios se desarrolla en 15
semanas, cada semana dispone de 4 sesiones presenciales en aula, cada sesion tiene una duracion
de 80 minutos. Ademas, cada semana dispone de 2 horas cronoldgicas de trabajo auténomo,
declaradas en el programa curricular de la asignatura.

La unidad 1 de aprendizaje corresponde al estudio de la derivada de funciones reales, para
el desarrollo de la ensefianza se contemplan 5 semanas de clases, considerando la
Temporalizacion y Planificacion descritas en el Cuadro 1:

Cuadro 1 — Temporalizacién y Planificacion de los Campos de Problemas.

Semana | CP Sesiones Presenciales Tiempo SP Sesiones Trabajo Tiempo TA
(SP) Auténomo (TA)

1 1 1-4 320 minutos 1 120 minutos

2 2 5-8 320 minutos 2 120 minutos

3 3 9-12 320 minutos 3 120 minutos

4 4 13-16 320 minutos 4 120 minutos

5 4 13-16 320 minutos 4 120 minutos

Fuente: Elaboracion de los autores

Las sesiones presenciales de aula se realizaron en los horarios establecidos para las clases
tedricas y practicas, las actividades consideradas fueron individuales y grupales colaborativas
favoreciendo el dialogo, la retroalimentacion y la consolidacion de los conocimientos adquiridos
por el estudiante durante su trabajo autdbnomo. Las sesiones fuera de aula son parte del trabajo
autonomo del estudiante e incluyen actividades como visualizar videos educativos, leer apuntes

tedrico-préactico y realizar las tareas, disponibles en la plataforma virtual Moodle.
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La planificacion del estudio de los campos de problemas de la derivada contempla veinte
sesiones presenciales de aula y cinco sesiones de trabajo autébnomo fuera de aula, en un tiempo
de cinco semanas (ver Cuadros 2, 3, 4,5y 6).

Cuadro 2 — Semana 1: Temporalizacion y Planificacion de los Problemas sobre Tangentes.

Sesion L _— L
. Accion Objetivo de la accion . . .
Presencial e - Lenguajes Configuraciones
didactica didactica
(SP)
Obtencion de la pendiente de Tabula}r . Manioulati
la recta tangente mediante Gepr_netrlco anipu at!vas
1 Tarea SP1 S Gréfico Computacional
aproximaciones por la o
. Descriptivo
pendiente de rectas secantes.
e Geométrico . .
2 Tarea SP2 Identificaciébn de la recta Grafico Manlpulat!vas
tangente a una curva. o Computacional
Descriptivo
Interpretacion geométrica de
3 la _derlvada en un punto Simbdlico Computacional
Tarea SP3 particular. (Consolidar P ;
- . P Grafica Algebraica
utilizando teoria de limite
intuitivamente)
Articulacion de la derivada de
» Tabular
una funcidn en un punto y su o .
. . Gréfica Computacionales
4 Tarea SP4 funcion derivada. A .
. . .| Simbolico Algebraica
(Consolidar utilizando teoria i
P Descriptivo
de limite)
Aplicacion de la funcién | Gréfico Computacionales
5 Tarea SP5 derivada (Utilizando | Simbolico P
definicién de limite) Descriptivo
Sesion
Trabajo Accion Objetivo de la accion Lenauaies Confiauraciones
Auténomo didactica didactica guay g
(TA)
Estudio  de manuscrito
tedrico-préctico del curso, que | . ., .. .
1 Tarea TAl considera la construccion de sm,]t?O“CO Comput_acmnal
L Gréfica Algebraica
la ecuacion de una recta
tangente a una curva.
Aplicacion de la recta
tangente a problemas | Tabular
econémicos. Grafica Computacionales
2 Tarea TA2 Aplicacion de la | Simbolico Algebraica
interpretacion geométrica de | Descriptivo
la derivada.

Fuente: Elaboracion de los autores

Para comenzar el estudio de la derivada, es fundamental construir previamente el
concepto de la recta tangente a una curva considerando las concepciones cartesiana y euclidiana
(GALINDO, et al., 2022), para esto en la sesion presencial 1y 2 (Tarea SP1y Tarea SP2) y en

las sesiones de trabajo autdbnomo (Tarea TA1y Tarea TA2) se propone a los estudiantes resolver
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tareas que le permitirdn ampliar la concepcion euclidiana a la cartesiana, mediante la
construccion de la recta tangente como limite de rectas secantes utilizando configuraciones
manipulativas y computacionales, a través de las graficas utilizando regla y lapiz, y del uso de
un applet de GeoGebra, el lenguaje utilizado sera mayormente geométrico. Ademas, con el
proposito de la tematizacion del esquema de recta tangente (GALINDO, et al., 2022) se
consideran aplicaciones econdmicas, relacionando el concepto de pendiente de la recta secante
con el de costo medio y el concepto de costo marginal como la aproximacion de los costos
medios calculados, destacando su equivalencia con la pendiente de la recta tangente.

En la sesidn presencial 3, se considera la Tarea SP3 que relaciona la pendiente de la recta
tangente a una curva con la derivada de la funcién en el punto de tangencia. EI propoésito es
consolidar en el estudiantado el concepto de derivada puntual como limite de pendientes de
rectas secantes, conociendo el proceso de la identificacién de la tendencia de las pendientes de
las rectas secantes con la derivada de la funcion en el punto de tangencia, (ORTS et al., 2016).
En la sesidn de trabajo autbnomo (Tarea TA2) se consolida la interpretacion geométrica de la
derivada, fortaleciendo el vinculo entre la recta tangente y la derivada en un punto.

La sesion presencial 4, articula la derivada de una funcion en un punto y su funcién
derivada. Para ello se considera la Tarea SP4 que promueve el transito entre las representaciones
gréafica, tabular y analitica de f, la expresion simbdlica de la funcién f(x) es conocida y se
construye la funcién que cumplen todas las pendientes de las rectas tangentes, ésta corresponde
a la funcion simbdlica de f“(x) (FONT, 2005), entre los ejercicios desarrollados se considera el
problema propuesto por Galindo, et al., (2022).

En la sesidn presencial 5, se generaliza la funcién derivada como la funcién que a cada
valor le hace corresponder la pendiente de la recta tangente a la gréfica de f en el punto
(x, f(x)). Se espera que el estudiante interprete la funcion derivada f’(x) como la funcion cuyas
imagenes, y, = f'(x,), corresponden a las pendientes de las rectas tangentes a la funcién f en
Xo, através de la Tarea SP5 que corresponde a la manipulacion de unos applets de GeoGebra.

A continuacion, se consideran ejemplos de algunas tareas realizadas durante la semanal:

Figura 1 — Tareas sesion presencial 1

TAREA SESION PRESENCIAL 1
CALCULO APLICADO A LOS NEGOCIOS

Objetivo de la accion didactica: Obtencion de la pendiente de la recta tangente mediante
aproximaciones por la pendiente de rectas secantes.
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Tiempo de duracién: 80 minutos.
i. Problema 1: 30 minutos.
ii. Problema 2: 10 minutos.
iii. Problema 3: 10 minutos.
iv. Problema 4: 10 minutos.
v. Reflexiony cierre por problema: 20 minutos.

PROBLEMA 1. Sea f(x) = x2 una funcion real de variable real. Determine la pendiente de las rectas
secantes que contiene a los puntos P(—1,1) y Q(x, f(x)).

Q(x, f(x)) (1,1) (0.5,0.25) (—0.5,0.25)
Pendiente PQ

Aproximandose al Punto P por la derecha:

b) ¢Cudl es el valor aproximado de la Pendiente de la recta PQ cuando el Punto Q se
aproxima a P por la derecha?

c) Ahora, plantea dos nuevos puntos que se aproximen al Punto P por la derecha y calcula las
respectivas Pendientes de las rectas PQ .

Q(x, f () (.) (.,)
Pendiente PQ

d) Grafique las rectas secantes a f, considerando los puntos propuestos en a) y b).
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9)

05 1 15 2

Aproximandose Punto P por la izquierda:

Q(x, f(x)) (—2,4) (—1.5,2.25) (—1.3,1.69)
Pendiente PQ

¢Cudl es el valor aproximado de la Pendiente de la recta PQ cuando el Punto Q se
aproxima a P por la izquierda?

Ahora, plantea dos nuevos puntos que se aproximen al Punto P por la izquierda y calcula las
respectivas Pendientes de las rectas PQ

Q(x, f(x)) (.) (.)
Pendiente PQ

Grafique las rectas secantes a f , considerando los puntos propuestos en e) y f).
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-2 05 1 15 2

0.5

Ahora, concluya respecto a las gréficas elaboradas.
¢Entre qué valores debe estar la pendiente de la recta tangente a la curva en el Punto P?

PROBLEMA 2. Utilice su teléfono para escanear el siguiente coédigo QR o acceda al siguiente link
https://ggbm.at/pPAJ6ZT8.

D=0
Fije el punto A sobre la curva y aproxime el punto B (perteneciente a la grafica de la funcién) f, hacia
el punto A. Explique con sus palabras por qué puede determinar la pendiente de la recta tangente f

en el punto de abscisa 4 y determine su valor.
Fuente: Elaboracion de las autoras.

Figura 2 — Tareas sesion presencial 2

TAREA SESION PRESENCIAL 2
CALCULO APLICADO A LOS NEGOCIOS

Obijetivo de la accién didactica: Interpretacion geométrica de la derivada en un punto particular.
Tiempo de duracién: 80 minutos.

e Problema 1: 20 minutos.

e Problema 2: 40 minutos.

e Reflexion de cierre: 20 minutos.
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PROBLEMA 1. Considerando el gréafico de la funcion f. Determine la derivada de f en el punto de
abscisa 2, si se sabe que la recta L es tangente a la gréfica de f en el punto P de abscisa 2 y ésta corta
al eje x en 7/12 y corta al eje y en —7/3. Justifique adecuadamente.

PROBLEMA 2. Sea f(x) = x? una funcion real de variable real.
a) Con apoyo de Symbolab, obtenga la pendiente de la recta tangente a la grafica de f en el
punto de abscisa xo = 1, es decir, my = lim [@)=/xo)
x—xg X~Xo
b) ¢Cudl es el valor de la derivada de la funcion f en el punto de abscisa xy = 1?
c) Complete la siguiente tabla.

xo | -5|—-4]-3]=2[-1]o0o]1[2]3]4]s
f'(x0)

d) Basado en la tabla anterior, represente los puntos (x, f'(xo)) en un plano cartesiano.

e) Trace la grafica de la curva que contiene los puntos (xg, f'(xg))-
Modele la curva antes dibujada para cualquier punto y explique en propias palabras lo que ella
representa.

Fuente: Elaboracién de los autores.

Figura 3 — Tareas sesion presencial 4

TAREA SESION PRESENCIAL 4
CALCULO APLICADO A LOS NEGOCIOS

Objetivo de la accién didactica: Aplicacion de la funcion derivada
Tiempo de duracién: 60 minutos.

e Problema 1: 20 minutos.

e Problema 2: 20 minutos.

e Problema 3: 20 minutos.

e Reflexiony cierre por problema: 20 minutos.

PROBLEMA 1.
Se sabe que la grafica de una funcion f es: y la grafica de su funcion derivada f” es:
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—_
[==]

b) Determine la pendiente de la recta tangente a la funcionen x = —4,x = -2 y x = 2.

d) Determine donde la f'(x) es: positiva, negativa e igual a cero.

R (€2 DR 1))
f(x) = lim—=——"—=

a) f(x)=x?

Utilice su teléfono para escanear el siguiente c6digo QR o acceda al siguiente link
https.//www.geogebra.org/m/nymrgbbn

b) f(x)= x3
) fx)=x%+1
d f(x)=x%+2x

a) Observando el gréafico de la funcion derivada, determine: f'(—4), f'(=2),f ' (0) y f(2)

c) Determine la ecuacién de la recta tangente a la funcion

PROBLEMA 2. Realizar el calculo de las funciones derivadas utilizando la definicién de limite:

Para los siguientes items utilice el applet anterior y cambie la funcién segun corresponda.

Fuente: Elaboracién de los autores.

Figura 4 — Tareas sesion Trabajo Autdbnomo TA2

~ TAREA TRABAJO AUTONOMO 2
CALCULO APLICADO A LOS NEGOCIOS
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Objetivo de la accion didactica: Aplicacion de la recta tangente a problemas econémicos. Aplicacion
de la interpretacién geométrica de la derivada.

PROBLEMA 1. Considere la siguiente tabla que relaciona la Utilidad (U) (en unidades monetarias)
y la cantidad producida y vendida (q) de un emprendimiento familiar de cajas de chocolates
artesanales.

Tabla de valores
q 9.7 9.8 9.9 10
U(q) 1.53 1.31 1.17 1.07

a) Esboce las gréficas de las siguientes rectas secantes a la grafica de U que contienen a los
siguientes puntos y calcule en cada caso la utilidad media.

| A9.7, 1.53) | P (10, 1.07) Utilidad media (U,,,) = |
U(q)
1.5
1 A
0.5
2 4 6 8 10 q
| B(9.9, 1.17) | P(10,1.07) Utilidad media (U,,,) = |
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U(q)
1.5
1 A
0.5
2 4 6 8 10 q

b) Interprete los valores encontrados.
c) Esboce la recta tangente a la grafica de la funcién d en el punto P(10,1.07).

U(q)
1.5
1 A
0.5
2 4 6 8 10 q

d) Explique de qué forma usted podria aproximar geométricamente la Utilidad Marginal (Umg)
enel Punto P .
e) ¢Cual es el valor aproximado de la Utilidad Marginal (U,,4)en el Punto P ?

Fuente: Elaboracién de los autores.

A continuacion, se presenta la temporalizacion y la planificacion de las semanas 2, 3, 4y 5:
Cuadro 3 — Semana 2: Temporalizacion y Planificacion de los problemas de célculo de tasas

instantaneas de cambio y de tasas instantaneas de variacion
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Sesion Accion Objetivo de la accion Lenguajes Configuraciones
didactica didactica guaj g
Introduccion a las tasas

6 Tarea SP6 instantaneas de cambio y tasas | Gréafico Manipulativas
instantaneas de  variacion, | Simbdlico Computacional
utilizando funciones reales y | Tabular
aplicaciones econémicas.

Articulacién entre la recta
tangente en un punto, y las tasas | Tabular
7 instantaneas de cambio y de | Grafica Computacionales
Tarea SP7 o o L -
variacion, utilizando | Simbdlico Algebraica
aplicaciones fisicas y | Descriptivo
econdmicas.
Articulacién entre las tasas
instantaneas de cambio y de -
8 variacion, y la derivada de una G_raﬂ(,:o_ Computacionales
Tarea SP8 AN - Simbdlico
funcién en un punto, utilizando L
N L Descriptivo
aplicaciones fisicas y
econdmicas.
Generalizacion de la derivada
9 de una funuo_n en un pun_to_y_§u Tabular Computacionales
Tarea SP9 funcién derivada (definicion | .. . .
. . Simbolico Algebraica
algebraica de la derivada como
el limite de la razén de cambio)
iizgg'o Accion Objetivo  de la  accion Lenguajes Configuraciones
03 didactica didactica guay g
auténomo
Estudio de manuscrito teorico-
practico del curso, que | ., ., .

3 Tarea TA3 considera el célculo de ggﬁg:co g?nggtjé?cc;onal
incrementos de  funciones g
econdmicas.

Estudio de manuscrito tedrico-
practico del curso, que | Tabular
considera el célculo de tasas | Grafica Computacionales

4 Tarea TA4 . . . R .
promedios e instantdneas de | Simbdlico Algebraica
funciones econdmicas | Descriptivo
utilizando derivadas.

Fuente: Elaboracion de los autores.

Luego de robustecer la idea grafica de derivada y su relacion con la funcidn, considerado
un elemento clave para la comprension de la medida de variacion (ARIZA-COBOS; LINARES-
CISCAR, 2009), es fundamental construir el concepto de la derivada como una razén de cambio,
con el fin de entender las aplicaciones del célculo diferencial (PORTILLO-LARA, et al., 2019).

En la sesién presencial 6 (Tarea SP6) y en las sesiones de trabajo autdbnomo (Tarea TA3)
se propone a los estudiantes resolver tareas que permiten introducir el concepto de incremento
y de tasas de cambio, de funciones reales y economicas, utilizando configuraciones

computacionales, a través del uso de un applet de GeoGebra que ayuda a comprender la
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variacion en sus diferentes niveles cognitivos (PORTILLO-LARA, et al., 2019), el lenguaje
utilizado sera mayormente geométrico y simbdlico.

En la sesion presencial 7, se considera la Tarea SP7 que relaciona las tasas instantaneas
de cambio y de variacion, con la pendiente de la recta tangente a una curva, con el propdsito de
desencapsular la recta tangente a través de tareas aplicadas a funciones econdmicas Y fisicas,
favoreciendo la comprension del concepto de la derivada como una razén de cambio.

La sesion presencial 8, se considera la Tareas SP8 que articula las tasas instantaneas de
cambio y de variacion, con la derivada de una funcion en un punto. Cuyo proposito es promover
el trénsito entre las representaciones grafica, tabular y analitica de f* como razén de cambio. A
través de aplicaciones econémicas y fisicas.

En la sesion presencial 9, que generaliza la funcion derivada como la funcién que a cada
valor le hace corresponder la razén de cambio de f en el punto (x, f(x)). Se espera que el
estudiante interprete la funcion derivada f'(x) como la funcién cuyas iméagenes, y, = f (%),
corresponden a las razones de cambio de la funcion f en x,, a través de la Tarea SP9 que
corresponde a la manipulacion de unos applets de GeoGebra.

A continuacion, se presenta la temporalizacion y la planificacién de la semana 3:

Cuadro 4 — Semana 3: Temporalizacion y Planificacion de los problemas de célculo de

derivadas a partir de reglas y teoremas de derivacion

Sesién Accion
Presencial didactica

10 Tarea SP10

Objetivo de la accion didactica Lenguajes Configuraciones

Definicion del algebra de las
derivadas
Definicion de las reglas de
derivadas para las funciones:

e f(x)=x"VneR,

x™ y x~™ bien definidas

11 Tarea SP11 o f(x)=e€e*XVxeR Simbélico Computacional
e f(x)=In(x),vx>0 Gréfico Algebraica

Simbdlico Algebraica

Aplicacion del A&lgebra de las
derivadas y de las reglas de
derivacion.

Definicion de las derivadas de las
funciones exponencial y logaritmo,
Tarea SP12 y de la regla de la cadena, aplicada
a funciones polinémicas,
exponenciales y logaritmicas.
Aplicacion de las reglas de
Tarea SP13 derivadas para el calculo de
marginales.

12 Simbolico Computacional

Grafico Algebraica

13 Simbdlico Algebraica
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Sesién L
Trabajo Ac’uo_n Objetivo de la accion didactica Lenguajes Configuraciones
. didactica
auténomo

Estudio de manuscrito tedrico-
practico del curso, que considera el Computacional

5 Tarea TAS célculo de derivadas utilizando el | Simbélico pute
. - Algebraica
algebra de derivadas y las reglas de
derivacion.
Estudio de manuscrito teorico-

6 Tarea TA6 practico del curso, que c_on3|dera el Simbélico Computgmonal

uso de las reglas de derivadas para Algebraica
el célculo de marginales.

Fuente: Elaboracidn de los autores.

Luego de robustecer la interpretacion geométrica de la derivada y el concepto de la
derivada como razén de cambio, resulta beneficioso establecer el algebra de la funcién derivada
y las reglas de derivadas para las funciones establecidas en el programa de la asignatura.

La sesion presencial 10 (Tarea SP10) tiene el proposito de establecer el algebra de la
funcion derivada. Para definicion de estas, se utilizara un lenguaje mayormente simbélico y la
configuracién sera algebraica.

Las sesiones presenciales 11 y 12 (Tarea SP11, Tarea SP12, Tarea TAS) tienen por
proposito, establecer las reglas de derivadas y aplicarlas junto algebra de la funcién derivada. Si
bien, al establecer las reglas de derivadas, el lenguaje serd mayormente simbolico, también se
utilizara un lenguaje grafico, a través de un applet de GeoGebra que permitird visualizar
graficamente la funcién derivada. Ademas, se utilizara Symbolab para verificar los resultados
de los célculos algebraicos involucrados en la obtencion de las funciones derivadas.

En la sesion presencial 13 (Tarea SP13) y la sesion de trabajo autdnomo (Tarea TA6) se
propone a los estudiantes aplicar el algebra de la funcion derivada y las reglas de derivacion en
el célculo de funciones marginales (costo marginal, ingreso marginal y utilidad marginal),
utilizando configuraciones algebraicas y un lenguaje simbolico.

Cuadro 5 — Semana 4: Temporalizacion y Planificacion de los problemas de aplicaciones de
la derivada para el calculo de méximos y minimos, y analisis de monotonia de funciones reales

y econdémicas.

Sesién
Presencial

Accion didactica Objetlv_o (,je !a accton Lenguajes Configuraciones
didéactica

Articulacién de la interpretacion
geométrica de la derivada y el
criterio de la primera derivada
para extremos relativos.

Gréfico
14 Simbolico

Tarea SP14 Computacional

Gréfico
Simbdlico

15 Aplicacion del criterio de la

Tarea SP15 X .
primera derivada a problemas

Algebraica
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clasicos de optimizaciéon de
funciones reales y econémicas.

Aplicacion de la primera
derivada al analisis de la

16 Tarea SP16 monotonia de funciones reales y S'”?'?O"CO Computgmonal
. . Gréfico Algebraica
economicas, orientada al trazado
de curvas.

Aplicacion del criterio de la

segunda derivada a problemas

17 Grafico

Tarea SP17 cIaS|pos de optimizacion de Simbélico Algebraica
funciones reales y funciones
econdmicas.
Sesion _— L
Trabajo Accion didactica Objetlv_o Qe !a accion Lenguajes Configuraciones
X didéactica
auténomo
Estudio de manuscrito tedrico-
practico del curso, que considera
la aplicacion del criterio de la | Simbolico Computacional
7 Tarea TA7 primera y segunda derivada a | Gréfico Algebraica
problemas cléasicos de
optimizacion de  funciones
reales y econdémicas.
Estudio de manuscrito tedrico-
précticg de!,curso, que cons_idera Simbolico Computacional
8 Tarea TA8 la_aplicacion de la primera Gréfico Algegraica

derivada para el andlisis de la
monotonia de funciones reales y
econdmicas.

Fuente: Elaboracidn de los autores.

Luego de fortalecer la interpretacion geométrica de la derivada en la semana 1, el
concepto de la derivada como razén de cambio en la semana 2, y establecer el algebra de la
funcién derivada y las reglas de derivadas en la semana 3. En la semana 4, se pretende establecer
los criterios de la primera y segunda derivada para la optimizacion de funciones reales y
econdmicas, ademas de aplicar la primera derivada al trazado de curvas de funciones reales y
econdmicas.

En la sesion presencial 14 (Tarea SP14) se establece una articulacion entre la
interpretacion geomeétrica de la derivaday el criterio de la primera derivada, a través del analisis
de la monotonia de una funcion real. Utilizando un lenguaje mayormente grafico y en menor
medida simbdlico. La configuracion serd computacional gracias a la integracion de un applet de
GeoGebra.

La sesion presencial 15y 16 (Tarea SP15, SP16) y trabajo autdbnomo (Tarea TA7 y Tarea
TAB8) tienen como proposito aplicar el criterio de la primera derivada a problemas clasicos de

optimizacion de funciones reales y economicas. Ademas, se aplicara la primera derivada para el
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andlisis de la monotonia de funciones reales y econémicas. Su lenguaje sera grafico y simbdlico
y las configuraciones seran computacionales y algebraicas, a través de un applet de Geogebra.
La sesion presencial 17 (Tarea SP17) y trabajo autonomo (Tarea TA7) tienen como
propdsito aplicar el criterio de la segunda derivada a problemas clasicos de optimizacion de
funciones reales y econdmicas. Su lenguaje sera grafico y simbdlico, y las configuraciones seran

algebraicas.

Cuadro 6 — Semana 5: Temporalizacion y Planificacion de los problemas de aplicaciones de

la derivada para el calculo de maximos y minimos, y analisis de concavidad de funciones

reales y econémicas

Sesién
Presencial

Accidn didactica

Objetivo de la accion
didactica

Lenguajes

Configuraciones

18

Tarea SP18

Aplicacion de la segunda
derivada al andlisis de la
concavidad de funciones reales
y econbémicas, orientada al
trazado de curvas.

Geomeétrico
Grafico

Computacional

19

Tarea SP19

Aplicacion de la derivada a la
optimizacién del costo en la
construccion de una caja sin
tapa.

Descriptivo

Manipulativa

20

Tarea SP20

Modelamiento de la funcion
costo para la construcciéon de
una caja sin tapa.

Geomeétrico
Simbolico

Algebraica

21

Tarea SP21

Aplicacion de la derivada a la
optimizacién del costo en la
construccién de una caja sin
tapa.

Simbélico

Computacional
Algebraica

Sesién
Trabajo
auténomo

Accidn didactica

Objetivo de la accion
didactica

Lenguajes

Configuraciones

Tarea TA9

Estudio de manuscrito tedrico-
practico del curso, que considera
la aplicacion de la segunda
derivada para el andlisis de la
concavidad de funciones reales
y econdmicas.

Simbolico
Gréfica

Computacional
Algebraica

Tarea TA10

Estudio de manuscrito tedrico-
practico del curso, que considera
la aplicacion de la primera
derivada para el andlisis de la
monotonia de funciones reales y
econdmicas.

Simbélico
Grafica

Computacional
Algebraica

Fuente: Elaboracién de los autores.

Luego de establecer como aplicacion de la primera derivada, la optimizacion y el analisis

de la monotonia, de funciones reales y economicas, y como aplicacion de la segunda derivada
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la optimizacion de funciones reales y econémicas. La semana 5 tienen como propdsito, por un
lado, mostrar la aplicacion de la segunda derivada para el analisis de la concavidad de funciones
reales y econdmicas en el trazado de curvas (SP18, TA9 y TA10), y, por otro lado, consolidar
de manera manipulativa la aplicacion de los criterios de primera y segunda derivada para la
optimizacion de una funcién costo (SP19, SP20, SP21).

Utilizando un lenguaje mayormente grafico y geométrico, y en menor medida simbolico y
descriptivo. La configuracion serd computacional, manipulativa y algebraica.

Instrumentos de colecta de datos

Al finalizar cada campo de problemas se considera un instrumento evaluativo que
permitird realizar un analisis exploratorio del aprendizaje de los estudiantes. A continuacion,
por motivos de espacio se presentan cuatro tareas representativas de cada instrumento aplicado.
A continuacion, se presenta una de las preguntas del instrumento que se aplicara al finalizar el
campo de problemas 1, éste nos proporcionard informacion en torno al conocimiento
especializado del estudiante sobre tangentes, ya que durante el desarrollo debera llevar a cabo
la tematizacion del esquema de recta tangente y concluir el significado geométrico de la derivada
en un punto para dar respuesta al enunciado (Figura 5).

Figura 5 — Problema 2 que se aplicara a los estudiantes al finalizar el campo de problemas
sobre tangente (CP1).

PROBLEMA 2. Se sabe que la funcion Ingreso (I) esta dada por I(q) = g2, con q > 0, donde
q representa unidades.

Se sabe que la grafica de la funcién Ingreso (I) es:
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10
8
8
4
2
-4 -2 0 2 4
Gréfico 1: Funcion Ingreso (1(q))
y la gréfica de su funcion derivada I'(q) (Ingreso Marginal) es:
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Gréfico 2: Funcion Ingreso Marginal (I'(q))

a) Determine la pendiente de la recta tangenteenqg =1, =4y q = 0.
b) Determine la ecuacion de la recta tangente a la funcibonenqg =4y q = 0.
c) Determine dénde el Ingreso Marginal es positivo, negativo o igual a 0. Considerando
gue se trabaja con unidades.
d) Explique con sus propias palabras el comportamiento de la funcién Ingreso y su relacion
con la gréfica del ingreso marginal.
Fuente: Elaboracion de los autores.

En este problema el estudiante debe analizar los gréficos estableciendo la informacion
que permitira determinar las pendientes de las rectas tangentes solicitadas y la posterior
construccion de éstas.

Por ejemplo:

e Para determinar la pendiente de la recta tangente en q = 4, el estudiante debe
observar el grafico 2 y establecer que la pendiente de la recta tangente es
I'(4) = my, =8. Finalmente, el estudiante puede construir la ecuacion de la

recta tangente (I = 8q — 16), observando del gréafico 1 que 1(4) = 16.
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A continuacioén, se presenta una de las preguntas del instrumento que se aplicara al
finalizar el campo de problemas 4. El cual nos permite analizar la comprension del estudiante
en torno a la representacion grafica de la funcion derivada f~, a través del criterio de la primera
derivada para extremos relativos. Ver Figura 6.

Figura 6 — Problema 1 que se aplicara a los estudiantes al finalizar el campo de problemas
aplicaciones de la derivada para el calculo de maximos y minimos, y andlisis de graficas de
funciones (CP4).

PROBLEMA 1. Considere la funcion f, cuyo gréfico de su funcion derivada (f°) es el siguiente:

Determine si las siguientes alternativas son verdaderas o falsa, justificando adecuadamente:
a) Los puntos A, Cy D son maximos relativos.
b) El punto F representa un minimo relativo.
c) El punto E representa un méaximo relativo.
d) La funcién alcanza un maximo relativo en B.

Fuente: Elaboracién de los autores

En este problema se espera que el estudiante aplique el criterio de la primera derivada
para justificar la alternativa que seleccionara. Para ello, debe analizar el grafico de f".
Por ejemplo:
e EnA B, CyD, f(x) =0, es decir son puntos criticos y posibles extremos
relativos.
e Entre |A,BJ[, f'(x) = 0, es decir, la funcién f es creciente. Luego, entre |B, C|,
f’(x) <0, es decir, la funcion f es decreciente. El estudiante debe concluir que
en B la funcién alcanza un méaximo relativo justificando a través del criterio de

la primera derivada para extremos relativos.
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Luego de aplicar los instrumentos evaluativos, al finalizar la implementacién del disefio
instruccional, se realizara un analisis de tipo mixto (JHONSON; ONWUEGBUZIE, 2004), por
medio de la nocién de configuraciones de los objetos primarios del EOS, que nos permitira
realizar un andlisis exploratorio, cuantificando la cantidad de acciones correctas (frecuencia)
relacionadas a las resoluciones de los estudiantes en los problemas propuestos para cada uno de
los objetos primarios. Ademas, desde el punto de vista cualitativo, sera posible identificar las
respuestas y argumentos correctos e incorrectos de los estudiantes al resolver las tareas

propuestas.
4. Reflexiones finales

El objetivo de ese trabajo fue dar a conocer el disefio instruccional de ensefianza de la
derivada para estudiantes universitarios de ingenieria comercial en Chile, aplicando algunas
herramientas del marco tedrico del enfoque ontosemidtico de la cognicion e instruccion
matemaética (EOS). El disefio metodoldgico considera diversas configuraciones ontosemidticas
en las situaciones-problemas sobre tangentes, calculo de tasas instantaneas de cambio y tasas
instantaneas de variacion, aplicaciones de la derivada para el calculo de maximos y minimos,
andlisis de gréaficas de funciones, y el célculo de derivadas a partir de reglas y teoremas de
derivacion. Ademas, integra las TIC en las diversas actividades, favoreciendo el transito entre
los tipos de lenguajes escrito, numérico, grafico y simbolico, permitiendo a los estudiantes
construir de manera progresiva el significado de la derivada.

El disefio metodoldgico que se implementara en la asignatura de Calculo Aplicado a los
Negocios en una universidad chilena espera superar algunas de las dificultades de aprendizaje
de los estudiantes de Ingenieria Comercial.

Como linea futura, la implementacion del curso sera valorado a partir de la herramienta
Criterios de Idoneidad Didéactica (BREDA; FONT; PINO-FAN, 2018), a fin de medir el grado

en que el proceso de instruccion es de calidad y posibilita el aprendizaje de los alumnos.
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