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Presentacién

Han transcurrido varios afios desde que fue promulgada la Ley de Ordena-
cién General del Sistema Educarivo que se proponia estructurar v renovar el
Sistema Educativo Espafiol, adaptindolo a las necesidades de una sociedad abierta
y avanzada, inserta en la Unién Europea y preparada para las necesidades del
nuevo milenio. Une de los factores especialmente considerados en esta ley ha
sido la formacidn del Profesorado:

«Hay todo un conjunto de factores estrictamente educativos cuyas mejoras con-
fluyen en una ensefianza cualitativamente mejor. La ley los recoge y regula en su
Titulo Cuarto y se detiene especificamente en la cualificacidn y formacién del pro-
fesorado, la programacion docente, los recursos educativos y la funcidn directiva, la
innovacidn e investigacién educativa, la orientacién educativa y profesional, la ins-
peccién educativa y la evaluacién del sistema educativo.

La ley constdera la formacién permanente del profesorado como un derecho y
una obligacién del profesor, asi como una responsabilidad de las Administraciones
educativas. Desde esa concepcidn, y con los apoyos precisos, ha de abordarse [a
permanente adaptacidn del profesorado a la renovacidn que requiere el cardcter
mutable, diversificado y complejo de la educacién del futuro. Reconoce ignalmente
a los Centros la autonomia pedagégica que les permita desarrollar y completar el
curriculo en el marco de su programacién docente, a la vez que propicia la configu-
racidn v ejercicio de la funcién directiva en los mismos. A las Administraciones
educativas corresponde el fomento de la investigacién y de la innovacién en los
dmbitos curricular, metodolégico, tecnolégico, diddctico y organizativo.» (LOGSE,
1950)
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Como viene ocurriendo a lo largo de la historia de la educacién en Espafia,
las propuestas legales describen situaciones utépicas con escasas posibilidades
de ponerse en practica en plazos razonables. La retérica pedagégica disefia y
construye marcos de actuacién, perfectos en su redaccion, a los que sélo falta el
pequerio detalle de su viabilidad practica. Este parece ser el caso de los planes
para la formacién del Profesorado cuyo desarrollo se viene aplazando de mane-
ra regular y sistemdtica.

Como suele suceder con buena parte de las innovaciones educativas se adu-
cen razones presupuestarias para los aplazamientos. De esta manera trata de
ocultarse la falta de voluntad politica y de ideas s6lidas sobre la educacién y su
valor por parte de nuestros responsables técnicos y politicos y de nuestros espe-
cialistas en educacién. La necesidad de contar con profesionales cualificados
que desarrollen una educacién de calidad basada en el dominio de los campos
disciplinares y de las competencias didicticas sobre dichos campos, carece de
una reflexién extensa, profunda y elaborada entre fos profesionales de Ciencias
de la Educacién en Espafia. En términos coloquiales podemos decir que carece-
mos de ideas propias, asumidas por la comunidad de especialistas en educacién,
con las que abordar eficaz y adecuadamente la organizacién de la formacién de
los profesionales de la educacién, en especial la formacién de los profesores
de educacién secundaria.

Las tareas del educador son variadas y complejas v necesitan ir acompafa-
das de una formacién adecuada que permita abordar con competencia su reali-
zacidn practica. Como se ha recordado recientemente:

«El profesor de bachillerato no puede nunca olvidar que su obligacién es mos-
trar en cada asignatura un panorama general y un método de trabajo a personasg que
en su mayoria no volverdn a interesarse profesionalmente por esos temas. No sélo
ha de limitarse a informar de los hechos y las teorias esenciales, sino que también
tiene que intentar apuntar los caminos metodolégicos por los que se llegé a ellos y
pueden ser prolongados fructuosamente. Informar de lo ya conseguido, ensefiar
cémo puede conseguirse mas: ambas tareas son imprescindibles, porque no puede
haber creadores sin noticias de lo fundamental que les precede —todo conocimiento
es transmisién de una tradicién intelectual—- ni sirve para nada memorizar férmulas
o nombres a quién carece de guia para la indagacién personal.» (Savater, 1997)

Bajo su aparente sencillez [a cualificacién profesional del profesor de secun-
daria encierra una enorme complejidad técnica a cuya comprensién y control se
ha dedicado cierto esfuerzo en los dltimos afios. Pero ain van a ser necesarios
muchos mis afios de trabajo coordinado para disponer de un cuerpo de conaci-
mientos fundados que sirvan de cimiento a una adecuada capacitacién profe-
sional de los educadores en Espafia.

Esta es una de las tareas que se han iniciado dltimamente: dotar de conteni-
dos al conocimiento pedagégico del profesor, profundizar en el conocimiento
didictico de cada una de las dreas curriculares. También éste es un campo de
trabajo que viene ocupando a la comunidad de Jlos educadores matemdticos
espafioles de manera creciente. 8i las carencias actuales en formacién de profe-
sorado nos vuelven escépticos sobre el interés que tienen los responsables poli-
ticos y académicos en el tema, ello mismo nos hace sentir moralmente obligados
al sostenimiento del esfuerzo clarificador en este campo.
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En este contexto, el material que aqui se presenta quiere proporcionar al
profesor de matemdticas de secundaria una serie de herramientas para el dise-
fio, organizacién y gestion de unidades did4cticas en el drea de matematicas.
Con ello contribuimos al conocimiento profesional del educador matematico,
La estructura del libro presenta ordenadamente cinco de estas herramientas:
andlisis fenomenoldgico, representaciones y modelos, errores y dificultades,
materiales y recursos, y desarrollo histérico del tépico. Esta presentacidn se
realiza en los capitulos IIf a VII de este manual. En el capitulo I se presenta un
marco curricular general del drea de matematicas en secundaria, mientras que
en el capitulo II se proporcionan argumentos sobre la conveniencia de contar
con herramientas propias que permitan organizar el curriculo de matematicas
de secundaria. Finalmente, el capitulo VIIT ofrece un e¢jemplo de uso conjunto
de los organizadores del curriculo, presentados a lo largo de los capitulos ante-
riores, en la elaboracion de una unidad didactica.

De este modo esperamos haber contribuido, desde el 4rea de Didéctica de la
Matematica, a la mejora de nuestra autonomia intelectual como profesores de
matemdticas y al ejercicio de nuestra capacidad critica para la realizacién del
trabajo social que como educadores hemos asumido.

13



CapiTuLo 1

Consideraciones sobre el Curriculo de
Matematicas para Educacién Secundaria

Luis Rico

1. CONOCIMIENTO PROFESIONAL EN EDUCACION MATEMATICA

La idea de que para trabajar en la ensefianza de las matemdticas son necesa-
rios conocimientos y destrezas especficos, que sean complemento del saber
convencional del profesor de matemdticas sobre estructuras formales y algorit-
mos, se ha desarrollado con fuerza en fechas recientes. Las propias caracterfsti-
cas de la profesién docente junto con las limitaciones y dificultades que los
profesores encuentran para su trabajo profesional en el sistema educativo mues-
tran a la comunidad de educadores matemiticos la necesidad de trabajar con
esquemas fundados, mediante los cuales organizar el conocimiento pedagégico
de los contenidos, asf como contrastar pautas de actuacién con las que poner en
prictica tales esquemas.

El desempeio de los profesionales de la ensefianza de las matematicas nece-
sita una organizacién conceptual que integre y coordine el dominio sobre esta
disciplina con el conocimiento sobre desarrollo de capacidades cognitivas de
los estudiantes y con el campo de fenémenos y problemas a cuya interpretacién
y solucidn se orientan las matemdticas escolares; una teorizacién de estas carac-
terfsticas también ha de considerar los medios y recursos para el aprendizaje de
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Jas mateméticas junto con las necesidades propias del sistema educativo. La
puesta en prictica del curriculo escolar de matematicas mediante el disefio,
elaboracién y gestioén de propuestas didActicas y otros materiales curriculares
necesita bases tedricas sobre las que estructurar el conocimiento profesional del
educador matematico.

Este libro ha sido pensado y estd escrito con la intencién de contribuir a la
conceptualizacién tedrica y a la organizacién préctica del trabajo de los Profe-
sores de Matematicas de Secundaria. En su comienzo queremos plantear expli-
citamente algunas reflexiones que orientan nuestro estudio. ! '

Abreviadamente, tales ideas son:

» Existe un campo profesional, denominado Educacion Matemadtica, en el
que trabajan los profesores del Sistema Educativo y los investigadores
implicados en la ensefianza de las matemdticas y comprometidos en la
solucién de los problemas que esta actividad plantea. El campo profesio-
nal del Educador Matemitico tiene entidad propia, es ejercido por dece-
nas de miles de profesionales en nuestro pafs y afectaa millones de escolares
(Rico y Sierra, 1991).

Los profesores de matemdticas de secundaria del sistema educativo cons-
tituyen parte importante y diferenciada del colectivo de los educadores
matematicos.

+ Al cjercicio de la profesién de profesor de matematicas de secundaria se

llega con una formacién inicial descompensada. Hay una fuerte valora-
cién y, por tanto, una preparacion cansiderable sobre algunos componen-
tes cientificos y técnicos que se hace coincidir con una ignorancia cultivada
sobre los diversos componentes diddcticos y técnicos necesarios para el
ejercicio de la profesidn.
La mala organizacién de la formacién de los profesores de matemdrticas
tiene cardcter estructural, repercute en la calidad de la ensefianza que
reciben los escolares y afecta al nivel cultural, cientffico y técnico de los
ciudadanos.

e Con caricter general, los planes de formacion inicial y permanente del

profesorado tienen una estructura administrativa inadecuada, estin mal
disefiados, carecen de calidad en su realizacién, y su ejecucion conlleva
una mala gestién de recursos piiblicos. En particular, las sucesivas refor-
mas institucionales en los planes de formacién del profesorado en Espafia
no terminan de encajar en la Universidad, no encuentran el apoyo cienti-
fico, académico, estructural y econdmico adecuado, no contemplan la
necesaria especializacién profesional.
Entre las deficiencias mas llamativas seftalamos la desconsideracién hacia
las necesidades de formacién propias de los profesores de matemdticas y
el desconocimiento y olvido de los especialistas en didéctica de la mate-
miética. Las carencias existentes en los planes de formacién al uso hacen
que los profesores de matematicas, asi como los de otras disciplinas, ten-
gan sus capacidades profesionales limitadas por falta de formacién ade-
cuada.
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* Aunque el perfil del profesor de matematicas en ejercicio no es uniforme,
se encuentran rasgos compartidos por los distintos profesionales que in-
dican necesidades formativas comunes a todos ellos. Los profesores de
matemdticas tienen interés genérico por actividades para el aula, ejerci-
cios y problemas, unidades didicticas elaboradas, pruebas de evaluacién
y, en general, por los nuevos materiales de orientacién prictica. Manifies-
tan curiosidad por la historia y la filosoffa de la matemadtica cuando se
presentan en términos divulgativos; este interés decrece cuando los temas
se presentan con clerto nive] de profundidad.

* Los profesores de matemdticas presentan acusadas carencias formativas
en psicologfa, pedagogia, sociologia de la educacién, epistemologia, his-
toria y diddctica de la matemdtica, lo cual implica una desconexién entre
su trabajo profesional y las bases y desarrollos teéricos correspondientes.
Esta desconexién produce una falta de criterios claros sobre cudles deben
ser los conocimientos necesarios y el marco teérico adecuado para ejercer
satisfactoriamente la profesién de profesor de matematicas. Tampoco se
dispone de criterios para valorar la excelencia profesional.

* Los profesores de mateméticas son razonablemente criticos ante los plan-

teamientos innovadores. Aceptan con muchas reservas los cambios y mo-
dificaciones en profundidad sobre el disefio y desarrollo del curriculo de
matemadticas.
En el momento actual, los profesores de secundaria espafioles sienten
animadversién y clerto nivel de rechazo al planteamiento curricular deri-
vado de la Ley de Ordenacién General del Sistema Educativo de 1990.
Esto es debido, entre otras razones, a que carecen de criterios fundados
para distinguir entre diversos proyectos curriculares y evaluar cada uno
de ellos. Hay una fuerte tendencia a confundir las necesidades de cambio
con propuestas concretas de la administracién educativa.

* Por encima de todo el profesor de matematicas de secundaria es un profe-
sional honesto, que quiere realizar su trabajo lo mejor posible. A veces se
encuentra desorientado por la falta de un marco conceptual preciso con
propuestas claras, y por la pérdida creciente de legitimidad del plan ini-
cial de formacién con el que inicié su trabajo.

Desde el problema genérico que expresan los enunciado anteriores quere-
mos avanzar una reflexién: no estamos satisfechos con las propuestas de forma-
cién para profesores de matematicas elaboradas hasta el momento por la
Administracién Educativa y por la Universidad Espafiola. Estamos, lamentable-
mente, insatisfechos con los resultados consegnidos hasta el momento. Sin em-
bargo, esta denuncia es sélo un primer paso para delimitar los datos de un
problema. Como especialistas en Didéctica de la Matemdtica, conocidos los
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datos del problema tenemos que pasar a disefiar estrategias para su solucién. Es
nuestra responsabilidad que los problemas detectados se resuelvan y no se en-
quisten.

Este trabajo elabora reflexiones y avanza respuestas para profundizar en el
conocimiento profesional en Educacién Matemética. Este primer capitulo estd
dedicado a delimitar la cuestién con la que nos queremos enfrentar y a indicar
la direccién que han tomar las estrategias para su solucién. Los capitulos si-
guientes presentan un desarrollo de las estrategias elegidas y proponen modos
de abordar y resolver el problema planteado.

1.1 Situacién actual de la formacién del profesorado

La formacién inicial y permanente del profesorado se ubica en la Universi-
dad, pero, de hecho, la formacién del profesor de Secundaria se mantiene sobre
una serie de excepcionalidades que dan forma a un sistema superpuesto a la
organizacién universttaria.

La formacién inicial se hace en un curso postgrado, renunciando a ubicarla
en especialidades didécticas dentro de las licenciaturas correspondientes. Las
ensefianzas de formacién inicial se consideran, en la mayor parte de las univer-
sidades, como terreno de nadie, y se gestionan al margen de los Departamentos
Universitarios y Areas de Conocimiento.

Estos estudios se organizan mediante estructuras administrativas alternati-
vas a Facultades y Escuelas; se asigna la docencia a un grupo de profesores
especialmente seleccionados, pero no se asigna a los Departamentos Universita-
rios; se elaboran programas discrecionales no sometidos al control y debate de
los especialistas en las correspondientes Areas de Conocimiento; se retribuye la
docencia de estos cursos como gratificacién complementaria y no se consideran
parte de la carga docente de los Departamentos. Por lo general, son profesores
poco cualificados los que imparten la docencia en estos cursos.

Los cursos actuales de Formacién Inicial de Secundaria se sostienen sobre
este sistema de excepcionalidades. As se pone de manifiesto la falta de compro-
miso real de la Universidad Espafiola con la formacién inicial del Profesorado
de Secundaria.

La Universidad esta organizada sobre la base de Areas de Conocimiento y
Departamentos que establecen un sistema para la docencia y la investigacion en
todos los campos de actuacidn. Las alternativas y excepcionalidades significan
una falta de participacién real de los 6rganos naturales de trabajo universitario
y una discrecionalidad en las actuaciones que encubre un desinterés manifiesto
de Ia Universidad Espafiola por la Formacién del Profesorado.

La carencia actual por parte de las Universidades de planificacién propia,
seria y fundada para la formacién inicial y permanente del profesorado de se-
cundaria se explica por la ignorancia de estas instituciones sobre el desarrollo
actual de las disciplinas educativas y didacticas, al no tener en cuenta los recur-
s0s propios y los especialistas en las diferentes Areas de Conocimiento, en nues-
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tro caso, de manera muy especial, a los profesores e investigadores en Didictica
de la Matemitica.

1.2 Necesidades formativas del profesor de matemdticas

El profesor es un profesional que se ha iniciado en Ia practica de la ensefan-
za mediante ensayo y error, que ha logrado su competencia y capacitacion con
escasa ayuda institucional. Es tarea del profesor ayudar a sus alumnos a intro-
ducirse en una comunidad de conocimientos y capacidades que otros ya po-
seen. Sutrabajo es una actividad social que se lleva a cabo mediante el desarrollo
y puesta en préctica del curriculo de matemaiticas.

El desempefio adecuado de esta actividad profesional, que consiste en la
educacién de nifios y jovenes mediante las matemadticas, exige el desarrollo y
puesta en prictica de un complejo plan de formacién, E| profesor ha de tener
formacidn y conocimientos adecuados para controlar y gestionar la compleji-
dad de relaciones que se presentan en los procesos de ensefianza y aprendizaje.

El profesor de secundaria trabaja sobre las relaciones entre teotia ¥y préictica
en los planes para la formacién de j6venes en matemiticas, Las herramientas
con las que tiene que trabajar no se limitan a esta disciplina, ya que incluyen
una variedad de campos. El profesor de matemiticas de secundaria necesita
conocimientos sélidos sobre los fundamentos tedricos del curriculo y sobre los
principios para ¢l disefio, desarrollo y evaluacién de unidades did4cticas de
matematicas. Sin una formacién teérica adecuada en este ca po, los profesores
ven limitadas sus funciones a las de meros ejecutores de un campo de decisiones
cuya coherencia y i6gica no dominan y no entienden.

A los profesores no les basta con dominar los contenidos técnicos de su
materia. El campo de actuacion en el que el profesor de matemdticas tiene que
desempefiar su tarea como educador necesita del conocimiento didéctico del
contenido que tiene otras bases disciplinares,

Para un desempefio profesional correcto es necesario proporcionar a los
profesores herramientas conceptuales bien construidas ¥ funcionalmente po-
tentes, con las que mejorar la propia formacién y disponer de un marco de
referencia adecuado. Estas herramientas han de permitir un mayor grado
de autonomia intelectual y facilitar la gestion cooordinada de la complejidad de
problemas derivados de la ensefianza y aprendizaje de las matemaricas dentro
del sistema educativo. Este objetivo debe contemplarse tanto para profesores
en formacién como para profesores en ejercicio.

El educador matemitico que concebimos es un profesional intelectualmente
auténomeo y critico, responsable de sus actuaciones, con capacidad para racio-
nalizar sus acuerdos y sus desacuerdos con sus colegas de profesién en el ejerci-
cio de sus tareas.

El educador matemitico debe contar con unas bases tedricas e instrumentos
conceptuales que le permitan planificar y coordinar su trabajo, tomar decisio-
nes fundamentadas y encauzar sus actuaciones en el logro de las finalidades
establecidas por un plan de formacién socialmente determinado.
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2. CAMPO DE TRABAJO: MATEMATICAS ESCOLARES

E| aula de matematicas es el campo de trabajo del profesor y su argumento
son las mateméticas escolares. La reflexion y la valoracion sobre las matemAti-
cas escolares han experimentado en los ltimos afios cambios profundos y con-
sistentes derivados de los nuevos avances en el campo de la educacién, de los
estudios sobre sociologia del conocimiento, del desarrollo de la Educacién
Matemdtica y de la profesionalizacién creciente de los educadores matemati-
COS.

Este marco concibe la educacién como ese proceso mediante el cual un indi-
viduo en formacion es iniciado en la herencia cultural que le corresponde (Mead,
1985), el modo en que cada generacidn transmite a las signientes sus pautas
culturales bésicas. La educacién hace referencia a un sistema de valores, consi-
dera la prictica social en la que se incardina, se basa en unos fundamentos
éticos y reflexiona sobre las implicaciones politicas conexas. La ensefianza de
las mateméticas forma parte de ese sistema de valores, tiene fundamento éticos
y se incardina en una préctica social. Las matemdticas forman parte de la educa-
cién obligatoria porque satisfacen plenamente las condiciones anteriores.

La sociologfa del conocimiento establece que, como en el resto de las disci-
plinas cientificas, las representaciones mateméticas son construcciones sociales.
La conjetura de la construccién social ubica el conocimiento, la cognicién y las
representaciones en Jos campos sociales de su produccién, distribucién y utili-
sacién. El conocimiento cientifico es constitutivamente social debido a que la
ciencia esté socialmente orientada y los objetivos de la ciencia estan sostenidos
socialmente (Restivo, 1992). El conocimiento mateméatico, como toda forma
de conocimiento, representa las experiencias materiales de personas que inte-
ractiian en entornos particulares, culturas y periodos histdricos.

Teniendo en cuenta esta dimension social, el sisterna educativo —y, en parti-
cular, el sistema escolar— establece multitud de interacciones con la comunidad
materndtica, ya que se ocupa de que las nuevas generaciones sean iniciadas en
los recursos matematicos utilizados socialmente y en la red de significados o
vision del mundo en que se encuentran enclavados; esto es, organiza un modo
de préctica matemadtica.

En las modernas sociedades el sistema escolar es una institucién compleja,
gue implica a multitud de personas y organismos y trata de satisfacer, simulti-
neamente, una diversidad de fines no siempre bien delimitados y coordinados.
Dentro del sistema escolar tiene lugar gran parte de la formacién matemética
de las generaciones jévenes. Esta institucion debe promover las condiciones
para que los més jovenes lleven a cabo su construccién de los conceptos mate-
miaticos mediante la elaboracién de significados simbdlicos compartidos.

20



«Las matemdticas deben mucho a su prestigio académico y social al doble carac-
ter que se [es atribuye de ser una ciencia exacta y deductiva. La cualidad de la exac-
titud, sin embargo, representa sélo una cara de la moneda, las mds tradicional en las
matemdticas, que en la actualidad comprenden también smbitos tales como la teoria
de la probabilidad, la de Ia estimacién, o la de los conjuntos borrosos en los que la
exactitud juega un papel diferente. De modo semejante, la rradicional idea de las
matemdticas como ciencia puramente deducriva, idea ciertamente vilida para el co-
nocimiento matemaético en cuanto producto desarrollado y ya elaborado, ha de co-
rregirse con la consideracién del proceso inductivo y de construccién a través del
cual ha llegado a desarrollarse ese conocimienton (Real Decreto 1345/1991).

La dimensién educativa lleva a considerar el conocimiento matemérico como
una actividad social, propia de los intereses y la afectividad del nifio y del joven,
cuyo valor principal esti en que organiza y da sentido a una serie de practicas
dtiles, a cuyo dominio hay que dedicar esfuerzo individual y colectivo. El edu-
cador se ocupa de iniciar a los nifios y adolescentes en la cultura de la comuni-
dad a la que pertenecen y de transmitirles sus valores sociales. De esta cultura
también forma parte el conocimiento matemdtico, que debe comunicarse en
toda su plenitud a cada generacién. La tarea del educador matematico conlleva
una gran responsabilidad, puesto que las matematicas son una herramienta in-
telectual potente, cuyo dominio proporciona ventajas intelectuales. Como toda
tarea social debe ofrecer respuestas a una multiplicidad de opciones e intereses
que, permanentemente, surgen v se entrecruzan en el mundo actual.

«Conviene tener en cuenta por eso que en el desarrollo del aprendizaje matema-
tico en ¢l nifio y el adolescente desempefia un papel de primer orden la experiencia
y la induccién. A través de operaciones concretas como contar, comparar, clasificar,
relacionar, el sujeto va adquiriendo representaciones [dgicas, y matemdticas, que
mds tarde valdrin por si mismas de manera abstracta, y serdn susceptibles de forma-
lizacién en un sisterna plenamente deductivo, independiente ya de la experiencia
directa.» (Real Decreto 1345/1991).

También, y de modo no secundario, al reflexionar sobre las mateméticas
escolares debe tenerse en cuenta el continuo y permanente trabajo de miles de
profesores, cientos de equipos de trabajo y seminarios permanentes, decenas
de reuniones, congresos, jornadas ¥y sImposios, que se expresan y manifiestan
en las revistas y publicaciones periddicas, en las actas de los congresos y en los
libros especializados en Educacién Matemitica, Todos estos espacios de comu-
nicacién y fuentes documentales constituyen el entramado actual que informa
sobre una situacién rica y fecunda y que profundiza en la innovacién sobre
nuestros hibitos de razonamiento y [a forma de adquirirlos y ensefiarlos.

En los dltimos afios la comunidad docente ha ido decantando una nueva
visién de las matematicas escolares basada en:

* La aceptacién de que el conocimiento matematico es resultado de una
evolucién histérica, de un proceso cultural cuyo estado actual no es, en
muchos casos, la culminacién definitiva del conocimiento y del que los
aspectos formales constituyen sélo una faceta.
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« La necesaria consideracién pragmitica e instrumental del conocimiento
matemdtico, interpretando los conceptos y estructuras matematicas como
herramientas mediante las que se realizan determinadas funciones cogni-
tivas y se ponen en practica determinadas competencias.

« El reconocimiento de que un niicleo importante de conceptos y procedi-
mientos de las matematicas forman parte del bagaje de los conocimientos
basicos que debe dominar el cindadano medio; por ello, las matematicas
no pueden ser un filtro sino un elemento de promocién y homologacién
de los alumnos.

+ La consideracion de los procesos constructivos y de la interaccién social
en el aprendizaje del conocimiento matematico, en la creacién de los sis-
cemas de simbolos y estructuras matematicas significativas.

« Lanecesidad de incorporar, buscar e implementar nuevas tecnologias que
pongan a jévenes y nifios en contacto con los aspectos mas avanzados de
Ja sociedad y les preparen para desenvolverse en un mundo cambiante.

« La conveniencia de una visién activa de la enseflanza, en la que la mani-
pulacién de objetos y la elaboraci6n de modelos constituyan etapa obliga-
da en la adquisicién y dominio de los conceptos; al mismo tiempo, una
ensefianza menos dirigista y més centradaenla creatividad, el aprendizaje
interactivo, la resolucién de problemasy la valoracién critica de las deci-
siones.

3. ENSENANZA Y APRENDIZAJE DE LAS MATEMATICAS

Las matematicas escolares suscitan la concurrencia de dos disciplinas de in-
dagacién cientifica bien diferentes. Por un lado, tenemos la Ensefianza de las
Matematicas, cémo deben ensefiarse y, por otro, el Aprendizaje de las Matemd-
ticas, como se aprenden. Las teorfas del aprendizaje describen cémo el nifio
aprende, es decir, c6mo se apropia y construye el conocimiento y, en furcién de
ello, modifica su conducta y avanza en su comprensi6n. Las teorfas instructivas
tratan de emitir conclusiones sobre cémo la ensefianza deberia llevarse a cabo.

Unas teorias son descriptivas y las otras son prescriptivas, y la conexion
entre ambas debiera estar més consolidada. Pese a ello, parece aceptado que la
instruccién necesita ser consistente con lo que ya sabemos sobre ¢6mo el nifio
aprende o piensa.

Los docentes podemos extraer una serie de consideraciones de la interco-
nexion entre teorias del aprendizaje, basadas en los avances recientes de la psi-
cologia cognitiva y los conocimientos sobre la ensefianza. Entre estas
consideraciones destacamos:
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* Las matemdticas escolares no se deben asumir como una disciplina estiti-
camente acotada, centrada sélo en el dominio de hechos y destrezas me-
diante una reiteracién de tareas. Esta vision supone un empobrecimiento
de lo que es el conocimiento matemético, olvidando la riqueza de relacio-
nes que estan en la base de cualquier concepto y de las conexiones entre
los mismos. Por otra parte, al limitar los procedimientos a la ejecucién
mecénica de tareas se prescinde de la invencion, el ensayo, la creatividad,
las conjeturas y refutaciones, la significacién dentro de un contexto y
tantos oLros aspectos que una visién amplia de los procedimientos mate-
méticos permite contemplar.

* Adoptar una concepcién mas completa de las potencialidades del alumno
y no verlo como recipiente vacfo que asimila pasivamente contenidos ais-
lados de las acciones concretas y de su utilidad, en lugar de experimentar-
los por si mismo para dotarlos de significado. Aceptar que el alumno va
construyendo su propio conocimiento al integrar nueva informacién en
redes conceptuales ya existentes,

* Elaprendizaje de las matematicas escolares es siempre un proceso activo,
resultado de una variedad de interacciones del alumno con su maestro,
compafieros, familia y sociedad. Conviene desterrar el determinismo in-
dividualista que considera que el nifio aprende aisladamente y por s solo.
Por ello conviene fomentar la participacién, la discusién y la libre expre-
sién de las propias ideas; insistir en la capacidad de justificar los propios
argumentos y proporcionar razones que los hagan crefbles; estimular Ja
capacidad para extraer implicaciones de una situacién hipotética. Todo
ello conlleva una flexibilizacién en los agrupamientos, el estimulo del
trabajo en equipo, el intercambio de ideas y la seleccién y elaboracién de
informacién de modo compartido.

* El aprendizaje de las matematicas escolares se produce sobre la base de
conocimientos previos, algunos de tipo intuitivo e informal. La accién
sobre objetos reales, las manipulaciones a las que se pueden someter esos
objetos, las representaciones ingenuas que podemos hacer de los mismos,
v, en general, cualquier actuacion que ponga de manifiesto relaciones que
pueden considerarse entre objetos diversos, son un Paso previo umpres-
cindible en la comprensién y asimilacién de los conceptos matemdaticos,
La fase experimental proporciona una rica base de Lepresentaciones, en
las que las relaciones que constituyen un concepto quedan asimiladas por
el alumno, integrandose en la red conceptual previamente existente.

* Conviene también tener en cuenta que el conocimiento matemético no se
genera de modo répido, acabado y completo. Todo proceso de aprendiza-
je es lento, necesita claves de procesamiento continuo ¥ nunca estd total-
mente concluido. Nosotros adultos nos vemos a veces sorprendidos por
el descubrimiento de nuevas e insélitas relaciones, que proporcionan vi-
siones fecundas a nuestro conocimiento matematico va consolidado. La
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red de relaciones entre los hechos, conceptos y estructuras matematicas
es practicamente inagotable, y su capacidad para plantear nuevos algorit-
mos y generar procedimientos imprevistos es igualmente ilimitada. Por
ello, no podemos dar por finalizado el dominio de ningilin concepto en un
breve periodo de tiempo.

Es distintivo de las matematicas que todo nueve conocimiento se ponga, de
un modo u otro, en conexién con conocimientos previamente establecidos. De
esta forma se consolida el sistema en su globalidad y se mejora la capacidad de
razonamiento del alumno.

En este marco general de reflexion debemos tener en cuenta que para inser-
tar el aprendizaje de las matematicas en la realidad escolar es necesario trabajar
en todos los contextos en los que esta materia toma sentido. La escuela no es
s6lo taller, granja, fabrica, laboratorio o asamblea. Es todo eso y algo més: es el
entorno ecolégico donde se lleva a cabo la parte principal del proceso de cultu-
rizacién de las generaciones en formacién.

4. LAS MATEMATICAS COMO ELEMENTO DE CULTURA

Conviene reflexionar, brevemente, sobre la dimensién cultural de las mate-
maticas dentro del sistema escolar.

Las matemiaticas son un ingrediente basico de la cultura, pues existen en un
medio social y humano determinado, constituyendo un modo importante de
relacién y comunicacién entre personas, que da forma y permite expresar mil-
tiples actividades del hombre. Las matematicas son un elemento de la cultura,
una herramienta que la interpreta y elabora, puesto que atienden a planes, for-
mulas, estrategias y procedimientos que gobiernan la conducta; permiten orde-
nar el comportamiento del hombre, marcar pautas de racionalidad, y ayudar a
que surja y se desarrolle el pensamiento cientifico. El pensar matemdtico, que
es social y piiblico, consiste en dar significado y compartir un simbolismo 16gi-
co, espacial y cnantitativo que permite expresar y desarrollar las capacidades
humanas de relacién, representacién y cuantificacién.

Este proceso de enculturacién lo denominamos Educacién Matematica, pro-
ceso que, cuando se lleva a efecto en el sistema escolar obligatorio, debe abarcar
dos niveles: alfabetizacion matemdtica bdsica, constituido por los conocimien-
tos elementales y competencias bésicas sobre nimeros, formas y relaciones, ¥
perfeccionamiento matemdtico, conocimientos necesarios para desenvolverse
con holgura en la sociedad y desempefar un puesto profesional de cualificacién
media. Queda un tercer nivel, el de especializacion, ajeno a la escolaridad obli-
gatoria, que se manifiesta en la utilizacién de conocimientos matemdticos de
alto nivel de complejidad, y que se presenta en sectores sociales y profesionales
con mayor nivel de responsabilidad clentifica, econémica o cultural.

El proceso de enculturacion que liamamos Educacién Matemadtica se lleva a
efecto principalmente mediante la ensefianza y el aprendizaje de determinados
conocimientos matematicos bésicos a los que hemos denominado, globalmen-
te, matemdticas escolares.
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Constituye un rasgo distintivo de las sociedades con mayor avance cientifico
y técnico contemplar la Educacién Matemitica como uno de los elementos
esenciales en la preparacién de las generaciones en formacién. Uno de los retos
clave en el momento actual consiste en la democratizacion de la cultura, siendo
por ello necesaria la incorporacién de la toralidad de la poblacién al conoci-
miento, los valores y las pautas de actuacion marcados por la Educacién Mate-
mitica, de manera que nuestra disciplina deje de ser un criterio fuerte de
discriminacién y pase a constituir un factor mas de la necesaria ignaldad basica
entre los ciudadanos que preconiza una sociedad democritica.

5. FINES Y METAS DE LA EDUCACION MATEMATICA

Las razones con las que usualmente se justifica [a presencia de las matemaéti-
cas en la educacién obligatoria responden a tres tipos de argumentos.

En primer lugar, se considera que las matemdticas tienen un alto valor for-
mativo porque desarrollan las capacidades de razonamiento [égico, simboliza-
cién, abstraccién, rigor y precisién que caracterizan al pensamiento formal. En
este sentido, las matemadticas son valiosas ya que permiten lograr mentes bien
formadas, con una adecuada capacidad de razonamiento y organizacion.

En segundo lugar, aprender matematicas tiene interés por su utilidad précti-
ca. Las matemdticas aparecen en todas las formas de expresién humana, permi-
ten codificar informacién y obtener una representacién del medio social y natural,
suficientemente potente como para permitir una actuacidn posterior sobre di-
cho medio. Al describir un fenémemo en términos de un modelo matemadtico se
pueden inferir conclusiones légicas sobre el modelo que predicen el comporta-
miento futuro del fenémeno v, de ahi, conjeturar los cambios que se pueden
producir o las regularidades que se van a mantener.

En tercer lugar, las matemadticas proporcionan, junto con el lenguaje, uno de
los hilos conductores de la formacién intelectual de los alumnos. Las matemati-
cas necesitan de un desarroflo continuo y progresivo que, a su vez, permite
apreciar el desarrollo alcanzado por el alumno. La madurez alcanzada por cada
nifio a lo largo de su formacién escolar tiene dos indicadores principales: su
capacidad de expresién verbal —que se pone de manifiesto en su dominio del
lenguaje- v su capacidad de razonamiento —puesta de manifiesto por las mate-
maricas, de modo destacado. Por otra parte, debido a su cardcter de herramien-
ta, las matemdticas suponen un instrumento comun de trabajo para el resto de
las disciplinas.

«Alo largo de la educacidn obligatoria las matemadticas han de desempeiiar, indi-
sociable y equilibradamente, un papel formativo bisico de capacidades intelectua-
les, un papel aplicado, funcional, y un papel instrumental, en cuanto armazdén
formalizador de conocimientos en otras materias.» (Real Decreto 1343/1991)
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Desde una perspectiva méas general la ensefianza de las matemdticas debe
satisfacer las necesidades formativas y de desarrollo de las capacidades cogniti-
vas y afectivas de los escolares; también debe considerar las finalidades sociales,
que comprenden el dominio de destrezas matemdticas basicas por todos los
ciudadanos y la formacién de profesionales cualificados, productores de cono-
cimientos matematicos. Las finalidades culturales, que ya se han mencionado,
forman parte de la orientacién que debe tener la ensefianza de las matemiticas,
destacando el caracter histérico, incompleto y culturalmente mediado del co-
nocimiento matematico, as{ como sus conexiones con otras ramas del conoci-
miento. Finalmente, la ensefianza de las matemdticas debe estar orientada por
principios éticos, dirigida a la consecucién de valores democrticos y vinculada
al ejercicio fundado de la critica.

6. NOCION DE CURRICULO

En su acepcion educativa, el concepto de curriculo se ha convertido en un
término genérico con el que se denomina toda actividad que planifique una
formacién. Recientemente hemos dedicado una extensa reflexién al Curriculo
de Matematicas para Educacién Secundaria (Rico, 1997), por lo que remitimos
a ese trabajo al lector interesado en un estudio tedrico mds extenso. Destaca-
mos en este apartado algunas ideas adecnadas a nuestro propésito.

El curriculo de Ia Educacién Obligatoria es un plan de formacién que se
propone dar respuesta a las sigunientes cuestiones:

éQué es, en qué consiste el conocimiento?
¢Qué es el aprendizaje?

{Qué es la ensefianza?

iQué es, en qué consiste el conocimiento ril?

La intencién del currriculo es ofrecer propuestas concretas sobre:

modos de entender el conocimiento,

interpretar el aprendizaje,

poner en prictica la ensefianza,

— valorar la utilidad y dominio de los aprendizajes realizados.

[

Estas cuestiones marcan dimensiones prioritarias para organizar la reflexién
curricular, pero no sefialan su contenido explicito.

La primera cuestién équé es el conocimiento? sirve de referencia para otras
cuestiones més precisas, tales como:

{qué es, en qué consiste el conocimiento matematico?

¢qué caracteristicas relevantes diferencian este conocimiento de otros?
{por qué es importante este conocimiento?

¢qué relaciones sostiene el conocimiento matemdtico con las determinacio-
nes culturales de nuestra sociedad?
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La discusién sobre {qué es el conocimiento matematico? no es trivial y afec-
ta profundamente al disefio y desarrollo del curriculo de matematicas.

La segunda cuestién: ¢qué es el aprendizaje? interviene en el disefio y desa-
rrollo del curriculo. También esta cuestién genérica encierra un nticleo amplio
de cuestiones importantes:

éen qué consiste el aprendizaje?,

¢cémo se produce? {cémo aprenden nifios y jévenes?

el aprendizaje, ¢es resultado de una evolucién o efecto de la instruccion, o
de ambas cosas?

¢qué funcién tiene una teorfa del aprendizaje?

Por lo que se refiere a nuestra disciplina la pregunta bisica se enuncia asi:
{coOmo se caracteriza el aprendizaje de las matematicas?

Todo curriculo de matematicas necesita estar basado en alguna teoria o es-
quema conceptual que permita dar respuesta fundada a cuestiones generales
como las siguientes:

{cémo son las personas en el trabajo con matemadticas?
¢cémo se desarrolla la comprensién de los conceptos matemiticos?
¢en qué consiste la capacidad matemadtica?

La tercera cuestién <qué es la ensefianza? da también tugar a una diversifica-
cién de cuestiones especificas y precisas. Entre estas cuestiones encontramos las
siguientes:

{en qué consiste educar?

¢en qué consiste la educacién matematica?

¢c6mo puede llevarse a cabo la formacién de nifios y jévenes en un campo
especifico del conocimiento?

{en qué consiste la instruccién?

Finalmente, la cuarta cuestién {para qué sirve el conocimiento? admite una
una seric de cuestiones mas precisas:

{cémo se establece la utilidad del conocimiento matemaitico?

écudndo un individuo dispone de conocimiento iril?

¢qué criterios determinan la capacidad matemitica de una persona?
¢mediante qué instrumentos se valora la capacidad matemitica de una per-
sona?

¢cudles son los mecanismos sociales que sostienen esa valoracién?
{mediante qué criterios se valora la eficacia de un curriculo?

{cémo y con qué criterios se valora la capacidad de un profesor o de unos
materiales curriculares?

{qué mecanismos permiten modificar un curriculo, cémo se ponen en prac-
tica?

¢quiénes tienen la responsabilidad de la valoracién y de los cambios?
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6.1 Dimensiones del curriculo

Las cuatro cuestiones consideradas permiten establecer cuatro dimensiones
en torno a las que organizar tos niveles de reflexién curricular (Rico, 1997).
Estas cuatro dimensiones son:

« Dimensién cultural/ conceptual
¢ Dimensién cognitiva

¢ Dimensién ética

» Dimensidn social

Cultural/conceptual

Sociai

Cognitiva

Etica/iormativa

Dimensiones del curricule

Estas cuatro dimensiones las hemos considerado cuando hemos reflexiona-
do sobre las finalidades de la ensefianza de las matemaricas. Igualmente se pue-
den considerar otros niveles de reflexién sobre el curriculo, que se pueden
analizar en términos de estas cuatro dimensiones.

Dos de los niveles de reflexién usuales en los estudios sobre el curriculo de
matemdticas son el nivel de planificacién para el aula y el nivel de planificacién
para el sistema educativo —ambos niveles estdn fuertemente conectados y pue-
den estructurarse mediante las mismas cuatro dimensiones, pero se trata de
niveles distintos. En el cuadro se presentan las componentes por cada dimen-
si6n de los dos niveles mencionados:

Dimensiones | 1% dimensién: | 22 dimensién: | 37 dimensién: | 4" dimensién:
S====== Cultural/ Cognitiva o de Etica o Social
Niveles conceptual desarrollo formativa
Planificacién . g y 1
Contenidos Objetivos Metodologfa Evaluacién
para el aula
Sistema L L
3 Conocimientos Alumnos Profesor Escuela
Educativo

Niveles y dimensiones en el estudio del curriculo
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Como desarrollo de las directrices generales que marcan los documentos
oficiales, en los que se concretan y marcan actuaciones para los planes de for-
macién que se llevan a cabo por medio del Sistema Educativo, cada uno de los
materiales que contribuyen al diseilo y puesta en prictica de un determinado
proyecto curricular expresan una concreccién de los objetivos, de la organiza-
cién del contenido, de los métodos y recursos para trabajar en el aula y de los
medios ¢ instrumentos para la evaluacion.

7. OBJETIVOS DEL CURRICULO DE MATEMATICAS

A la hora de interpretar los objetivos que establecen los documentos curri-
culares para el Area de Matematicas de la Educacion Secundaria Obligatoria es
conveniente recordar el caricter formativo general y la obligatoriedad de esta
etapa educativa.

La ensefianza de las Matemadticas en la etapa de Educacién Secundaria Obli-
gatoria tendrd como objetivo contribuir a desarrollar en los alumnos y alumnas
las capacidades siguientes:

«1. [ncorporar al lenguaje y modos de argumentacién habituales las distintas
formas de expresién matemdtica (numérica, grifica, geométrica, légica, al-
gebraica, probabilistica) con el fin de comunicarse de manera precisa y rigu-
rosa,

2. Utilizar las formas de pensamiento légico para formular y comprobar conje-
turas, realizar inferencias y deducciones, y organizar y refacionar informa-
ciones diversas relativas a la vida cotidiana y 2 la resolucién de problemas.

3. Cuantificar aquellos aspectos de la realidad que permitan interpretarla me-
jor, utilizando técnicas de recogida de datos, procedimientos de medida, las
distintas clases de niimeros y mediante la realizacién de los cilculos apropia-
dos a cada situacién.

4. Elaborar estrategias personales para el andlisis de situaciones concretas y la
identificacién v resolucién de problemas, utilizando distintos recursos e ins-
trumentos, y valorando la conveniencia de las estrategias en funcién del ani-
lisis.

5. Utilizar técnicas sencillas de recogida de datos para obtener informacién so-
bre fenémenos y situaciones diversas, y para representar esa informacién de
forma grifica y numérica y formarse un juicio sobre la misma.

6. Reconocer la realidad como diversa y susceptible de ser explicada desde puntos
de vista contrapuestos y complementarios: determinista/ aleatorio, finito/
infinito, exacta/o aproximadamente, etcétera.

7. Identificar las formas y relaciones espaciales que se presentan en la realidad,
analizando las propiedades y relaciones geométricas implicadas y siendo sen-
sible 2 la belleza que generan.

8. Identificar los elementos mateméticos (datos estadisticos, grificos, planos,
célculos, etc.) presentes en las noticias, opiniones, publicidad, etc., analizan-
do criticamente las funciones que desempefian y sus aportaciones para una
mejor comprensién de los mensajes.
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9. Actuar, en situaciones cotidianas y en la resolucién de problemas, de acuer-
do con modos propios de la actividad matemdtica, tales como la exploracién
sistemdtica de alternativas, la precisién en el lenguaje, la flexibilidad para
modificar el punto de visea o la perseverancia en la blsqueda de soluciones.

10. Conocer y valorar las propias habilidades matematicas para afrontar las si-
tuaciones que requieran su empleo o que permitan disfrutar con los aspectos
creativos, manipulativos, estéticos o utilitarios de las matemaiticas.» (Real
Decreto 1345/1991).

Vemos que se trata de enunciados genéricos, vinculados a uno o varios blo-
ques de contenidos generales. Estos objetivos marcan prioridades en el desarro-
llo de las capacidades de los alumnos, pero dejan abierto un campo muy amplio
a la autonomfa de los profesores. Los enunciados de estos objetivos imponen la
necesidad de buscar criterios que permitan tomar decisiones adecuadas sobre
su concrecidn.

8. ORGANIZACION DEL CONTENIDO

Para la organizacién de los contenidos en el curriculo actual de matemadticas
de la Educacién Obligatoria se combinan dos criterios: uno disciplinar y otro
cognitivo, El criterio disciplinar clasifica los contenidos del curricule en cinco
grandes bloques. El criterio cognitivo clasifica los conocimientos mateméticos
en conceptuales y procedimentales, con diferentes niveles en cada uno de estos
campos; ademds, afade unos conocimientos actitudinales.

Los cinco bloques en los que la organizacién disciplinar agrupa los conteni-
dos de matematicas son:

1. Niimeros y operaciones

2. Medida, estimacién y cilculo de magnitudes

3. Representacién y organizacién en el espacio

4, Interpretacién, representacién y tratamiento de la informacién
5. Tratamiento del azar

Estos cinco bloques se han modificado en las Comunidades Auténomas con
competencias educativas.

8.1 Organizacién cognitiva de los contenidos

Compartimos el punto de vista cognitivo que considera el conocimiento
matemitico organizado en dos grandes campos: conceptual y procedimental.

«El conocimiento conceptual se caracteriza mds claramente como conocimiento
que es rico en relaciones. Puede pensarse como una membrana conectada de cono-
cimiento, una red en [a que las relaciones de conexién son tan importantes como las
piezas discretas de informacién. Las relaciones saturan los hechos y proposiciones
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individuales de modo que todas las piezas de informacién estin conectadas a alguna
red. De hecho, una unidad de conocimiento conceptual no puede ser una pieza
aislada de informacién; por definicién es una parte del conocimiento conceprual
s6lo si su poseedor reconoce su relacién con otras piezas de informacién.» (Hiebert
y Lefevre)

El conocimiento procedimental consiste en los modos de gjecucién ordena-
da de una tarea, lo constituyen las

«reglas, algoritmos o procedimientos empleados para resolver una tarea. Hay
instrucciones pase por pasc que prescriben cémo concluir una rarea. Un rasgo clave
de los procedimientos es que se ejecutan en una secuencia lineal predeterminada. Fs
la naturaleza claramente secuencial de los procedimientos la que probablemente los
diferencia de otras formas de conocimiento.» (Hiebert y Lefevre).

Los conceptos son aquello con lo que pensamos y, segin su mayor o menor
concreccion, podemos distinguir tres niveles de conocimientos en el campo
conceptual:

i} los hechos, que son unidades de informacién y sirven como registros de
acontecimientos;

ii) los conceptos propiamente tales, que describen una regularidad o rela-
cién de un grupo de hechos, suelen admitir un modelo o representacién
y se designan con signos o simbolos;

1ii} las estructuras conceptuales, que sirven para unir conceptaos o para suge-
rir formas de relacién entre conceptos constituyendo, a veces, conceptos
de orden superior, ya que pueden establecer algtin orden o relacién entre
conceptos no inclusivos.

Los procedimientos son aquellas formas de actuacién o ejecucién de tareas
matemdticas; igualmente podemos distingnir tres niveles diferentes en el cam-
po de los procedimientos:

1) las destrezas consisten en la transformacién de una expresién simbélica
en otra expresion. Para ello, hay que ejecutar una secuencia de reglas
sobre manipulacién de simbolos; por lo general, las destrezas se ejecutan
procesando hechos;

i) los razonamientos se presentan al procesar relaciones entre conceptos, y
permiten establecer relaciones de inferencia entre ellos;

tii) las estrategias, que se ejecutan sobre representaciones de CONceptos y
relaciones; las estrategias operan dentro de una estructura conceptual
y suponen cualquier tipo de procedimiento que pueda ejecutarse, tenien-
do en cuenta las relaciones y conceptos implicados.
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Esquematicamente expresamos asi nuestra consideracion del conocimiento
matemitico:

Estructuras
Conceptuales =

Procedimientos

Destrezas

Razonamientos

e e

Conocimiente matematico

En el cuadro se indican las relaciones de inclusién entre los diferentes nive-
les de cada uno de los campos v las conexiones entre ellos. En este cuadro no
est4 incluido el conocimiento actitudinal, ni tampoco las capacidades metacog-
nitivas.

En cada uno de los niveles anteriores se pueden distinguir varios tipos, que
pasamos 2 presentar brevemente.

1. Hechos. Se distinguen cuatro tipos de hechos: términos, notaciones, con-
venios y resultados.

Términos: son las denominaciones o vocablos con los que designamos
los conceptos o las relaciones entre conceptos. En matematicas hay términos
especificos y otros que proceden del lenguaje comun.

Notaciones: son los signos y simbolos empleados en matematicas para
expresar una idea de modo breve y preciso.

Convenios: son acuerdos ticitos o consensuados para comunicar infor-
macién sin ambigiiedad, evitando largas explicaciones.

Resultados: son unidades de informacién producto directo e inmediato
de relaciones entre términos, suceptibles de memorizar, cuyo dominio y con-
trol conviene disponer para trabajar en mateméticas sin tener que partir
siempre de cero.

2. Técnicas y Destrezas. Las técnicas y destrezas suponen el dominio de los
hechos y de los procedimientos usuales que se pueden desarrollar de acuerdo
con rutinas secuenciadas. Distinguimos las destrezas segin el campo de las ma-
teméticas escolares en el que operan, y las clasificamos en: aritméticas, métri-
cas, geométricas, grificas y de representacién.

Destrezas Aritméticas: son aquellas necesarias para un correcto dominio
del sistema decimal de numeracién y de las cuatro operaciones basicas. En-
tre kas mas destacadas podemos sedalar la lectura y escritura de nimeros, el
clculo mental con digitos y algunos nimeros de dos cifras, el cilculo con
papel v ldpiz, y ¢l empleo de la calculadora.
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Destrezas Métricas: son las destrezas necesarias para emplear correcta-
mente los aparatos de medida mds comunes de las magnitudes longitud,
tiempo, amplitud, capacidad, peso y superficie; también se incluye aquf el
dominio del sistema métrico decimal.

Destrezas Geométricas: comprenden las rutinas para construir un mode-
lo de un concepto geométrico, para manipularlo o para hacer una represen-
tacién del mismo en el plano; también se incluye el dominio y empleo correcto
de determinados convenios para expresar relaciones entre conceptos geomé-
tricos.

Destrezas Grificas y de Representacion: el uso de modelos grificos no
estd limitado a la representacién de conceptos geométricos; cuando se hace
una representacion lineal de los ndmeros, cuando se emplea una grafica
para expresar una relacién entre dos variables, o cuando se simboliza una
fraccidn sobre una figura, se estdn utilizando destrezas de tipo grifico, que
suponen el empleo de determinados convenios para dar una imagen visual
de un concepto o relacién.

3. Conceptos. Consideramos los conceptos como una serie de unidades de
informacién (hechos) conectados entre si mediante una multiplicidad de rela-
ciones. El concepto lo constituyen tanto los hechos como sus relaciones y se
representan mediante sistemas simbélicos y gréficos. Usualmente todo concep-
to admite una o varias representaciones de caricter grifico o simbélico. Cada
concepto se caracteriza por la mayor o menor complejidad de relaciones que se
pueden establecer entre los hechos cuya regularidad expresa que, a su vez, va a
permitir establecer nuevas relaciones con otros conceptos.

4. Razonamiento. La capacidad para establecer nuevas relaciones entre las
unidades de informacién que constituyen un concepto se expresa mediante una
secuencia argumental a la que solemos [lamar razonamiento. El razonamiento
¢s la forma usual de procesar conceptos, es decir, de derivar unos conceptos de
otros o implicar una nueva relacién sobre la base de las relaciones ya estableci-
das. El razonamiento légico-deductivo se ha considerado como la forma de ra-
zonamiento matemdtico preferente, lo cual no deja de ser una simplificacién.
En matemdticas, ademas del razonamiento deductivo, se emplean el razona-
miento inductivo y el razonamiento analégico. En cualquiera de los razona-
mientos se utilizan destrezas de diferentes clases. Cuando un determinado
razonamiento se ejecuta con unas pautas de rigor, precisién, concisién y elegan-
cia se estandariza con alguna denominacién especial: prueba, teorema, etc. En
el trabajo con alumnos de la Educacién Obligatoria, un razonamiento ser todo
argumento suficientemente fundado que dé razén o justifique una propiedad o
relacién, Las capacidades de expresién y comunicacién de los alumnos las con-
sideramos como una parte importante de su capacidad de razonamiento.

5. Estructuras conceptuales. Los conceptos, a su vez, no constituyen unida-
des aisladas de informacion; entre ellos se puede establecer una gran riqueza de
relaciones que forman auténticas redes conceptuales. Las relaciones entre con-
ceptos dan lugar a nuevas estructuras, en las que cada uno de los conceptos que
la forman queda caracterizado por las relaciones que mantiene con el resto. Las
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relaciones que se trabajan en el periodo de la Educacién Obligatoria son impor-
tantes porque van poniendo las bases de algunas de las estructuras conceptuales
claves para la formacién matemética de cada alumno. Las estructuras aditiva y
multiplicativa y el razonamiento proporcional estan entre los ejemplos més co-
nocidos. Las estructuras conceptuales constituyen la esencia del conocimiento
matemético organizado, los hechos y destrezas toman sentido y significado dentro
de ellas. Por ello, el establecimiento y reconocimiento de las relaciones que se
dan entre los conceptos con los que se estd trabajando debe ser un elemento
permanente de reflexién.

6. Estrategias. En el entramado de relaciones que constituyen una estructu-
ra conceptual hay multitud de vias para responder a una determinada cuestion,
que toma su sentido cuando se enuncia en términos de los conceptos que for-
man parte de esa estructura. En unos casos se puede seguir un camino priorita-
riamente deductivo, es decir, siguiendo las reglas de razonamiento l6gico; pero
la mayor parte de las veces no suele ocurrir esto, sino que se combinan argu-
mentos deductivos con otros de cardcter inductivo, con representaciones y
modelos, algunas intuiciones y razonamientos no explicitados. Cualquier pro-
cedimiento o regla de accién que permite obtener una conclusién o responder a
una cuestion (resolucién de problemas) haciendo uso de relaciones y concep-
tos, generales o especificos de una determinada estructura conceptual, se deno-
mina estrategia. Las estrategias comprenden al razonamiento y a las destrezas,
pero no se reducen a ellos; las estrategias procesan dentro de una estructura
conceptual y, por tanto, pueden existir estrategias diferentes para alcanzar un
mismo resultado. El uso de estrategias supone un dominio de la red conceptual
sobre la que deben cjercitarse y, al mismo tiempo, grandes dosis de creatividad
e imaginaci6n para descubrir nuevas relaciones o nuevos sentidos en refaciones
ya conocidas. Las estrategias mas usuales en los niveles de la Educacién Obliga-
toria son: estimar, aproximar, elaborar un modelo, construir una tabla, buscar
patrones y regularidades, simplificar tareas dificiles, conjeturar y comprobar.
Unas son metodoldgicas y otras especificas.

Entendemos que el alumno de estos niveles puede irse entrenando en el uso
de estrategias, que le permitirdn poner en funcionamiento el maximo de rela-
ciones entre los conceptos estudiados, considerando nuevas facetas y aspectos
no previstos de los mismos.

9, EVALUACION

La evaluacién es un campo de estudio e investigacién que se plantea cuestio-
nes mucho més amplias que las que se derivan directamente de la pregunta:
scomo calificar a nuestros alumnos? La evaluacién en el periodo de la Educa-
cién Obligatoria no debe utilizarse para controlar la promocién de los alumnos
sino, en todo caso, para detectar situaciones anémalas y proceder a un trata-
miento especifico que permita superarlas (diagnéstico y remedio). Hacer sing-
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nimos los términos evaluacién y examen es una identificacién confusa que se
sucle realizar con frecuencia, y que lleva a un rechazo acritico de todo lo relati-
vo al enjuiciamiento y valoracién del aprendizaje escolar. Scriven (1967) intro-
dujo una distincién importante entre evaluacién formativa y evaluacién sumativa.
La primera actia de forma continua y su papel consiste en diagnosticar e infor-
mar para permitir la recuperacién en aquellos aspectos en los que se comprue-
ben deficiencias; también sirve para que el profesorado modifique su orientacién
e incorpore elementos nuevos en el proceso de ensefianza. La evaluacién suma-
tiva expresa la agregacion de los logros conseguidos por un alumno en diversos
aspectos del aprendizaje de un concepto, y suele dar lugar a una calificacién.
También la evaluacién tiene una importante componente orientativa, que ayu-
da al alumno a explorar sus caracterfsticas cognitivas y al profesor a explicitar
las estrategias mis idéneas en su trabajo con los alumnos, lo que se denomina
estilo de ensefianza.

El punto de vista actual se centra en que para evaluar hay que comprender, lo
cual supone que se ha hecho un juicio razonado de algiin aspecto de un trabajo
desarrollado por los alumnos ante una tarea; se trata de una visién distinta de la
convencional, en la que no se trata de comprender ningfin procesa de aprendi-
zaje, sino de establecer un éxito o un fracaso. Un nuevo enfoque para la evalua-
cién debe discutir y poner en claro varias cuestiones: ¢por qué valorar el trabajo
de los alumnos?, équé hay que valorar?, écémo hay que valorar? y équé decisio-
nes deben afectar a la evaluacién? La legitimidad del error, como parte consti-
tutiva de los procesos de aprendizaje y de elaboracién del conocimiento objetivo,
se sustenta en una posicién epistemoldgica que trata de fomentar el andlisis v la
consideracion critica del conocimiento eludiendo la tendencia a culpabilizar a
los escolares de la comprensién deficiente, ayudandoles a detectar rales defi-
ciencias y buscar vias para su superacion.

Desde esta perspectiva nos planteamos las cuatro preguntas anteriores.

9.1 ¢Por qué hay que valorar el trabajo de los escolares?

Al valorar y corregir el trabajo de los alumnos les informamos de cémo han
realizado determinada tarea; también podemos determinar el grado de asimila-
cién de un concepto, el dominio de una destreza, la habilidad en la eleccién de
un procedimiento y en el uso y manejo de estrategias. También el profesor estd
interesado en conocer lo que la clase puede hacer y lo que no puede hacer,
determinar los niveles generales en los que se encuentran sus alumnos y las
diferencias entre ellos; puede, iguaimente, localizar los errores usuales afin no
superados y valorar el rendimiento logrado por el grupo respecto de un deter-
minado tépico. Tanto los padres como los administradores educativos, las auto-
ridades locales v las asociaciones de profesores tienen intereses legftintos en una
evaluacién lo méas completa posible del aprendizaje realizado por los alumnos.
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9.2 {Qué valorar?

Si entendemos la pregunta en el sentido de cudles son las actividades mate-
maticas de los alumnos que deben considerarse prioritarias para establecer un
jnicio sobre ellos, se pueden dar multitud de respuestas validas: precisién, re-
sultados, método de trabajo, claridad de pensamiento, asimilacién de ideas ma-
temdticas, transferencia en la comprensién, dominio en la ejecucién de técnicas
y destrezas, tiempo en el desempeiio de las tareas, esfuerzo personal, creativi-
dad, adecnacién en la eleccién de estrategias, organizacién de las secuencias, e
incluso pulcritud y claridad en la presentacién de los trabajos. También hay que
considerar las observaciones que hace el profesor cuando los alumnos trabajan
auténomamente o en grupos e, igualmente, las intervenciones que hacen en Jas
discusiones dirigidas.

Si entendemos la pregunta inicial en el sentido de cudl es la parte adecuada
de la actividad del alumno para emitir un juicio sobre su competencia matema-
tica, la consideracién se centra ahora en procurar que la evaluacion no se haga
atendiendo a un tinico tipo de criterios y actividades, ya que puede tener un
efecto contraproducente. Es decir, si nos limitamos a evaluar destrezas de cdl-
culo mecdnico mediante pruebas en las que se controlan los resultados, se favo-
rece un tipo de aprendizaje rutinario y mecénico.

9.3 ¢Cémo evaluar?

Las prucbas estandarizadas de papel y lapiz, bien en versién de un test de
cuestiones y respuestas puntuales, bien mediante una prueba para el desarrollo
mis extenso de cuestiones y la resolucién de problemas més complejos, se pue-
den considerar instrumentos insuficientes para emitir un juicio ttil sobre la
competencia matemética de los alumnos. Con estos instrumentos se puede po-
ner de manifiesto ficilmente el conocimiento de hechos y el dominio en la
ejecucién de destrezas; también es posible comprobar el conocimiento de enun-
ciados, definiciones y propiedades, junto con algunas secuencias de razona-
mientos, pero no es posible comprobar la comprensién real de los conceptos, el
dominio de las estructuras conceptuales, la capacidad personal de razonamien-
to y 1a habilidad en la eleccién y desarrollo de estrategias. ‘Todos estos aspectos
son tan importantes o mis que los primeros, y quizds el mayor inconveniente
para su control estd en que no disponemos de instrumentos suficientemente
constrastados para su realizacién. Sin embargo, no cabe duda de que es posible
hacer una valoracién bastante aproximada de las competencias sefialadas me-
diante un seguimiento del trabajo individual y colectivo que se realiza en el
aula.
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9.4 {Qué decisiones deben afectar a la evaluacién?

Un profesor del periodo obligatorio de la ensefianza debe ser totalmente
consciente de que su funcién no es seleccionar las mentes mas capacitadas para
la educacién superior sino capacitar a cada estudiante para alcanzar el miximo
desarrollo de sus potencialidades, que le permitan incorporarse a una sociedad
democritica. La escuela no puede, v no debe, ensanchar las diferencias cultura-
les debidas a los distintos medios sociales y econémicos de los que proceden sus
alumnos. La escuela no debe ahondar en las diferencias intelectuales que pre-
sentan los nifios, esa no es su mision y el profesorado debe tenerlo claro. Por
todo ello, las matematicas deben abandonar el papel de filtro y seleccién que,
tradicionalmente, han desempefiado en el Sistema Escolar. En este sentido hay
que enfatizar la funcién orientadora de la evaluacién y recordar que, aunque el
alumno es el autor de su aprendizaje, el profesor también es responsable de los
logros y avances conseguidos.

9.5 Criterios para seleccionar tareas de evaluacién

La preocupacién por encontrar instrumentos adecuados mediante los que
llevar adelante la evaluacién de los alumnos en matemiticas ha conducido a los
especialistas a discutir las caracteristicas generales que deben tener tales instru-
mentos. Bell, Burkhardt y Swan (1992) establecieron las siguientes condiciones
para las tareas de evaluacidn:

1. Relevancia prdctica: muchas cuestiones presentan una situacién de la vida
real, pero plantean cuestiones que no tienen significado prictico.

2. Coherencia o fragmentacion de la tarea: muchas tareas conducen al estu-
diante a través de una secuencia de pequefios pasos, que reducen o suprimen la
capacidad de decisién del estudiante (resuelve la ecuacién E utilizando el méto-
do M, o similar). Pocas tareas invitan al estudiante a seleccionar su repertorio
de técnicas, recorrer una cadena de razonamientos o comparar métodos alrer-
nativos.

3. Rango de respuestas posibles: ¢hasta qué punto podemos proponer tareas
que proporcionen la oportunidad a los estudiantes de trabajar con un amplio
rango de capacidades y talentos? Usualmente el nivel de respuestas posibles ha
venido determinado mas por la tarea que por el estudiante.

4. Extensién y valor de la tarea: el pensamiento de orden superior se mues-
tra mejor, por lo general, en tareas extensas que en tareas cortas. Es necesario
que estas actividades constituyan por si mismas experiencias de aprendizaje
vilidas y aceptables.
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5. Modo de trabajar las tareas: tradicionalmente los estudiantes han trabaja-
do las tareas individualmente y en silencio. Estas condiciones artificiales se han
impuesto en beneficio de la fiabilidad, y probablemente se mantendrin en el
sistema. Sin embargo, hay una gran necesidad de explorar como se puede eva-
luar la capacidad de los estudiantes para trabajar cooperativamente, quiza utili-
ando formas de comunicacién orales y practicas en un ambiente usual de trabajo.

10. CONCLUSION

En la historia reciente de la Educacién Matemética los profesionales de este
campo de trabajo se encuentran, por primera vez, enfrentados a la responsabi-
lidad de asumir su desarrollo profesional de una manera critica y renovada. Las
demandas sociales de una educacién de calidad, formativa, con el énfasis pues-
to en la difusién de los valores democriticos y las relaciones de comunicacion a
través de todas las diciplinas del curriculo escolar, marcan cambios fundamen-
tales en la consideracién de las matematicas escolares.

Bl educador matematico emerge como un profesional critico y reflexivo,
cuyas necesidades de formacién inicial y permanente se han incrementado con
la incorporacién de nuevas disciplinas y la importancia cada vez mayor asigna-
da al campo de la practica. Esta formacion debe tener rango académico sufi-
ciente y debe ubicarse en los departamentos y centros universitarios; pero la
comunidad de educadores matematicos no debe esperar que las soluciones le
vengan dadas, debe adelantarse a reflexionar sobre sus propias carencias y limi-
taciones y plantear sus propias necesidades de formacién con la extension y
profundidad necesarias.

La reflexién, critica y discusién realizada sobre estas necesidades debe dar
paso a programas de formacién adecuados que proporcionen las bases suficien-
tes para el desempefio de la compleja tarea que denominamos Educacién Mate-
mdtica.

E] profesor de mateméticas necesita auronomia intelectual y capacidad criti-
ca en el ejercicio de su profesién; para ello, es imprescindible conocer y domi-
nar las herramientas conceptuales de esa profesién.

Los profesores de matemdticas tienen necesidad de herramientas funciona-
les, elaboradas conceptualmente para el ejercicio de su profesién. Una de estas
herramientas es la nocién de curriculo, que hemos presentado resumidamente
en este capitulo y que sustentamos en una serie de dimensiones mediante las
cuales estructurar el concepto. Pero con el concepto de currfculo el profesor de
matematicas no dispone atin de toda la informacién necesaria para llevar a cabo
sus tareas profesionales. En los proximos capitulos presentaremos nuevos con-
ceptos que completen el dominio conceptual fundado del profesor y que, al
mismo tiempo, le proporcionen nuevas herramientas funcionales para su traba-
jo en el aula de matemdricas.
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Capituro 11

Los Organizadores del Curriculo de
Matematicas

Luis Rico

1. EL PROBLEMA DE LAS UNIDADES DIDACTICAS

Cuando el profesor inicia la puesta en prictica de las directrices curriculares
con un grupo concreto de alumnos necesita tomar una serie de decisiones de
cardcter general. Estas decisiones se concretan mediante criterios para la selec-
cidn, secuenciacién y organizacién de los contenidos; criterios para la organiza-
cién, desarrollo y control del trabajo en el aula; prioridades en el proceso de
construccioén del conocimiento y en la asignacién de significados por parte
de los alumnos y, finalmente, criterios para valorar los logros en el aprendizaje
y para el tratamiento adecuado de los errores.

Estos criterios se ajustan a las cuatro componentes generales del curriculo:
contenidos, metodologfa, objetivos y evaluacién. Se trata de componentes que
surgen cuando consideramos el aula como espacio de trabajo y al profesor como
agente principal del proceso educativo. Estas cuatro componentes determinan
un esquema conocido, usual en el didlogo que mantiene la administracién edu-
cativa con el profesorado y también en la comunicacién que deben mantener
los profesores entre si, cuando trabajan a un nivel general de planificacién. Es

39



por ello que los documentos curriculares que elabora la administracién educa-
tiva para el profesorado en ejercicio suelen venir estructurados mediante estas
cuatro componentes. También ocurre que, cuando un Departamento quiere
expresar sus intenciones formativas en relacién con una materia o asignatura,
tal planificaci6n se organiza por medio de las cuatro componentes menciona-
das: objetivos, contenidos, metodologia y evaluacién.

El esquema que aportan estas cuatro componentes es amplio y versitil; de
hecho es el que utiliza la propuesta curricular del Ministerio de Educacién y las
de las Consejerias de Educacién de las Comunidades Auténomas. Esto puede
inducir 2 que el profesorado adopte sin cautelas el mismo esquema y trate de
utilizarlo directamente en todos los niveles de planificacién de una materia. Se
produce asi una confusién, al proponerse concretar y planificar mediante esas
cuatro componentes cada una de las unidades didacticas en las que se desgiosan
los blogues de contenidos y, a continnacién, las lecciones que constituyen el
programa para un curso.

Pero ia estructura de los documentos curriculares sélo aporta un marco de
referencia, que no es exhaustivo. Si consideramos cada uno de los t6picos o
unidades de contenidos de Matemiticas para la Educacion Secundaria Obliga-
toria y nos proponemos establecer objetivos generales para cada una de ellas
encontramos que, con pequefias diferencias, los objetivos para las unidades de
nimeros no son muy distintos de los objetivos para las de dlgebra o para las
de funciones; més bien lo que surgen son concreciones o puntualizaciones de
los objetivos generales para cada una de las unidades, pero no objetivos distin-
tos para cada una de ellas. Por tanto, los diferentes blogues de contenidos y
unidades no se distinguen por sus objetivos, no al menos con el grado de preci-
sién con que aparecen en los documentos curriculares.

Esto es lo que se sigue del disefio curricular base elaborado por el Ministerio
de Educacién y por las Consejerias de Educacién de Jas Comunidades con com-
petencias educativas: consideran unos objetivos generales para el area de Mate-
maticas en Secundaria, y no especificos para cada bloque y, menos adn, para
cada unidad didactica. Resulea posible establecer objetivos mas concretos, vin-
culados a los contenidos especificos de cada tema. Pero no es ésta la opcién
elegida en el Curriculo de Matematicas para Educaci6n Secundaria que ha op-
tado por unos objetivos generales para el drea, validos para la mayorfa de blo-
ques de contenidos y unidades didacticas.

La opcién del actual Curriculo de Matemiticas evita los objetivos vincula-
dos al aprendizaje de conceptos y procedimientos concretos. Al optar por unos
objetivos generales esta referencia no permite diferenciar entre unas unidades
diddcticas y otras.

Igualmente, si consideramos las orientaciones de los documentos curricula-
res sobre metodologia, es dificil establecer diferencias para los distintos bloques
de contenidos ¥y, de ahi, para los diversos tépicos de la asignatura de matemdti-
cas. Desde la perspectiva del profesor no hay un tratamiento metodolégico
esencialmente distinto para cada bloque que se derive de las consideraciones
metodolégicas que aparecen en el Curriculo de Matemticas. Cuando hay que
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mencionar la componente metodolégica de cada unidad did4ctica encontramos
los mismos criterios generales como Gnica referencia. Esta consideracién es va-
lida también cuando tratamos de establecer criterios propios para cada tépico
en relacion con la evaluacién.

Constatamos asi un hecho: los bloques de contenidos y las unidades didacti-
cas se distinguen unos de otros por sus contenidos especificos, casi con exclusi-
vidad; esto es lo que se desprende del Curriculo de Matemiticas. En sf mismo
no tiene por que considerarse un hecho positivo o negativo, sino que es la
opcién adoptada para el actual Curriculo.

Por ello, cuando nos proponemos planificar cada una de las unidades a par-
tir de] Curriculo para el drea de matemdticas, encontramos unos enunciados
generales sobre objetivos, metodologia y evaluacion, vilidos para todas ellas, y
unos contenidos especificos distintos para cada una.

Hay algo que no encaja cuando pretendemos disefiar unidades didacticas en
matematicas mediante las cuatro componentes convencionales del curriculo (ob-
jetivos, contenidos, metodologia y evaluacién) tal ¥ como aparecen indicadas
en los documentos curriculares, ya que, en este caso, el andlisis de las cuatro
componentes se reduce al andlisis de los contenidos y a consideraciones genéri-
cas sobre las otras tres componentes. El grado de generalidad con que aparecen
tres de las componentes: objetivos, metodologfa y evaluacién, resulta dispar
con la mayor precisién con la que aparecen detallados los contenidos.

Con la reflexién que se puede realizar a partir de los decretos curriculares
resulta explicable por qué se produce una confusién entre curriculo y programa
en multitud de ocasiones. Si en la planificacién de los ternas y unidades el com-
ponente diferenciador son los contenidos épara qué considerar el resto de las
componentes curriculares?

Esta confusion estd mas extendida de lo que se admite; el profesor esta dis-
puesto a reconocer la importancia de los objetivos generales, de los criterios
metodoldgicos y de los principios para la evaluacién, pero, en el momento de
planificar su actividad cotidiana, su reflexién se centra en los contenidos ya que
es mediante ellos cémo se distinguen unas unidades de otras usualmente. El
trabajo del Seminario de Matemiticas y la planificacién de cada profesor se
concreta sobre los contenidos; 1a consideracién sobre las otras tres componen-
tes curriculares es de un cardcter general, muy distinto.

Esta confusién tiene también su fundamento en los planes de formacién del
profesorado que mantiene la administracién educativa espafiola para los profe-
sores de secundaria. Por un lado, se ofrece a estos profesores una formacién
cientifica s6lida, de cinco afios de duracién y correspondiente a una licenciatu-
ra. Esta formacién capacita para gestionar los contenidos adecuadamente., Por
Otro, y sin conexién explicita, hay una formacién pedagdgica, en un curso de
90 horas de duracién, que se lleva a cabo en un trimestre y da lugar al titulo
de Capacitacién Pedagégica. La formacién didédctica que se proporciona en este
curso es superficial y sin apenas estructuracién. Esta formacién debe capacitar a
los profesores para trabajar sobre los objetivos, la metodologia y la evaluacién,
en relacién con cada uno de los contenidos del programa; de hecho, s6lo les
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capacita para dotar de cierto sentido unos enunciados genéricos que nunca lle-
gan a conectar con los blogues de contenidos v las unidades didéacticas.

Nuestra critica estd dirigida, en este caso, hacia la deficiente preparacién
didacrica que recibe el profesor en formacién, que s6lo le capacita para discutir
sobre los contenidos. Es necesario enriquecer €sa preparacién y superar el esta-
do actual de la formacién inicial.

2. PROGRAMACION DE UNIDADES DIDACTICAS

Podria derivarse de la argumentacién anterior que el concepto de curriculo
no es til para la planificacién y disefio de unidades didécticas ya que, de sus
cuatro componentes, sélo una de ellas tiene peso especifico propio en cada
unidad. No es esa la tesis que sostenemos. Hemos visto en el capitulo anterior
la complejidad del concepto de curriculoy los diversos niveles de reflexién con
los que se puede abordar tal concepto. Este concepto lo hemos presentado como
una herramienta bisica para el trabajo del profesor de matematicas de secunda-
ria; por ello, debe resultar vilido igualmente para la planificacién y desarrollo
de unidades didacticas.

Nuestra tesis es que el profesor de matematicas de secundaria de hoy no
dispone de herramientas conceptuales adecuadas y suficientemente desarrolla-
das a partir de la cuales realizar una buena planificacién. Estas deficiencias pro-
vocan las dificultades sefialadas en el uso del concepto de curriculo, considerado
como conjunto de objetivos, contenidos, metodologia y evaluacién. Los docu-
mentos para el Curriculo de Matematicas no proporcionan informacién sufi-
ciente para utilizar de manera efectiva las cuatro componentes mencionadas en
la planificacién de temas y unidades. Esto es asi puesto que no ofrecen criterios
para la seleccién, secuenciacion y organizacién de los contenidos, criterios para
la organizacién, desarrollo y control del trabajo en el aula, prioridades en el
proceso de construccién del conocimiento v en la asignacién de significados
por parte de los alumnos, y criterios para valorar los logros en el aprendizaje y
para el tratamiento adecuado de los errores, para cada una de las unidades del
curriculo de matematicas. Tampoco el profesor dispone de formacién adecuada
para realizar las adaptaciones correspondientes.

Necesitamos un nuevo nivel de reflexién curricular conectado con la pro-
gramacién y, por tanto, nuevas herramientas conceptuales con las que trabajar
en este nivel y mediante las que abordar las tareas de disefio, desarrollo y eva-
luacién de unidades didécticas en el drea de matemdricas. La caracterizacién
operacional del curriculo mediante objetivos, contenidos, metodologfa y eva-
luacién, no es inadecuada, s6lo lo es su empleo en tareas de disefio y planifica-
cién del trabajo para el aula, sin criterios de referencia. Esperamos, a la conclusion
de este capitulo, haber presentado estos nuevos CONCEPLos y herramientas junto
con los criterios mediante los que levar a cabo la planificacién de unidades
didicticas.
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Tratemos de poner de manifiesto algunas limitaciones que surgen al consi-
derar el concepto general de curriculo anteriormente descrito. Una de tales
limitaciones se produce por olvidar la funcionalidad de ese concepto ¥ el con-
texto en el que se presenta. Cuando encontramos un discurso sobre objetivos,
contenidos, metodologia v evaluacién no debemos olvidar que se trata de un
medio dialéctico que elabora la administracién educativa, o los expertos en
educacidn, para dirigirse a los profesores en ejercicio. Este discurso se encuen-
tra en los documentos oficiales o en los libros elaborados para la orientacién
profesional. Mediante tal discurso se organiza el didlogo que la administracién
establece con los profesionales de la educacion. La reflexidn sobre objetivos,
contenidos, metodologia y evaluacién va dirigida, casi en exclusiva, a profeso-
res y educadores; nunca va dirigida a los alumnos.

Por ello carece de sentido que, cuando los profesores reflexionan sobre su
trabajo en relacién con los alumnos, traten de reiterar el esquema anterior y
comportarse como si cada profesor fuese el legislador o la administracién para
sus alamnos. No tiene sentido que el profesor organice inicialmente su reflexién
y planificacién sobre unidades didécticas en términos de objetivos, contenidos,
metodologfa y evaluacién, con caricter general, puesto que la relacién del pro-
fesor con sus alumnos es distinta de la que tiene la administracién educativa
con los profesores. Empefiarse en ese esquema produce una simnplificacién y
trivializacién de las actividades de programacién que, como ya hemos visto, no
resulta saludable para su puesta en prictica.

Veremos mas adelante que es posible expresar las unidades didcticas me-
diante estas cuatro componentes: objetivos, contenidos, metodologia y evalua-
cién, pero como resultado de un proceso de reflexién mas elaborado, cuyo hilo
conductor tiene unos elementos conceptuales y unas bases disciplinares dife-
rentes a las componentes mencionadas. Se argumentari que tales referencias
conceptuales proporcionan criterios adecuados para organizar el curriculo de
matermaticas.

El profesor, cada profesor, no es el Ministro o Consejero de Educacién de
sus alumnos, por ello la linea de reflexién que cada profesor elabora para desa-
rrollar el trabajo de sus alumnos tiene una base argumental diferente de la [inea
de reflexién que la administraci6n educativa elabora para organizar el trabajo de
los profesores. El tinico elemento coincidente que hemos admitido, hasta el
momento, para ambas lineas de reflexion es el que se denomina contenidos, que
vamos a tomar como referencia para la bidsqueda de nuevos elementos
que permitan caracterizar la elaboracién de unidades didacticas.

Esta confusién también se produce por tratar de resolver los problemas de
un campo disciplinar especifico, como es la Educacién Matematica, mediante
los instrumentos de un campo disciplinar diferente y mds genérico, la Teoria
Curricular, sin matizaciones ni cautelas.
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3. LA BUSQUEDA DE NUEVOS ELEMENTOS

Como los profesores disponen de informacién suficiente sobre los conteni-
dos puede parecer que éstos no estan nunca en discusién. Nada mas lejos de la
realidad. Los profesores de matematicas suelen sostener planteamientos diver-
sos sobre el modo de organizar cada uno de los blogues de contenidos. Precisa-
mente por ello, las discusiones en los seminarios o departamentos de matematicas
suelen centrarse sobre los contenidos y tienen un vigor y un nivel de profundi-
dad en ocasiones envidiables. Al compartir una cultura matemética con cierto
nivel de profundidad los profesores pueden articular de maneras diversas sus
conocimientos sobre cada uno de los temas y, aun cuando no Jas compartan
plenamente, son capaces de entender opciones alternativas y apreciar sus venta-
jas o sefalar sus inconvenientes. Dicho en otros términos, los profesores de
matemiticas tienen formacién suficiente y fuentes documentales adecuadas para
dar forma v expresi6n coherente a sus coincidencias sobre los contenidos pero
también, lo cual es atin mas importante, a sus discrepancias.

Dos profesores distintos pueden disefiar esquemas y organizaciones diferen-
tes para los contenidos de una unidad diddctica concreta, pero tales esquemas
pueden ser perfectamente entendidos e, incluso, asumidos por el otro. Es posi-
ble que los esquemas sean muy diferentes, pero tienen unas referencias comu-
nes que permiten que un profesor pueda sustituir provisionalmente al otro;
también permiten que, si se produce un cambio de profesor en un grupo de
alumnos de un curso para otro, cada uno de los profesores sepa cémo conectar
los conocimientos previos de los alumnos y sus esquemas de organizacién para
conceptos y procedimientos con su modo particular de organizar esos mismos
contenidos.

Lo interesante de los contenidos en las unidades didécricas es que expresan
una informacién corntn para todos los profesores sobre la cual se pueden esta-
blecer coincidencias pero, sobre todo, se puede disentir y estas disensiones se
pueden delimitar sin que ello suponga problemas especiales de planificacién y
ejecucion. Esta informacion basica comin la encontramos en unos libros y do-
cumentos de referencia sobre matematicas que estdn a disposicién de los profe-
cores en las bibliotecas de los centros e, incluso, en las bibliotecas particulares
de los profesores de matemdticas. Basta muchas veces con que se mencione el
libro de consulta que estd siguiendo un profesor para que quede clara la orien-
tacién que se estd dando a los contenidos de un tema o de un bloque de temas
concreto. Bn un planteamiento clésico esto queda claro: cuando un profesor
dice «estoy siguiendo el Apostol (o el Guzmén o el Spivak) para el concepto de
limite», expresa una opcién que se diferencia claramente de otras.

Volviendo a nuestra reflexién inicial sobre las cuatro componentes del curri-
culo est claro que no hay una cultura compartida equivalente para los objeti-
vos, la metodologia y la evaluacién por cada uno de los bloques de temas. Hay
unas précticas compartidas con multitud de variantes, pero no un marco tedri-
co que permita tratar con objetividad tales practicas. Los profesores encuentran
muy dificil exponer con precisién sus propios puntos de vista sobre estas tres
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compaonentes, pero encuentran mucho mas dificil ain dar validez objetiva a los
puntos de vista de los compafieros. i ya resulta complicado expresar las coinci-
dencias, es casi imposible caracterizar las discrepancias y encontrar referencias
comunes gque permitan asumir provisionalmente el punto de vista alternativo
como opcién propia. Cuando los profesores de matemiticas hablamos de obje-
tivos, metodologia y evaluacion, salvo excepclones, empleamos un discurso muy
personal, genérico e impreciso, con pocas referencias externas v datos objeti-
vos, con soporte fisico concreto. No hay apenas bases documentales de referen-
cia y, cuando las hay, son desconocidas para la mayorfa de los profesores o
vuelven a ser tan genéricas que no resultan itiles para el trabajo comiin de los
profesores de un mismo seminario.

4. CARACTERIZACION DE LOS ORGANIZADORES DEL CURRICULO

Como consecnencia de las reflexiones anteriores nos planteamos las siguientes
preguntas: ées posible encontrar otros elementos, distintos de los contenidos,
que expresen un conocimiento objetivo y (itil para la elaboracién de unidades
didécticas? fexisten fuentes objetivas de conocimientos, adecuadas para organi-
zar unidades didacticas en matemdticas? ¢équé otros conocimientos, distintos de
los contenidos, son itiles y necesarios para una adecuada programacton? éso-
bre qué tépicos pueden discutir los profesores cuando estin planificando cada
uno de los temas? {es posible encontrar organizadores para este nivel de re-
flexién sobre el curriculo de matematicas, ademss de los contenidos?

Estd claro que la respuesta ha de ser afirmativa ya que no es cierto que la
planificacién de un tema se reduzca a una simple organizacién secuenciada de
conceptos y procedimientos. En nuestra mas extendida tradiciéon de organiza-
cion de unidades didécticas, es decir, en los libros de texto encontramos otros
elementos, distintos a los contenidos, mediante los cuales se organizan cada una
de las lecciones. Quizas tales elementos no aparezcan explicitamente mencio-
nados, pero resultan necesarios para la planificacién de cada leccién y los en-
contramos ejemplificados en cada una de ellas. éQué ideas subyacen en la
organizacién de un libro de texto? équé organizadores permiten estructurar las
distintas unidades didacticas en el 4rea de matematicas?

Cuando los profesores indagan en su propia practica, sobre la base de las
reflexiones anteriores, comienzan a encontrar respuestas adecuadas. Hay algu-
nas opciones mds obvias y otras mds dificiles de localizar, pero, tras alguna
sesion de debate sobre las caracterfsticas de un organizador, cualquier grupo
motivado de profesores puede encontrar una lista de organizadores aceptable
sobre la cual continuar la discusién. Vamos a llamar organizadores a aquellos
conocimientos que adoptamos como componentes fundamentales para articu-
lar el disefio, desarrollo y evaluacién de unidades didcticas. Hablamos asi de
organizadores del curriculo.

Una condicién exigida para aceptar un tipo de conocimientos como organi-
zador del currfculo de matemdticas debe ser su caricter objetivo v la diversidad
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de opciones que genere. Un organizador debe ofrecer un marco conceptual
para la enseflanza de las matematicas, un espacio de reflexién que muestre la
complejidad de los procesos de trasmision y construccién del conocimiento
matematico y unos criterios para abordar y controlar esa complejidad. Los or-
ganizadores deben mostrar su potencialidad para establecer distintos marcos de
estructuracion de las unidades diddcticas, con una base objetiva de interpreta-
cién y discusién. Los organizadores han de ubicar las distintas opciones de los
profesores para la planificacion, gestién y evaluacién de unidades didacticas y
han de situar estas opciones en unas referencias comunes, que permitan preci-
sar las coincidencias y las discrepancias. Los organizadores deben tenmer una
base disciplinar adecuada, que permita su tratamiento objetivo. El conocimien-
to didactico sobre cada uno de los contenidos del curriculo de mateméticas ha
de quedar estructurado mediante la aportacion que hacen cada uno de los orga-
nizadores a dicho contenido.

También ha de resultar posible encontrar documentos y fuentes de informa-
cién sobre cada uno de los organizadores, ya que €stos 1o deben ser producto
de la inspiracién de un grupo de personas o de una moda; cada profesor debe
tener acceso a diversos documentos, libros y publicaciones mediante los que sea
posible profundizar en la aportacion que cada uno de ellos hace a cada tépico y,
ademés, proporcionar informacién contrastada sobre la validez y utilidad de
estas aportaciones. Los documentos que organizan la informacién sobre los
diversos modos de estructurar una determinada unidad didéctica proporcionan
las bases conceptuales para tomar acuerdos o disentir sobre los diferentes mo-
dos de trabajar en la misma. De esta manera, cada organizador proporciona una
base solida y unos criterios para estructurar todas y cada una de las unidades
didécticas y para la delimitacién del conocimiento didéctico de sus contenidos.

5. ORGANIZADORES PARA EL CURRICULO DE MATEMATICAS

Las diferentes disciplinas matemdticas (Algebra, Analisis, Aritmética, Geo-
metria, Estadistica, Probabilidad) satisfacen todas las condiciones que acaba-
mos de mencionar: tienen caricter objetivo, ofrecen una diversidad de opciones
para estructurar unidades didacticas, permiten reconocer coincidencias y dis-
crepancias entre distintas estructuraciones asf como discutir sobre ellas; tienen,
obviamente, una fundamentacién disciplinar y académica, y se dispone de fuen-
tes documentales diversificadas que proporcionan informacién suficiente para
cada tépico. Pero las disciplinas matemdticas no agotan las necesidades organi-
zativas del curriculo de matematicas; de ahf que, como se ha argumentado, sea
necesario proceder a la biisqueda de nuevos organizadores.

En la planificacién de cada uno de los temas o unidades didicticas, ademds
de las posibles opciones matemdricas de organizaci6n para un tépico, resulta
imprescindible tener en cuenta otros aspectos, de los que vamos a hacer una
seleccion y destacar los que, a nuestro juicio, resultan més relevantes.
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En primer lugar, consideramos los errores y dificultades usualmente detec-
tados en el aprendizaje de las matematicas, que se presentan sobre cada tépico,
asf{ como los problemas u obstaculos de aprendizaje que se detectan o plantean
para cada concepto.

En segundo lugar, la diversidad de representaciones utilizadas para cada sis-
tema conceptual, junto con algunas de las modelizaciones usuales de los corres-
pondientes conceptos.

En tercer lugar, la fenomenologia de los conocimientos implicados, asi como
las aplicaciones practicas de cada bloque de contenidos.

En cuarto término, la diversidad de los materiales de tipo manipulativo y de
los recursos que pueden emplearse en [a ensefianza de cada tépico.

Y, en quinto término, la evolucién histérica de cada campo e, incluso de
cada concepto.

Estas cinco perspectivas, junto con los propios contenidos, no agotan las
posibilidades de reflexionar sobre cada una de las unidades del curriculo de
matemiticas desde un planteamiento didéctico. Posiblemente hay otras alterna-
tivas u otros modos de considerar los organizadores que acabamos de presen-
tar, pero son €stos los que constituyen nuestra opcién y sobre los que vamos a
centrar nuestra reflexién en este trabajo. Todos ellos, conjuntamente, ofrecen
la posibilidad de realizar un andlisis did4ctico de cada uno de los temas del
curriculo de matemdticas, es decir, un analisis de los contenidos de las matema-
ticas al servicio de la organizacién de su ensefianza en el sistema educativo. Este
andlisis forma parte ineludible del trabajo que los profesores de mateméticas
deben realizar en sus tareas de planificacién de unidades didacticas, y es por
ello que son necesarios unos organizadores, los mencionados u otros alterna-
tivos,

Usualmente, la informacién sobre los organizadores considerados se presen-
ta incorporada en las tareas y actividades que se encuentran en los libros de
texto, sin que de ello se haga mencién explicita, ni tampoco una presentacién
sistemdtica. Por ello no es usual que el profesor perciba su interés para la estruc-
turacién de las unidades didacticas.

Veamos unos cuantos ejemplos de cémo aparece informacién sobre diferen-
tes organizadores en los libros de texto; tomamos como referencia los textos de
Matemdticas para Educacién Secundaria Obligatoria. Proyecto 2000, de la Edi-
torial Algaida (Rico, Coriat, Marin y Palomino, 1994-a y 1994-b).

Los errores se ponen de manifiesto como conocimientos inadecuados, por
ello su deteccién se organiza mediante un escalonamiento de ejercicios, proble-
mas y actividades; también se tratan de controlar en las recomendaciones que
los autores van haciendo al lector para que ponga atencién sobre determinados
aspectos o para que no confunda nocienes similares. Durante la realizacién de
los ejercicios es necesario un observador externo para evaluar la distancia entre
la afirmacién errénea y el conocimiento correcto, y conducir 2l alumno extra-
viado hasta el conocimiento que se ha estipulado como correcto. Encontramos
un ejemplo de aproximacién a los errores en el libro de Matemiticas para ter-
cer curso (Rico, Coriat, Marin y Palomino,1994-a):
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Para comparar niimeros decimales hay que tener en cuenta algunas ideas im-
portantes. Asi, si queremos ordenar 0.1, 0.23 y 0.115, observamos que:

Mayor niimero de cifras en un decimal no significa que sea mayor; la compa-
racién no puede hacerse por el nimero de cifras decimales.

Entre dos niimeros decimales el mayor no tiene por que ser el de mds cifras:
0.115 es menor que (.23,

(pg- 39)

Las diferentes representaciones para los conceptos y procedimientos mate-
méticos se presentan explicitamente, asi como las conexiones entre ellas, pero
raras veces se insiste en que expresan diversas facetas y propiedades de un mis-
mo concepto. Un ejemplo de uso explicito de diferentes representaciones lo
encontramos en el libro de Matematicas para 4° curso (Rico, Coriat, Marin y
Palomino, 1994-b):

Cuando n no es un cuadrado perfecto, la expresién ¥n (raiz cuadrada de n)
representa:

Primero, una operacién para calcular niimeros de un orden decimal determi-
nado, cuyo cuadrado es el valor mis préximo a n (por defecto o por exceso) para
ese orden decimal.

Segundo, un punto de la recta, con un proceso de construccién explicito y
conocido.

Tercero, una notacién decimal con infinitas cifras no periddicas.

Cuarto, un segmento de longitud Vn, inconmensurable con el segmento uni-
dad.

{pg. 31)

La consideracién del conocimiento matemitico como modelo también la
podemos encontrar con frecuencia; igualmente las modelizaciones surgen en
los problemas de aplicacién. En cada uno de los siguientes ejemplos, tomados
del texto de 3°, tenemos una propuesta para considerar un tipo de modelo
matemdtico:

La proporcionalidad es un modo de asociar cantidades de dos magnitudes.
Las personas usamos el razonamiento proporcional en una gran variedad de situa-
ciones.

El razonamiento proporcional es muy dtil y frecuente, pero en nuchas situa-
ciones no resulta adecuado. Debes aprender a distinguir las situaciones en las que
éste no es apropiado

{pe. 50)
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Los poliedros, como modelos de estructuras y como modelos que relienan
una regién del espacio, se usan como herramientas para resolver problemas de muy
diversas clases, como las modernas teorias cristalograficas v las teorfas de la estruc-
tura molecular de los sélidos.

(pg. 21)

La fenomenologia de cada uno de los conceptos debiera estar en la base de
los diferentes ejercicios v actividades que se proponen o de las actividades
de mortivacién v ampliacién; no es usual que los libros de texto hagan un barrido
explicito de las principales opciones fenomenolégicas para un determinado
concepto, pero estd claro que, si se quiere presentar un tépico matemdtico en
toda su riqueza y pluralidad de significados, debe considerarse en conexién con
diferentes fenémenos v debe aplicarse a otros campos diferentes del conoci-
miento. En el texto ya mencionado, encontramos:

Hay situaciones cotidianas en las que escogemos o seleccionamos grupos de
objetos. La eleccién de un almuerzo de un mena de un restaurante es un ejemplo
de seleccion.

Con frecuencia establecemos ordenaciones; las posiciones de los muebles en
una habiracién o las formas de alojarse cuatro personas en un vehiculo implican
posibles ordenaciones. Nuestro lenguaje o ¢l sistema de numeracién decimal se
compone de agrupaciones ordenadas —palabras o niimeros— tomadas del alfabeto o
de los 10 digitos.

Las situaciones comentadas y muchas otras similares se denominan situacio-
nes combinatorias. Se reconocen porgue existe un conjunto sobre cuyos objetos
aplicamos algiin criterio de colocacién, seleccién u ordenacién, generdndose varias
soluciones acordes con el criterio

(pg. 200)

La caracterizacién histérica de cada tdpico se viene incorporando reciente-
mente a nuestros libros de texto; de nuevo tenemos un ejemplo:

Fl Algebra se caracteriza por sus métodos para determinar valores o cantida-
des desconocidos mediante las relaciones que guardan con otras cantidades conoci-
das; estos métodos conllevan el uso de letras y expresiones literales con las que se
realizan operaciones.

Descartes {1596-1650), en su Geometria publicada en 1637, se expresaba asi:

«Una ecuacién estd integrada por varios términos, algunos de ellos conocidos
y algunos de ellos desconocidos, siendo unos iguales a otros, o mds bien, considera-
dos todos conjuntamente son iguales a cero.»

{pg. 149}
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Todavia resulta necesario profundizar mas y mejor en los usos didécticos de
la evolucién histérica del concepto o conceptos que se estén considerando para
cada unidad didéctica.

Materiales y recursos son tépicos mas familiares al profesor de matematicas,
y es usual encontrar referencias explicitas en los libros de texto:

Si dispones de un balén, marca con rotulador sobre él una red de paralelos y
meridianos. Elige dos puntos que estén en el mismo paralelo y, estimando, traza el
circulo miximo gue pasa por esos dos puntos; comprueba que la distancia entre
esos dos puntos medida sobre el circulo miximo es inferior a la distancia medida
sobre el paralelo,

(pg. 100)

Tres pelotas de tenis se venden en contenedores cilindricos; se trata de un
ejemplo de apilamiento de esferas congruentes, Queremos calcular la fraccidn del
volumen del cilindro ocupado por las esferas

{ps. 116)

Es evidente que en la realizacién de un libro de texto intervienen, con ma-
yor o menor extensién, profundidad y sistematicidad, los tipos de informacién
que acabamos de revisar. Un libro de texto moderno no queda nunca reducido
a la simple presentacidn secuenciada de definiciones, conceptos, operaciones,
propiedades, estructuras y teoremas matemaricos.

El trabajo de los profesores de matematicas tampoco puede reducirse a pla-
nificar [os estrictos conocimientos formales de matemdticas. Sin embargo, por
la cultura en la que han sido formados, los Gnicos datos que los profesores
parecen compartir son las informaciones exclusivamente mateméticas, y es so-
bre estos datos sobre los que finicamente se producen discusiones en las tareas
de planificacion y disefo. Se trata de una consideracién obviamente deficiente,
que tiene su repercusion en las tareas de elaboracién, puesta en prictica y valo-
racién de unidades didicticas. También tiene implicaciones para el trabajo den-
tro del seminario o departamento de matemdticas, y en la consideracién de la
dimensién social de ese trabajo.

6. LOS ORGANIZADORES Y EL CONOCIMIENTC PROFESIONAL

El estudio de los organizadores se encamina a profundizar en el conocimien-
to profesional sobre cada uno de los tépicos del curriculo de matematicas; por
ello consideramos que las reflexiones e informaciones que se presentan y ern-
plean han de ser variadas y procedentes de diversas disciplinas.

El conocimiento profesional que necesita el educador matemitico no se li-
mita a las disciplinas mateméticas. El profesor de mateméticas necesita de un
conocimiento profesional propio, que le dote de autonomia intelectual, que le
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permita valorar criticamente las propuestas de la administracién y los materia-
les y libros elaborados por editoriales y casas comerciales, que le proporcione la
competencia adecuada para elaborar sus propios materiales. Para ello necesita
ampliar sus perspectivas sobre los contenidos del curriculo de mateméticas de
manera que su consideracién no sea exclusivamente formal y técnica. Esto plantea
la necesidad de considerar ignalmente una aproximacién cognitiva para cada
uno de los contenidos; también son necesarios un anélisis semidtico, una re-
flexién fenomenoldgica, una perspectiva historica ¥, en su caso, epistemdlogi-
ca, una valoracién de contextos en los que se presenta cada concepto vy de sus
usos y significados, y una revisién de los materiales y recursos con los que pue-~
de mostrarse. Estos tipos de conocimientos son organizadores del curriculo, se
presentan como las principales fuentes de informacién para el profesor de ma-
tematicas y como instrumentos concretos en su actividad profesional para las
tareas de planificacién y disefio de unidades didcticas. Ofrecen referencias
para estructurar el trabajo de los seminarios o departamentos de matematicas
en los centros escolares, ya que proporcionan marcos organizativos ¢ informa-
cién contrastada mediante la que compartir dichas propuestas y criterios para
establecer diferentes modos de ponerlas en practica.

Una formacién profesional adecuada para los profesores de matemiticas de
secundaria incorporaria en sus planes de estudio asignaturas como Historia
de la Matemitica, Filosoffa de la Matematica, Teorfas del Aprendizaje de las
Matemdticas, Fenomenologfa Didactica de las Estrucruras Matemdticas, Bases
Tedricas para el Currfculo de Matemdéticas y Analisis Didactico del Curriculo de
Matematicas de Secundaria. Estas disciplinas aportan la formacién necesaria y
los elementos de anilisis adecuados para la planificacién v realizacién de su
trabajo profesional; es decir, aportan la formacién teérica necesaria para el
conocimiento didictico del contenido de las mateméticas de secundaria. De
este modo se hace posible equilibrar la formacién estrictamente técnica que
aportan las disciplinas matematicas tradicionales, con una formacién cientifica
y did4ctica, imprescindible para ejercer con preparacién adecuada la dificil pro-
fesién de profesor de matematicas.

Esta formacion no es necesario inventarla o construirla desde cero; existen
documentos y libros en los que se encuentran sistematizaciones bien realizadas
sobre cada uno de los campos considerados; existen, ignalmente, estudios e
investigaciones que tratan de indagar sobre todas y cada una de las facetas men-
cionadas del conocimiento didictico del contenido matemadtico. Aunque una
parte importante de estos estudios no estd escrita en espafiol, ya hay un volu-
men considerable de informacién sobre estos campos disponible para los profe-
sores del sistema educativo espaiiol,

Las revistas profesionales editadas por Sociedades o Grupos de Innovacién,
las colecciones temdticas en Didactica de la Matemitica, la diversidad de libros
de texto y libros del profesor, las actas de Congresos, Jornadas y Encuentros,
las publicaciones de materiales curriculares realizadas por las diversas Adminis-
traciones Educativas, ademds de otros materiales menos difundidos realizados
por grupos de profesores y equipos de innovacién, proporcionan un volumen
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considerable de documentos mediante los cuales se pucde obtener informacién
diversificada y detallada sobre diferentes aproximaciones a los contenidos del
curriculo de matematicas.

Pero micntras liega el momento en que la comunidad de educadores mate-
maticos asuma la plenitud de su responsabilidad, en que se esfuerce por estable-
cer con precisién sus necesidades profesionales y delimite las componentes basicas
formativas que dan satisfaccién a esas necesidades, el momento en que se exija
de las instituciones universitarias que atiendan adecuadamente a tales necesida-
des formativas poniendo a su servicio las estructuras académicas adecuadas,
mientras llega ese momento, no podemos limitar nuestro trabajo a la denuncia,
la queja o la autocompasién. Hay que reflexionar y elaborar propuestas concre-
tas gue faciliten las tareas del profesor y mejoren sus conocimientos didécticos.

Este es un objetivo de este libro: aportar una reflexién sistemitica para el
profesor de matemdticas, bien fundada y eficaz para la organizacién de sus
actividades de planificacién y disefio de unidades didacticas. Por ello hemos
dedicado un capitulo independiente a cada uno de los organizadores menciona-
dos y hemos reservado el tiltimo capitulo a ejemplificar cémo se movilizan los
diferentes organizadores en el disefio de un tépico matematico concreto.

7. PROPUESTA DE ORGANIZADORES PARA EL CURRICULO DE MA-
TEMATICAS

Desde un planteamiento mas convencional son varias las informaciones y
datos que se deben tener en cuenta cuando se inicia la planificacién de cada una
de las unidades didacticas. Por ello, ademas de los organizadores que hemos
mencionado, vamos a considerar otros datos e informaciones, necesarios para
dicha planificacién, y vamos a realizar una primera descripcion de cada uno de
los organizadores.

Una primera informacién, que actiia como organizador para cada unidad
didactica, es la ubicacién y tratamiento de cada uno de los topicos que se consi-
deran en el Curriculo del Ministerio y en el de la correspondiente Comunidad
Auténoma en la que cada profesor se encuentre trabajando. Con esta informa-
cién se trata, obviamente, de situar cada uno de los temas o unidades dentro de
la legislacién editada por el Ministerio y las correspondientes Consejerias
de Educacién autondmicas.

En cada caso hay que disponer de los Reales Decretos y de los Decretos
publicados en el Boletin Oficial del Estado sobre el Curriculo de Secundaria;
igualmente de los decretos de los Boletines Oficiales autonémicos. La organiza-
cién de cada tema o unidad debe realizarse, prioritariamente, en relacidn con
estos documentos. En segundo término se podrén citar otras fuentes documen-
tales.

Un segundo organizador debe presentar detalladamente la estructura de los
conrenidos de cada uno de los temas, teniendo en cuenta la organizacién cogni-
tiva de los conocimientos mateméticos que ha adoptado el Curriculo de Mate-
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maticas. Se trata de la organizacién de los contenidos mateméticos de cada una
de las unidades mediante su clasificacién en conceptos, procedimientos, estra-
tegias y actitudes. El tratamiento que realiza el Real Decreto 1345/1991 ha de
servir de referencia, pero no puede adoptarse como esquema rigido e inamovi-
ble sino que debe analizarse y tratar de ampliarse y enriquecerse, ya que las
perspectivas v prioridades no se encuentran agotadas por la propuesta ministe-
rial 0 autondmica.

Un tercer organizador lo proporciona el analisis fenomenolégico de los co-
nocimientos matematicos. La aproximacidén que ofrece la fenomenologfa di-
dactica de los conocimientos realiza un balance de aquellos fenémenos para
cuya comprension y dominio se elaboraron los correspondientes conocimien-
tos matemdticos. Por ello conviene conocer cudles son los fendmenos que estin
en la base de los contenidos tratados en cada una de las unidades. Las situacio-
nes en las que se presentan y emplean los diferentes conceptos y procedimien-
tos y las funciones que en cada caso se destacan, constituyen una dimension
importante para el analisis y tratamiento didactico del conocimiento matemiti-
co, como ya puso Freudenthal de manifiesto.

Un profesor que trabajase la multiplicacién utilizando sélo las tablas de
multiplicar de los niimeros pares estaria dando una informacién incompleta y
proporcionando una formacién deficiente a sus alumnos. Cuando un profesor
utiliza sélo determinados contextos y situaciones para mostrar las bases y apli-
caciones del conocimiento matematico, deja un campo de fenémenos sin ex-
plorar y, por tanto, ofrece a sus alumnos, igualmente, una informacién incompleta
y deficiente.

Las necesarias conexiones con las ciencias experimentales, con el arte, la
economia y otras ramas del conocimiento, las diferentes utilizaciones que se
hacen de los conocimientos mateméticos, son otros tantos fenémenos que con-
viene considerar en el momento de seleccionar y organizar los contenidos y de
disefiar las secuencias metodolégicas, ejemplos, motivaciones y materiales para
su transmision.

El cuarto organizador se refiere a los aspectos visuales y simbélicos del co-
nocimiento matemdtico y de su aprendizaje. A esta fuente de informacién la
hemos denominado modelos y representaciones.

La nocién de representacion hace referencia al modo en que los sujetos ex-
presan sus conocimientos con notaciones simbélicas o mediante algin tipo de
grafico. Mediante las representaciones las personas organizan su informacién
sobre un concepto u operacion para poder pensar sobre ellos, expresar su com-
prensién, y utilizarla en situaciones y problemas pricticos o en situaciones es-
colares convencionales. Los modelos sirven para la presentacion y desarrollo de
un determinado concepto; también las representaciones matematicas se utili-
zan para modelizar fenémenos naturales o sociales.

Un quinto organizador, que hemos denominado errores y dificultades, tiene
por finalidad poner en conocimiento del profesor los resultados de las investi-
gaciones realizadas en torno a las dificultades de comprensién durante la ense-
fianza vy aprendizaje de los contenidos matematicos correspondientes. Uno de
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los datos que surgen en estos estudios son los errores de los alumnos, tanto en los
aspectos conceptuales como en los procedimentales.

También se observa que hay determinados conocimientos que lleva mas tiem-
po comprender o en los que hay un mayor nimero de alumnos que no com-
prenden correctamente; estos conocimientos son los que consideramos dificiles
o de mayor dificultad. Al realizar a programacién de un tema el Profesor debe
disponer de informacién sobre cuiles son aquellos puntos que van a tener una
dificultad especial, asf como aquellos errores o conocimientos insuficientes que
sus alumnos pueden encontrar. No sélo es necesaria esa informacién sino
que también el profesor debe saber cémo diagnosticar los errores de sus alum-
nos y qué tratamiento debe seguir con ellos para remediar sus deficiencias. Aun-
que no es mucho lo que se sabe scbre técnicas correctivas, si es conveniente
disponer de informacién ya contrastada.

Los materiales y recursos constituyen el séptimo organizador. Los materia-
les son concreciones de modelos realizadas por casas comerciales o por el pro-
fesor. Asi, las regletas de Cuisenaire son una concrecion del modelo con medidas
para el aprendizaje de los ndmeros naturales, pero no es la finica concrecién de
ese modelo. Los recursos proporcionan situaciones, o ayudas para trabajar en
una situacién, en las que el concepto estudiado se emplea significativamente y
permite desarrollar algunos procedimientos. La nocién de recurso es mdas am-
plia e imprecisa, ayuda a evocar el concepto y a trabajar sobre él empleindolo
en situaciones pricticas. Dentro de los recursos actuales encontramos los mate-
riales derivados de las nuevas tecnologias de los que conviene hacer mencién
explicita cada vez que resulte adecuado.

El séptimo organizador tiene por finalidad sefalar algunos momentos a lo
largo de la historia de la matemitica en los que el conocimiento matemético
considerado tuvo un desarrollo especial o desempefié algiin papel de interés.
Hemos denominado desarrollo histdrico del tépico a este organizador. La in-
formacién histérica puede servir en la programacién para motivaciones, ejem-
plos y también para proponer algiin ejercicio curioso. Los alumnos se sienten
especialmente interesados cuando se fes proporciona informacién adecnada sobre
historia de las matematicas y los antecedentes de un contenido. Se trata de
poner el énfasis en la dimensién cultural e histérica del conocimiento matema-
tico, pero no se pretende hacer un estudio exhaustivo y completo de la evolu-
cién histérica de cada uno de los tépicos. La revision de algunas dificultades
histdricas en la construccidn de un determinado concepto puede servir de ali-
ciente a los estudiantes para superar ellos mismos tales limitaciones,

Finalmente, hay un octavo organizador ineludible en toda programacién,
que consiste en [a elaboracién de una bibliografia bésica para cada uno de los
temas que se esté considerando. Esta bibliografia debe recoger los documentos
maés significativos por cada uno de los apartados anteriores y debe ofrecer ejem-
plos de unidades didacticas sobre el topico que se esté tratando, elaboradas con
anterioridad por los profesores del seminario. Disponer de documentos de re-
ferencia y de propuestas construidas por los propios profesores no es una tarea
trivial ya que proporciona un soporte fisico a la totalidad de reflexiones que se
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realizan, dando oportunidad a la critica y a la revision de las ideas trabajadas.
En tanto no entre en la cultura de los profesores la realizacién y conservacion
de documentos relativos a la planificacién de unidades diddcticas no sera posi-
ble dar objetividad, peso y continuidad a estas actividades.

En los capitulos que siguen se tratan con mayor detalie los principales orga-
nizadores considerados, es decir, del tercero al séptimo. El segundo organiza-
dor ya se presentd en ¢l capitulo anterior. Mientras que el primer organizador y
el altimo contextualizan el marco general en que se sitiia cada unidad didéctica
y el estado de su concreccion, respectivamente.

8. ORGANIZADORES Y COMPONENTES DEL CURRICULO

Hemos comenzado este capitulo poniendo en cuestién la utilidad de la in-
formacién que ofrecen los documentos oficiales sobre las cuatro componentes
del curriculo (objetivos, contenidos, metodologia y evaluacién) para la elabora-
cién de unidades didécticas. Las deficiencias detectadas para el anilisis y cons-
truccion de unidades diddcticas con el esquema que proporcionan estas
componentes nos llevaron a elaborar la nocién de organizador y a profundizar
en ella. Tomando como referencia las aportaciones que hacen cada uno de los
organizadores sostenemos que es posible un andlisis didactico en profundidad
de los distintos temas del curriculo de matematicas. Aunque no hemos entrado
todavia en tal analisis con detalle, los organizadores se han escogido para satis-
facer esta demanda.

Pero los organizadores ya proporcionan un primer resultado: obtenida la
informacién mas relevante sobre cada tépico, en relacién con los diferentes
organizadores, es posible establecer criterios precisos mediante los cuales es-
tructurar la informacién disponible y organizar un disefio de las unidades di-
dacticas segiin el esquema general de las cuatro componentes del curriculo.

Analicemos estas relaciones.

La informacién que se obtiene a partir del analisis fenomenolégico de un
campo o estructura matematica ofrece orientaciones para organizar los conte-
nidos correspondientes a los temas de ese campo; también ofrece criterios para
establecer objetivos de aprendizaje, al conectar cada campo matemético con un
conjunto de contextos y aplicaciones en los que tales estructuras toman signifi-
cado. Igualmente, al permitir la seleccién de situaciones sobre las que ejemplifi-
car determinadas nociones o iniciar su presentacion, el analisis fenomenolégico
aporta directrices para el tratamiento metodolégico de cada tema. Finalmente,
la valoracién del aprendizaje deberé tener en cuenta los contextos en los que los
contenidos adquieren significado, y esta interpretacién viene dada por el anali-
sis fenomenolégico.

El estudio de los errores v dificultades también proporciona esquemas con
los que organizar los contenidos, en cuanto que una determinada secuenciacién
facilita la superacion de dificultades especificas; proporciona criterios para es-
tablecer objetivos, en cuanto marca los errores prioritarios que deben evitarse ¥
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los obsticulos que hay que superar; proporciona orientaciones metodolégicas
en cuanto permite disenar situaciones que planteen conflictos cognitivos a los
alumnos en las que sea necesario reestructurar los conocimientos previos y su-
perar las dificultades conceptuales. Finalmente, el conocimiento de los errores
y dificultades de cada tdpico facilita las tareas de evaluacién sobre cada tema ya
que sefiala las tareas sobre las que conviene valorar el conocimiento de los
alumnos para diagnosticar sus carencias y ayudarles en su superacién.

El organizador modelos y representaciones esti vinculado, principalmente,
con los contenidos y la metodologia. La vinculacién con los contenidos parece
clara ya que cada concepto viene determinado por sus representaciones y los
procedimientos derivados se ponen en prictica mediante actividades de mode-
lizacién. La vinculacién con la metodologia es también ficilmente justificable
ya que la secuencia y el orden en que se presentan las diversas representaciones
de un mismo concepto deben estar planificadas y disefiadas para conseguir su
mejor integracién; igualmente, las posibles modelizaciones ayudan a ejemplifi-
car los conceptos matemiticos y encauzan la estrategia para su desarrollo. Pero
también los modelos y representaciones proporcionan criterios para establecer
los objetivos y para determinar la evaluacién. En los objetivos debe quedar
claro qué tipos de representaciones deben manejarse sobre cada concepto clave
y en qué niveles deben poderse convertir unas en otras; asi mismo, deben mar-
carse los usos de los principales conceptos en tareas de modelizacién. Final-
mente, la evaluacién deberd poner de manifiesto las carencias y limitaciones en
el uso de las diversas representaciones y en las tareas de traduccién entre ellas.

El organizador materiales y recursos esta vinculado principalmente con la
metodologfa, ya que ayuda a establecer las secuencias metodolégicas y las de-
termina; los materiales y recursos proporcionan los soportes con los que se
presentan y refuerzan los conceptos y procedimientos mateméticos. Pero tam-
bién cabe considerar diversos niveles de complejidad en los materiales y recur-
sos, que inciden igualmente en los objetivos, metodologia y evaluacién. Incluir
en la planificacién de una unidad didéctica determinado software puede modi-
ficar totalmente su tratamiento. Basta pensar en el programa Cabri-Geométre
para la ensefianza de la geometria, el programa Derive en la ensefianza del
célculo o en las calculadoras programables para la introduccién al dlgebra. Los
materiales y recursos proporcionan nuevas tareas de evaluacién, mas abiertas y
creativas, que permiten superar las pruebas convencionales de papel y lapiz.

El organizador evolucién hist6rica de los conceptos matematicos se vincula
con los contenidos y la metodologfa, principalmente. Con los contenidos, ya
que pone de manifiesto qué propiedades de cada concepto han tenido relevan-
cia en distintos momentos histéricos, qué notaciones se utilizaron y qué limita-
ciones se presentaron en cada caso. Con la metodologia, ya que ayuda a reforzar
el interés de los alumnos por las distintas facetas de cada concepto. Pero tam-
bién la consideracién de la evolucién histdrica satisface objetivos educativos, ya
que muestra el cardcter contingente del conocimiento matemético, su proceso
de elaboracién por personas concretas y su vinculacién con épocas histéricas
determinadas, para dar respuesta a problemas cientificos de cada época.
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La consideracién del proceso histérico permite valorar la belleza de las cons-
trucciones intelectuales y la importancia de las tareas bien hechas. Por otra
parte, relativiza las dificultades del aprendizaje y los fallos en la evaluacion, ya
que muestra como algunos de los errores de los alumnos han tenido unos ante-
cedentes histéricos, que fueron superados por necesidades de coherencia vy pre-
cisidn.

Al concluir la revisién de cada uno de los tépicos o bloques de contenidos
segiin los organizadores indicados, es el momento de hacer una seleccién de los
documentos, informaciones y materiales obtenidos con el fin de preparar el
desarrollo de cada uno de los temas o unidades did4cticas concretas. No toda la
informacién recogida sobre cada uno de los organizadores para cada tema pue-
de desarrollarse en el aula, de la misma forma que el profesor no explica ni
desarrolla todos sus conocimientos matemiticos sobre cada uno de los temas.
Esta informacién forma parte del depésito de conocimientos que comparten
los profesores del seminario de mateméticas, en base al cual hacen una selec-
cién razonada para el disefio de cada unidad didactica.

El disefio general debe tener en cuenta diferentes alternativas, a partir de las
cuales los profesores llevan adelante sus tareas de planificacién. En cada caso es
necesario establecer unas prioridades y hacer una seleccién de 1z informacién
aportada por los diferentes organizadores. De este modo se obtienen informa-
ciones concretas para establecer los objetivos, contenidos, metodologia y eva-
luacién de cada tema. En el paso de la informacién obtenida con los
organizadores a las decisiones sobre cada una de las cuatro dimensiones del
curriculo, se tendr en cuenta el siguiente marco:

1. Objetivos, que haran referencia a:

L.1. Prioridades en el dominio conceptual y procedimental de cada tema.

1.2. Conocimiento de los sistemas de representacién y dominio de las tareas
de conversi6n entre los diferentes sistemas. Niveles convenientes de dominio
en cada caso.

1.3. Competencias en la ejecucién de procedimientos, con especial énfasis
en las tareas de modelizacién.

1.4. Familiaridad con los contexros y situaciones en las que los conceptos y
procedimientos tienen un uso y aplicacién convenidos; comprensién de los prin-
cipales significados de cada campo conceptual.

1.5. Control de los errores usuales y superacién de las dificultades concep-
tuales de cada tSpico.

1.6. Prioridades en los medios tecnélogicos, en la seleccién de recursos es-
pecificos y en el dominio de tales medios v recursos.

1.7. Fomento de actitudes positivas respecto a las matematicas tales como:
satisfaccién por la tarea bien hecha, por la construccién coherente de argumen-
tos, la resolucidn de problemas, bisqueda de la verdad y apreciacién de la be-
lleza en las realizaciones matemaricas.
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2. Contenidos, que hardn referencia a:

2.1. Criterios para organizar y estructurar cada campo conceptual.

2.2. Organizacién v secuenciacion de dificultades que se prevén en cada
caso.

2.3. Seleccién de los sistemas de representacién adecuados, de sus relacio-
nes y limitaciones, y de los procedimientos relacionados.

2.4. Delimitacién de los campos de aplicaciones y de los fendémenos en cuya
modelizacién se va a trabajar.

2.5. Preconceptos y errores previsibles, asf como su conexién con la estruc-
tura del campo conceptual.

2.6. Prioridades en los materiales y recursos mediante los que se van a tratar
cada uno de los temas.

2.7. Conexion de cada campo conceptual con algunos de los momentos
relevantes de su evolucion histérica.

3. Metodologfa prevista, con referencia a:

3.1. Criterios para seleccionar situaciones que permitan ejemplificar los prin-
cipales conceptos de cada tema.

3.2. Disefio de activades para detectar creencias previas de los alumnos y
plantearles conflictos cognitivos; disefio de estrategias para su superacién.

3.3. Secuencias de actividades y ejercicios para presentar los diversos siste-
mas de representacion y las conexiones entre ellos.

3.4. Criterios para disefiar tareas que favorezcan el aprendizaje cooperativo
v la discusién de los significados asociados a cada tépico.

3.5. Seleccién de materiales y recursos mediante los que trabajar con los
diversos conceptos y procedimientos.

3.6. Criterios para la motivacién, presentacién, tratamiento del tema y modo
de trabajo en el aula.

3.7. Indicaciones y propuestas para reforzar el interés de los alumnos por el
tema en estudio.

4, Bvaluacién, con referencia a:

4.1. Disefio y seleccién de tareas sobre las que valorar la camprensién y
dominio alcanzados en conccimientos concretos.

4,2. Diagnéstico y correccién de errores conceptuales y procedimentales.

4.3. Cuestiones relevantes que controlar; deteccién de carencias en el uso
de las representaciones y en las tareas de traduccion entre ellas.

4.4. Tareas abiertas mediante las que valorar la comprensién global y las
estrategias de alto nivel.

4.5. Sistemas para obtener informacién sobre el conocimiento logrado por
los alumnos, seleccionarlo y registrarlo.

4.6. Métodos adecuados para la valoracién del aprendizaje alcanzado y de
las actitudes desarrolladas por los alumnos.
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Cerramos asi el esquema general de la propuesta que se presenta en este
trabajo. Hemos argumentado que, antes de comenzar la planificacién de las
unidades didacticas sobre las cuatro dimensiones convencionales de] curriculo,
es necesario hacer una reflexién amplia sobre el conocimiento diddctico de
cada uno de los temas. Esta reflexion pretendemos que no sea arbitraria y ca-
rente de criterios. Para ello la hemos basado en unas fuentes disciplinares a las
que hemos llamado organizadores del curriculo, las cuales, conjuntamente, en-
marcan el conocimiento didictico de los contenidos del 4rea de matemadrticas,

En lo que sigue hay una presentacién extensa y auténoma de cada uno de
estos organizadores, de sus bases conceptuales y de su aplicacién practica para
el estudio de algunos temas. Hemos tomado la opcién de presentar cada uno de
los organizadores independientemente y, en el dltimo capitulo, resumir la re-
flexion mediante el disefio de una unidad concreta.
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Carituro I
Analisis fenomenolégico

Luts Puig

1. LA IDEA FREUDENTHALIANA DE FENOMENOLOGIA DIDACTICA
1.1 El andlisis fenomenolégico como componente del andlisis didéctico

El anélisis diddctico de las matematicas, esto es, el andlisis de los contenidos
de las matemdticas que se realiza al servicio de la organizacion de su ensefianza
en los sistemas educativos, tiene varios componentes, que organizan varios de
los capitulos de este libro. Uno de los componentes toma su nombre de la obra
de Hans Freudenthal Didactical Phenomenology of Mathematical Structures y
es el objeto de este capitulo. Voy, pues, a desarrollar aqui los rasgos caracteris-
ticos y algunas consecuencias de fo que yo entiendo por analisis fenomenalégi-
co de las matemdticas como un componente de su andlisis diddctico. Mi
exposicidn se referird continuamente a la obra de Freudenthal, pero me tomaré
algunas libertades con la terminologia que él utiliza e introduciré otra que le es
ajena.

No puedo pretender desarrollar un analisis fenomenolégico pormenorizado
de los contenidos matematicos de la educacién secundaria en el espacio de unas
pocas pdginas, as{ que me extenderé més en consideraciones de indole general
alrededor de dos ideas basicas que para mi son cruciales para entender a dénde
puede conducir este anilisis —o, al menos, qué sentido le he dado yo. La prime-
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ra atafie a la naturaleza de los objetos matemdticos y de la préctica matemdtica
Y, €1 consecuencia, a la naturaleza de la actividad que hay que dar la oportuni-
dad a los alumnos que realicen para que puedan tener acceso a genuina expe-
riencia matemdtica; de ella me ocuparé en el siguiente apartado. La segunda es
una toma de partido sobre cudles son los objetivos que hay que perseguir en la
ensefianza de las matemdticas para capas amplias de la poblacién, con respecto
a la naturaleza de los conocimientos mateméticos que se propone que adquie-
ran, y se cifra en la expresién de Freudenthal constitucién de objetos mentales
versus adquisicién de conceptos; esta idea la desarrollaré en el apartado tercero.
Finalmente, recorreré los bloques de contenidos del curriculo de matematicas
de secundaria, esbozando el sentido en que se ha hecho su anélisis fenomenolé-
gico o el sentido en que, a mi entender, habria que hacerlo. El lector puede
recurrir a los minuciosos anilisis que Frendenthal desarrollé en sus libros
—aunque a pesar de su volumen tampoco encontrari en ellos cubierto el conjun-
to de la educacién secundaria— o bien usar como ejemplo los textos de Freuden-
thal traducidos al castellano que se indican en el apéndice y ejercitarse en el
analisis fenomenoldgico.

1.2 El anilisis fenomenologico

Tanto la exposicién de las dos ideas que acabo de indicar como los esbozos
de anlisis que les seguirdn son parte constitutiva de una descripcién de en qué
consiste un analisis fenomenolégico y permiten, por tanto, que se pueda conce-
bir qué es la fenomenologia didictica de las estructuras matemdricas en el sen-
tido de Freudenthal. Si quiero ser coherente con las ideas que voy a exponer, no
puedo comenzar por una definicién de fenomenologia y pretender que esté
dado de una vez por todas su concepto. Freudenthal comienza su exposicién
con un ¢jemplo y sélo tras él presenta, en el capitulo titulado Ef método, su
caracterizacién. Pero para hacer concebir la fenomenologia didéctica yo tengo
una ventaja sobre el propio Freudenthal, a saber, puedo comenzar con la propia
caracterizacién que él hace, plantearla como problematica y perseguir que el
lector pueda constituir un cbjeto mental ‘fenomenologia didactica’ como con-
secuencia del sentido que él produzca a partir de su lectura de las paginas sub-
siguientes de este capitulo.

Freudenthal comienza indicando que le ha dado a su método de anilisis de
los contenidos matematicos el nombre de ‘fenomenologia’ porque parte de la
contraposicién establecida en la tradicién filoséfica entre lo que se expresa en
esa tradicién con los términos ‘fenémeno’ vy ‘noimeno’. Esa contraposicidn,
cuyo caricter de antitesis pone en duda, la establece en las matemdticas entre
los conceptos o estructuras matematicas, que serian noamenos y los fenémenos
que esos conceptos organizan. Asi, por ejemplo, las figuras geométricas como
objetos mateméticos organizan un conjunto de fenémenos que globalmente
considerados se puede calificar como el mundo de los contornos.
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El andlisis fenomenolégico de un concepto o de una estructura matematica
consiste entonces en describir cuiles son los fendmenos para los que es el medio
de organizacidn y qué relacién tiene el concepto o la estructura con esos fens-
menos. La descripcidn de los fendmenos para los que es un medio de organiza-
cién ha de considerar 1a totalidad de los fenémenos para los que actualmente es
asi, esto es, ha de tomar las matemdticas en su desarrolle actual y en su uso
actual, pero también es conveniente que se indique cudles son los fenémenos
para cuya organizacién fue creado y a qué fendmenos se extendid posterior-
mente. La descripcidn de la relacién con los fenémenos en cuestidén ha de mos-
trar de qué manera actda sobre esos fendmenos como medio de organizacion y
de qué poder nos dota sobre ellos. Veremos mds adelante que la relacién entre
fendmenos y conceptos se torna mas compleja al intervenir un tercero en la
relacidn, el objeto mental, y que el anélisis fernomenolégico ha de tomar en
consideracién también las relaciones entre fenémenos y objeto mental y entre
objeto mental v concepto.

1.3 Fenomenologia sin noimenos

He mencionado que los términos que dan origen al nombre del mérodo los
toma Freudenthal de la tradicién filoséfica, pero no he indicado qué significan
en ella. Un primer motivo para no haberlo hecho es que esos términos tienen
una larga historia en la filosofia y su significado varfa de un sistema filoséfico a
otro. Freudenthal es de poca aynda al respecto ya que apenas va mds alla de dar
una caracterizacién negativa: taxativamente afirma que cuando usa el término
‘fenomenologia’ no se refiere al sentido que le dan Hegel, Husserl o Heidegger,
pero tampoco acompafa esta negacion de una afirmacién de adscripeion, sinto-
nia o simpatfa con otros fildsofos. ‘Notimeno’ lo identifica con “objeto de pen-
samiento” sin mdas explicaciones y respecto 2 ‘fenémeno’ sélo dice que consi-
deramos algo como un fenémeno cuando tenemos experiencia de ello. No voy
a intentar dilucidar aqui si estas someras indicaciones pueden interpretarse como
una filiacién kantiana; por un lado, escapa a mi competencia, pero, por otro
lado, no me interesa buscar filiaciones sino derivar consecuencias del uso que
Freudenthal hace de los términos que adopta cuando los pone en funciona-
miento.

Los términos ‘noftimeno’ y ‘fenémeno’ provienen de hecho del griego. ‘Nod-
meno’ procede de ‘nous’ [vouo] y puede decirse que significa “lo que es pensa-
do mediante la razén” o “lo inteligible”. ‘Fenémeno’ proviene de ‘phainémenon’
[oavopevov], que significa “lo que aparece”. Los fenémenos son, por tanto,
las apariencias o lo que se nos aparece de las cosas. En su origen, pues, los
fenédmenos se contraponen a la realidad verdadera. Por otro lado, en la tradi-
cién filoséfica “realista” el mundo de los noiimenos es el que se califica de real.
La contraposicién entre fenémencs v nolimenos es una contraposicién entre
mundos, el mundo de lo sensible y el de lo inteligible, el marco de la experien-
cia posible vy lo que cae fuera de nuestra experiencia. Identificar entonces los
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conceptos matemiticos con notimenos los sitda fuera del campo de nuestra
experiencia. Sin embargo, esto se compagina mal con una de las caracter{sticas
de las mateméticas que ¢l mismo Frendenthal sefiala de inmediato: un concepto
matemético que es el medio de organizacién de un fenémeno o unos fenéme-
nos, pasa a formar parte de un campo de fenémenos que son organizados por
un nuevo concepto matemitico, y este proceso se repite una y otra vez. Los
conceptos mateméticos no caen fuera del campo de nuestra experiencia, ni es-
tin en un mundo distinto del mundo de los fenémenos que organizan.

Con el fin de poder seguir interpretando las ideas de Freudenthal en el sen-
tido que acabo de apuntar, me parece pues prudente, en vez de cargar los térmi-
nos con el peso de los significados que han sido producidos por los filésofos,
despojarlos al maximo de eltos. Prescindiré por completo del término ‘nodmeno’,
que substituiré simplemente por ‘medio de organizacién’, esto es, por la fun-
cién de los conceptos cuando se consideran en su relacién con los fenémenos.
Mantendré el término ‘fenémeno’ como una manera de hablar de lo que es
objeto de nuestra experiencia matematica, dejando de lado explicitamente su
significado original de apariencia, y teniendo presente que los medios de orga-
nizacién de los fenémenos, aquello con lo que pretendemos dar cuenta de nues-
tra experiencia matematica, es tomado a su vez como objeto de experiencia. El
par fenémenos/medios de organizacién estd definido asi por la relacién entre
ambos y no por la pertenencia a mundos distintos y se despliega en una scrie
fenémenos/medios de organizacién en la que los medios de organizacién de un
par pasan a ser fenémenos del siguiente. Hacer fenomenologia es entonces des-
cribir una de esas series o uno de sus pares.

1.4 Tipos de andlisis fenomenolégico

El analisis fenomenolégico desarrollado por Freudenthal, aunque tome pres-
tados términos de la filosoffa —como acabamos de ver— y tenga consecuencias
para cémo se conciba la naturaleza de las matemdticas ~como veremos en el
apartado siguiente—, estd hecho al servicio de la diddctica. Sin embargo, Freu-
denthal distingue varios tipos de fenomenologia, todos importantes desde el
punto de vista de la didactica, pero sélo uno de ellos calificado de did4ctico.
Esos tipos son:

Fenomenologia

Fenomenologia didéctica
Fenomenologia genética
Fenomenologia histérica

Lo primero que caracteriza cada uno de estos andlisis fenomenolédgicos es
los fenémenos que se toman en consideracién con respecto al concepto cuyo
anélisis se realiza. En el primer caso se trata de los fenémenos que estdn organi-
zados en las matematicas tomadas en su estado en el momento actual y conside-
rando su uso actual. En el caso didéctico intervienen los fendémenos presentes
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en el mundo de los alumnos y los que se proponen en las secuencias de ensefian-
za. En el caso genético, los fenémenos se consideran con respecto al desarrollo
cognitivo de los aprendices. En el caso histérico se presta especial atencién a los
fenémenos para cuya organizacion se creé el concepto en cuestidon v cémo se
extendié a otros fenémenos.

La descripcién de las relaciones entre los fenémenos v el concepto toma en
consideracién, en el primer caso, las que estan establecidas y, en los otros tres,
¢émo se produjeron, se adquiricron o se conformaron esas relaciones en el
sistemna educativo, con respecto al desarrollo cognitivo o en la historia, respec-
tivamente.

Ademis, en el caso de la fenomenologfa pura, [os conceptos o las estructuras
matemdticas se tratan como productos cognitivos, mientras que en el caso de la
fenomenologia did4ctica se tratan como Procesos cognitivos, es decir, situados
en el sistema educativo como materia de ensefianza vy siendo aprendidos por los
alumnos, Frendenthal dice que al escribir una fenomenologia didctica uno puede
pensar que deberfa estar basada en una fenomenologia genérica, pero que esta
idea es errénea. El orden en que hay que desplegar los distintos tipos de anlisis
fenomenolégico comienza por la pura fenomenologfa {para la que basta cono-
cer las matemdticas y sus aplicaciones), se completa con una fenomenologia
histérica, sigue por una fenomenologia did4ctica (para lo que hay que conocer
el proceso de ensefianza y aprendizaje) y termina, en todo caso, con una feno-
menologia genética. Ningtin anilisis fenomenolégico puede resultar efectivo
cuando se organice posteriormente la ensefianza a partir de él si no se sustenta
en un sélido andlisis de pura fenomenologia.

2, UNA CONCEPCION DE LA NATURALEZA DE LAS MATEMATICAS

2.1 Un solo mundo en expansién

El analisis fenomenolégico de Freudenthal tiene como objetivo servir de
base para la organizacién de la ensefianza de las matematicas y no pretende
elaborar una explicacién de la naturaleza de las mateméticas. Cabria la posibi-
lidad de utilizarlo sin adoptar ningin compromiso epistemolégico u ontolégico
sobre las mateméticas, es decir, aceptar que para la organizacién de la ensefian-
za podemos ver los conceptos matemiticos como medios de organizacién de
fenémenos, sin mantener que las cosas sean realmente asi. Sin embargo, las
ideas que los alumnos se forman de la naturaleza de las matematicas y las que
tienen los profesores influyen de forma extremadamente lmportante en ¢cHmo
unos y otros conciben la actividad matemdtica que hay que realizar en las clases
y los conocimientos que unos elaboran y los otros pretenden ensefiar. Por ello,
vOy a exponer en este apartado un esbozo de una concepcién de la naturaleza
de las matemdticas que me parece compatible con la interpretacién que acabo de
hacer del andlisis fenomenolégico de Freudenthal,
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Partiremos, por tanto, de la afirmacién de que los conceptos matematicos
son medios de organizacién de fendmenos del mundo. Ahora bien, esta caracte-
rizacién nos dice poco si no precisamos a qué nos referimos cuando hablamos
del mundo y si no establecemos qué fenémenos organizan fos conceptos mate-
maticos. Sin embargo, una de las tareas de la fenomenologia es precisamente
indagar, analizando los conceptos matemiticos, cuiles son los fenémenos que
organizan, de modo gue no s¢ puede pretender saber de antemano cudles son.
Yo tampoco puedo pretender caracterizar de entrada el tipo de fenémenos or-
ganizados por las matematicas, porque para ello necesitaria haber engarzado la
fenomenologia de las matemdticas en una fenomenologia general en la que se
establezca una tipologfa de los fendmenos —tarea que podria abordarse, 2 mi
entender, con la fenomenologia de Peirce, de modo que s6lo podremos tener
una idea del tipo de fenémenos de que se trata a partir de los andlisis concretos
que realicemos.

Es posible interpretar, por otro lado, que de la afirmacién precedente se
deriva que las matemdticas se encuentran €n un mundo separado del mundo
cuyos fen6menos organiza y que éste es el mundo que nos rodea, el mundo real.
Esa interpretacién, sin embargo, no me parece la mas adecuada.

En efecto, si nos situamos en el origen, o en el nivel més bajo, podrfamos
decir que los fenémenos que van a ser organizados por los conceptos matema-
ticos son fenémenos de ese mundo real, fisico, cotidiano. Nuestras experiencias
con ese mundo fisico tienen que ver con los objetos del mundo, sus propieda-
des, las acciones que realizamos sobre ellos y las propiedades que tienen esas
acciones. De modo que los fenémenos que van a organizar las matematicas son
los objetos del mundo, sus propiedades, las acciones que hacemos sobre ellos o
las propiedades de esas acciones, cuando objetos, propiedades, acciones o pro-
piedades de acciones son vistos como Jo que organizan ¢sos medios de organi-
zacién y se consideran en su relacién con eltos.

Esta primera interpretacién sirve para hacer patente la idea de que los con-
ceptos matematicos no estan, pues, en un mundo ideal cuyo reflejo estudiamos,
ni tienen una existencia anterior a la actividad matematica, ni ésta consiste por
tanto en el descubrimiento de la geografia del mundo en el que estdn esos obje-
tos. Pero tampoco, al ser creados como medios de organizacién de fenémenos
del mundo, se instalan en un mundo ajeno a nuesira experiencia. La interpreta-
60 anterior no es afortunada en este punto porque 1o toma en cuenta que
Freudenthal no se queda en el nivel mis bajo describiendo la actividad matemé-
tica simplemente como un juego entre fenémenos del mundo y medios de orga-
nizacién de las matematicas, en el que los fendmenos solicitan ser organizados
y se crean medios para ello en las matematicas. Por el contrario, el proceso de
creacion de objetos matematicos como medios de organizacién lo acompafia
Freudenthal de un proceso por el que los medios de organizacién se convierten
en objetos que se sitlan en un campo de fenémenos. En consecuencia, los obje-
t0s matematicos se incorporan al mundo de nuestra experiencia, en el que en-
tran como fenémenos en una nueva relacién fenémenos / medios de organizacién
en la que se crean nuevos conceptos matematicos, Y este proceso se reitera una
y otra vez.
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Las matemAticas estin, por tanto, en el mismo mundo de los fenémenos que
organizan: no hay dos mundos sino uno que crece con cada producto de la
actividad matematica. Los fendémenos que organizan los conceptos matemdti-
cos son los fenémenos de ese mundo que contiene los productos de la cogni-
cién humana y en particular los productos de la propia actividad matemética.
Los fenémenos que organizan los conceptos matematicos son los objetos de ese
mundo, sus propiedades, las acciones que realizamos sobre cllos y las propieda-
des de esas acciones, en tanto se encuentran en el primer término de un par
fenémenos / medios de organizacién.

La progresion escalonada de pares fenémenos/ medios de organizacién com-
porta dos procesos: el proceso de creacién de Conceptos matematicos como
medios de organizacién, que viene indicado por cada par, y el proceso por el
cual se objetiva un medio de organizacién de forma que puede entrar a formar
parte de un nuevo par, ahora en la posicién de los fenémenos. La progresién
escalonada dibuja una imagen de la produccién de objetos matemiticos cada
vez de nivel mis elevado, més abstractos, y muestra que la actividad matemdtica
genera su propio contenido.

He dicho que en el proceso de creacién de conceptos matematicos lo que se
crea no son objetos ideales que se sitfian en un mundo ajeno a nuestra experien-
cia. Desde mi punto de vista esto es asf fundamentalmente por el papel que
desempefian los sistemas de signos en que se EXPresar, se representan o se escri-
ben las matemiticas en la practica matemética. De ello me ocupo a continua-
cidn.

2.2 Sistemas matemdticos de signos

Los textos matematicos aparecen a cualquier mirada, experta o profana,
plagados de signos que no pertenecen al lenguaje verniculo. Este hecho hace
que sea corriente hablar del lenguaje de las matematicas como un lenguaje dis-
tinto del verndculo. Ademss, en la historia de las matematicas hay episodios en
los que la elaboracién de un lenguaje propio de la mateméticas ha constituido
una tarea esencial. De la combinacién de ambos hechos se deriva que la idea
mds ampliamente extendida sea que existe un lenguaje propio de las matemiti-
cas diferente del lenguaje verniculo. Esta idea esta presente radicalmente en
quienes conciben que las verdaderas matemadticas o las matemiticas rigurosas
son las escritas en un lenguaje totalmente formalizado ¥ que, si en su practica
cotidiana los matemaiticos no escriben las matematicas asi, es porque seria ex-
traordinariamente penoso y por ciertas limitaciones internas de los formalis-
mos; por usar la expresién de Bourbaki, los textos matemiticos efectivamente
escritos estdn llenos de “abusos de lenguaje”, va que estdn escritos en parte en
lenguaje verniculo y éste se ve como un substituto torpe y grosero del lenguaje
matemético.

Una consecuencia de esta idea incluso en sus versiones mas alejadas del for-
malismo es que las descripciones que se suelen hacer del lenguaje en que estdn
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escritos los textos matemdticos distinguen dos subconjuntos de signos en ellos:
uno formado por signos que suelen llamarse “artificiales” y se subrayan como
los propios de las matemdticas y otro pot los signos de alguna lengua vernicula.
Ahora bien, lo que a mi entender interesa mas desde un punto de vista didactico
no es ¢l estudio de los signos y sus tipos, sino el estudio de los procesos de
significacién y produccién de sentido. Entonces, esa diferencia entre un “signo
artificial” —que serfa el propiamente matemético— deja de ser crucial, para colo-
car en primer plano el sistema de signos considerado globalmente. Lo que hay
que calificar de matemdtico entonces no es un tipo particular de signos, sino
sobre todo determinados sistemas de signos, es decir, hay que hablar de siste-
mas matemdticos de signos y no de sistemas de signos matemdticos.

Lo que se estd usando en la actividad matematica no io voy a separar, por
tanto, en signos matemdticos o un sistema de signos matemadticos, el lenguaje
verniculo y, quiza, otros medios de representacion. Por el contrario, voy a con-
siderar que todos los signos que se usan, estin combinados constituyendo un
sistema matemdtico de signos. Ahora bien, una vez he subrayado que lo voy a
fratar como un sistema, tengo que sefalar que, a diferencia de lo que sucede
con el sistema de las lenguas verndculas, sus signos no son homogéneos. Ade-
mds, como quiero tomar en consideracion todos los signos que se usan en la
actividad matemdtica, me parece més conveniente adoptar una terminologia
tomada de la semiética, en vez de una tomada de la lingilistica, ya que muchos
de los signos que se usan en la actividad matematica no tienen naturaleza lin-
giifstica. En ese sentido, prefiero no usar la pareja significante / significado que
introdujo Saussure para describir las dos caras del signo, sino hablar —como
hacen Eco o Barthes, siguiendo a Hjemslev— de expresion y contenido de un
signo (o una funcién semidtica, en general). En esos términos, los sistemas ma-
teméticos de signos contienen signos cuya materia de la expresion es heterogé-
nea —caracteristica que los separa de las lenguas vernaculas, como ya he dicho,
y que comparten €371 10§ sistemas de signos de otras actividades humanas como
el cine o la caccidsn.

Vale Iz pena sefalar que el par expresion / contenido, en las teorias semi6ti-
cas a las que me he referido, se presenta mediante el diagrama

expresion contenido

expresion contenido

ya que el signo, que se compone de expresién y contenido, se sitia en la rela-
cién de ser la expresién de un contenido al que remite o que implica (y que es
de hecho otro signo).

Este cardcter dindmico, implicativo del signo, resulta a mi entender particu-
Jarmente esclarecedor para los sistemas matemdticos de signos, ya que £stos se
ven involucrados en la relacién fenémenos / medios de organizacién, y en ella
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los conceptos mateméticos son creados por los sistemas matemdticos de signos
que los describen. De ahf que los objetos matematicos asf creados no sean en-
tonces objetos ideales que se coloquen fuera del mundo de nuestra experiencia
ya que tienen la existencia material que les dan los sistemas de signos que simul-
tdneamente los describen y los crean.

Correlativamente, la abstraccién progresiva generada en el proceso de obje-
tivacién de los medios de organizacién y su situacién como fenémenos ante
unos nuevos medios de organizacién tiene su expresion en la creacidn de siste-
mas matematicos de signos también mds abstractos, con los que se crean esos
conceptos mis abstractos.

2.3 Otros trazos que hacen el cuadro més complejo

Lo que he expuesto hasta aqui son los rasgos méas importantes de una con-
cepcién de la naturaleza de fas matemaricas que hace uso de ideas que se deri-
van de la fenomenologfa de las matematicas desarrollada por Freudenthal y de
una idea de sistemas maremdticos de signos que tiene su origen en trabajos
realizados por Eugenio Filloy (1988). Sin embargo, es obvio que el cuadro que
trazan es todavia demasiado simple. En lo que sigue apunto algunas ideas que a
mi entender son necesarias para completar el cuadro. Esas ideas proceden de
Lakatos y de Kitcher; como no voy a desarrollarlas en detalle sino sélo relacio-
narlas con las anteriormente expuestas, remito al lector a los textos correspon-
dientes que aparecen en la bibliografia.

2.3.1 Las acciones permitidas

Lo que se convierte en objeto de experiencia en la actividad matematica lo
he descrito como objetos del mundo, propiedades de los objetos, acciones que
realizamos sobre esos objetos y propiedades de esas acciones. Kitcher introduce
la idea, esencial para poder dar cuenta de gran parte de las matemdticas que
efectivamente han sido producidas a lo largo de la historia, de que las acciones
mencionadas no son las que nosotros efectivamente realizamos o somos capa-
ces de realizar, sino que son las acciones que establecemos que puede realizar
un sujeto ideal al que dotamos de poderes de actuacién que van mis afl4 de los
que tenemos, por ejemplo, recorrer la secuencia de los niimeros naturales o
usar la funcién de eleccién de Hilbert.

Esta idea de Kitcher tiene el peligro de hacer pensar que las matematicas
puedan desarrollarse a partir de estipulaciones arbitrarias de esos poderes y
que, por tanto, generen conceptos matemdticos carentes de todo fin epistémico
o practico. Este peligro estd de hecho presente, pero se conjura en la prictica de
varias marieras.

Una tiene que ver con la idea que he introducido anteriormente del papel de
los sisternas matematicos de signos en la creacién de los conceptos matematicos
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y la elaboracién, correlativa al ascenso en la cadena fenémenos / medios de
organizacion, de sistemas matemdticos de signos mas abstractos. Esos sistemas
matemdticos de signos no sélo nos permiten organizar los fenémenos creando
los conceptos pertinentes, sino que también nos hacen capaces de realizar nue-
vas acciones sobre los objetos matemdticos o de apreciar la posibilidad de que,
si estuviéramos liberados de ciertas limitaciones de tiempo ¢ consumo de ener-
gfa, pudiéramos realizarlas. En este sentido, las acciones nuevas que establece-
mos que son realizables no son acciones arbitrarias sino aquéllas que vienen
sugeridas por los sistemas matemaéticos de signos mas abstractos —y, en este
sentido, extienden acciones que en un nivel inferior nos habiamos visto capaces
de realizar o habfamos establecido que eran realizables.

Por otro lado, desempefia un papel importante como mecanismo de regula-
cién la aceptaci6n por parte de la comunidad de matematicos de que esas nue-
vas acciones van a incorporarse al elenco ya establecido ~aceptacién que no esta
exenta de controversia, como el propio ejemplo de la funcién de eleccién de
Hilbert arestigua.

2.3.2 Los conceptos no son inmutables. Conceptos generados por la prueba

Hemos visto que los conceptos mateméticos se crean en el proceso fendme-
nos / medios de organizacién, pero esto no significa que una vez creados per-
manezcan inmutables. Por el contrario, los conceptos matematicos se modifican
en la historia como consecuencia de su uso y de los nuevos sistemas matemati-
cos de signos en que se describen. Esto no quiere decir, sin embargo, que las
modificaciones de un concepto indiquen que el concepto original era erréneoy
que tengamos que ver la historia de los conceptos matematicos como un avance
hacia la verdad, ya que hemos rechazado que los objetos matemadticos tengan
una existencia anterior al proceso que los crea.

Una idea distinta de la evolucién de los conceptos en la historia es la que
desarrollé Lakatos en su libro Pruebas vy refutaciones. Para lo que aqui nos inte-
resa, Lakatos examina en ese libro cémo evolucionan los conceptos bajo la
presion de la prueba de teoremas en los gue estan involucrados.

Lakatos narra cémo tras el establecimiento de la conjetura de que para un
poliedro cualquiera se verifica la relacién C + V= A + 2y su prueba por Euler
surgen ejemplos de sélidos que no encajan con la prueba realizada o, lo que es
més importante, con el teorema probado. Desde una concepcién de la naturale-
za de los objetos matemdticos segfin la cual hay un objeto ideal preexistente al
que llamamos poliedro y la actividad matemadtica lo que hace es descubrir sus
propiedades, ¢l asunto estd claro: esos sélidos no son verdaderos poliedros o la
demostracién es errénea. La reconstruccion de la historia que hace Lakatos no
es £sta.

Iakatos separa los dos tipos de contragjemplos que acabo de mencionar, y
los llama contraejemplos locales y globales, respectivamente. Un contraejemplo
local es el que tiene caracteristicas que hacen que para él la prueba no sea apli-
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cable, pero que verifica la relacién. Estos contraejemplos no refutan la conjetu-
ra: lo que hacen es indicar que en la prueba se ha usado una propiedad que se
suponfa valida para todos los poliedros, pero que esto no es asi. Lo que queda
entonces refutado es un lema que se ha usado implicitamente y, por tanto, la
prueba. La presencia de estos contraejemplos introduce una diferencia en los
conceptos que antes no estaba presence.

Los efectos de la aparicién de contraejemplos globales tienen mas importan-
cia para lo que estamos examinando. Un contraejemplo es global cuando refura
la conjetura. Lakatos presenta como primeros contraejemplos globales del reo-
rema planteado por Euler el sélido que consiste en un cubo con un hueco cibi-
co en su interior, y un sélido formado por dos tetraedros unidos por una arista
O un vértice; més adelante presenta el caso aiin més interesante de un sélido
estrellado, que verifica o nio la relacién seglin que se considere que sus caras son
los poligonos estrellados o no. La presencia de esos sélidos como contraejem-
plos produce una tensién entre el concepto, ef teorema y su prueba. Esa tensién
puede resolverse de varias maneras que afectan todas ellas al concepto de polie-
dro. Las mis elementales son:

1. Exclusién de monstruos.

Los contraejemplos presentados no se consideran ejemplos genuinos del
concepto de poliedro, sino monstruos, esto es, seres cuya existencia es posible
pero no deseada. La posibilidad de su existencia viene determinada por la defi-
nicién de poliedro que se estd utilizando, va sea explicita o implicitamente, de
modo que, para salvar el teorema, se elabora una nueva definicién del concepto
de poliedro que los excluye explicitamente.

2. Exclusién de excepciones.

Los contracjemplos presentados se consideran ejemplos del concepto, cuya
existencia no se habia previsto al enunciar la conjetura. La conjetura se modifi-
ca von la intencién de retirarse a un terreno seguro. Para ello se introduce una
diferencia en el concepto, que separe a estos ejemplos.

3. Ajuste de monstruos.

Los objetos se miran de otra manera que hace que dejen de ser contraejem-
plos; es el caso de las dos formas de ver los poliedros estrellados: como com-
puestos de poligonos estrellados o no.

Aungue éstas sean s6lo las formas mas elementales de enfrentarse a la ten-
sién creada, simplemente con ellas podemos ver que el concepto de poliedro se
ve afectado en todos los casos. Ya se acepten o se excluyan los contrajemplos
como ejemplos del concepto, el campo semdntico se amplia. En un caso, por-
que el contenido de la expresion aumenta o, dicho de otra manera, el campo de
fenémenos para los que ¢l concepto se habia creado —que es lo que constituye
Su campo semantico— no contenfa los correspondientes a los objetos y las pro-
piedades que ahora estdn presentes y se extiende a ellos. En el otro caso, porque
el concepto entra en un juego de relaciones con esos nuevos objetos de los que
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se desmarca explicitamente en la nueva definicién, gue forman también parte
constitutiva de su contenido.

La historia completa es mas compleja y en ella intervienen también los siste-
mas matematicos de signos progresivamente mds ricos o més abstractos a los
que se traducen Jos conceptos expresados inicialmente en otros sistemas mate-
maticos de signos menos ricos 0 menos abstractos, y hace afirmar a Lakatos que
los conceptos generados por la prueba 1o mejoran los conceptos originales, no
son especificaciones ni generalizaciones de ellos, sino que los convierten en
algo totalmente distinto, crean nuevos conceptos. Esto es precisamente lo que
me interesa subrayar: el resultado del proceso que presenta Lakatos de tensién
entre conceptos, teoremas y pruebas no es la delimitacién del verdadero con-
cepto de poliedro que se corresponderfa al objeto ideal preexistente, sino la
creacion de nuevos conceptos.

Una buena ilustracién del resultado de la historia que narra Lakatos es leer
las definiciones de poligono y poliedro que pueden encontrarse hoy en dia en
los libros de matematicas. Por ejemplo, las que transcribo a continuacién, acom-
pafiadas de las definiciones correspondientes de poligeno regular y poliedro
regular, tomadas todas ellas del mismo libro {Coxeter (1974):

Poligono:

En el espacio euclideo n-dimensional, un poligono AAA,... es una figura
formada por una sucesién de puntos llamados vértices, unidos en pares sucesi-
vos por segmentos AA, AA,... llamados aristas.

Poligono regular:

Para una isometria cualquiera S, un punto no invariante A tiene una orbita,
que es el conjunto de puntos A, en los que se transforma el punto A, por las
potencias $7, en las que # recorre los enteros. Diremos entonces que el poligono
AAA,... asl generado es regular. Ya que los valores posibles de 7 inclayen los
enteros negativos, la sucesion de puntos va tanto hacia adelante como hacia
atrds, y el poligono AAA,... deberia describirse de forma mas precisa asi:

CAAAAA,..

Poliedro:
Un poliedro es un conjunto finito de poligonos planos, llamados caras, junto
con todos sus aristas y vértices, que satisfacen las tres condiciones siguientes:

i) Toda arista pertenece exactamente & dlos caras y esas caras no estan en el
mismo plano.

ii) Las caras que comparten un vértice forman un Gnico ciclo, esto es, su
seccién por una esfera suficientemente pequefia, cenirada en el vértice
comuin, es un poligono esférico tnico.

iii) Ningéin subconjunto propio de las caras satisface la condicidn 1).

72



Poliedro regular:

Para un poliedro cualquiera, definimos como una bandera (A, AB, ABC.. ) |a
figura formada por un vértice A, una arista AB que contiene a ese vértice ¥ una
cara ABC... que contiene a esa arista. Un poliedro es regular si su grupo de
simetrias es transitivo en sus banderas.

Este ejemplo es particularmente notable porque la definicion propuesta de
poligono y la de poliedro llevan la huella, cada una de ellas, de formas distintas
de responder a la tensién que estamos examinando. Salta a la vista que la defi-
nicién de poligono estd elaborada aceptando nuevos objetos y ampliando asf
inmensamente de forma explicita el contenido del concepto (y se acompafiard
después de un desglose necesario en poligonos de maltiples tipos).

En la definicién de poliedro, por el contrario, cada una de las condiciones
estd introducida para excluir determinados objetos. Asi, por ejemplo, la condi-
ci6n i) no permite considerar como poliedro el sélido formado por dos tetrae-
dros unidos por una arista y responde por tanto a la exclusién de monstruos.
Sin embargo, esa misma condicién no permite que un poliedro estrellado se
interprete como un poliedro cuyas caras no son los poligonos estrellados co-
rrespondientes, ya que, si se hace esto, hay necesariamente caras que estdn en
un mismo plano. Asf que esa condicién no autoriza el ajuste de ese monstruo y,
por tanto, los poliedros estrellados son poliedros a condicién de que sus caras
sean los poligonos estrellados correspondientes. El aumento del contenido del
concepto de poliedro estd aquf en las relaciones que cada una de las condicio-
nes establece con otros objetos mateméticos ¥ en su expresion en el sistema de
signos en que se presenta.

2.3.3 Resolver problemas, definir y otros brocesos que también generan conceptos

De Lakatos acabo de extraer la idea de que los conceptos matematicos no
permanecen inmutables una vez creados. También he esbozado cémo los con-
ceptos cambian, impelidos por la tensién que les produce el estar involucrados
en pruebas y refutaciones. Ahora bien, la actividad matemdtica no consiste sola-
mente en probar teoremas. Uno de los motores fundamentales del desarrollo de
las matematicas es la resolucion de problemas y ésta engloba la prueba de teore-
mas, pero también otras actividades.

La resolucién de problemas engloba la prueba de teoremas en dos sentidos.
En el primer sentido, la resolucién de problemas engloba la prueba de teoremas
considerada globalmente, ya que, si seguimos la terminologia de Polya y en vez
de distinguir entre problemas ¥y teoremas como hicieron por primera vez los
matematicos griegos los [lamamos a todos problemas y distinguimos entre pro-
blemas de encontrar y problemas de probar, entonces la prueba de teoremas no
€s sino un tipo de resolucién de problemas: la resolucién de problemas de
probar.

En el segundo sentido, mas importante, ia resolucién de problemas engloba
la prueba de teoremas en la resolucién de cada problema en particular; en efec-
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to, lo que caracteriza la resolucién de problemas en matematicas, incluso cuan-
do se trata de problemas de encontrar, €s que Ia obtencién del resultado tiene
que acompafiarse de un argumento que justifique que el resultado obtenido
verifica las condiciones del problema, esto es, cualquier problema es un problema
de probar o, si es de encontrar, contiene un problema de probar —e] proble-
ma de probar que el resultado encontrado verifica las condiciones del enunciado.

Este hecho ya nos obliga a extender el terreno en que los conceptos sc ven
sometidos a la tensién que los modifica mas allé de la prueba de teoremas a la
resolucién de problemas. Pero ademés atn resulta mds necesario hacerlo si to-
mamos en consideracién otras partes de la resolucion de problemas que no son
la prueba de teoremas, en concreto, el planteamiento de nuevos problemas o el
estudio de familias de problemas.

La resolucion de problemas tampoco agota el campo de actividades mate-
maticas, ni el de actividades matemdticas que generan conceptos. Otras activi-
dades que son responsables de la creacién de gran parte de los conceptos
mateméticos tal y como ahora los conocemos tienen que ver con la organiza-
ci6n de conjuntos mAs O MENOs eXteNsos de resultados —obtenidos en la activi-
dad de resolver problemas y probar teoremas— €n un sistema deductivo. Esa
organizacién sistemitica ha adoptado formas distintas a lo largo de la historia,
y puede ser mas local o mis global, mds o0 menos axiomdtica o formalizada,
pero en cualguier caso comstituye un componente esencial de las matematicas,
desde que los matemdticos pasaron de acumular resultados y técnicas para ob-
renerlos a escribir “elementos”. En efecto, aungque aqui no voy a detallar ese
conjunto de actividades, un rasgo esencial suyo es que ha transformado el sen-
tido en que se usan las definiciones en las mateméaticas. En matemadticas, una
definicién no sirve simplemente para explicar a la gente lo que significa un
término, sino que, cuando consideramos las actividades mateméticas mediante
las cuales se organizan sistemas deductivos, las definiciones —usando una expre-
«ién de Freudenthal— son eslabones en cadenas deductivas.

El proceso de definir es, entonces, un medio de organizacién deductiva de
las propiedades de un objeto matemAtico, que pone en primer plano las que se
juzga que permiten constituir un sistema deductivo, local o global, en el que ese
objeto matemdtico esté incorporado. Ahora bien, resaltar unas propiedades como
las que definen un concepto no €s una operacién inocente, newutral con respecto
al concepto, ya que, por un lado, hace aparecer ese CONCEPLO COMO creado
originalmente para organizar los fenémenos correspondientes y, por otro, hace
que el contenido del concepto sea a partir de ese momento lo que se derive de
esa definicién en el sistema deductivo al que se ha incorporado. Por tanto, al
igual que sucede al probar teoremas, este proceso de definir crea también nue-
vos conceptos. En el apartado sigujente examinaremos este eXtremo con 1es-
pecto al concepto de niimero que definid Peano.
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3. CONSTITUCION DE OBJETOS MENTALES VS, ADQUISICION DE
CONCEPTOS

3.1 Objetos mentales y conceptos

En los apartados anteriores he hablado de los conceptos matemAaticos, de su
creacién en una relacién fendmenos / medios de organizacién, de la objetiva-
cién de los medios de organizacién y su entrada en una relacién fenémenos /
medios de organizacién de nivel superior; también he hablado de las transfor-
maciones de los conceptos como consecuencia de las actividades mateméticas
de probar teoremas, resolver problemas, organizar en un sistema deductivo ¥
del proceso de definir. Todo ello acompafiado de la afirmacién de que los con-
CEptos matemaricos no tienen una existencia independiente de la actividad ma-
temdtica que los crea. En este apartado voy a hacer entrar en escena una nueva
idea desarrollada por Freudenthal que nos obligari a volver a pensar lo que he
desarrollado hasta aqui: se trata de la idea de objeto mental, contrapuesta a
concepto.

Para mi esta idea es importante sobre todo porque a partir de ella Frenden-
thal adopta una toma de partido didéctica: el objetivo de la accién educativa en
el sistema escolar ha de ser basicamente la constitucién de objetos mentales y
sélo en segundo lugar la adquisicién de conceptos —en segundo lugar tanto
temporalmente como en orden de importancia. Esta toma de partido es ademés
particularmente importante para la etapa obligatoria de la escolaridad ya que
en ella hay que considerar qué hay que ofrecer de las matemdticas al conjunto
de la poblaci6n. Pero ademés es importante para el anlisis fenomenolégico de
los conceptos matemAticos; més afin si ese analisis es una fenomenologia didac-
ticay se tiene en mente que el andlisis es previo a la organizacién de la ensefian-
za y se realiza con ese objetivo. De ese aspecto es del que voy a tratar aqui.

En una primera aproximacién, la contraposicién objeto mental / concepto
que plantea Freudenthal puede verse como la consecuencia de considerar a las
personas que conciben o usan las matematicas frente a las matematicas como
disciplina o conjunto de saberes histérica, social o culturalmente establecidos.
En los apartados anteriores, al hablar de los conceptos matematicos los hemos
considerado bisicamente en la disciplina y apenas hemos hecho intervenir a las
personas concretas; en todo caso ha aparecido su trasunto, el sujeto ideal que
realiza acciones con poderes superiores a los que nosotros tenemos. Podemos
partir, pues, de una imagen inicial: la contraposicién objeto mental / concepto
€s una contraposicién entre lo que estd en la cabeza de las personas ~los objetos
mentales— y lo que estd en las matematicas como disciplina —os conceptos.

Como éste es el sentido en que Freudenthal usa esos términos y en el que los
voy a usar aqui, conviene advertir antes de continuar que en el uso cotriente no
suele aparecer el término “objeto mental”. Lo habitual es que también se hable
del concepto que tiene una persona —de niimero o de triangulo o de cualquier
otra cosa, ya pertenezca a las matemdticas o no—, o que se use el término “con-
cepcidn” en vez de “concepto” y se hable de la concepcién que una persona
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tiene de circunferencia, por ejemplo; pero en este caso suele quererse subrayar
que lo que hay en la mente de esa persona es una parte 6 una forma de ver el
concepto.”

El concepto de perro no puede ladrar, Los alumnos a los que se intentd
inculcar en la época de las llamadas “mateméticas modernas” el concepto de
nfimero —en una versién escolar de la construccién cantoriana de los cardina-
Jes— hubieran salido de la escuela sin poder numerar, si no hubieran constituido
un objeto mental de niimero al margen de lo que los programas oficiales que-
rian que se les ensefiara. Usaré como ejemplo ese concepto complejo y miltiple
para mostrar la diferencia entre objeto mental y concepto, describiéndola en
términos semidticos en vez de como lo hace Freudenthal.

Si consideramos la actividad mundana de las personas y no sélo las activida-
des matematicas de los mateméticos o las actividades escolares de los alumnos
en las clases de matemdticas, el niimero o, mejor, los niimeros se usan en con-
textos muy diversos. Una lista de esos contextos puede incluir los contextos de
secuencia, recuento, cardinal, ordinal, medida, etiqueta, guarismo escrito, ma-
gico, cilculo. La descripcién de las caracteristicas de cada uno de los contextos
no es mi objeto aqui: me interesa sélo mencionar la lista para mostrar que es
posible distinguir una buena cantidad de ellos. Lo que me importa es explorar
el significado que el niimero adopta en cada uno de esos contextos. Siguiendo
por un momento a Wittgenstein, entenderé el significado constituido por el uso
que se hace de un término, siendo el uso no un uso arbitrario, el producto de lo que
a una persona le venga en gana hacer con el término en cuestién, sino una
prictica sometida a reglas.

Los usos de los nfimeros en cada uno de esos contextos siguen reglas distin-
tas: asi, por ejemplo, cuando se dice «mi nimero de teléfono es tres, ochenta y
seis, cuarenta y cuatro, ochenta y seis», el nimero se refiere a un objeto y no
describe ninguna propiedad suya ni de su relacién con otros, sino que sirve para
identificarlo —ése es el contexto de etiqueta, y en €l, cuando la expresion es
oral, las cifras que componen el niimero suelen expresarse aisladamente o en
bloques de dos, como en el ejemplo que he referido—; en un contexto ordinal, el
nfimero se refiere a un objeto que estd en un conjunto ordenado de objetos y
describe qué lugar ocupa —«legé el terceron o «es el que hace tres»—; en un
contexto cardinal, el niimero se refiere a un conjunto de objetos (sin orden o
cuyo orden no se toma en consideracién) y describe la numerosidad del conjun-
to —«hay tres»—; etc.

* E] término ‘concepeién’ contrapuesto a ‘concepto’ no sélo aparece en el uso coti-
diano. También es un concepto de la didéctica de las matemdticas tal como la desarrolla
la escuela francesa. Yo no voy a discutir aqui las diferencias entre la contraposicién
concepto / objeto mental en Freudenthal y la contraposicién concepto / concepeién en
esa teotfa. Tampoco sus diferencias con la contraposicién concepto / imagen del con-
cepto teorizada inicialmente por Vinner. Aunque las tres parezca que se refieren al mis-
mo asunto, al estar enmarcadas en teorias diferentes no sélo lo explican de forma distinta
sino que hablan de cosas distintas.
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La totalidad de los usos de los nimeros en todos los contextos constituye el
campo semdntico de “nlimero”, el significado enciclopédico de “ntmero”. La
identificacidn del contexto en que el ntimero se esta usando permite a quien lee
cl texto, o recibe el mensaje, atenerse a la restriccién semdntica que establece el
contexto y poder interpretarlo asi de forma afortunada. Ahora bien, el sujeto
que lee un texto o ha de interpretar un mensaje no opera en el conjunto de la
enciclopedia —es decir, la totalidad de los usos producidos en una cultura o una
episteme- sino en su campo semantico personal, que ha ido elaborando produ-
ciendo sentido—sentidos que se convierten en significados si la Interpretacion es
afortunada- en situaciones o contextos que le exigian nuevos usos para “nime-
ro” o los nimeros.

Lo que Freudenthal llama “objeto mental niimero” se corresponde en mi
descripcién semidtica a este “campo seméntico personal®. La toma de partido
did4ctica de Freudenthal por la constitucién de objetos mentales es que la in-
tencién de los sistemas educativos tendria que ser, expresada en los términos
que estamos usando, que el campo seméantico personal de los alumnos sea lo
suficientemente rico —abarque suficientemente la enciclopedia— como para per-
mitirle interpretar de forma afortunada todas las situaciones en las que haya de
usar “niimero” o los ndmeros.

Los contextos de uso mundano de los niimeros son los distintos lugares en
que podemos experimentar los fenémenos que han sido organizados mediante
el concepto de niimero, tanto los fenémernos para los que originalmente se creé
como otros a los que se encuentra extendido en la actualidad. La idea de objeto
mental que acabamos de introducir hay que verla también, pues, como un me-
dio de organizacién de fenémenos: con el objeto mental niimero las personas
son capaces, cntre otras cosas, de numerar. Los objetos mentales se constituyen
en cadenas fenémenos / medios de organizacién, de la misma manera que suce-
de con los conceptos, con el consiguiente aumento de nivel —de hecho, los con-
textos de uso mundano de los niimeros que he mencionado se sitdan en los
niveles mds bajos, y, para dar cuenta de la riqueza fenomenolégica del niimero
en la secundaria, hay que tomar en consideracién otros contextos, entre ellos
contextos ya matematizados,

Esta es mi explicacién inicial de lo que es un objeto mental y cémo se cons-
tituye, pero esto que Freudenthal llama objeto mental podia haberse denomina-
do simplemente el concepto que una persona tiene de niimero. Para justificar la
introduccién de un término que lo distinga hace falta explicar para qué otra
cosa se reserva el término de “concepto” y en qué se distingue de lo que acaba-
mos de denominar “objeto mental”. Ya he dicho que la primera distincion es
que los objetos mentales est4n en la mente de las personas y los conceptos estdn
en las matemdticas. Pero esto apenas seria razén suficiente para contraponer
objeto mental a concepto si pensdramos que el objeto mental es el reflejo del
concepto en Ja mente de las personas. La relacién entre objeto mental y concep-
to no es sin embargo una relacién especular. Lo explicaré de nuevo en términos
semidticos.
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El objeto mental niimero lo he identificado con el campo semantico perso-
nal y éste proviene de todos los usos de los nimeros en todos los contextos en
que éstos se usan, de un campo seméntico formado por todos los significados
culturalmente establecidos. Los conceptos matematicos de niimero natural —y
uso el plural para poner de relieve que considero como conceptos distintos los
elaborados por Peano, Cantor o Benacerraf, por ejemplo— tal como estdn en las
mateméticas actuales son el producto de una larga historia, cuyo proceso de
creacién y modificacién de conceptos ya he examinado en los apartados ante-
riores. Desde la descripcién semidtica que estoy usando ahora, cualquier con-
cepto matemitico de nimero que quiera examinarse una vez ya creado aparece
como resultado del proceso de definir que lo ha incorporado a un sistema orga-
nizado deductivamente como un recorte del campo semdntico. Asi, por ejem-
plo, el concepto de nimero natural elaborado por Peano —sobre todo en sus
versiones mis modernas— puede verse como el desmenuzamiento del significa-
do propio del contexto de secuencia y su presentacion en forma de una serie de
axiomas, que dan cuenta exhaustiva de sus componentes. El concepto de niime-
ro natural que se deriva de la construccién cantoriana, por su parte, s adscribe,
desde el propio nombre que le dio Cantor en su intencién original, al contexto
cardinal.

Los conceptos aparecen en esta explicacién relacionados directamente con
una parte del objeto mental, ya que en el proceso de definir se ha seleccionado
parte del significado que abarca ¢l objeto mental. De inmediato sefialaré que
ésa no es la tinica diferencia y que la relacién entre objeto mental y concepto no
quiero dar a entender que sea una relacién entre una parte del contenido del
objeto mental y la totalidad de su contenido. Pero antes de ello quiero indicar
que lo que esta explicacién establece fundamenta la toma de partido de Freu-
denthal que he mencionado al comienzo de este apartado: la adquisicién del
concepto es un objetivo educativo secundatio, que puede posponerse a una
sélida constitucién de los objetos mentales, y, en todo caso, es posterior a ésta.

La relacién entre objeto mental v concepto es mas compleja de lo que mues-
tra la explicacién que acabo de dar usando el ejemplo de mimero, porque mi
explicaci6n se ha limitado a comparar el despliegue del campo semantico de
niimero y la definicién de Peano, como si no hubiera toda una historia de siglos
que ha producido tanto los contextos de uso —que ya nos los vamos a encontrar
con huellas de su organizacién por conceptos de nimero— como la definicién
de Peano. Tomando en cuenta lo que ya he expuesto de la naturaleza de los
procesos de creacién y modificacién de conceptos que hay presentes en esa
historia, la relacién entre el objeto mental que puede constituirse a partir de los
contextos mencionados y el contenido del concepto de nimero creado por la
definicién de Peano no se reduce a una relacién parte / todo.

Constituir un objeto mental conlleva poder dar cuenta con él de todos los
usos en todos los contextos o poder organizar todos los fenémenos correspon-
dientes, entonces el objeto mental estd bien constituido. El objetivo de los siste-
mas educativos que marca Freudenthal es esta constitucién de buenos objetos
mentales. Adquirir el concepto implica examinar cémo ha sido establecido en

78



las matemdticas organizado local o globalmente en un sistema deductivo.
La relacién particular que cada concepto matemdtico tiene con el objeto
mental correspondiente determina cémo se relaciona la constitucién del objeto men-
tal con la adquisicién del concepto. Los constituyentes del objeto mental bueno
se determinan gracias al andlisis fenomenolégico del concepto correspondiente.

3.2 Objetos mentales y conceptos en la historia de las matemdticas

El andlisis que nos ha conducido a distinguir entre objeto mental y concepto
es un andlisis didactico. Esto es, en el anlisis tenemos presente que lo que nos
interesa es examinar las matemaéticas, sus conceptos y sus estructuras, en la
medida en que hay personas que quieren aprenderlas y hay un sistema, el siste-
ma escolar, que quiere ensefiar contenidos social y culturalmente establecidos.
Por ello, hemos de tener presentes, por un lado, los conocimientos que los
alumnos elaboran -los objetos mentales— y, por otro, los contenidos social y
culturalmente establecidos que son los conocimientos a los que queremos que
los alumnos accedan —los conceptos. La contraposicién objetos mentales / con-
ceptos la estamos examinando en el sistema educativo. Los objetos mentales los
he situado en la mente de las personas porque son lo que éstas elaboran a partir
de su experiencia, como medios de organizacién que le permiten dar cuenta de
ella, y lo que les da poder sobre ella. Los conceptos los he estado situando en las
matematicas como disciplina, pero también son medios de organizacién de fe-
némenos y como tales los estamos tratando. Lo que sucede en el sistema escolar
es que para los alumnos los conceptos preexisten a su experiencia con los fené-
menos correspondientes y lo que el sistema quiere es que los alumnos constitu-
yan un objeto mental como medio de organizacién de esos fenémenos y que
tengan acceso a los medios de organizacion que la historia nos ha legado como
medios valiosos de organizaci6n de esos fenémenos, es decir, a los conceptos.

Ahora bien, en la historia los conceptos matematicos no son algo que pre-
exista a nuestra experiencia, sino que es la actividad matematica la que los crea
y la actividad matemitica no es otra cosa que la actividad de los matemiticos.
En ese sentido, los conceptos matemadticos, vistos ahora en la historia, no son
sino cristalizaciones de objetos mentales. Incluso puede darse el caso, como
sefiala Freudenthal, de que los matemaiticos trabajen durante mucho tiempo
con un objeto mental sin convertirlo en concepto: es lo que sucedié con la
continuidad. ¢Qué quiere decir aquf “convertir un objeto mental en un concep-
to”? No estoy distinguiendo de la misma manera objeto mental de concepto
ahora que cuando he examinado esa distincién como se presenta en el sistema
escolar. Aqui no estoy hablando de aprender algo que ya estd establecido en las
matemdrticas y que, por tanto, preexiste a nuestra experiencia, sino de la crea-
cién de nuevos conceptos matemdticos. Lo que ahora pongo de relieve es que
uno de los procesos que crean nuevos conceptos matemiticos es el analisis de
los objetos mentales que los matemiticos estdn usando como medios de organi-
zacién de fenémenos con el fin de definirlos conceprualmente, es decir, incor-
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porarlos al sistema de las matematicas. La actividad matemética produce, pues,
conceptos a partir de objetos mentales. Lakatos sefiala algo parecido en el rela-
to que narra en Pruebas y refutaciones cuando en uno de sus episodios dice que
poliedro aiin no esta definido, pero que se supone una familiaridad con el con-
cepto.

Los asaltos al concepto por sucesivos contracjemplos producidos como con-
secuencia de la prueba de teoremas y las formas de modificar el concepto estu-
diadas por Lakatos de las que ya he hablado, también los podemos trasladar
ahora al proceso por el cual un objeto mental se analiza y se perfila creando un
concepto. A menudo entre el objeto mental y el concepto creado a partir de él
se producen desajustes. Entonces uno puede admitir que su objeto mental no
estaba tan bien constituido como pensaba y modificarlo o intentar una revision
de la definicién conceptual.

Freudenthal sefiala el caso de la continuidad como ejemplo de ese desajuste,
de esa distancia entre el objeto mental y el concepto creado a partir de él. Tan
pronto se dio [a primera definicién explicita de continuidad, el objeto mental
continuidad fue asaltado por numerosos ejemplos, que ahora eran ejemplos de
funciones continuas de acuerdo con la definicién, pero que nunca habfan sido
pensadas como tales con anterioridad ~no eran ejemplos del objeto mental. Sin
embargo, las nuevas generaciones de matemiticos —dice Freudenthal- se acos-
tumbran pronto a esas nuevas funciones continuas aberrantes: educados por la
definicién de continuidad, por el concepto de continuidad, revisan su objeto
mental primitivo. Ahora bien, ese objeto mental primitivo fue indispensable
para el desarrollo de las matematicas, y no ha sido substituido simplemente por
el concepto, sino por un nuevo objeto mental que contiene al concepto creado
por la definicién, o que es compatible con él, al menos provisionalmente.

3.3 De los fenémenos a los objetos mentales y a los conceptos a través de la
ensefianza

Entre los objetos mentales y los conceptos la relacién es variada. Ambos se
constituyen como medios de organizacién de fendmenos, los objetos mentales
preceden a los conceptos y éstos no substituyen a los primeros sino que contri-
buyen a la formacién de nuevos objetos mentales que los contienen o con los
que son compatibles.

La distancia entre el objeto mental o, mejor, el primer objeto mental y el
concepto puede ser un abismo: es el caso del objeto mental curva y el concepto
de curva de Jordan, por ejemplo. En general, en la topologfa los objetos menta-
les no conducen may lejos y es preciso formar conceptos y ademds mediante
una formacién de conceptos que involucra mis que una organizacién local.
Esos conceptos, entran en un campo de fenémenos que son organizados en un
nivel mds elevado por objetos mentales como espacios y variedades de dimen-
sién arbitraria, que a su vez son convertidos en conceptos mediante nuevos
procesos de organizacién y la creacién de sistemas de signos mas abstractos
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para describirlos. Como muestra este ejemplo, tras introducir la idea de objeto
mental, el proceso de ascenso progresivo a través de la cadena de pares fenéme-
nos / medios de organizacién se engarza con un proceso de transformacion de
objetos mentales en conceptos.

En otros dominios de las mateméticas, por el contrario, se puede avanzar
mucho sin conceptos: es el caso de la geometria elemental en [a que los objetos
mentales son suficientes para organizar gran cantidad de fenémenos. Aqui, ade-
més, la formacién de conceptos puede hacerse con organizaciones locales en las
que se resuelvan las distancias entre los objetos mentales y los conceptos. Es el
caso, por ejemplo, de rectangulo, cuyo primer obieto mental, es decir, el cons-
tituido a partir de las experiencias que organiza no es razonable que contenga a
“cuadrado”, pero que basta una organizacidén local para que su concepto y su
nuevo objeto mental modificado por el concepto pueda contenerlo sin conflicto.

Sin embargo, también hay en la geometria ejemplos de distancia entre el
objeto mental y el concepto: es el caso de los conceptos elementales de punto,
linea y superficie, que parecen estar muy cerca de objetos del mundo fisico.
Algunos objetos del mundo fisico, en efecto, sugieren los objetos mentales: una
mota o una marca hecha con un objeto punzante, un hilo tenso, una hoja de
papel sugieren, respectivamente, que no se puede dividir més, que el ancho no
tiene importancia con respecto al largo o que el grueso no la tiene respecto del
largo y el ancho. Luego hay que perfilar esos objetos mentales para convertirlos
en los conceptos que estdn expresados en las definiciones con las que Euclides
encabeza el libro primero de los Elementos:

Un punto es lo que no tiene partes
Una linea es una longitud sin anchura
Una superficie es lo que sdlo tiene longitud y anchura

Freudenthal sefala que desde el punto de vista del desarrollo cognitivo, el
camino no va de una dimensi6én a tres, sino mas bien al contrario: se tiene
experiencia de las superficies como superficie de un cuerpo. Ahora bien, las
fuentes fenomenoldgicas de la linea son tanto el correspondiente paso de tres
dimensiones a dos, esto es, experimentar fas lineas como bordes de superficies,
como otras tales como flechas, hilos, caminos y cortes. En esta diferencia entre
las fuentes fenomenolégicas con las que se constituyen los objetos mentales
correspondientes y la presentacién de los conceptos dados por sus definiciones
eucldeas va reside la distancia entre objetos mentales y conceptos en este caso.
Pero esta distancia se torna aiin mayor si nos fijamos en el objeto mental invo-
lucrado en el paso de uno a otro de éstos, es decir, en la dimensién. La transfor-
macién de la dimensién en un concepto se hace en topologia; en ella aparece
una distancia entre el objeto mental y el concepto gie ao sélo es tremenda, sino
ademis de un tipo nuevo, producida por el hecho de que propiedades que des-
de el objeto mental son evidentes se tornan extremadamente dificiles de probar
como, por ejemplo, que el producto cartesiano de # segmentos es #-dimensional.
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La apoteosis de la distancia entre el objeto mental y el concepto de dimen-
sién llega cuando se crean nuevos objetos que obligan a hablar de dimensiones
fraccionarias.

Los andlisis de fenomenologia didéctica han de sustentarse en anilisis de
pura fenomenologfa teniendo presente que en muchos mds casos de los que uno
puede imaginar la distancia entre el objeto mental y el concepto es tan grande
que no se pueden tender puentes entre uno y otro por medios didacticos en la
escuela secundaria.

Para la constitucién de objetos mentales a través de la ensefianza teniendo
los conceptos presentes, la distancia entre ellos y las distintas formas que adop-
ta esa distancia tienen entonces importancia. Ademds de los ejemplos que acabo
de mostrar, vale la pena mencionar otros casos como los siguientes:

— En ocasiones, hay componentes esenciales para [a formacién del concep-
to que no son pertinentes para la constitucién del objeto mental. Es el
caso del niimero cardinal; ]a comparacién de conjuntos sin estructura es
esencial para el concepto, pero apenas desempefa papel alguno para la
constitucién del objeto mental porque, en las situaciones reales en que
una persona experimenta el fenémeno que se organiza con el objeto men-
tal ndmero en su significado cardinal, los conjuntos de objetos rara vez
carecen de estructura y, ademas, la estructura es un medio para realizar la
comparacién, en vez de algo que hay que eliminar para hacerla.

- En ocasiones, lo que muestra una fenomenologfa didéactica es que los fe-
némenos organizados por el concepto son tan variados que se constitu-
yen de hecho en objetos mentales diferentes segiin el campo de fendmenos
que se elija para explorar en la ensefianza, o varios objetos mentales si se
exploran varios tipos de fenémenos. Para la adquisicién del concepto es
preciso integrar entonces esos distintos objetos mentales en un Gnico ob-
jeto mental. Este es el caso, por ejemplo, del concepto de 4rea.

Longitudes, dreas y voliimenes son las magnitudes que se miden en la geo-
metria elemental. Hace falta por tanto que se adquieran esos conceptos como
parte del aprendizaje de la medida y la medicién. La comparacién entre cuali-
dades de objetos es el comienzo de la actividad de medicién. Esta se convierte
en medida por el intermedio del establecimiento de una unidad y la considera-
cién de los objetos que se tratan como objetos de los que se puede predicar esa
cualidad - por ejemplo, se les puede predicar la longitud si tiene sentido decir
de ellos que son “largos”.

Ahora bien, longitud, drea y volumen, como conceptos, son problemiticos
por la variedad de enfoques para la constitucién del objeto mental 4rea (o volu-
men). En efecto, las figuras planas se pueden comparar con respecto al drea
directamente, si una es parte de otra, o indirectamente, después de transforma-
ciones de cortar y pegar, congruencias y otras aplicaciones que preservan el
irea, o bien midiéndolas ambas. La medida puede hacerse cubriendo la figura
con unidades de 4rea, o mediante aproximaciones interiores y exteriores, para
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lo cual se usa la aditividad del 4rea bajo la composicién de figuras planas que
son mutuamente disjuntas, salvo sus fronteras (de dimensién uno), o la conver-
gencia de las dreas por aproximacién. No est4 claro que estos enfoques conduz-
can al mismo resultado, y, de hecho, la prueba de que el resultado de la medicién
siguiendo todos esos procedimientos es la misma no es simple. La constitucién
del objeto mental volumen tiene ademis la complicacién adicional de conside-
rar los fenémenos correspondientes a la capacidad, que, usualmente, se miden
con unidades distintas.

— En ocasiones, incluso es dificil distinguir el objeto mental del concepto.
Al menos si se quiere tener un objeto mental unitario: sélo mediante el
acceso al concepto es posible unificar un conjunto heterogéneo de obje-
tos mentales. Este es el caso del concepto de funcidn. (Ver las notas sobre
una fenomenologia y una fenomenologia histérica del concepto de fun-
cién expuestas en 4.9)

- TFinalmente, hay objetos mentales cuyo campo de fenémenos sélo se pre-
senta en un contexto matemdtico o matematizado. Un ejemplo de ello en
la Educacién Secundaria lo proporcionan los conceptos de la geometria
analitica.

En efecto, en la historia, la localizacién global utilizando coordenadas con-
duce a la algebrizacion de la geometria. Mientras que el sistema de coordenadas
polares utilizado para describir la béveda celeste y la superficie terrestre ha
servido para sistematizar la localizacidn, el sistema de coordenadas cartesianas
resulta particularmente eficaz para describir figuras geométricas y movimientos
mecénicos y, mis adelante, funciones en general. Una figura se traduce algebrai-
camente en una relacién entre coordenadas, un movimiento en una funcidén
que depende del tiempo y una aplicacién geométrica en un sistema de funcio-
nes de un cierto nimero de variables.

Los fendmenos que son propios de la geometria analftica son, pues, fenéme-
nos producidos por la expresién de las propiedades geométricas en el complejo
sisterna de signos en que las expresiones algebraicas y la representacién carte-
siana se refieren mutuamente. Son, por tanto, fendmenos que s6lo pueden ex-
plorarse en contextos matematizados previamente mediante el uso de esos
sistemas de signos.

4. NOTAS PARA UNA FEN OMEN’OLOGEA DE LOS CONCEPTOS MA-
TEMATICOS DE LA EDUCACION SECUNDARIA

4.1 Niimero
Usar el singular en el caso del concepto de niimero es erréneo. No sélo hay

conceptos distintos de niimero por la calificacién que lleven {naturales, ente-
ros, racionales, reales), sino que estrictamente hablando son conceptos distin-
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tos de ntimero (natural) los elaborados, por ejemplo, por Cantor, Peano, Frege
o0 Benacerraf. Ahora bien, la profusion del uso civil de los nimeros en miltiples
contextos, el encuentro de los nifios con estos contextos y estos usos desde la
mds temprana edad y la referencia desde el lenguaje natural como ‘niimero’ a
todos ellos obliga a una fenomenologfa didéctica a considerar la constitucién
de un objeto mental que integra otros objetos mentales adecuados para dar
cuenta de cada uno de los usos de ‘némero’ en cada uno de los contextos.

La exploracién fenomenolégica por parte de los alumnos que conduce a
este objeto mental se ha iniciado fuera de la escuela y se ha proseguido a lo
largo de la etapa de Primaria. Para introducir los anélisis fenomenolégicos que
son pertinentes para la etapa de Secundaria hay que hacer referencia, aunque
sea sucintamente, a esos primeros fendmenos y estudiar las extensiones y modi-
ficaciones de significado que producen los nuevos fenémenos con que se en-
frentan los alumnos en esta etapa.

Como ya hemos mencionado en el apartado anterior, el objeto mental nii-
mero se constituye para organizar fenémenos de naturaleza diversa, cuyas ca-
racteristicas pueden describirse fijindose en cuéles son los objetos a los que los
nimeros se refieren (objetos individuales, conjuntos, palabras, los propios nii-
meros), si los objetos son discretos o continuos, si estan previamente erdenados
o no, de qué naturaleza son las unidades y qué es lo que describe el nimero de
esos objetos a los que se refiere. Las distintas posibilidades que tienen esas ca-
racterfsticas pueden clasificarse en términos de contextos de uso de los nime-
ros, siendo una clasificacién bastante comiin, la que considera los contextos
cardinal, ordinal, de medida, de secuencia, de recuento, de etiqueta, migico, de
lectura de guarismos. El conjunto de todos los usos en todos los contextos com-
pone el campo semdntico de nimero y los que una persona concreta ha experi-
mentado contribuyen a la constitucién de su objeto mental ‘niimero’. La
adquisicién de los conceptos de niimero —ahora en plural-sélo puede hacerse a
partir de buenos objetos mentales, mediante recortes de ese campo seméntico.

Lo que importa para la Secundaria es que este proceso de constitucién de
objetos mentales no puede decirse que culmina en un determinado momento
con la constitucién de un objeto mental inmutable, tras el cual se tratard de
constituir otros objetos mentales. Asf, por ejemplo, el uso de nimeros negativos
modifica significados del contexto ordinal y de secuencia, y las expresiones
decimales lo hacen en el contexto de medida,

Ademis hay que tener en cuenta que en el nivel de la secundaria los néimeros
no sélo se usan en los contextos que hemos sefialado, que son contextos de uso
de los nfimeros de nivel bajo, sino que también se usan en otros contextos
matematizados. Las extensiones del significade de los niimeros tienen su apo-
teosis en lo que podemos llamar el acceso algebraico al concepto de ntimero.
Este acceso se realiza tomando como fendmenos que hay que organizar las pro-
pias operaciones aritméticas y construye un concepto de niimero de nivel mis
elevado y de estilo muy distinto de todos los que se generan a partir de los
contextos anteriores. Es nlimero aquello con lo que pueden realizarse las ope-
raciones aritméticas. Este nuevo concepto de nimero estd presente en la histo-
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ria haciendo posible la consideracién como niimeros legitimos de todos los
niimeros que cuando se han usado anteriormente se han calificado de ajenos al
(verdadero) concepto de niimero, v se les ha puesto nombre de acuerdo con
esta exclusién (imaginarios, falsos). La extensién de las operaciones de la arit-
mética a objetos no considerados como niimeros con el fin de convertirlos en
tales estd presente ya en la obra de algebristas drabes del siglo XI como al-Karaji
que tratan los objetos del dlgebra explicitamente como niimeros, y forma parte,
por ejemplo, de los esfuerzos de Cantor para convencer a sus contemporaneos
de que los mimeros transfinitos que habia creado podian realmente calificarse de
NUMmeros.

4.2 Operaciones aritméticas

Lo dicho para “numero” es también aplicable para cada una de las operacio-
nes aritméticas. Asf, la adicién y la substraccién como objetos mentales combi-
nan los significados derivados de las acciones de seguir contando, unir conjuntos
y yuxtaponer magnitudes en un campo semdntico en que esos significados se
han integrado gracias a las correspondencias entre ellos que proporcionan arte-
factos didacticos como, por ejemplo, la recta numérica. Multiplicacién y divi-
sién tienen una riqueza afin mayor de significados. Mis que en el caso de
“niimero”, los significados de las operaciones se ven afectados por la experien-
cia de nuevos fendémenos y tipos de nimeros. Asi, por ejemplo, es preciso ex-
tender el significado de “nimero de veces” si se quiere dar sentido a la
multiplicacién de fracciones o de niimeros decimales. Por otro lado, en los con-
textos mds matematizados la extensidn de las operaciones se concibe como ex-
tension algebraica.

4.3 Razén y proporcién

La razén es una funcién de un par ordenado de ntimeros o de valores de una
magnitud. Las operaciones aritméricas elementales también lo son, pero en ellas
lo que importa es el valor que la funcién asigna a cada par y éste puede obtener-
se por procedimientos algoritmicos. Ahora bien, si una razén se lee como el
valor que se obtiene al efectuar la divisién correspondiente, la razén desapare-
ce. El significado de razén no reside en el proceso por el que se le asigna un
valor, sino en la posibilidad de hablar de igualdad (o desigualdad) de razones,
sin conocer ¢l tamafio de la razén. El significado de razén viene de poder decir
con sentido “z esa b como ¢ es ad”, sin anticipar que “z es a b” se puede reducir
a un nimero que es el mismo al que se puede reducir “c es a d”.

El estatuto logico de la razén desde el punto de vista fenomenolégico ha de
describirse entonces en términos de la relacién de equivalencia “tener la misma
razén”. Este es de hecho también el que le dio Euclides, ya que en ¢l libro V de
los Elementos, definicién 3, lo que realmente define no es “razén”, sino “tener
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la misma razén”. El estatuto légico de la razén es, pues, desde este punto de
vista, de un nivel mias elevado que el de niimero, fracciones, longitudes y otros
conceptos con los que los alumnos se han tropezado previamente en su escola-
ridad. El sentido en que calificamos el nivel de mis elevado es el que le da el
provenir de una relacién de equivalencia: lo gue organiza es una propiedad
intensiva y no una propiedad extensiva de objetos o conjuntos de objetos.

La variedad de propiedades intensivas de objetos organizados por la razén
es enorme. Aqui sélo sefialaremos una gran divisién que es preciso tomar en
cuenta en la ensefianza: la razén puede ser una relacién en una magnitud o
entre magnitudes. La situacién se puede esquematizar asi:

Hay dos espacios de medida —o magnitudes— y una aplicacién lineal entre
ellos. La razén en una de las magnitudes es interna; entre las dos magnitudes,
externa. Una proporcién conlleva una funcién lineal entre los espacios de me-
dida. El que sea lineal significa que las razones internas son invariantes bajo la
funcién y que las razones externas entre elementos que la funcién hace corres-
ponder es constante. La linealidad viene dada respecto de las razones internas
implicitamente —“en tiempos iguales se recorren espacios iguales”—, y respecto
de las razones externas, explicitamente —f{x) =0, para todo x.

Una fenomenologia didéctica muestra, por otra parte, que en el camino ha-
cia la constitucién del objeto mental razén y proporcién desempefan un papel
importante objetos mentales precursores del objeto mental de razén y propor-
cién. Aqui sélo sefialo que un buen nimero de ellos tienen cardcter cualitativo
¥ que involucran comparaciones de razones como el contexto en el que se le
puede dar sentido a la igualdad de razones, es decir, a la proporcién. Entre ellos
me parece particularmente importante lo que Freudenthal llama el objeto men-
tal “relativamente”. Este objeto mental es el que permite decir con sentido, por
ejemplo, que un chocolate es méds dulce que otro porque contiene ~relativa-
mente— més aziicar, y ese relativamente se refiere a un criterio de comparacién
que puede estar implicito o explicito —el peso, por ejemplo.

El objeto mental “relativamente” se constituye en la ensefianza gracias a:

* Entender que las ordenaciones pueden relativizarse (relativamente ma-
yor, menor, més, menos).

* Entender “relativamente” en el sentido de “en relacién a...”, con el crite-
rie de comparacién en el lugar de los puntos suspensivos.

e Usar con sentido “relativamente” y “en relacidén a”.
» Completar “relativamente” y “en relacién a” en un contexto.

* Conocer operativamente lo que “relativamente” y “en relacién a” signifi-
can.

s Explicar lo que “relativamente” y “en relacién a” significan.
¥
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4.4 El 4lgebra del curriculo de Secundaria y el punto de vista fenomenolégico

El dlgebra moderna organiza fenémenos que tienen que ver con las propie-
dades estructurales de conjuntos de objetos arbitrarios en los que hay definidas
operaciones. Esas propiedades y esos objetos provienen de la objetivacién de
medios de organizacién de otros fenémenos de nivel mdas bajo y son el producto
de una farga historia con sucesivos ascensos de nivel.

Una manera de recorrer la historia consiste en situarse en el siglo IX en el
momento en que al-Khwarizmi escribe el Libro conciso de al-jabr y al-muqgaba-
la y tomar ese acontecimiento como nacimiento del dlgebra en tanto disciplina
claramente identificada entre las matemdticas. Lo que hace al-Khwarizmi, que
lo separa de todos los trabajos que desde el suyo se verdn como dlgebra, es
comenzar estableciendo “todos los tipos de nimeros que son necesarios para
los cdlculos” —tesoros, raices y simples ndmeros o dirhams, en su terminologia—,
a continuacidn todas las combinaciones posibles de esos tipos —seis tipos: “teso-
ros mds raices ignal a niimeros”, etc.— y luego un algoritmo para resolver cada
uno de los tipos —hallar su tesoro o su raiz. Cada uno de los tipos es una forma
candnica a la que se puede reducir cualquier problema por ¢l intermedic de su
traduccién en términos de cosas, tesoros, raices y dirhams. Lo que es nuevo en
al-Khwarizmi no son, pues, los métodos de resolucidn, sino el establecimiento
de un conjunto completo de formas candénicas todas ellas resolubles y la organi-
zacién posterior de la aplicacion a los problemas cuyas soluciones se organizan
por esas formas canénicas.

El siguiente salto de nivel lo da Galois al dejar de buscar nuevas soluciones
para estudiar las condiciones de resolubilidad de las ecuaciones. Y el resto de la
historia hasta el dlgebra moderna actual puede verse también como sucesivos
saltos de nivel por objetivacién de los medios de organizacién de fenémenos
del nivel anterior.

Sin embargo, esta fenomenologia histérica apenas es pertinente para el dlge-
bra del currfculo actual de secundaria, en el que ha desaparecido todo vestigio
del dlgebra moderna que se introdujo en los afios setenta. Al estar considerada
en su aspecto de lenguaje, la fenomenologia que es pertinente desde el punto de
vista diddctico resulta ser un anilisis de los rasgos del lenguaje natural y los
sistemas de signos de la aritmética escolar, en cuyo contexto y a partir de
los cuales han de adquirir los alumnos el nuevo lenguaje del dlgebra. Para reali-
zar ese andlisis Freudenthal recorre los puntos siguientes en el texto que se
indica en el apéndice:

* Reglas de transformacién (en el lenguaje natural).
» Lenguaje aritmético.

* Lengnaje como accidn.

= Formalizar como un medio y como un objetivo.

« Construccién algoritmica de los nombres propios.
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* Reglas de puntuacién.

* Variables en ef lenguaje verndculo.
 Variables en el lenguaje de las matematicas.
* El signo igual.

*» Estrategias y ticticas algebraicas

* Substitucién formal.

* El principio de permanencia algebraico.

* Traduccién algebraica.

El algebra lineal, por su parte, estd planteada como una herramienta aplica-
da. El punto de vista fenomenolégico no consiste en este caso tampoco en bus-
car en la historia los fenémenos que dieron origen a lo que hoy entendemos por
ilgebra lirieal. Lo que se trata aqui es de considerar las aplicaciones como un
terreno en el que hay fenémenos que el dlgebra lineal puede organizar y buscar
el significado de los conceptos del ilgebra lineal en ese mundo particular de
fenémenos. Asi, la operacién de producto de matrices se puede dotar de senti-
do a través de su aplicacién a matrices de conectividad de grafos y usarse des-
pués en otros contextos de aplicacién en el plano puramente de la expresién,
sin referencia al contenido.

4.5 Objetos geométricos. Figuras y dibujos

El espacio como objeto mental y como concepto matematico no esta en el
punto de partida de fa geometria, sino que es el producto de un largo proceso
de elaboracién. Como dice Freudenthal, los objetos geométricos, como con-
ceptos, estdn en el espacio, pero los objetos mentales correspondientes a esos
conceptos, estan en un contexto geométrico. De donde se parte, en la historia y
en la historia de cada persona no es de fenémenos ~experimentables sélo en un
nivel ya matematizado— que se organizan con el concepto de espacio, ni tampo-
co de contextos geométricos, sino es de otros fenémenos y otros contextos.

Los fenémenos organizados inicialmente son formas y configuraciones que
se encuentran en un contexto visual —contornos y lineas de visién—, ligados muy
pronto a la propia fabricacién humana, que produce formas “geométricas”. Los
objetos geométricos, como conceptos, se elaboran a partir de los objetos men-
tales constituidos como medios de organizacién de las figuras “geométricas”
observadas o trazadas en la tierra, para lo que sus definiciones han de despren-
derse de las propiedades sensibles de esas figuras que pretenden organizar. Asi
Euclides se fuerza a definir, “un punto es lo que no tiene partes”, “una linea es
una longitud sin anchura”, con propiedades que indican carencias, desprendi-
mientos, creando un concepto que se separa del objeto mental que organiza los
fenémenos correspondientes. Por ello, a partir de entonces lo que se puede
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hacer con las figuras o lo que se vea en ellas tendrd gue ser sometido a anilisis
para poder aceptarse para los objetos geométricos, porque si se traza en el suelo
o en un papel una circunferencia y una recta tangente a ella, en el dibujo no se
cortan en un punto sino “en toda una longitud”, como argumentaba Protigoras
contra los matemdticos de su época, mostrando la distancia entre el concepto
construido por Euclides y el objeto mental primitivo. Pero las figuras geométri-
cas trazadas en el papel, los dibujos geométricos, se usan a su vez para represen-
tar los objetos geométricos.

Esta relacién entre figura, dibujo y objeto geométrico estd presente en la
constitucién de los objetos mentales correspondientes y en la ulterior adquisi-
cién de los conceptos. Un buen objeto mental tendra que llevar incorporado el
anilisis de la figura en sus elementos y las relaciones entre cllos.

Ademds, las relaciones entre el dibujo y el objeto geométrico son mds com-
plejas porque el paso del dibujo al objeto geométrico es el resultade de una
interpretacién por un sujeto humano. De ello se deduce que un dibujo geomé-
trico no es necesariamente interpretado por su lector como algo que le remita a
un objeto geométrico, y, por otra parte, que las interpretaciones de un mismo
dibujo en tanto que signo o, mejor dicho, expresién de la que un objeto geomé-
trico es el contenido son maltiples por dos razones: la primera consiste en que
las interpretaciones dependen del lector y de sus conocimientos asi como del
contexto; la segunda tiene que ver con la naturaleza misma del dibujo, que por
si solo no puede caracterizar un objeto geométrico. Un dibujo remite a los obje-
tos tedricos de la geometria en la medida en que el que lo lee decide hacerlo: la
interpretacién evidentemente depende de Ja teorfa con la que el lector elige leer
el dibujo, asf como de los conocimientos de dicho lector. El contexto desempe-
fia un papel fundamental en }a eleccién del tipo de interpretacién. Para el apren-
dizaje de la geometria hay que situar, pues, los dibujos en contextos geométricos.
Ademas, estas relaciones entre el dibujo y el objeto geomérrico no pueden ser
aprendidas si no media su enseflanza.

Una manera de abordar este asunto es la propuesta por Colette Laborde
(1996) en el contexto del Cabri-gedmetra. En esa propuesta se plantea a los
alumnos las dos caras de la relacién entre los dibujos y los objetos geométricos:

— sitniaciones problema que traten de dibujos, en las que la geometria sea
una herramienta eficaz de modelizacién y de solucion; por ejemplo, en
las que permita hacer dibujos que satisfagan restricciones dadas, de ma-
nera menos costosa que ef tanteo controlado por la percepcién y que la
geometria garantice la correccion del resultado: por ejemplo, la geome-
tria nos asegura la tangencia de una recta a un circulo cuando es perpen-
dicular al radio.

— situaciones en geometria en las que el recurso al dibujo y la experimenta-
cién con él eviten perderse en soluciones teéricas demasiado largas.
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Por otro lado, la consideracion de un entorne informético como es el Cabri-
geémetra modifica las relaciones entre dibujo y objeto geométrico, cuyo andii-
sis acabamos de esbozar. En efecto, los dibujos realizados con el Cabri en la
pantalla del ordenador, los Cabri-dibujos, se comportan de manera diferente a
los dibujos realizados con l4piz en un papel, ya que no se trazan “a mano”, sino
que se definen mediante las primitivas del programa, que se corresponden siem-
pre con propiedades geométricas. L.a modificacién de un Cabri-dibujo por des-
plazamiento de alguno de sus elementos hace que no puedan mantenerse
determinadas interpretaciones del dibujo fundadas en sus propiedades espaciales.

Finalmente, en la experiencia de los alumnos, el mundo de fendmenos que
son organizados por los objetos geométricos que hay que abordar en la Secun-
daria es tan extraordinariamente rico, con sélo que se busque en la naturaleza,
el arte o las construcciones humanas, que no vamos a elaborar aqui ninguna
lista. S6lo sefalaremos que esta abundancia de fenomenos geoméiricos se ha
incrementado enormemente en los dltimos tiempos con todos los productos
infograficos: videojuegos, imédgenes digitales que aparecen como cardtulas de
programas de televisién, videoclips, juegos de ordenador, etc.

4.6 Movimientos y transformaciones geométricas

Las transformaciones geométricas estin relacionadas con movimientos fisi-
cos de figuras geométricas. Ahora bien, también hay una relacidn compleja y
conflictiva entre las caracteristicas o propiedades geométricas de las transfor-
maciones geométricas v las propiedades espaciales de [os movimientos. Freu-
denthal lo expresa mostrando tres diferencias bisicas:

el movimiento mientras que la transformacién
es es

de un objeto del espacio

se realiza se realiza
dentro del espacio sobre el espacio

y sucede y sucede

en el tiempo de golpe

a lo largo de un recorrido sin rvecorrido intermedio

Esta es la fuente de dificultades como la de identificar como iguales todas las
transformaciones cuyo resultado sea el mismo aunque el recorrido de las figu-
ras al efectuar el movimiento correspondiente sea diferente, la de aceptar como
transformacién la identidad, ya se lame “traslacién de vecior 0” o “giro de
centro A y angulo 0°7, etc.

Teniendo presente esta distancia entre fendmeno y concepto matematico,
también puede ser numeroso el mundo de fenémenos presentes en el entorno
de los alumnos o que se les puede ofrecer para su exploracién que son pertinen-
tes para la constitucidn del objeto mental de transformacién geométrica.
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4.7 Estadistica

Los conceptos de la estadistica descriptiva se han desarrollado con el fin de
organizar la informacién que proporcionan datos numéricos. Esos datos pro-
vienen de una gran diversidad de fenémenos de la vida social, politica y econé-
mica, cuya enumeracién seria interminable. Ahora bien, todos esos fenémenos
no son mds que los contextos en los que se usan los conceptos de la estadistica,
y tiene interés didactico tomarlos en consideracién como contextos de uso, ya
que constituyen un campo de experimentacién de los sujetos en la constitucién
de los objetos mentales de la estadistica. Los fendmenos de los que éstos real-
mente tratan tienen que ver con la informacién cuantitativa que hay en los
datos y lo que los conceptos organizan es esa informacién cuantitativa resu-
miéndola, caracterizdndola, tipificindola, disponiéndola de forma que pueda
ser comparada con otras informaciones provenientes de datos masivos.

En la vida cotidiana de los alumnos, los conceptos estadisticos aparecen en
la prensa, la televisién y otros medios de comunicacién aplicados a cuestiones
diversas para describirlas; en las noticias de las campaias politicas, para prede-
cir el comportamiento de los votantes. Desde el punto de vista de la fenomeno-
logfa did4ctica, todos estos elementos en los que la estadistica ya estd presente,
en su uso civil, forman parte también de las experiencias con que los alumnos
configuran los objetos mentales correspondientes.

En el terreno de la inferencia estadistica, los fenémenos son mas complejos
y de naturaleza més abstracta, ya que atafien a la posibilidad de obtener conoci-
miento a partir de la observacién de los rasgos de casos. Ian Hacking ha discu-
tido la dificultad de constitucién de la inferencia estadistica bajo el dominio del
paradigma de la ciencia galileana, ya que ésta ha de luchar con lo que se entien-
de por “evidencia aceptable para establecer una verdad” en un momento histé-
rico determinado y en unas pricticas sociales concretas. Esta dificultad sélo
puede romperse con Fisher, que introduce la idea de que el rechazo de la hipé-
tesis nula no equivale a su refutacién, ya que la alternativa no es “rechazar la
hipétesis nula” / “aceptar la hip6tesis nula”, sino “rechazar la hipétesis nula” /
“equivocarse al rechazar la hipdtesis nula”.

4.8 Probabilidad

En el origen del célculo de probabilidades como en el mundo en que viven
los alumnos, estin los juegos de azar, los fenémenos con varios resultados posi-
bles de los que se desconoce cudl va a suceder, los sorteos, el tiempo atmosféri-
co, etc. En el lenguaje oral, el término “probable” o la expresion “es probable”
tanto quiere decir “puede que suceda” como “creo que va a suceder”, y la des-
ambiguacién suele venir producida por el énfasis que pone el que habla; ade-
mds, estos términos comparten el campo seméntico con “posible” y “es posible™.

Los puntos de vista logicista, subjetivista y frecuencialista, que se han pro-
puesto para fundamentar la idea de probabilidad, muestran el rango de fenéme-
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nos subyacentes y las dificultades para delimitar los conceptos basicos de pro-
babilidad y aleatoriedad. Unos buenos objetos mentales de lo aleatorio y la
probabilidad pueden constituirse con componentes que se derivan de las esti-
pulaciones de Kolmogorov:

La experiencia tiene méas de un resultado posible.

Con los conocimientos de quien observa la experiencia, lo que sucedera es
impredecible.

La experiencia puede suponerse que es reproductible en las mismas condi-
ciones 1 veces, n suficientemente grande.

La secuencia de resultados obtenidos en la repeticién carece de un patrén
que quien observa pueda predecir.

Las fluctuaciones de las frecuencias relativas se hacen cada vez mds estables
cuando # crece y su amplitud disminuye con una cierta regularidad.

4.9 Variable, dependencia, funcién

La costumbre establecida en las matematicas actuales de llamar “variables” a
lo que en realidad son medios para formular proposiciones de carécter general
—lo que Freudenthal llama “nombres polivalentes™ es reciente. “Variable” ha-
bia estado significando de siempre algo que realmente varia, algo del mundo
fisico, social, mental, o del propio mundo de las matematicas, que se percibe o
se imagina que esta variando. Asi, desde los fenémenos fisicos, sociales y men-
tales variables se pasa a nfimeros, magnitudes o puntos concebidos también
como variables, esto es, a objetos matematicos variables.

El origen fenomenolégico del concepto de funcidn estd en el momento en
que se enuncia, se postula, se produce o se reproduce una dependencia entre varia-
bles, que se presenta en el mundo fisico, social o mental, asi como entre variables
matemdticas que, a su vez, estdn relacionadas con variables de los otros
mundos.

La misma dependencia puede, a su vez, ser objetivada, esto es, se le puede
dar el estatuto de objeto mental. En el camino hacia esa objetivacién, la depen-
dencia ha de ser experimentada mentalmente, usada, provocada, hecha cons-
ciente, experimentada como un objeto, nombrada como un objeto, situada en
un contexto mis amplio de dependencias.

Una mirada a la historia muestra que la palabra “funcién” no se usa de
forma parecida a como lo hacemos ahora hasta Euler, pero es posible interpre-
tar como funciones hechos tan antiguos como las descripciones mediante tablas
de los movimientos de los cuerpos celestes hechas por los astrénomos desde los
tiempos paleobabilénicos. Lo que la historia nos ensefia para una fenomenolo-
gia de las funciones puede resumirse asi:
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* Las funciones hicieron su aparicién como relaciones entre magnitudes
variables cuya variabilidad se comparaba en términos infinitesimales.

* La libertad de cambiar las variables de dependiente a independiente y
entre independientes condujo a un nuevo tipo de operacién con funcio-
nes: la composicion y la inversién. Es esta nueva riqueza operatoria la
que ha causado el éxito del concepto de funcién.

* La necesidad de distingnir entre las variables dependientes e indepen-
dientes condujo a poner en primer plano las funciones en vez de las rela-
ciones. A pesar de lo que sugieren las expresiones algebraicas y analiticas,
el desarrollo tendid hacia las funciones univalentes.

* Un cambio de perspectiva condujo de la descripcién de datos visuales
mediante funciones expresadas analiticamente a la visualizacién de fun-
ciones mediante graficas.

* La funcién arbitraria hace su aparicién con el cilculo variacional y la
resolucién de ecuaciones diferenciales. Esta “arbitrariedad” no sélo atafie
al carcter de la dependencia funcional, sino a la naturaleza de las varia-
bles, que pueden ser nimeros, puntos, curvas, funciones, elementos de
conjuntos arbitrarios.

* Las funciones del anlisis, las transformaciones geométricas, las permuta-
ciones de los conjuntos finitos, las aplicaciones entre conjuntos arbitra-
rios confluyen para generar el concepto general de funcién.

* Ese concepto se usa a su vez para organizar una gran variedad de objetos:
desde las operaciones algebraicas a los predicados légicos.

Esta riqueza final de fenémenos tan variados que se integran en el concepto
general de funcién, fenémenos que, ademds, pertenecen muchos de ellos al
propio mundo de las matemdticas, hace que la funcién como objeto mental sea
mucho miés compleja que el néimero, los objetos geométricos o incluso la razén.
La adquisicién del concepto de funcién sélo puede hacerse en etapas avanzadas
de la escolaridad en que los alumnos puedan haber tenido experiencia de un
buen nimero de esos fenémenos.

Lo que de hecho puede constituirse como objeto mental en la Educacién
Secundaria es la idea de variable y de dependencia funcional y es dificil tender
puentes siquiera con las transformaciones geométricas, que también se estdn
experimentando.
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4,10 Limite, continuidad, infinito

Una fenomenologfa de estos conceptos, que no vameos a abordar agui, mues-
tra el abismo enorme entre esos conceptos y los fenémenos iniciales y los pri-
meros objetos mentales que se constituyen tanto en la historia de las matemadticas
como en la historia de cada persona. La frase de Cantor a Dedekind «Lo veo,
pero no ko creo» a propésito de su conclusion derivada del método de la diago-
nal de la existencia de cardinales infinitos distintos es una muestra clara de ello.
No hay de hecho nada en la experiencia fisica de las personas que se correspon-
da con los conceptos mateméaticos de continuidad y, sobre todo, de infinito
—que, por otra parte, no est4 claro que sea un dnico concepto. Los fenémenos
para cuya organizacién han elaborado los matemdticos esos conceptos pertene-
cen al mundo de las matematicas en el que hay objetos que los producen o se
producen en contextos altamente matematizados. Una didactica de estos con-
ceptos también ha de tener en cuenta que sélo pueden constituirse buenos obje-
tos mentales de ellos a condicién de poder experimentar los fenémenos que
organizan.

Si el analisis fenomenolégico de estos conceptos muestra estas dificultades
para su adquisicién, eso no quiere decir que haya que abandonarlos. En el cami-
no hacia la adquisicién del concepto, lo que una didictica ha de hacer es orga-
nizar un campo de experiencias que abarque el mayor nimero de fenémenos en
cuestién y organizar la instruccion de modo que pueda constituirse un objeto
mental con el cual se sea capaz de tratar con esos fenémenos. Ademds, no hay
que perder de vista que muchos de los fenémenos pertinentes para la constitu-
ci6n de buenos objetos mentales de ellos son fendmenos de los propios medios
matemiticos de organizacién, tomados como objeto de estudio en un nivel su-
perior.
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CariTuro IV
Representaciones y Modelizaciéon

Encarnacion Castro y Enrigue Castro

1. CONOCIMIENTO MATEMATICO Y VISUALIZACION

Entre las verdades comunes aportadas por el empirismo filoséfico se en-
cuentra que la percepcién y observacién son fuentes privilegiadas del conoci-
miento humano. Cada ser humano lleva en si mismo, en sus facultades de
percepcién sensorial, una via de acceso al conocimiento. Los sentidos son los
cauces por los que los seres humanos recibimos informacion del exterior. Por
ello, resulta adecuado considerar la intervencién de los sentidos en la transmi-
si6n, adquisicién y construccién de cualquier tipo de conocimiento. De la pre-
misa anterior se deriva que los sentidos desempefian un importante papel en los
procesos de aprendizaje que requieren de la mediacién de la inteligencia. «Los
sentidos son los factores de nuestra inteligencia y los agentes de nuesiras facul-
tades» {Micheler, 1988).

Desde este planteamiento general también es adecuado considerar que el
conocimiento matemético se recibe y se transmite, prioritariamente, mediante
dos canales de informacion: el auditivo y el visual (y, de manera complementa-
ria, por el tacta). Enunciados verbales y organizaciones visuales gréficas o sim-
bélicas son los medios usados con mayor frecuencia en la emisidn, transmisién
y recepcién de conocimiento matemdtico. De ahi que los dos sentidos mencio-
nados tengan una importancia primordial en los procesos que intervienen en la
ensefianza y aprendizaje de las matemiticas. Y esto es asf por la funcién esencial
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de los enunciados declarativos y las expresiones gréficas o simbélicas en la for-
macién y comunicacién del conocimiento matemdtico.

Este capitulo dirige nuestra atencién hacia la funcién que desempefian los
datos e informaciones visuales en el aprendizaje de las matemadticas como gene-
radores de imdgenes y objetos mentales, y destacamos su aportacién en relacién
ala formacién de conceptos y el desarrollo de procedimientos matematicos por
parte del sujeto que aprende, subrayando de este modo la necesidad de considerar
el pensamiento visual en las situaciones de ensefianza. Nos centramos en dos de
los medios por los que, fundamentalmente, se proporciona informacién ade-
cuada para la elaboracién de imigenes mentales y se potencia la formacion del
conocimiento matemdtico. Estos medios son las representaciones y los mode-
los, a los que nos referimos a continuacién de forma breve. Salvo limitaciones
fisicas, las personas reciben informacién sobre representaciones y modelos por
medio de la vista, de ahf la importancia de la componente visual en el aprendi-
zaje de las matematicas; pero en los casos de discapacidad visual el tacto puede
suplir satisfactoriamente muchas de las informaciones anteriores, igualmente,
sobre la base de los modelos y las representaciones.

Representaciones y modelos estdn ligados entre si, como veremos en una
descripcién mds detallada que haremos de estos conceptos, en pérrafos poste-
riores.

Representaciones: son las notaciones simboélicas o gréficas, especificas para
cada nocién, mediante las que se expresan los conceptos y procedimientos ma-
temAticos asi como sus caracteristicas y propiedades mas relevantes. Por ejem-
plo: la notacién decimal para la escritura de los nimeros reales; el diagrama
cartesiano, que asigna un punto del plano a cada pareja de niimeros; los puntos
de la circunferencia unidad, con centro en el origen, cuyas coordenadas repre-
sentan los valores de las funciones seno y coseno. Las notaciones simbélicas
pueden alcanzar gran complejidad, por lo general se basan en signos alfanumé-
ricos estructurados; las graficas se basan en combinaciones de figuras o iconos,
también estructuradas.

En este capitulo, la nocién de representacién la vinculamos con los signos,
notaciones, figuras y expresiones usuales de las matemadticas; las representacio-
nes forman parte especifica de los sistemas mateméticos de signos, incluidos los
grificos.

Modelos: esquemas o materiales estructurados, conectados mediante leyes
o reglas, que ofrecen una imagen isomorfa de un determinado concepto respec-
to a determinadas relaciones y propiedades. Ejemplo: los blogques multibase
son un modelo isomorfo a sistemas de numeracién en distintas bases; el geopla-
#no es un modelo finito del plano, con una distribucién de puntos equiforme o
en cuadricula.

La nocién de modelo no es interior a las matematicas; se trata de una rela-
¢ién entre un fenémeno, material o esquema y un concepto, estructura o proce-
dimiento matemditico. Un material estructurado modeliza un concepto
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matemdtico, pero también se dice que una ecuacién matemdtica modeliza un
determinado fenomeno fisico, como ocurre con la ecuacién del calor. La rela-
cién de modelizaci6n se da entre objetos matematicos y no matemaéticos.

Las representaciones y modelos, en el sentido en que se acaban de mencio-
nar, son representaciones o modelos externos, es decir, tienen una traza o so-
porte fisico tangible aun cuando dicho soporte pueda llegar a alcanzar grados
de abstraccién elevados. Una actividad usual para expresar cornceptos o proce-
dimientos matemdticos, y para derivar conclusiones de los mismaos, consiste en
hacer una representacién de ellos o asignarles un modelo sobre el cual se opera
0 actiia signiendo unas determinadas reglas sintdcticas v de procedimiento.
Mediante las representaciones externas y las operaciones convenidas comuni-
€amos nuestro conocimiento matematico.

Ademds de comunicar nuestro conocimiento sobre conceptos v operaciones
también necesitamos pensar sobre tales objetos; en este caso formamos image-
nes mentales que se denominan representaciones internas. No todas las imige-
nes mentales consideran caracteristicas figurativas o graficas del concepto; cuando
€n una representacién mental predominan los componentes figurativos o grafi-
cos hablamos de visualizacién. La visualizacién es usual cuando 1naginamos
objetos geométricos familiares; asf ocurre cuando pensamos en las figuras de un
cuadrado, un circulo o un tridngulo equildtero. Menos usual es tener una ima-
gen grafica de otros conceptos (como el de término general de una sucesién), o
de algunos procedimientos {como divisibilidad de polinomios). Las persomnas
con facilidad para formarse imigenes mentales graficas emplean éstas en sus
razonamiento mateméticos; se dice que son buenos visualizadores.

Iniciamos este capftulo introduciendo algunas ideas sobre la nocién de vi-
sualizacion. En apartados posteriores precisamos las nociones de representa-
cién, modelo y simbolo, tal como nosotros las consideramos. Cerramos el
capitulo con la presentacién de algunas representaciones y modelos, que ejem-
plifican en conceptos matematicos especificos su funcién en los procesos de
ensefanza y aprendizaje.

2. NATURALEZA Y CARACTERISTICAS DEL PENSAMIENTO VISUAL

El término visualizacién se emplea, por lo general, con referencia a figuras o
representaciones pictéricas ya sean éstas externas o internas, es decir, sobre
soporte material (papel, pantalla, etc.) o en la mente. Se aprecia asf que en la
idea de visualizacién aparecen dos facetas basicas complementarias, una exter-
na a los sujetos (con soporte material) y otra interna a los mismos sujetos (ima-
gen mental). La nocién de visualizacién o pensamiento visual esta fuertemente
ligada a la capacidad para la formacién de imdgenes mentales. Lo que caracteri-
za a una imagen mental es hacer posible la evocacién de un objeto sin que el
mismo esté directamente presente.

La capacidad para visualizar cualquier concepto matemitico, o problema,
requiere habilidad para interpretar y entender informacién figurativa sobre el
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concepto, manipularla mentalmente, y expresarla sobre un soporte material.
Cuando se usan las representaciones graficas de conceptos matemticos como
herramientas para interpretar conceptos o resolver problemas, la visvalizacién
16 es un fin en si misma sino un medio para llegar a su comprensién o resolu-
cién. Se trata de expresar alguna propiedad especifica de un concepto o alguna
relacién importante para la resolucién de un problema a través de un diagrama,
un dibujo o una gréafica.

Se usa el término pensamiento visual para describir los aspectos del pensa-
miento matematico que estin basados o se pueden expresar en términos de
imagenes mentales. Es posible educar a los nifios y adolescentes para que su
capacidad visualizadora se desarrolle y tienda a mejorar. Zimmermann (1291)
considera que se puede adquirir habilidad respecto a la visualizacién y divide
estratégicamente esta habilidad en cinco categorias, a las que considera como
objetivos de aprendizaje. Tales objetivos son:

Objetivos bisicos

Objetivos funcionales

Objetivos generales

Objetivos relacionados especificamente con el cilculo
Objetivos de alto nivel

Los objetivos bésicos de este autor hacen referencia a:

Entender el 4lgebra v la geometria como lenguajes alternativos para expre-
sar las mismas ideas matemaéticas.

Entender la informacién matematica implicita en una representacién grafica.

Extraer informacién de un diagrama asi como utilizar las graficas y los diagra-
mas para representar informacién matematica.

En los objetivos funcionales contempla la capacidad para entender qué con-
ceptos estan representados en un diagrama y utilizarlos para realizar demostra-
ciones y para resolver problemas.

Con la denominacién de objetivos generales se refiere a aquellos aspectos de
la visualizacién que tienen amplia aplicacién en distintas dreas de las matemati-
cas; incluye aquf la habilidad para realizar estimaciones y aproximaciones en un
contexto geométrico, reconocer y explicar simetrias, apreciar la periodicidad,
captar la similitud, entender y reconocer patrones, entender trasformaciones
geométricas, o conseguir un amplio repertorio de imagenes visuales.

Los objetivos relacionados especificamente con el calculo incluyen la habili-
dad de entender conceptos como el de diferenciacién, visualizar elementos in-
finitesimales en figuras geométricas y visualizar superficies y figuras de tres
dimensiones.

Finalmente, los objetivos de alto nivel hacen referencia a la habilidad de
apreciar la belleza de las matematicas, interpretar fenémenos y experiencias
visuales de la vida real, explorar y descubrir visualmente ideas matematicas.
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2.1 Visualizacién y ensefianza de las matematicas

Si aceptamos que la matemdtica estd compuesta por entes de distinta natura-
leza como son elementos espaciales, kinestésicos, algebraicos, aricméticos, l6gi-
cos, e intuitives, entre otros, serd necesatio diferenciar distintos tipos de
conocimientos ¢ implementar tareas para cada uno de ellos. Consideramos que
la comprensién alcanzada mediante procesamiento de informacién visual y la
que se consigue por procedimientos analiticos se complementan, por lo que el
aprendizaje debe lograrse integrando ambos tipos de cédigos.

El papel que juegan las imagenes visuales en los procesos de pensamiento
humano, asi como el interés en determinar la relacién entre las imagenes visua-
les y el conocimiento maremitico han sido objeto de estudio por parte de espe-
cialistas e investigadores procedentes tanto del campo de la psicologia como del
campo de la educacién matemdtica. La influencia de las imigenes visuales en el
pensamiento matemdtico, en el aprendizaje de las matematicas v en su com-
prensién, es una cuestién que ha despertado interés entre psicélogos y educa-
dores matematicos. Hadamard (1947) realizé una encuesta a matematicos
importantes de su época, preguntindoles por el papel que desempefiaban las
imigenes en su trabajo de creacién matemdtica y el tipo de imagenes que utili-
zaban. La conclusién fue que las imégenes mentales desempefiaban un papel
importante para gran parte de los matematicos encuestados y eran, en la mayo-
ria de los casos, visuales aunque también podian ser de otra clase, por ejemplo,
cinéticas o auditivas.

Ball y Wittrok (1973) sostienen que los sujetos gue han dibujado por si mis-
mos un diagrama para la formacidn de un concepto, recuerdan dicho concepto
més significativamente que cuando se les ha proporcionado el dibujo con el
concepto. Por otra parte, los sujetos que realizan un dibujo de un concepto lo
aprenden mejor que aquellos que sélo conocen su definicién verbal. Una expli-
cacién admitida de este fendmeno es que la generacién activa de una imagen
visual por parte del que aprende facilita mas el aprendizaje que la simple pre-
sencia de la imagen visual. Es una hipétesis generalmente admitida que mejo-
rando la educacién visual en matemiticas aumenta la intuicién y se proporciona
al sujeto una mayor capacidad de entendimiento (Cuningham, 1991). Hay un
alto consenso entre investigadores y especialistas relativo a que el desarrollo de
fas capacidades que caracterizan el pensamiento visual proporciona a los alum-
10§ NUEVOS CAMings para pensar y hacer matemadticas.

La visualizacién cobra especial importancia en procesos de razonamiento
inductivo y deductivo (Ben-Chaim, 1991); asi, por ejemplo, formar una conje-
tura a partir de un patrén y generalizarla es una componente propia del razona-
miento inductivo. Come ejemplo consideremos la Figura 1 en la que, a partir
de la representacién puntual de una cantidad en forma de cuadrado, y conside-
rando las lineas de separacidn que indican el paso de un cuadrado al inmediata-
mente mayor que €l se puede inferir un patrén numérico el cual, por
generalizacidn, permite enunciar la siguiente regla «cl cuadrado de un nimero
natural es igual a la suma de tantos nimeros impares como indique dicho nimeros.
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1+3=4+22
1+43+5=9=3
. -------------------------------
1+3+5.®.2n-1=n°

®

Figura 1

La expresién visual actiia en este caso a modo de catalizador para compren-
der una regla y producir razonamiento inductive.

Probar conjeturas a partir de un argumento o soporte l6gico, o encentrar un
contracjemplo es la esencia del razonamiento deductivo. Los patrones tanto
numeéricos como geométricos pueden ayudar a los alumnos en la construceion
de nociones de algebra. La visualizacién permite entender de manera intuitiva
un razonamiento deductivo, cuyo tratamiento algebraico se realizard posterior-
mente. La Figura 2 muestra dos formas de representar una implicacién, la se-
gunda de cardcter visnal.

AcBABcC=AcC

Figura 2

Multitud de investigaciones realizadas aportan datos que indican que mu-
chas dificultades en el aprendizaje del calculo, el dlgebra y la geometria pueden
diluirse e incluso evitarse si a los estudiantes se les anima a usar e interiorizar
grificos o representaciones visuales asociadas a dichos conceptos. Pero también
es un hecho comprobado que existe rechazo por parte de muchos ensefiantes
de matemiticas a usar recursos visuales en el desarrollo de su labor. Una causa de
dicho distanciamiento se encuentra en que la ensefianza basada en la visualiza-
cién requiere que los profesores dispongan de una formacién adecuada para
poner en marcha diversas habilidades pedagégicas. En este caso, no solo se
requiere entender la matematica, sino también saberla comunicar visualmente.
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3. SOBRE LA NOCION DE REPRESENTACION
3.1 Anilisis conceptual

Cuando recordamos, razonamos o comunicamos nuestras reflexiones usual-
mente no lo hacemos presentando los objetos o conceptos sobre los que trata-
mos sino gue nos servimos de expresiones, dibujos o simbolos que, de algin
modo, las representan. Para pensar y razonar sobre ideas matemdticas es nece-
sario hacerse una representacién interna de las mismas de forma que la mente
tenga posibilidad de operar con tales representaciones. Para comunicar estas
ideas es preciso representarias externamente para que sea posible dicha comu-
nicacién (Riviere, 1986; Hiebert y Carpenter, 1992).

Se postula que los signos, graficos o notaciones, con soporte fisico externo,
que usamos para la representacién tienen un equivalente en la mente del sujeto que
los utiliza, lo que hace necesario distinguir entre representaciones externas y
representaciones internas. Las relaciones existentes entre estas dos modalida-
des de representacion las expresa Duval (1993) en los siguientes términos: des-
de un punto de vista genético, las representaciones mentales y las representaciones
externas no pueden verse como dos dominios diferentes. El desarrollo de las
representaciones mentales se efectita como una interiorizacién de la represen-
taciones externas; la diversificacién de representaciones de un mismo objeto o
concepto aumenta la capacidad cognitiva de los sujetos y, por consiguiente, su
capacidad de pensamiento sobre ese objeto o concepto. De manera reciproca,
las representaciones externas, como son los enunciados en el lenguaje natural,
las férmulas algebraicas, las grificas, las figuras geométricas, entre otras mu-
chas, son el medio por el cual los individuos exteriorizan sus imdgenes y repre-
sentaciones mentales haciéndolas accesibles a los demis.

Las representaciones externas juegan, desde este punto de vista, una doble
funcién:

{a) actilan como estimulo para los sentidos en los procesos de construccién
de nuevas estructuras mentales,
(b) permiten la expresién de conceptos e ideas a los sujetos que las utilizan.

Dependiendo del tipo de simbolos, grificos o notaciones con los que un
estudiante interactiie en el proceso de aprendizaje de un concepto matemdtico,
dard lugar a unos tipos determinados de representaciones internas del mismo.
De igual manera, las vias que un sujeto utilice para representar externamente
un concepto sirven para mostrar, generalmente, cémo es la informacién que
posee sobre tal concepto.

Nosotros nos centramos aqui en las representaciones externas de [os con-
ceptos y procedimientos matematicos convencionales; nuestro interés viene fi-
jado por la diversidad de modos de representacién que abarcan un mismo
concepto.

Dentro de las reprentaciones externas se suelen distinguir dos grandes fami-
lias: las representaciones digitales, discretas, de caracter alfanumérico, que se
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pueden simular mediante programas inférmaticos y cuya sintaxis viene descrita
mediante una serie de reglas de procedimiento, y las representaciones analogi-
cas, continuas, de tipo grifico o figurativo, cuya sintaxis viene dada principal-
mente por reglas de composicién y convenios de interpretacién. En matematicas
estas dos familias se denominan, comiinmente, representaciones o sistemas de
representacién simbélicos y sistemas de representacién graficos, respectivamente.
Estos planteamientos llevan a incluir las diferentes escrituras simbélicas, el len-
guaje natural (enunciados), las figuras y graficos, las tablas, cuadros y las nota-
ciones algoritmicas que expresen un modo de operar como sistemas de
representacion en matemdticas (Rico, 1995).

3.2 Representaciones y construccién de conceptos

La hipétesis de que los tipos de representaciones externas de los conceptos
matemiticos son elemento fundamental para su comprensién y; de ahi, para su
ensefianza vy aprendizaje ha concitado el interés de los especialistas en los tlti-
mos tiempos. Esta idea va unida al caricter positivo que se asigna al desarrollo
de la capacidad de visualizacién en dichos procesos. Todo ello ha llevado a un
incremento progresivo en el interés por el tratamiento y estudio de las diversas
representaciones, incluidas las graficas, superando el predominio anterior en el
trabajo casi exclusivo con representaciones simbélicas.

Dos cambios importantes, desde una perspectiva didactica, se han produci-
do como consecuencia de estos planteamientos. El primero estd ligado a los
manuales y libros de texto para los alumnos cuya presentacién ha pasado, en
pocas generaciones, de estar limitada sélo a un texto escrito a incrementar,
progresivamente, la presencia de una diversidad de esquemas, cuadros, figuras
e ilustraciones, en general, como representaciones distintas para los conceptos
tratados.

El segundo cambio se producido por el hecho de que muchos investigadores
han dedicado trabajo y tiempo a precisar el concepto de “representacion” (Ka-
put, Goldin, Duval, Glaeserfeld, Vergnaud) asi como a estudiar el papel que
juegan las representaciones grificas en el razonamiento de los estudiantes. Una
de las conclusiones a que se ha llegado es que el incremento en la capacidad de
visualizacién que se produce en el trabajo con representaciones graficas ayuda
al estudiante en su proceso de comprensién de los conceptos matematicos.

No obstante, se hace hincapié en que ent necesario distinguir el objeto mate-
mitico de su representacién. Es fundamental no confundir los objetos matema-
ticos (el nimero, las funciones, la recta) con sus representaciones (la escritura
decimal o fraccionaria, la gréfica, el trazo lineal, etc.)

La conceptualizacién actual del conocimiento matemitico, basada en la no-
cién de estructura, sostiene que los conceptos y propiedades matemdticas se
construyen a partir de relaciones entre objetos, fendmenos o conceptos previos.
Estas relaciones llegan a convertirse en entidades abstractas y su expresién vie-
ne dada por enunciados y demostraciones que exigen de algfin sistemna de re-
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presentacion. El conjunto de simbolos, graficos y reglas que permite represen-
tar una estructura matemética han de responder a su caricter sistémico, por lo
que hablamos de sistemas de representacién en vez de representacion simple-
mente.

3.3 Pluralidad de sistemas de representacién para un mismo concepto

Generalmente, los conceptos matemiticos vienen expresados mediante va-
rios sistemas de representacién especificos. Janvier y col. (1993) denominan
representaciones sinénimas a las representaciones diferentes de un mismo obje-
to matematico. Cada uno de los modos distintos de representar un mismo con-
cepto matematico proporciona una caracterizacién diferente de dicho concepto;
no hay un Gnico sistema capaz de agotar en su totalidad la complejidad de
relaciones que cada concepto matematico encierra.

Como ejemplo, en la Figura 3, se muestran seis modos distintos de represen-
tar la misma idea: un medio.

*r—eo—=

0 1

Figura 3

Cada uno de estos sistemas de representacion destaca alguna propiedad im-
portante del concepto representado y dificulta la comprensién de otras propie-
dades. Asf, en la primera representacién que aparece en la figura 3, sobre un
rectdngulo se destaca su particién en dos partes iguales; en la segunda destaca la
idea de cociente asociada a la fracci6n; en la tercera expresion, el término “mi-
tad” destaca la igualdad de las dos partes en que se ha dividido el todo; la cuarta
representacion hace patente la consideracién de tomar el valor 100 como uni-
dad; en la quinta expresién se destacan dos de cuatro unidades, mientras que la
sexta representacién sefiala un punto equidistante de 0y 1 en la recta numérica.
Dominar un concepto matemitico consiste en conocer sus principales repre-
sentaciones, el significado de cada una de ellas, asi como operar con las reglas
internas de cada sistema; también consiste en convertir o traducir unas repre-
sentaciones en otras, detectando qué sistema es ms ventajoso para trabajar con
determinadas propiedades.

Los estudios de Janvier, Kaput, Goldin y Duval han centrado el estudio de
las representaciones de los conceptos matemaéticos escolares en diversos siste-
mas simbélicos y grificos, asi como en las relaciones entre eflos. Para los conte-
nidos de matematicas de educacién secundaria encontramos los sistemas
numéricos y los algebraicos entre los primeros, mientras que entre los segundos
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estan los sistemas basados en la medida, la recta real, el plano cartesiano, etc. Es
caracterfstico de todo concepto matematico relevante disponer de varios siste-
mas alternativos de representacion, graficos y simbélicos. Pensemos, por gjem-
plo, en el concepto de nimero real con cuatro sistemas de representacién
destacados: notacién decimal, notacidn algoritimica, recta real y medida relati-
va de una pareja de segmentos. O en el conocido estudio sobre los sistemas de
representacién para una funcién real de variable real, que considera cuatro
sistemas: enunciado verbal, tabla de valores, ley algebraica y grifico de la fun-
cién.

3.4 Manejo de diferentes sistemas de representacion

Aceptamos que las representaciones estin fuertemente ligadas a los procesos
de ensefianza y aprendizaje de los conceptos matemdticos, y que, a menudo,
crean problemas de comprension debidos a su uso simultineo no controlado.
Por esto sostenemos la conveniencia de que los profesionales de la ensefianza
conozcan y consideren las dificuitades que los estudiantes pueden encontrar en
el mancjo conjunto de varios sistemas de representacién para un mismo co-
cepto,

Los investigadores estdn de acuerdo en que hay que ayudar al estudiante a
enriquecer el mundo de sus representaciones internas para que puedan relacio-
nar, de forma eficaz, los significados correspondientes a los objetos mentales
que elabora y construye. Como consecuencia podra controlar mejor el manejo
de las representaciones externas. Pero no parece que los estudiantes puedan
inventar o interpretar pot si mismos las representaciones convencionales, sino
que han de ser instruidos y educados en su uso y comprension.

En muchos casos se producen fallos cuando esta instruccién se realiza y
existen evidencias que muestran pocos aciertos y incluso desaciertos en esta
actividad. Son varias las causas posibles para esta situacién; entre ellas destaca
el hecho de que las relaciones entre las representaciones pictéricas y las estruc-
turas conceptuales, durante los procesos de ensefianza y aprendizaje, son gene-
ralmente mas complejas de lo que a simple vista parece. La creencia de que las
representaciones iconicas son mas naturales puede inducir a su utilizacion acri-
tica para representar estructuras conceptualmente complejas y para las que los
2lumnos no estén intelectualmente preparados, lo que llevard a un fracaso en el
aprendizaje pretendido.

Los procesos de traducci6n entre distintos sistemas de representacion de un
mismo Concepto no son una cuestion trivial, como parecia entenderse hasta
fechas recientes. Veamos un ejemplo. La nocién de funcién y sus diversas repre-
sentaciones ha sido ampliamente estudiada por distintos autores; para esta no-
cién se consideran: descripciones verbales, tablas, grificas y férmulas como
sistemas de representacién posibles. En la Figura 4 se muestran varias represen-
taciones correspondientes a la funcién cuadratica simple.
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y=x, yx=x {x)=x} fix— >x2

Figura 4

Entre las expresiones distintas que admiten las funciones se pueden estable-
cer todas las conversiones o traducciones posibles. La Figura § reproduce la
tabla de doble entrada propuesta por Burkhard (Janvier, Girardon v Morand,
1993), en la que se recogen dichas conversiones expresadas mediante un verbo
de accién. La lectura de dicha tabla hay que hacerla desde el encabezamiento de
la fila al encabezamiento de la columna.

hasta | Descripciones " 1
P Tablas Grificas Férmulas
desde verbales
Destrezas de
Descripciones 3, modelizacién o | Meodelizacién
X Medicién . =
verbales bosquejo analitica
descriptivo
Tablas Lectura X Trazado Ajuste
s 2 Ajuste de
Grificas Interpretacién Lectura b4 ]
curvas
> Reconocimiento , ]
Formulas ) Cémputo Bosquejo X
de pardmetros

Figura 3

La tabla proporciona informacién sobre las distintas situaciones de traduc-
cién que pueden presentarse en el aprendizaje de las funciones y en el dominio
de sus diferentes sistemas de representacién. La carencia de trabajo sistematico
en este campo conlleva una merma de calidad en tal aprendizaje.
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4. SOBRE LA NOCION DE MODELO

4,1 Analisis conceptual

Al igual que el término representacién, el término “modelo” es polisémico.
En el diccionario Vocabulario Cientifico y Técnico (Real Academia de Ciencias,
1990) aparecen 44 entradas diferentes para dicho término. Con carécter general,
este diccionario establece: «<Modelo: esquema conceptual suceptible de un tra-
tamiento matematico, que interpreta o predice el comportamiento de un siste-
ma en el que se desarrolla un fenémeno determinado. Réplica a pequefa escala
de un determinado sistema.» En esta descripcién estdn encerradas dos nociones
complementarias del término modelo.

Bachelard (citado en Arca y Guidoni, 1989) da los siguientes significados al
término modelo: Arquetipo al que nos referimos, al que consideramos ejemplar
v al que tratamos de imitar. Prototipo de una clase donde se agrupan objetos,
hechos, procesos o situaciones con caracteristicas similares al prototipo. Es-
tructura hipotética de la realidad, inaccesible a la evidencia directa. Esquemati-
zaci6én construida con una multiplicidad de datos de la experiencia (de la realidad)
que proporciona una abstraccion satisfactoria de cémo funcionan las cosas. El
modelo es una abstraccién de una realidad fenomenoldgica y sirve de interme-
diario entre dicha realidad y un determinado campo teérico. El estudio ¢ inves-
tigacién de la realidad da lugar a la construccion del modelo.

Segiin Swetz (1989) el término modelo evoca la imagen de una entidad ffsi-
ca. Un modelo, en el sentido usual de la palabra, es una réplica, frecuentemente
a escala, de algiin objeto. Pero no toda la modelizacion es de naturaleza fisica,
asi los modelos tedricos son colecciones de principios o reglas que describen
exactamente el comportamiento de un fenémeno en la mente de un observa-
dor; se habla, pues, de modelo econdémico, modelo demografico, etc. En este
sentido, cuando la matemitica es base de un modelo tedrico se crea un modelo
matemaético.

De todo lo anterior destacamos que u# modelo es una esquematizacion abs-
tracta de la realidad, entendiendo que esta realidad puede pertenecer al mundo
de los fenémenos o al de los conceptos. Esto hace de los modelos poderosos
instrumentos conceptuales, que permiten a los sujetos alcanzar y representar
miltiples relaciones y estructuras que se presentan en la realidad, las cuales y
dada su complejidad, no son comprensibles y manejables en muchas ccasiones
fuera del modelo.

Los modelos son de uso constante en todas las ramas de la ciencia. Por ejem-
plo, en quimica se usa un modelo hecho de pequeiias esferas conectadas para
representar el dtomo. En arquitectura se usan dibujos a escala como modelos
para esquematizar edificios. En ciencias sociales se utilizan graficas para repre-
sentar procesos de cambio, demograficos, econémicos u otros, gue son objeto
de estudio para dichas ciencias.

También en matematica elemental se utiliza el término modelo en un senci-
do genérico; asi, se dice: matematizar la realidad a través de un modelo cuando
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determinados hechos y sus relaciones se expresan a través de términos y rela-
ciones matemdticas abstractas. Por ejemplo, una accién de reunir «a» objetos
con «a» objetos reiteradamente hasta «b» veces, da siempre el mismo resultado
independientemente de la naturaleza de los objetos; esta accién se esquematiza
mediante un modelo matematico: a*b, y se dice de esta expresién simbélica
que modeliza la accién de reunir «b» colecciones de «a» elementos cada una.

De acuerdo con lo anterior modelo matemdtico es una estructura matemdti-
ca que aproxima o describe ciertas relaciones de un hecho o fenémeno.

De otro lado, en los procesos de ensefianza v aprendizaje los contextos se
usan a modo de ayudas o herramientas para la adquisicién de aquella ideas o
conceptos abstractos a los que se quiere llegar. Por ejemplo, cuando se introdu-
ce alos nifios en la operacidén de producto a*b es posible la utilizacién de varios
contextos, es decir, de varias esquematizaciones de la realidad que ejemplifican
o representan la idea de producto. Este es el caso del contexto cardinal, la
representacién cartesiana, u otros. Un contexto cardinal consiste en tomar tan-
tos grupos de objetos como indique uno de los factores «a»; todos los grupos
han de tener tantos elementos como indique el otro factor «b»; el recuento de la
reunién de todos los elementos es el resultado del producto a*b. La representa-
cién cartesiana consiste en tomar un diagrama o tabla de doble entrada y trazar
tantas divisiones en uno de los ejes del diagrama como indique el factor «a» y en
el otro eje tantas divisiones como indique el factor «b»; el recuento de los pun-
tos de interseccién de las lineas trazadas por las divisiones es el resultado del
producto a*b.

En tanto que ejemplifican el concepto matematico de producto, puede de-
cirse también que un contexto cardinal concreto proporciona un modelo mani-
pulativo para el producto a*b, o que la representacién cartesiana facilita un
modelo grifico del mismo producto.

Como vemos la nocién de modelo es relativa: el concepto es un modelo
abstracto para los fenémenos y éstos, a su vez, ofrecen modelos concretos para
el concepto. En el primer caso se trata del esquema conceptual, mientras que en
el segundo de una réplica o maqueta.

4.2 Clases de modelos

Como hemos visto, la nocién de modelo es relativa, admite la consideracién
de tipos muy distintos y de diversas clasificaciones. Fischbein (1987) considera
tres distinciones o dicotomfias para clasificar modelos. La primera dicotomia
distingue entre Modelos Intuitivos y Modelos Abstractos. L.os modelos intuiti-
vos son de tipo sensorial, pueden ser percibidos, representados o manipulados,
tal como la maqueta de un edificio o poligonos troquelados para construir po-
liedros; las relaciones matemdticas, férmulas o funciones, son modelos abstrac-
tos de ciertas realidades concretas. Un modelo intuitivo no es necesariamente
reflejo directo de una cierta realidad; a veces estd basado en una interpretacion
abstracta de esta realidad. Los modelos intuitivos son sustitutos vélidos y acep-
tables que permiten trabajar nociones intuitivamente dificiles.
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Otra dicotomfa distingue entre: Modelos Explicitos y Modelos Implicitos.
En ocastones los modelos se elaboran para una sitnacién concreta, con el pro-
pésito de llegar mis ficilmente a una solucién; en otros casos, los modelos se
producen automdticamente y se usan ticitamente en conexidén con una cierta
realidad.

La tercera dicotomia distingue entre: Modelos Analdgicos y Modelos Para-
digmadticos. En el primer caso ¢l modelo y su original pertenecen a dos sistemas
conceptuales distintos, aunque existen semejanzas sistematicas entre ellos que
permiten asumir la existencia de otras semejanzas. En el caso de los modelos
paradigmaticos el original consiste en una cierta clase de entidades mientras
que el modelo viene dado por un ejemplar o una subclase de la categoria consi-
derada.

Estos tipos de modelos ofrecen una versién simplificada de una serie de
hechos o ideas originales, lo cual permite un mejor y més completo control
de un conjunto de datos y relaciones entre ellos. Como vemos, la nocién de
modelo es una nocién compleja que tiene importancia en el proceso de cons-
truccién de conceptos matematicos.

Gagatsis vy Patronis (1990} consideran que los modelos usados con mis fre-
cuericia en educacién matemdtica se pueden dividir en dos grupos, que persi-
guen la mistna finalidad: mejorar la ensefianza y el aprendizaje de la materia.
Pero existe entre estos dos grupos una diferencia importante por lo que se refie-
re a su naturaleza y uso. Los modelos del primer grupo se caracterizan, general-
mente, como modelos de aprendizaje de procesos; se usan exclusivamente por
investigadores y educadores en los procesos de ensefianza y aprendizaje. Por el
contrario, los modelos del segundo grupo reflejan el proceso intuitivo implicito
en el desarrollo del pensamiento. En este segundo grupo distinguen tres tipos:
Modelos concretos, que representan una idea matemitica mediante un objeto
tridimensional; Modelos pictéricos, que representan ideas matematicas median-
te diagramas o ilustraciones y Modelos simbélicos, que representan estructuras
matematicas por medio de un sistema de simbolos y reglas especificos, comiin-
mente aceptados, que comprenden conceptos, operaciones y relaciones. Estos
dos tltimos tipos de modelos son los que nosotros hemos denominado repre-
sentaciones.

5. RELACIONES ENTRE REPRESENTACIONES Y MODELOS

La relacién entre modelos y representaciones es, como venimos consideran-
do, muy estrecha. Las representaciones constituyen los diversos sistemas para
expresar un determinado concepto matemdtico; cuando queremos expresar un
concepto matemitico lo hacemos por medio de una representacién. Las repre-
sentaciones son notaciones, reglas y convenios, que expresan determinados as-
pectos y propiedades de un concepto; ninguno de los sistemas de representacién
de un concepto agota por si solo a dicho concepto.
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Hay esquemas o maquetas procedentes del mundo fisico o de otras discipli-
nas que, en ocasiones, pueden ejemplificar a un determinado concepto mate-
mitico. También se les llama modelos, pero el modelo no se identifica con el
concepro, sélo lo ejemplifica.

Al utilizar el término representacién hemos elegido un sistema estructurado
de signos que utilizamos como objetos matemiticos. Al utilizar el término mo-
delo queremos indicar que se trata de un esquema procedente de un campo
ajeno a las matemdricas, que sirve para pensar sobre las relaciones abstractas de
ese otro campo conceptual en términos de nociones y propiedades matemati-
cas. A veces la distincién puede ser sutil, ya que utilizamos signos matematicos
para hacer modelizaciones matemadticas de algfin otro tipo de fenémenos; esto
es lo que ocurre cuando empleamos la notaciones de la derivacién para mode-
lizar fenémenos de la fisica.

Las representaciones siempre ocurren en el interior de las propias matema-
ticas, aun cuando los simbolos o grificos elegidos procedan de otros campos.
Las modelizaciones ponen en conexién el campo de las matematicas con otros
campos del conocimiento o con un campo de fendmenos que no se consideran
matemiticos; en este caso, las matemdticas modelizan los fenémenos, pero a su
vez, los fendmenos ejemplifican u ofrecen modelos para un concepto matemidtico.

Representaciones y modelos son importantes en el proceso de ensenanza v
aprendizaje de las matemadticas ya que, las primeras, ofrecen signos o figuras
que actlian como expresiones del concepto sobre los que manipular propieda-
des u operaciones mateméticas y, los segundos, esquematizan el uso de las ma-
temdticas para interpretar y predecir fenémenos del mundo fisico, fenémenos
que, a su vez, ejemplifican los conceptos mateméticos.

Cada concepto o estructura conceptual dispone de unos sistemas de repre-
sentacidn prioritarios que conviene conocer y cuyas relaciones de conversion
entre sistemas hay que comprender y manejar. Este conocimiento proporciona
el dominio formal de cada estructura conceptual.

También cada estructura conceptual modeliza familias de fenémenos, que
les sirven de ejemplos. El uso de las estructuras matemdticas permite un control
y previsién de los fenémenos modelizados. Conocer los principales usos de
cada estructura matemdtica como sistema modelizador proporciona el dominio
técnico y aplicado del conocimiento matematico, por el cual este conocimiento
muestra su utilidad y caracter practico.

Modelos y representaciones forman parte destacada del conocimiento di-
déctico del contenido matemdtico v han de ser (itiles para organizar la informa-
cidn relevante de cada tema.

5.1 Utilidad e interés didactico de representaciones y modelos

La representaciones y los modelos sirven para comunicar ideas matemdticas
e Intervienen en la actividad de construccién de nuevos conceptos. La historia
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proporciona ejemplos de cémo algunos avances en matemdticas han surgido
por la utilizacién de un modelo pictérico, por la creacién de representaciones
iconicas potentes o ingeniosas que, en su inicio, funcionaron como modelos
exteriorizados de ideas o estructuras que ya eran conocidas. Mas tarde, estas
representaciones proporcionaron nuevas herramientas que generaron nuevas
ideas. Consideremos, como ejemplo, la idea de Descartes de aritmerizar el pla-
no mediante la introduccién de coordenadas y representar en forma de curva
plana las ecuaciones algebraicas de dos incégnitas; esta idea contribuy6 al desa-
rrollo de 1a matemética superior a partir del siglo XVIL Todo ello permite valo-
rar la importancia que tiene desarrollar y emplear cédigos y convenios para el
razonamiento matematico.

5.2 La matemdtica ofrece modelos para sitnaciones reales

Al proceso mediante el cual se construye y desarrolla un modelo matemati-
co se le conoce como modelizacion matemdtica. Modelizar una situacién de la
vida real significa matematizarla. Autores como de Lange (1987) y Swetz (1991)
consideran cinco pasos en todo proceso de modelizacién matematica:

1. Identificar un problema real, organizar la informacién, estructurarla y
obtener diversos patrones o regularidades entre sus datos, a la vez que se
identifican relaciones y otros aspectos matemdticos.

2. Interpretar el problema matemaéticamente; ¢l modelo matemdético més
formal y abstracto se ird desarrollando por aproximaciones a la situacién
real, normalmente por medio de graficas, ecuaciones, y tablas de valores.

3. Emplear teorfas y herramientas matemiticas para abordar y obtener la
solucién del problema; este modelo es entonces aplicado a la sitnacién
problemidtica real para describirla y predecir nuevos fenémenos.

4. Evaluar e interpretar la solucién del problema; el modelador examina y
evaliia el modelo a la luz de la situacién real original.

5. Refinar la solucién técnica para obtener mejor respuesta en los problemas
que quedan bajo la consideracién del modelo.

Queda asi reflejado que la modelizacién matemitica es, fundamentalmente,
una forma de resolucién de problemas de la vida real; pero no es una forma
cualquiera, sino que conlleva la consideracién del problema como un todo.
Para ello no sélo tiene en cuenta la solucién del mismo sino que exige la utiliza-
cién de una gran nimero de habilidades matematicas; no llega sélo a una res-
puesta especifica sino a un rango de respuestas que describen la conducta del
fendmeno considerado y da al resolutor sentido de participacién y control en
los procesos de solucién. Esto hace que la modelizacién matemdtica sea un
poderoso instrumento de aprendizaje significativo, a tener en cuenta para tra-
bajar en el aula.

Los autores mencionados sefialan tres contextos de aula en los que se puede
realizar la modelizacién. El primero se refiere a resolver problemas en los cua-
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les las operaciones matematicas surgen como generalizacién de acciones reales.
En el segundo caso, el estudiante toma un probiema de la vida real, lo organiza,
estructura, a continuacién determina la matemética relevante necesaria v, final-
mente, resuelve el problema; en otras palabras, el estudiante aplica a una situa-
cién real conceptos matemdticos de los que disponia previamente. En el tercer
contexto, el punto de partida es un problema de la vida real para el que se
introducen y desarrollan nuevos conceptos matemiticos.

5.3 Modelos de conceptos matematicos

No sélo los hechos reales pueden ser modelizados matematicamente, sino
que, a su vez, las ideas y conceptos marematicos pueden ser ejemplificadas a
través de modelos. Este es el caso de los materiales didicticos, que permiten
una presentacién sobre soporte fisico de determinados conceptos. Asi ocurre,
como se ha mencionado, con las regletas de Cuisenaire que ofrecen un modelo
parcial para el sistema decimal de numeracién, o con el geoplano que ofrece un
modelo para el estudio de algunas propiedades geométricas de las figuras pla-
nas. Estos modelos responden a la caracterizacién dada por Fischbein (1987)

«Un sistema B representa un modelo del sistema A si, sobre la base de cierto
isomorfismo, una descripcién o una solucién producida en términos de A puede
reflejarse consistentemente en términos de B y viceversas.

Seglin esta descripcién el modelo ofrece al usuario, generalmente resolutor
de un problema, un esquema que sustituye al concepto original y que, por sus
cualidades, estd mejor adaptado a la naturaleza del pensamiento humano que el
original; esto facilita al resolutor su tarea, de ahi la ventaja del uso de estos
modelos, a los que denomina modelos heuristicos.

La utilidad general de un modelo heuristico es doble: por una parte, facilita
la interpretacién de propiedades o relaciones matemdticas y, por otra, ayuda a
resolver problemas o cuestiones matematicas dotando a sus enunciados de una
concreccién fisica. Esto hace que el uso de modelos deba potenciarse en la
ensefianza, pues se trata de una herramienta esencialmente heurfstica. En este
caso, el problema a resolver, se traslada a los términos especificos del modelo y
a través de éste se debe encontrar la solucién usando sélo sus propias reglas
y elementos.

Un modelo es diddcticamente 1til si es, por si mismo, una fuente de proble-
mas y de soluciones, teniendo una correspondencia significativa con el original.
Los buenos modelos heuristicos han de ser generativos, internamente consis-
tentes y bien estructurados, deberdn codificar los datos del original (sus propie-
dades, procesos y relaciones) en los términos que le son especificos e
Intuitivamente aceptables. Los problemas se resuelven en términos del modelo
y se reinterpretan en términos del original.
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6. SIMBOLIZACION

En los apartados anteriores hemos fijado la nocion de simbolo como uno de
los modos de representacién de conceptos y procedimientos matemadticos; no
es el tinico significado que puede tomar este término ya que hay autores que lo
adoptan y utilizan en un sentido mds amplio. Asi, Newell (1990) define simbolo
como sinénimo de representativo, cualquier cosa que representa desempefia
una funcién simbsélica. Simbolo es un ente que se toma como sustituto de otro,
al cual se le llama referente. Estos entes pueden tomar una gran variedad de
formas, desde objetos concretos a marcas escritas en el papel y pueden repre-
sentar desde conceptos simples a otros mas complejos (Fernandez y Rico, 1992).
No obstante, mantenemos el sentido restrictivo adoptado en el apartado 3 y
con el que hacemos referencia a los simbolo matematicos.

Queremos mencionar aqui la capacidad de simbolizacién, que aparece en
los estudios sobre formacién, evolucién y aprendizaje de conceptos. La capaci-
dad de simbolizacién no queda reducida a las matemdricas. Piaget (1977) sos-
tiene que el juego simbélico aparece al mismo tiempo que el lenguaje, pero
independientemente de éste, y desempefia un papel considerable en el pensa-
miento de los nifios y nifias como fuente de representaciones individuales y de
esquematizacion representativa. Una de las caracteristicas humanas pot exce-
lencia es la capacidad destacada de simbolizacién, que comienza con la palabra
y da lugar a una simbolizacién general de todos los modos de relacién humana
con las cosas. El hombre hace uso inteligente de los simbolos, los utiliza en
lugar de objetos, preocupindose de que las manipulaciones de los simbolos
puedan trasladarse en todo momento a manipulaciones sobre los objetos. Los
simbolos que han sido conectados con ideas pueden utilizarse para pensar sobre
los conceptos que representan. Uno de los hechos mas potentes de la matema-
tica es la facilidad con que pueden ser manipuladas ideas complejas a través de
simbolos.

En sentido amplio, un sistema de simbolos mateméticos constituye un modo
especifico de representacién, un lenguaje de la materia (Skemp, 1980), que
satisface las siguientes funciones:

Facilitar la comunicacién. Dado que los conceptos son objetos puramente
mentales y no hay forma de observar directamente cl contenido de la mente es
necesario un medio visible que permita el acceso a los productos de la mente. El
simbolo es un medio visible que estd conectado a una idea, que es su significado.

Registrar el conocimiento. Entre las caracteristicas de las ideas estan ¢l ser
invisibles, inaudibles y perecederas; esto hace necesario un registro de las mis-
mas que asegure la comunicacion.

Formacion de clasificaciones miiltiples correctas. Un mismo objeto sc puede
clasificar de multiples formas. Por la asignacion de un simbolo a la clasificacion
somos capaces de concentrar nuestra atencién sobre propiedades diferentes del
mismo objeto. Cuantos més simbolos se puedan ligar a un objeto mayor sera el
nimero de clasificaciones en que pueda intervenir el mismo.
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Hacer posible la actividad reflexiva. Esta actividad permite a las personas ser
conscientes de sus propios conceptos y esquemas, percibir sus relaciones y es-
tructuras y legar a manipularlas de diversas maneras.

Ayuda para mostrar las estructuras. Por la reflexién los individuos son cons-
cientes de sus ideas y la relacién que existe entre ellas. La seleccién correcta de
simbolos puede ser de gran ayuda para evocar los conceptos correctos, o un
obstaculo st no se eligen adecuadamente.

Automatizar manipulaciones rutingrias. El progreso en matemdticas exige
que los procesos elementales se hagan automaticos, liberando asi la atencién
del individuo que podra centrarla en nuevas ideas. Esto se lleva a cabo separan-
do el concepto del simbolo y llegando a manipular éste de acuerdo con habitos
adecuadamente formados.

Actividad mental creativa. El uso de simbolos asociados a un concepto posi-
bilita el control voluntario, la comunicacién y el registro de conocimiento.

En términos generales podemos afirmar que los simbolos, en particular, los
simbolos matematicos, ayudan a generalizar ideas, a aplicar dichas ideas a di-
versas situaciones, y a facilitar la transferencia del aprendizaje. Sin embargo,
hay que ser cautos ya que este proceso no se realiza de manera automdtica; a
menudo los estudiantes generan respuestas manejando simbolos sobre el papel
de acuerdo con reglas memorizadas. Raramente se trata de una actividad re-
flexiva, incluso cuando realizan bien la tarea propuesta y han dade lugar a
habilidades especificas; un andlisis mas a fondo puede mostrar que son habili-
dades aplicadas de forma rigida y estin asociadas sélo a tareas concretas. Se ha
especulado recientemente sobre la hipétesis de que muchas de las dificultades
en matematicas proceden de un énfasis prematuro en el simbolismo y las reglas,
sin tener en cuenta la comprensién del significado matematico del referente.

En la instruccién para el desarrollo de competencias con simbolos es funda-
mental que, cuando se introduzcan a los estudiantes nuevos simbolos matema-
ticos, se realce el establecimiento de conexiones entre el simbolo y el significado
asociado del referente.

7. ALGUNOS EJEMPLOS DE REPRESENTACIONES Y MODELOS

Todos los tépicos que configuran el curriculo de matemaéticas de la Educa-
cién Secundaria Obligatoria necesitan de algin sistema de representacién, en
unos casos de tipo grifico en otros de tipo simbélico, v de ambos tipos en la
mayor parte de los casos. Para todos los conceptos resulta conveniente trabajar
utilizando los distintos sistemas de representacidn y modelos que dichos tépi-
cos poseen, va que la comprensidn de los conceptos mejora y los alumnos, a la
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vez, perfeccionan su capacidad de visualizacién con las representaciones y mo-
delos grificos. En el trabajo con representaciones habrd que tener en cuenta
que ver no equivale a visualizar y que una mirada no produce necesariamente
entendimiento. Habra que dibujar figuras simples para representar problemas
matematicos, interpretar aquellas representaciones que ilustran situaciones da-
das, de forma comprensiva y usar de manera adecuada diagramas y modelos
para resolver problemas planteados, todas estas acciones son destrezas eminen-
temente visuales.

A continuacién presentamos algunos ejemplos de representaciones y mode-
los asi como de su utilizacidén en relacién con la ensefianza y aprendizaje de las
matematicas. Hemos procurado ejemplificar distintos conceptos que configu-
ran el curriculo de matematicas para educacién secundaria.

7.1 Ndmeros figurados

La conceptualizacién actual de los niimeros se basa en ta nocién de sistema,
en el sistema intervienen los conceptos asi como las estructuras numéricas. Una
estructura numérica es un conjunto de entes abstractos expresados simbdlica-
mente al que se ha dotado de unas operaciones o modos de componer niimeros
y unas relaciones mediante las que se comparan dichos entes; la consideracién
conjunta de los entes, sus operaciones y sus relaciones es lo que caracteriza una
estructura numérica (Feferman, 1989). De lasideas expuestas se deriva la nece-
sidad de distiguir entre los conceptos y estructuras numeéricas y los sistemas de
representacién mediante los que se expresan. Esta diferencia no se considera
cuando se identifican los niimeros naturales con [os numerales que se obtienen
utilizando las reglas del sistema decimal de numeracién, ignorando que se trata
s6lo de una forma mids de representar nimeros, que en este caso usa las combi-
naciones lineales de las sucesivas potencias de 10. Si se considera el Teorema
Fundamental de la Aritmética se pueden expresar los niimeros como producto
de factores primos, lo que da lugar a una expresién distinta de los mismos lo
que, 4 su vez, supone un modo diferente de trabajar y de representar propie-
dades.

Cada una de las formas de representacién de los niimeros pone énfasis en
algunas de sus propiedades y dificulta la expresién de otras. El cardcter dindmi-
co del sistema de los niimeros naturales queda oculto en el uso de la representa-
cién decimal usual; dicho cardcter dindmico considera que los ndmeros se
determinan por sus relaciones mituas. Por gjemplo, saber lo que significa 15 no
s6lo es conocer que se trata de una 1 decena y 5 unidades, sino que también es:
3 veces 5, 5 veces 3, siguiente de 14, anterior a 16, la suma de los niimeros
consecutivos 7 y 8, la suma de los tres nilmeros consecutivos 4, 5 y 6, la suma
de los niimeros consecutivos 1, 2, 3, 4 y 5, el cuadrado de 4 menos 1, suma de
dos nimeros por su diferencia: (441).(4-1), etc. Desde esta perspectiva cada
ntimero es un nudo en el que se entrelazan una multiplicidad de relaciones, es
un elemento de una red compleja, fuertemente conectada, cuyo dominio deter-
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mina la comprensién real que cada sujeto alcanza del sistema de los niimeros
naturales (Rico, 1993).

Estas consideraciones ponen de manifiesto que, sobre la base del sistema
decimal, hay otros sistemas de representacion para los niimeros naturales, uno
de ellos es el andlisis aritmético de los nimeros, que considera cada niimero
como resultado de operaciones con otros nimeros. Una representacién grafica
para los niimeros la proporcionan las configuraciones puntuales o niimeros fi-
gurados, cuyo origen se remontan a la escuela pitagérica. La idea basica de este
sistema de representacion es considerar cada niimero como un agregado de
puntos distribuidos segtn una figura geométrica plana o espacial.

.
&
L ]
™ e e e e
s o 0 8 * s e
s o @
Figura 6

Mediante este sistema de representacion se consigzen dos informaciones
importantes sobre el nimero representado. Se visualiza al menos un anélisis
aritmético del niimero: un nimero triangular es la suma de niimeros consecuti-
vos empezando desde 1, un admero cuadrado es la suma de nimeros impares
consecutivos empezando desde 1. Esta informacién visual permite conocer pro-
piedades del niimero en cuestién y relacionarlo con otros. En segundo lugar,
distintos niimeros comparten un mismo tipo de configuracién puntual. El ans-
lisis aritmético que expresa la configuracién correspondiente se convierte en
una propiedad de todos estos niimeros que puede generalizarse. De esta forma,
el sistema de representacién mediante configuracién puntual es un instrumento
para establecer propiedades comunes a varios nimeros y descubrir nuevas rela-
clones entre ellos.

Figura 7
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Tomando como base estas reflexiones proponemos actividades para el aula
en las que se representen sucesiones de ndmeros en tres sistemnas simbélicos
distintos: patrones puntuales, secuencia usual y desarrollo aritmético (Figura 8)
como situaciones previas a la tarea de hallar el término general de una sucesién.

representacion: s o ° o » + 0 0 ®
L ] * 8 L * @&
secuencia numérica: 3 3 7
desarrollo aritmético: | 2+1 3+2 4+3
Figura 8

Con tareas de este tipo se trabaja en los procedimientos siguientes:

traduccién de uno a otro de los sistemas de representacion,
continuacién de la secuencia,

extrapolacién de términos de la secuencia,

expresion del término general,

obtencién de términos particulares a partir del término general.

A partir de la Figura 9 se presentan varios ejemplos de tareas:

1° 22 3¢
2 0 @&

. @ * 0 @
> * 0 @ ¢ 8 @
s @ [ N B . 9 9

Figura 9

Dibuja el término siguiente.

Dibuja el término 7°

Indica cémo es el término de lugar n.

Escribe debajo de cada figura el namero que representa.
Debajo de cada niimero escribe su desarrollo.

7.2 Representacién de razones trigonométricas
Las razénes trigonométricas de un dngulo o tienen una representacién in-

mediata sobre los lados del mismo. Trazando una perpendicular cualquiera des-
de uno de los lados del dngulo hasta el otro lado:
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Figura 10

se definen las razones trigonométricas del mismo en funcién de los segmentos
obtenidos, como sigue: el seno es el cociente entre segmento opuesto al angulo,
partido por el segmento contiguo v no perpendicular al anterior

sen ¢ = AD/OD =BE/OE = CF/OF

El coseno del dngulo a es el cociente entre el segmento contiguo y perpendi-
cular al trazado y el contiguo no perpendicular al mismo

cos ot = QA/OD = OB/OE= QC/OF

La tangente del dngulo es el cociente entre los segmentos opuesto y conti-
guo al mismo y, a su vez, perpendiculares, o sea, el cociente entre los valores de
SEno y coseno,

tg & = AD/OA = BE/OB= CF/OC

El tridgngulo rectangulo ofrece un esquema adecuado para la representacién
de las razones trigonométricas, como se muestra en la figura 11:

sen & =a/c, cos & =b/fc, tg o =a/b

Figura 11

Por su parte, la circunferencia goniomeétrica o de radio unidad es la repre-
sentacién mds adecuada para el estudio de las razones trigonométricas de un
dngulo. EI dngulo ha de estar centrado en el origen de coordenadas uno de
cuyos lados ha de coincidir con la parte positiva del eje de abcisas y orientado
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en sentido contrario al de las agujas del reloj. Cumpliéndose todos estos requi-
sitos, las razones trigonométricas del dngulo estén determinadas por las coorde-
nadas del punto B, de corte entre la semirrecta que determina el lado “libre” y
dicha circunferencia unidad.

P(xy)

sen 0=y  CO§s O =X, g0 =Xy

Figura 12
7.3 Modelos tridimensionales

Hay investigaciones (Ben-Chaim, 1989) que evidencian que, a menos que
los estudiantes de los grados medios tengan experiencias con objetos concretos
y semi-concretos, como son las construcciones con sélidos, la representacion en
dos dimensiones de objetos de tres dimensiones y sepan también leer tales re-
presentaciones, encontrarin dificultades para comprender las partes ocultas en
una representacién plana de los objetos de tres dimensiones, o para realizar de
forma correcta actividades en las que intervengan isometrias o dibujos de séli-
dos. Conscientes de estas dificultades se aconseja incorporar experiencias con
modelos de cuerpos geométricos, como es el caso de los poliedros, antes de
pasar a la representacién en el plano de los cuerpos.

o

Figura 13
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As{ mismo se aconseja utilizar modelos de elementos geométricos para vi-
sualizar propiedades algebraicas. Por ejemplo, en la Figura 14 se observa un
cubo compuesto por una serie de paralelepipedos cuyas aristas miden ay b, con
este cubo se visualiza el desarrollo del cubo de la suma de un binomio
(a+b)*=a’+3a’b+3ab*+b?

T~

Figura 14

7.4 El 4rea del rectingulo como modelo

El 4rea del rectangulo, y como caso particular el 4rea del cuadrado, presenta
grandes posibilidades heuristicas cuando se toma como modelo, es decir, como
esquema para presentar algunos conceptos. Exponemos ejemplos del uso que
se puede hacer del rectingulo para modelizar distintos conceptos matemiticos.
Estos conceptos corresponden a distintos niveles del sistema educativo.

La Figura 15 visualiza cada uno de los productos 2x3, 2x13 y 12x13, en un
rectangulo distinto; en los dos tltimos casos se hacen patentes las unidades de
distinto orden.

[T ’

Figura 15

En la Figura 16 se representa el producto de dos nimeros decimales:
0.7x1.2 = 0.94

Figura 16
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El area de un rectdngulo dividida en partes ignales se utiliza para modelizar
el concepto de fraccién y la nocién de fracciones equivalentes (Figura 17).

Z
3

4
&

Figura 17

La operacion de suma y producto de fracciones también pueden ser presen-
tadas mediante este modelo. La figura 18 muestra como 2/3 + 1/2 (ignorando
las lineas horizontales) es igual que 4/6 + 3/6 {(romando ahora en cuenta las
lineas horizontales)

Figura 18

La nocién de porcentaje es posible esquematizarla en una barra, como caso
particular de rectdngulo. Las ideas de 50 %y 120 % no resultardn tan abstractas:

0% 50%% 100% 0% 100%  120%

Figura 19

Con la barra se pueden resolver problemas como el siguiente: ¢5i 32 es el
80 % de un niimero ¢Cuil es ese nimero? Designando el total de 1a barra (100 %)
por el ntimero desconocido n, y haciendo coincidir 80 % con 32 se visualiza el
problema:
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0% 80% 100%

Figura 20

Es posible visualizar propiedades aritméticas expresadas simbélicamente como
ia propiedad distributiva del producto respecto de la suma o el desarrollo del
cuadrado de un binomio

b ¢

alb + ¢} = zb + ac

x ¥

(x + vy = x>+ 2xy + ¥

Figura 21

Otros problemas de nivel mis elevado se pueden resolver también utilizan-
do el drea del rectingulo. Por ejemplo problemas de mezclas de dos cantidades
que se combinan de alguna manera, para obtener otra cantidad que satisfaga
unas condiciones dadas, como el siguiente: Se dispone de un frasco con una
solucién compuesta por 25 % de antiséptico y 75 % de agua. ¢Cudnta agua se
ha de afiadir para obtener una solucién con el 15 % de antiséptico? En la Figura 22
se han representado dos rectingulos, uno corresponde a la situacién inicial y el
otro a la situacién final

H %
agu
50 50 I
agua
0.25 0.5
1 litro  x lieros (1 + x) litros
(a) (5}
Figura 22
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Llamando x a la cantidad de agua que hay que afiadir, por lo que en el
primer rectdngulo se ha marcado 1 litro v x litros que hay que afiadir. En la
vertical de ambos rectangulos se ha marcado el pocentaje de antiséptico. En los
dos casos la cantidad de antiséptico es la misma, lo que se puede expresar por la
signiente expresion algebraica:

0.25(1)=0.15(1 +x)

cuya solucién x=2/3 de litro es la solucién del problema. (Bennet y Maier,
1996). '

En los casos ejemplificados el esquema rectingulo se ha presentado como
auxiliar del concepto en estudio; no cabe duda que en algunos de los ejemplos
propuestos el rectdngulo se puede considerar como una representacién del mis-
Mo concepto,

7.5 Modelos para nociones de probabilidad

El experimento de lanzar una moneda al aire y comprobar el resultado obte-
nido, repetido un numero considerable de veces, puede ser modelizado reali-
zando un registro de los resultados de la experiencia y una posterior
representacion, mediante una grafica, de la distribucién de los mismos.

Un experimento menos simple que ¢l anterior es la utilizacién de una mi-
quina de probahilidad o de Galton. Una adaptacion de la misma aparece ¢n la
Figura 23:

Figura 23
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Se introducen por la parte superior de la maquina 256 bolas; en el dibujo se
observa la posicién de las bolas después de haber discurrido por los distintos
canales. Su distribucién en la posicidn final es una aproximacién a la distribu-
cién binomial, y por su disposicién proporciona una aproximacién de la distri-
bucién normal.

Existe paralelismo entre la accién de dejar caer las 256 bolas en esta maqui-
na de 8 niveles y tirar § monedas 256 veces. Estos dos experimentos son equi-
valentes en el siguiente sentido: el ndmero de bolas esperado al final de cada
uno de los nueve canales procede de los ocho anteriores; a cada uno de ellos le
llega a través de los dos tiltimos canales que a su vez les llega de dos anteriores
y asi sucesivamente; esto se corresponde, respectivamente, con el niimero de
posibilidades de obtener cara (0 caras, 1 cara, 2 caras y asi sucesivamente) si se
tiran 8 monedas 256 veces.

La siguiente actividad utiliza el proceso de la mdquina de Galton y permite
obtener una representacion grafica y una expresién simbdélica de sus resultados.

El material necesario es un grafico como el de la Figura 24 y una moneda
(o un dado):
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Se coloca una ficha en la casilla de salida y se arroja la moneda al aire, si sale
cara (c) se mueve hacia abajo a la izquierda y si sale cruz (x) se mueve hacia
abajo a la derecha (en el caso de tomar un dado se considera como opciones gue
el resultado obtenido sea un nfimero par o impar). Hay que llegar a una de las
tiltimas casillas A, B, C o D. El experimento se puede repetir un niimero eleva-
do de casos. Si se registran los resultados del experimento se puede comprobar
que las casillas B y C son las que mads llegadas registran. La justificacién a este
hecho se puede encontrar haciendo un estudio de las distintas trayectorias que
puede registrar la ficha dependiendo del resultado obtenido en la moneda:

Figura 25

Hay una sola ruta que lleva a las casillas A y C (ccee y xxxx) y tres rutas que
llevan a B y D (xxc, cxc, xc¢ para Bj cex, xcx, cxx para D).

Aumentando el nimero de filas, repitiendo el proceso de contar las trayec-
torias y anotando los resultados tenemos el siguiente patrén numérico:

para una fila 1 1
para dos filas 1% 2L
para tres filas 1= 3 *gl 1

patacuatro filas 1 4 6 4 1
paracinco filas 1 5 10 10 5 1

Este patrén permite seguir escribiendo filas hasta la posicién que se desee,
hablar del tridngulo de Pascal y relacionar con los coeficientes de un binomio
asi como con la relacién con la distribucién binomial.
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CapiTuio V

Dificultades, obstaculos y errores en el
aprendizaje de las matematicas en la
Educacién Secundaria

Martin Socas

1. INTRODUCCION

El aprendizaje de las matemadticas genera muchas dificultades a los alumnos
y éstas son de naturalezas distintas. Algunas tienen su origen en el macrosistema
educativo, pero en general, su procedencia se concreta en el microsistema edu-
cativo: alumno, materia, profesor e institucién escolar. Las dificultades, por
tanto, pueden abordarse desde varias perspectivas seglin pongamos énfasis en
uno u otro elemento: desarrollo cognitivo de los alumnos, curriculo de mate-
miticas y métodos de ensefianza,

Estas dificultades se conectan y refuerzan en redes complejas que se concre-
tan en la practica en forma de obsticulos y se manifiestan en los alumnos en
forma de errores.

El error va a tener procedencias diferentes, pero, en todo caso, va a ser
considerado como la presencia en el alumno de un esquema cognitivo inade-
cuado y no solamente como consecuencia de una falta especifica de conoci-
miento o de un despiste,
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Tomaremos como contenido matemético el lenguaje algebraico y a ¢l nos
remitiremos para ilustrar de manera concreta las cuestiones que s¢ van plan-
teando a lo largo del capitulo.

El propésito de este capitulo es hacer una reflexion general sobre este tema
central en el aprendizaje de las matematicas y poner en contacto al lector con
los aspectos més relevantes en torno a las dificultades, obstaculos y errores que
presentan los alumnos en la construccién del conocimiento matemadtico. Para
ello, analizaremos el origen de estas dificultades, la nocidn de obstdculo y los
diferentes errores que cometen los alumnos al trabajar con las matemdticas;
también comentaremos las razones por las que se origina.

Al conocer de manera general o especifica estas razones, podemos propiciar
una ensefianza adecuada y facilitar un mejor aprendizaje de Jas matematicas.

2. DIFICULTADES EN EL APRENDIZAJE DE LAS MATEMATICAS

Las dificultades y los errores en el aprendizaje de las matemdticas no se
reducen a los menos capaces para trabajar con las mateméticas. En general,
algunos alumnos, casi siempre, y algunas veces, casi todos, tienen dificultades y
cometen errores en el aprendizaje de las matematicas.

Estas dificultades que se dan en la ensefianza-aprendizaje de las mateméticas
son de naturaleza diferente v se pueden abordar, obviamente, desde perspecti-
vas distintas.

Aceptando que la naturaleza de las dificultades del aprendizaje de las mate-
maticas es de diversa indole y que se conectan y se refuerzan en redes comple-
jas, éstas pueden ser agrupadas en cinco grandes categorias: las dos primeras
asociadas a la propia disciplina (objetos matemiticos y procesos de pensamien-
to), la tercera ligada a los procesos de ensefianza de las matematicas, la cuarta
en conexién con los procesos cognitivos de los alumnos, y una quinta, relacio-
nada con la falta de una actitud racional hacia las matematicas.

De manera més explicita estas dificultades se pueden organizar, en lineas
generales en los siguientes topicos:

1. Dificulrades asociadas a la complejidad de los objetos de las matematicas.

2. Dificultades asociadas a los procesos de pensamiento matematico.

3. Dificultades asociadas a los procesos de ensefianza desarrollados para el
aprendizaje de las matemdticas.

4. Dificultades asociadas a los procesos de desarrollo cognitivo de los alum-
nos.

5. Dificultades asociadas a actitudes afectivas y emocionales hacia las mate-
maticas.

Parece necesaria una reflexion mas detallada de cada uno de estos topicos
para situarnos mejor en la naturaleza de estas dificultades.
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2.1 Dificultades asociadas a la complejidad de los objetos de las matemadticas

La comunicacién de los objetos matematicos, principalmente de forma es-
crita, se realiza a través de los signos matemiticos con la ayuda del lenguaje
habitual que favorece la interpretacién de estos signos.

Nos encontramos, de esta manera, con diferentes conflictos asociados a la
comprensién y comunicacién de los objetos matematicos. Uno de estos conflic-
tos nace de la ayuda que la lengua comiin presta a la interpretacién de los signos
matemdticos. El lenguaje habitual usado en la comunicacién puede expresar su
significado aunque se cometan abusos morfosinticticos, tales como roturas de
reglas gramaticales o faltas de ortografia. El significado puede ser comunicado
por alusién o asociacién. Sin embargo, el lenguaje de Ias matemadricas es més
preciso, estd sometido a reglas exactas, y no comunica su significado, salvo por
la interpretacién exacta de sus signos. Este conflicto involucrado en el uso del
lenguaje ordinario, dentro del contexto matematico, es un conflicto de preci-
s16m.

Otro problema del lenguaje en matemiticas es el originado por el vocabula-
rio comtin. Palabras como, por ejemplo, rafz, potencia, producto, matriz, pri-
mo, factor, diferencial, integral, semejante, indice, funcién, etc., tienen
significados diferentes en matematicas y en el lenguaje habitual, de modo que el
uso de tales palabras puede producir dificultades a cansa de la confusién se-
mintica implicada.

Hay también algunas palabras usadas en ciertos contextos que pueden oca-
sionar confusiones de conceptos y que, probablemente, podrian ser evitadas,
particularmente, cuando se emplean connotaciones del lenguaje diario para atraer
la atencidn sobre un signo. Se puede oscurecer asi su significado mds que desta-
car el concepto subyacente; por ejemplo, “afiadir un cero” en la multiplicacién
por 10, “reducir una fraccién™ o “reducir una expresion algebraica” en la sim-
plificacién, que connota hacerla mas pequefia, identificar una letra con un sig-
nificado algebraico como una determinada “fruta” (3x+2y, igual a tres peras
més dos manzanas)...

Igualmente en relacidn con los conceptos, tenemos palabras especificamen-
te matemdticas, por ejemplo, hipotenusa, paralelogramo, coeficiente, isésceles,
divisor, miltiplo, etc., que por ser poco familiares y frecuentemente mal enten-
didas, suelen presentar al alumno considerables dificultades, al encontrarse con
ellas inicamente en sus lecciones de matemdticas.

Las palabras de igual significado en la lengua comin y en matematicas tie-
nen su principal problema en saber que, en efecto, el significado es el mismo. A
veces, los alumnos pueden pensar que una palabra de lenguaje habitnal, toma
un significado distinto y a veces “misterioso”, cuando se emplea en matemati-
cas. Pertenecen estas dificnitades a otro dominio del lenguaje matemitico que
es la Pragmatica y se refiere al estudio del sentido que se da al discurso en
funcién del contexto en el que se enuncia. Hay una infinidad de cuestionamien-
tos por parte de los alumnos en funcién de que la palabra se encuentre en un
contexto ¢ en otro. Se presentan por la influencia que tiene el contexto en la
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palabra. De igual manera, las preguntas o cuestiones que planteamos a nuestros
alumnos estan también influenciadas por el contexto. Recordemos el ya clsico
ejemplo: ¢Cudl es la edad del capitdn?, que tiene su origen en una encuesta
realizada en 1979 en el IREM de Grenoble {Instituto de Investigacién de la
Enschanza de las Matematicas) que se publicé en el Boletin de la Asociacién de
Profesores de Matemdticas de la ensefianza pablica en 1980 y que dio origen a
un libro del mismo titulo realizado por Stella Baruk en 1985.

Se trata del signiente problema: Hay un barco que tiene tanto de largo y
tanto de ancho, que transporta tantas ovejas y tantas toneladas de trigo...,y
después se pregunta: ¢Cudl es la edad del capitin? Se propusieron problemas de
este tipo y se vio que la mayor parte de los alumnos daban la edad del capitan,

Se podria pensar que se trata de un hecho excepcional. Sin embargo, cuando
se est4 reunido con profesores de mateméticas para seleccionar y hacer ejerci-
cios y se proponen ejemplos andlogos en los que aparecen situaciones mal for-
muladas como: Encontrar x en:

10

oresolver | |x-2|-5]=-3

12

todos podemos estar sometidos a dar respuestas parecidas, si estamos en una
situacién escolar.

Otros aspectos del lenguaje de las mateméticas que difieren de la lengua
comiin, son los que hacen referencia al lenguaje de los signos, y que son fuente
de confusién en muchos alumnos; por ejemplo, su sintaxis —reglas formales de
las operaciones— puede algunas veces entenderse y desarrollarse mas alld del
dominio original de sus aplicaciones. Esto pertenece a lo que denominamos la
naturaleza abstracta de los conceptos matemdticos. Pero esta naturaleza abs-
tracta debe ser entendida como un proceso de abstraccién caracterizado por
diferentes ctapas. Para situar mejor las dificultades y los errores que se originan
en el desarrollo de los signos mateméticos, conviene analizar los diferentes esta-
dios de desarrollo que se dan en los sistemas de representacién cognitivos, to-
mando como ejemplo algunos objetos mateméticos. Asf, en el proceso de
aprender a usar correctamente los exponentes, podemos diferenciar tres etapas
distintas.

Primeramente, el sistema nuevo de signos es caracterizado por el sistema
antiguo, ya conocido de los alumnos, que es en este caso el conjunto de las
operaciones de sumar, restar, multiplicar y dividir; de esta manera, se definen
los elementos del sistema nuevo 3* 6 a* como:
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F*=3x3x3x3 0 a*=axaxaxa

Es un estadio que se denomina semidtico, donde los alumnos aprenden sig-
nos nuevos que adquieren significado con los signos antiguos ya conocidos.

En un segundo estadio, el sistema nuevo se estructura segin la organizacién
del antiguo, y asi, mediante procesos como:

34 x 33 = 2 = 37

l l I

B3x3x3x3) x (Bx3ixi)=—

llegamos al esquema general a* x 2 = a*+? = @7, que puede ser expresado
simbélicamente como a™. a™ = am* 1,

Asimismo empleando los métodos de manipulacion de fracciones aritméti-
cas y algebraicas, se puede obtener, mediante el sistema antiguo, un esquema
para la divisién:
a-a-a-a-a

e

.&3=

= B .
a =a-a=a ue puede ser expresado simbélicamente como
3

aa
a™a"=a"™ " obteniendo asf la ley de los exponentes.

Es este segundo estadio, el denominado estadio estructural, donde el siste-
ma antiguo organiza la estructura del sistema nuevo. Comienzan a aparecer, en
este estadio estructural, diferentes problemas que nos obligan en un primer
MOmento a poner restricciones, por ejemplo, m > n, ya que a° & a2 no tienen
explicacién en el sistema antiguo; por el contrario, situaciones como (2/3)* =
(2/3)x (2/3) x (2/3) x (2/3), sf tienen significado en el sistema antiguo.

Aparecen en este estadio estructural verdaderas dificultades cognitivas que
al no ser explicadas por el sistema antiguo, se recurre a la observacion de regu-
laridades y comportamientos patrones, para dotarlos de significado, por ejem-
plo, en este caso:

33 = RS eSS —"2.7
33 =3x3=9

3' =3

SEN=1

37 =1/3.

Hemos eliminado algunas restricciones, pero todavia quedan signos que no
pueden ser dotados de significado, ni siquiera con la técnica de la regularidad y
de los comportamientos patrones; en este momento estos signos actdan con
significados propios, independientemente del sistema anterior. Es el estadio
auténomo del sistema nuevo, en nuestro ejemplo:

M .
e =4er o o =- 1, etc.
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Es éste el proceso de generalizacién de las mateméticas y €s una caracteristi-
ca de la misma, como parte inherente del desarrollo de sus signos. Es, por tan-
to, el sistema nuevo una fuente de dificultades al encontrarnos con elementos
que nto pueden ser conocidos en términos del sistema de signos antiguo.

Hemos analizado con cierto detalle ef caso de las potencias, pero este desa-
rrollo descrito antes no es exclusivo del proceso de aprender el uso de expo-
nentes. Encontramos situaciones. similares en el desarrollo de los signos
matemiticos si, a titulo de ejemplo, observamos las funciones trigonométricas.

Las funciones trigonométricas seno, COSENo y tangente, aparecen frecuente-
mente en su estadio semictico relacionandose con tridngulos, rectingulos y for-
muladas en términos de medida de los lados “adyacente”, “opuesto” o
“hipotenusa”.

Posteriormente, en el estadio estructural, junto con las propiedades que pue-
den ser organizadas con el sistema antiguo, aparecen propiedades como la pe-
riodicidad o la naturaleza funcional, que nuevamente han de ser dotadas de
significado por el principio de regularidad y los compaortamientos patroses,
para llegar a una etapa aurénoma donde estos signos actiian con significado
propio; observemos, a titulo de ejemplo, que en el caleulo diferencial, la fun-
cién cos (x2) es significativa, aunque el cuadrado de un dngulo no lo sea.

Vemos cémo el lenguaje de las mateméticas opera en dos niveles, el nivel
semdntico —los signos son dados con un significado claro y preciso-, y el nivel sintdc-
tico —los signos pueden ser operados mediante reglas sin referencia directa a
ningtin significado—. Es decir, los objetos de las matemiticas (nimeros, lenguaje
algebraico, funciones, etc.) se presentan bajo un aparente dilema con estatus
diferentes: el estatus operacional, de caricter dindmico, donde los objetos son
vistos como un proceso, y el estatus conceptual, de cardcter estatico, donde los
objetos son vistos como una entidad conceptual. Ambos estatus constituyen,
obviamente, los dos aspectos integrantes del objeto de la matemdtica.

Son estos aspectos los que ponen de manifiesto la naturaleza abstracta y la
complejidad de los conceptos matematicos.

2.2 Dificultades asociadas a los procesos de pensamiento matematico

Las dificultades asociadas a los procesos de pensamiento matemético se po-
nen de manifiesto en la naturaleza légica de las matematicas y en las rupturas
que se dan necesariamente en relacion con los modos de pensamiento matema-
tico.

Siempre se ha considerado como una de las principales dificultades en el
aprendizaje de las matematicas, el aspecto deductivo formal. Ef abandono de
[as demostraciones formales en algunos programas de matematicas de la Secun-
daria se ha estimado como adecuado, pero esto no incluye el abandono sobre el
pensamiento 16gico; es decir, la capacidad para seguir un argumento légico,
siendo esta incapacidad una de las causas que genera mayor dificultad en el
aprendizaje de esta ciencia. El abandonar ciertas demostraciones formales en
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beneficio de una aplicacién més instrumental de las reglas matematicas, no debe
implicar de ninguna manera el abandono del pensamiento légico, por ser éste
una destreza de alto nivel que resulta necesaria para alcanzar determinados
niveles de competencia matemdtica,

El fomentar esta capacidad para seguir un argumento légico no se debe con-
traponer a los métodos intuitivos, a las conjeturas, a los ejemplos y contraejem-
plos, que también permiten obtener resultados y métodos correctos, sino que,
més bien, esta capacidad se desarrolla con la prictica de estos métodos infor-
males; sin embargo, si estaria en contra de la intencién ingenua de los métodos
rutinarios, de las conjeturas aleatorias, etc.

Este enfoque légico de las matematicas debe conducir a resolver los proble-
mas por medio de un pensamiento matemadtico inteligente, v, en este sentido,
desarrolla una idea més amplia que la propia deduccién formal. La deduccién
l6gica no debe confundirse ni con la deduccién formal ni con los procedimien-
tos algoritmicos. El pensamiento légico debe estar presente en todas las activi-
dades matemadticas.

¢Qué ocurre con las matemdticas escolares? ¢Estan organizadas v desarro-
lladas con estos principios Iégicos? En general, la “légica” de las matematicas
escolares depende muchas veces de la situacion en la que se encuentre el alum-
no. Ya hemos mencionado la pragmadtica como un dominio del lenguaje, donde
el sentido de la palabra estd en funcién del contexto en que se enuncia; en un
sentido mas general, podemos hablar de la influencia de lo social sobre lo 16gi-
co. Generalmente, cuando planteamos cuestiones buscamos el interés matema-
tico, el planteamiento de la ecuacién, pero, a veces, ¢l contexto escogido es
socialmente absurdo.

El sigutente problema:

“Dos obreros instalan doce metros de tuberia en nueve horas. Completa el
cuadro:

Niamero ffl‘Eirébrcros ero de merros. de tibéria & (har
it | instaladcs
2 12 9
§ 24 9
6 12 ?
1 p 18

Parece de lo mds normal, esperamos que se aplique la proporcionalidad;
esto se comprende bien. Sin embargo, profundizando, tampoco es razonable
aplicarla en esta situacién ya que sabemos bien que el trabajo en equipo no
genera un trabajo proporcional al nimero de personas sino al ritmo de cada
una de ellas. Podria ocurrir que alumnos con una actitud critica no respondie-
ramn, como esperamos, a la altima pregunta.
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Parece que en el ambito escolar generamos con las matemdticas una “logica
escolar” diferente de la “légica social”, y esta lgica escolar lleva al alumno a
responder, no a la pregunta que realizamos en el problema sino a una meta-
pregunta: ¢qué espera el profesorado que yo hagar

Por ello, a efectos de aminorar las dificultades de los alumnos en el aprendi-
zaje de las matematicas, parece necesario potenciar el pensamiento ogico de las
mateméticas v conjugar esta légica interna de la matemdtica con la “I6gica
social” en la que estd inmerso el alumno.

Otras veces esta “l6gica social” dificulta el verdadero sentido de los objetos
mateméticos. Veamos algunos ejemplos. Los niimeros decimales se presentan
en la vida corriente como parejas de niimeros enteros; asi decimos: Victor mide
un metro ochenta y no se trata del niimero 1,80, sino de dos némeros enteros,
1y 80, con dos unidades distintas, el metro y el centimetro. Fste modelo del
niimero decimal como pareja de ndmeros enteros es de naturaleza social y que-
da en la mente del alumno, y podemos encontrarnos con errores que se justifi-
can via esta “l6gica social”:

1,3 < 1,28 porque 3 < 28, &
0,3%x0,3=09porque 0x0=0y3x3=9,6

entre 1,3 v 1,4 no hay otro niimero porque no hay niimero entre 3 y 4.

Otro ejemplo lo podemos encontrar en el modelo social mas utilizado para
clasificar, la particién, es decir, en conjuntos de interseccién vacia. De esta ma-
nera para el artesano que hace baldosas, una baldosa cuadrada no es rectangu-
lar. Nos encontramos con errores asociados a esta forma de clasificar.

Los modos de pensamiento matemdtico provocan rupturas que se convier-
ten en dificultades en el proceso normal de construccién del conocimiento
matematico. El saber matemadtico anterior produce modelos implicitos para re-
solver los problemas matematicos. Muchas veces estos modelos son adecuados,
pero otras, por el contrario, aparecen como dificultades para el saber matemé-
tico nuevo.

Estas dificultades, en general, no se pueden evitar ya que forman parte del
proceso normal de construccién del conocimiento matemitico, pero los profe-
sores tienen que conocerlos y reflexionar sobre ellos para facilitar su explicita-
cién por parte de los alumnos. Si se quedan implicitos, es muy dificil incorporar
otro saber nuevo.

Veamos a tftulo de ejemplo dos rupturas importantes que se dan en relacion
con los modos de pensamiento matemdtico: El modelo aditivo crea dificultades
al modelo multiplicativo y lineal y éste, a su vez, crea dificultades a otros mo-
delos.

Como hemos visto en el apartado anterior, en la escuela primaria, se intro-
duce la multiplicacién como una adicién que se repite

3t errenenes +a=nhba (estadio semidtico)
(b veces)
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Esta adicién que se repite no puede dar sentido a la multiplicacién con otros
niimeros (enteros negativos o racionales). Constituye una fuente de dificultades
ya que conduce dinicamente a una ley externa:

xel ¥ ne N; X+ "t X =0 X
plqeQ v neN; piq + . "...t pla=n.plg

peroNcZ y N Q,esdecirquen € Z y n € Q, serd necesario dotar de
significado a la multiplicacién dentro de Z y Q y facilitar las identificaciones
sucesivas entre los nlimeros.

Hemos de cambiar el punto de vista muchas veces a propésito del nimero,
el ntumero sirve para coniar (conjunto N), para medir (conjuntos Q* y RY) v
para operar (Z y Q).

Cuando el modelo lineal queda implicito, éste constituye un conflicto para
los otros modelos. Asi, por ejemplo, a los modelos a x + b, x*, ¥x 6 1/x, se
le suelen aplicar las propiedades de linealidad:

(a+b)2 =a2 + 2, fa+b=~far Jb y Ux+y)=1x+ 1y

donde este primer error adquiere mas fuerza a causa de la analogfa con
{a-+b) (a-b) = a*- b
A otras funciones también se les aplica las propiedades de linealidad
senda=3sena ¢ 2"*m =204 2m

En actividades de resolucién de problemas con relacién al comportamiento
exponencial nos encontramos en situaciones anilogas; por ejemplo, si pedimos
a nuestros alumnos que tomen una hoja de papel y la doblen, una vez, dos
veces, etc., v preguntamos: ¢si doblo n veces cudntos pedazos de papel tengo?
Bastantes alumnos contestan “2n”, es decir, recurren al modelo lineal. Con
bastante reflexién determinan 27

Vemos cémo los modelos implicitos que generan ciertos modos de pensa-
miento se convierten en dificultades para el proceso en el conocimiento mate-
matico, dificaltades que, por otro lado, no se pueden evitar. Los profesores
deben conocer y reflexionar sobre estos obsticulos, con el fin de no facilitar en
la ensefianza la formacién de estas dificultades.

2.3 Dificultades asociadas a los procesos de ensefianza

Las dificultades asociadas a los procesos de ensefianza tienen que ver con la
institucién escolar, con el curriculo de matemdticas y con los métedos de ense-
flanza.

La institucién escolar debe propiciar una organizacién escolar que tienda a
reducir las dificultades del aprendizaje de las matematicas dependiendo de los
materiales curriculares, de los recursos y de los estilos de ensefianza. Esta orga-
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nizacién afecta tanto a los elementos espacio-temporales como a los agrupa-
mientos en clases homogéneas o heterogéneas, de acuerdo con sus habilidades
en matemdticas.

La organizacién curricular en matemdticas puede originar diferentes dificul-
tades en el aprendizaje de las mismas. Cuatro serfan los elementos bdsicos a
considerar como dificultades en el curriculo de matemadticas: las habilidades
necesarias para desarrollar capacidades maternaticas que definen la competen-
cia de un alumno en matemadticas, la necesidad de contenidos anteriores, el
nivel de abstraccién requerido y la naturaleza l6gica de las matemdticas escolares.

Por tiltimo, nos referimos a los métodos de ensefianza que deben estar liga-
dos tanto a los elementos organizativos de la institucién escolar, como a la
organizacion curricular. Varios son los aspectos a considerar, por ejemplo, el
lenguaje, que debe adaptarse a las capacidades y comprensién de los alumnos;
la secuenciacién de las unidades de aprendizaje que debe estar adaptada a la
légica interna de las matemadticas; el respeto a las individualidades que tiene
que ver con los ritmos de trabajo en clase; los recursos y la representacién
adecuada.

2.4 Dificultades asociadas al desarrollo cognitivo de los alumnos

La posibilidad de tener informacién sobre la naturaleza de los procesos de
aprendizaje y conocimiento del desarrollo intelectual, permite conocer el nivel
de dificultades, realizaciones y respuestas a cuestiones esperadas de los alum-
nos. Conocer los estadios generales del desarrollo intelectual, representado cada
uno de ellos por un modo caracterfstico de razonamiento y por unas tareas
especificas de matematicas que los alumnos son capaces de hacer, constituye
una informacién valiosa para los profesores a la hora de disefiar el material de
ensefianza. Nos encontramos, sin embargo, con diferentes teorias generales so-
bre el desarrollo cognitivo que por distintas razones no han tenido un efecto
claro y directo en las aulas de matematicas de Secundaria; también es verdad
que muy pocas de estas teorias se han ocupado de manera especifica de las
Matematicas.

Diferentes son los enfoques que podemos considerar: el enfoque jerdrquico
del aprendizaje, el enfoque evolutivo, el enfoque estructuralista, el enfoque
constructivista y el enfoque del procesamiento de la informacién, entre otros
muchos. Un texto de interés en el que se puede considerar algunos de estos
enfoques es el libro de L.B. Resnick y W.W.Ford (1990): La ensenanza de las
matemdticas v sus fundamentos psicolGgicos.
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2.5 Dificultades asociadas a las actitudes afectivas y emocionales

Sabemos que a muchos estudiantes, incluyendo 2 algunos de los més capaci-
tados, no les gustan las matem4ticas. Muchos alumnos tienen sentimientos de
tensién y miedo hacia ellas. Sin lugar a duda muchos son los aspectos que influ-
yen en esta aversién. Por ejemplo, la naturaleza jerdrquica del conocimiento
matemdtico, la actitud de los profesores de matematicas hacia sus alumnos, los
estilos de ensefianza y las actitudes y creencias hacia las matematicas que les son
transmitidas.

Muchas de las actitudes negativas y emocionales hacia las matemiticas estan
asociadas a la ansiedad y el miedo. La ansiedad por acabar una tarea, el miedo
al fracaso, a la equivocacién, etc., generan blogueos de origen afectivo que
repercuten en la actividad matemitica de los alumnos.

Buxton (1981), en su libro Do you Panic about Mathsé, cita las principales
creercias sobre la naturaleza de las matemdticas y que son transmitidas de pa-
dres a hijos:

Las matemadticas son:

. fijas, inmutables, externas, intratables, irreales;

. abstractas y no relacionadas con la realidad;

. un misterio accesible a pocos;

. una coleccion de reglas y hechos que deben ser recordados;

. una ofensa al sentido comun en algunas de las cosas que aseguran;

. un irea en la que se hardn juicios, no sélo sobre el intelecto, sino sobre la
valia personal;

7. sobre tode cdiculo.

[ LT, I UL L N6 T

Esta perspectiva externa de las matemadticas las trata como la realizacién de
una aventura arriesgada a la que uno se enfrenta con pocas herramientas. En
esta situacion es légico que aparezcan la ansiedad y el miedo.

Los aspectos afectivos comienzan a ser objeto de las investigaciones en edu-
cacién matemadtica. Una obra interesante es: Affect and Mathematical Problem
Solving, de D.B. McLeod y V.M. Adams (1989).

3. OBSTACULOS EN EL APRENDIZAJE DE LAS MATEMATICAS

Presentadas en términos generales las dificultades que se dan en el proceso
de ensefianza aprendizaje, analizamos el segundo aspecto que tiene que ver en
la organizacién de los errores: los obstaculos,

El concepto de obstaculo fue introducido por primera vez por el filésofo
francés Bachelard (1938) en el contexto de las ciencias experimentales y bajo la
denominacién de obsticulo epistemoldgico. El autor sefiala el sentido en que
debe entenderse y dice:
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«[...] Hay que plantearse el problema del conocimiento cientifico en térmi-
nos de obstaculos. Y no se trata de considerar obsticulos externos, como la
complejidad y Ia fugacidad de los fenémenos, ni tampoco de culpar la debilidad
de los sentidos y de la mente humana, pues es, precisamente, en el mismo acto de
conocer, intimamente, cuando surgen, como una necesidad funcional, torpezas
de entendimiento y confusiones. Es ahi donde mostraremos causas de estanca-
miento e incluso de regresién, y donde descubriremos causas de inercia que
llamaremos obstaculos epistemolégicos.»

Identifica varias clases de los mismos que surgen desde:

— la tendencia a confiar en engafiosas experiencias intuitivas,

— la tendencia a generalizar; esto puede ocultar la particularidad de la situa-

cién,

- el lenguaje natural.

El traslado del concepto de obstaculo epistemoldgico al campo de la Didéc-
tica de las Matematica es objeto de debate, ya que plantea dificultades que han
sido descritas por autores como Brousseau (1983), Sierpinska (1985) y Artigue
(1989), y aunque pensamos igual que Brousseau (1983}, que, «la propia nocién
de obstaculo estd constituyéndose y diversificindose: no es ficil decir generali-
dades pertinentes sobre este tema, es mucho mejor estudiar caso por caso». Una
revisién y organizacion de este concepto y de sus posibles implicaciones en el
analisis de errores, nos puede ayudar a tener una visién mas amplia en el tema
que nos ocupa.

Este autor considera que los obsticulos que se presentan en el sistema didac-
tico pueden ser:

De origen ontogénico o psicogénico, debidos a las caracterfsticas del desa-
rrollo del nifio,

De origen diddctico, resultado de una opcién o de un proyecto del sistema
educativo, esto es, de las elecciones didécticas que se hacen para establecer la
situacidn de ensefianza.

De origen epistemolégico, intrinsicamente relacionados con el propio con-
cepto. Se les puede encontrar en la historia de los mismos conceptos. Esto no
quiere decir que se deban reproducir en el medio escolar las condiciones histo-
ricas donde se les ha vencido.

Siguiendo con las obstrucciones en el aprendizaje del dlgebra, interesa desta-
car lo que indica Tall {1989), en su trabajo Different Cognitive Obstacles in a
Technological Paradigm. Fl no hace distinciones entre los obsticulos. Los llama
simplemente obsticulos cognitivos, y distingue dos tipos:

(a) Obsticulos basados en la secuencia de un tema, en que afirma que la
razén para creer en obsticulos surge fundamentalmente del hecho de
que ciertos conceptos tienen un grado de complejidad, por lo que es
preciso familiarizarse con ellos en un cierto orden. Por ejemplo, el caso
del 4lgebra, en el que las destrezas operatorias son ensefiadas con ante-
rioridad a ideas conceptuales aparentemente mas profundas.

(b) Obstéculos basados sobre casos simples, posiblemente causados por li-
mitar al estudiante a casos simples por un perfodo sustancial de tiempo,
antes de pasar a casos mas complejos.
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Observamos que la idea de obsticulo parte de la misma fuente: el “obstacu-
lo epistemolégico™ de Bachelard.

Tanto Bachelard como Broussean caracterizan un obsticulo como: «aquet
conocimiento que ha sido en general satisfactorio durante un tiempo para la
resolucién de ciertos problemas, v que por esta razén se fija en la mente de los
estudiantes, pero que posteriormente este conocimiento resulta inadecuado y
dificil de adaptarse cuando el alumno se enfrenta con nuevos problemas.»

Podemos precisar expresando que:

Un obsticulo es un conocimiento adquirido, no una falta de conocimiento.
No se trata de una falta de conocimienta, sino de algo que se conoce positiva-
mente, © sea, estd constituyendo un conocimiento.

Tiene un dominio de eficacia. El alumno lo atiliza para producir respuestas
adaptadas en un cierto contexto en el que el dominio de ese conocimiento es
eficaz y adecuado.

Cuando se usa este conocimiento fuera de ese contexto genera respuestas
inadecuadas, incluso incorrectas; el dominio resulta falso.

Es resistente, y resultard mds resistente cuanto mejor adquirido esté o cuan-
to mds haya demostrado su eficacia v su potencia en el anterior dominic de
validez. Es indispensable identificarlo e incorporar su rechazo en el nuevo sa-
ber.

Después de haber notado su inexactitud, continGa manifestdndolo esporidi-
camente.

De todo ello podemos obtener como primera reflexién que en el contexto
del desarrollo del pensamiento matemdtico éste estd lleno de obstdculos carac-
terizados como epistemoldgicos. Sin embargo éstos, no estin especificados en
términos de experiencia de ensefanzas regladas y organizadas en el sistema
educativo; no obstante, aceptamos que tales organizaciones de las Matematicas
en el sistema escolar pueden originar obsticulos que podemos caracterizar como
didicticos. Ahora bien, la adquisicién por parte del alumno de nuevos esque-
mas conceptuales estd salpicado de obstdculos que podemos considerar cogni-
tivos.

Estas consideraciones tedricas no estdn exentas de discusion, pero nos ayu-
darin a organizar e interpretar mejor los errores que manifiestan nuestros alum-
nos asi como a organizar las lecciones de Matemiticas, y eso es de lo que se
trata.

Por ejemplo, para bastantes alumnos de secundaria las representaciones gra-
ficas de las funciones parecen haber perdido su valor de representacién de la
funcién y son tomadas como si fueran a la vez significante y significado. Asi,
la funcién no seria para ellos una relacién entre dos magnitudes x e y; una
ordenada positiva f (x) ya no serfa la longitnd de un segmento que representara
una magnitud. El concepto de funcién se reduce, en cierta manera, a la imagen
visual que su curva genera; la expresién analitica y = f (x) sirve dnicamente
para designar esta curva v para identificarla entre otras formas distintas; de esta
manera, la coordenada {x, { (x)) seria el nombre dado a tal o cual punto parricu-
lar de la curva, esto genera errores; entre otros, el suponer que las graficas son

137



siempre continuas debido a que las situaciones manejadas por los estudiantes siem-
pre tienen esta propiedad.

Aqui cabe preguntarse si la misma ensefianza no es la que origina esta con-
cepcién parcial de la nocién de funcién. En efecto, con demasiada frecuencia se
considera a la curva que la representa como un objeto de estudio en si, y no
como un modo de representacién de una ley de variacién.

La presencia de obsticulos epistemolégicos fuera de los obstdculos cogniti-
vos, se justifica por la impresién de que los obsticulos epistemoldgicos deben
su existencia a la aparicién y resistencia de clertos conceptos matemadticos a [o
largo de la historia, asi como a la observacidn de conceptos andlogos en los
alumnos, mas que a la confirmacion de la resistencia de esas concepciones en
los alumnos de hoy. Esta condicidn parece esencial por la disparidad de las
normas que rigen la construccidn del conocimiento matemdtico en la historia y
la construccién del conocimiento matemdtico en el contexto escolar. El analisis
histérico puede ayudar al diddctico en su blisqueda de niicleos de resistencia al
aprendizaje matemitico, pero no puede, en ningiin caso, aportar por si solo la
prueba de la existencia de tal o cual obsticulo para los alumnos de hoy

4. ERRORES EN MATEMATICAS

Algunos matemdticos han encontrado en los errores una gama de problemas
dignos de estudio, ya sea porque plantean acertijos ¢ pasatiempos o porque
sugieren teoremas interesantes. Abordamos este apartado considerando el papel
de los errores en el desarrollo del conocimiento matemdtico, mostrando algu-
nos procedimientos errénecs, aprovechables didicticamente, y analizando
algunas psendo-demostraciones.

Lakatos (1981) en algunos de sus articulos muestra c6mo la discusién de los
errores detectados en algunas teorias permite la transformacién o enriqueci-
miento de éstas, por ejemplo, cuando analiza el trabajo de Cauchy sefala: «équé
decir de Jos bien conocidos “errores” de Cauchy? ¢Cémo podia probar en su
famoso Cours d’ Analyse (1821) —catorce afios después del descubrimiento de
las series de Fourier— que cualquier serie convergente de funciones continuas
siempre tiene una funcién limite continua? ¢{Cémo podia probar la existencia
de la integral de Cauchy para cualquier funcién continua? ¢Todo esto constitu-
ye s6lo una serie de errores técnicos “desafortunados”, frute del olvido o del
descuido?

Pero si los “errores™ de Cauchy no fueron miés que fragantes descuidos,
écémo es que uno de ellos sélo fue subsanado en 1847 (por Seidel) y el otro tan
s6lo en fecha tan tardia como 1870 (por Heine)?»

La respuesta a esta pregunta permite explicar ¢l desarrollo de ciertos con-
ceptos y el nacimiento de nuevas teorias, las cuales tal vez no se hubieran desa-
rrollado sin el andlisis critico de las concepciones vigentes.

Contintia Lakatos: ~«La teoria de Robinson nos ofrece la pista crucial para
su solucién [...]»
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« [...] A esta luz, se comprende ahora la historia de los “errores” de Cauchy,
v también otros aspectos de la historia de la convergencia uniforme y de la
continuidad uniforme.»

Y concluye: «Cauchy no cometié en absoluto ningin error, sino que probd
un teorema completamente distinto, sobre secuencias transfinitas de funciones
que Cauchy-convergen sobre el continuo de Leibniz.»

Esto es, el teorema demostrado por Cauchy es vilido en un sistema donde (*
es una extensién del sistema de los niimeros reales R, pero es falso al conside-
rarlo sélo en R.

Este es un buen ejemplo en lo referente a los errores cometidos en el desa-
rrolle histérico del conocimiento matematico. Algunos autores como Lakatos,
prefieren considerar otros errores como “concepciones limitadas”, matiz total-
mente vilido, pues decimos que algiin procedimiento es correcto o no, a partir
de los elementos que conforman las teorias actuales, pero con ello cometemos
el error de hacer juicios con marcos de referencia que no corresponden a la
situacidn que se analiza.

Este matiz de “concepcidn limitada” que se le da a los errores en la historia de las
matemdticas, puede ser vilido también en el caso de los errores cometidos por
los estudiantes, puesto que muchos de éstos pueden explicarse a través de los
métodos que ellos desarrollan con el tiempo, siendo dichos métodos vilidos en
algunos casos solamente. Queda claro que no todos los errores de los alumnos
pueden explicarse de esta forma; por lo tanto, este matiz no es vilido, en gene-
ral, para reflexionar sobre los errores cometidos por los estudiantes, pero cons-
tituye un elemento mas a tener en cuenta.

Procedimientos erréneos.
Analizamos en este apartado algunos procedimientos erréneos que suelen
cometer los alumnos de Secundaria.

1. Nos encontramos a veces con alumnos que realizan la suma de fracciones
como sigue:

a/b +c/d = (a+c)/(b+d)

este procedimiento incorrecto, en general, no lo es en algunos casos. Si despe-
jamos “a” obtenemos:

a = -bhc/d?
Algunas soluciones enteras de ésta nos conducen a las siguientes soluciones:
(-18)/3 +8/2 = (-18)+8/3+2; (-12)/2+3/1 = (-12}+3/2+1;...
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2. Es frecuente como ya hemos indicado que frente al cuadrado del binomio
se comporten asi:

(x+a) + (x+b)? = {x+c)?, entonces

x*+ a?+ x>+ b = x>+ ¢, peroes vilidosi,a+ b=¢

Esto puede generalizarse como sigue:

Sic = ad + be, de laigualdad:

(dx+a)* + (ex+b)? = (x+c)?, se puede pasar a la igualdad

dix?’+a’l+e’x*+b?=x*+¢?

3. Un error muy conocido y discutido en diversos articulos y libros de curio-
sidades o paradojas mateméticas es la cancelacion:

g1

AT e g

Si consideramos el caso general con a,b,c, digitos no nulos, obtenemos

alf a
k(c b
que se puede escribir de [a forma 10a + b/ 10 b + ¢ = a/c, de donde después
de algunas transformaciones algebraicas sencillas, obtenemos:
9ac = b (10 a2 - c),

st a=b 6 a=c, se obtienen a=c & a=b, respectivamente, lo que nos conduce a:

1f 127 /i
TR A

Si consideramos b = 6, la ecuacién anterior se convierte en a = 2¢/20-3¢, de
donde obtenemos algunas soluciones que cotresponden a los siguientes casos:

a=1,b=6,c=4 ; a=2,b=6,c=5 ; a=6,b=6,c=6;
de ahi que algunas soluciones son:

1# 1 2 2 of 6

p’4_45;§5:5;;{6=6
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anilogamente se puede ir considerando otras posibilidades. Un estudio detalla-
do se encuentra en Johnson (1987).

4. Otro ejemplo sobre cancelacién recogido en Carman (1971) es el siguien-
te:

sen oi+sen Zo+...+sen nat = sen (n + 1) o/2 . sen n & /2 / sen /2
“cancelando sen” obtenemos:
ot+2o+.dne=(Mn+ 1) a/2.0a/2/a/2
“cancelando a”se llega a:

1+2+..+n=(n + 1)/2. n/2 ( 1/2, y esto es:
1+24+..+n=(n+ 1).n/2

5. Sucede a veces que la suma de dos errores da como resultado un acierto.
White (1981) da un ejemplo de esto; al derivar:

=" (i A
algunos alumnos utilizan:
d/dx (u ") = n.u ™' du/dx y otros aplican d/dx (a ) = 2 *{In a) du/dx,
y obtienen respectivamente:
y, =3x(x*+ 1) 2x) v, = (x2+ 1) *(ln (x> +1)).(3), con a=cte.
y u=u(x),

podemos comprobar que la respuesta correcta es y'= v, +y,

Las psendo-demostraciones )

Con frecuencia nos encontramos en matemdticas {(Aritmética, Algebra o
Geometria) con demostraciones aparentemente correctas, pero que chocan con
la intuicién y el sentido comin: Son curiosidades o acertijos como:

Puedo probar matematicamente que “4 es igual a 57, o que “2 es igual a 17
o que “todos los tridngulos son isésceles”, y planteamos demostraciones como:

Para el ejemplo: “4 es igual a 57
-20 = -20,

16-36 = 25 -45,

16 -36 4 (9/2)* = 25 - 45 + (9/2)%,
{4-9/2)2 = (5 -9/2%,

4-9/2 = 5-9/2, y entonces 4=35
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Andlogamente, para el ejemplo: “2 es igual a 17

57 A1
x?=x,
x-1 = x-1,
x+1=1,

1+1=1, y entonces 2=1.

En el tercer caso: “Todos los tridngulos son isésceles”, tomemos como ejemn-
plo la demostracién debida a Lewis Carroll.

Dado un trisngulo ABC cualquiera, demostrar que es isdsceles:

Se traza la bisectriz de A y también la mediatriz del lado BC. Se afirma con
autoridad, que se cortan en N, se trata de demostrar que el dngulo en B es igual
al sngulo en C; se trazan los segmentos NH,, y NH, perpendiculares respectiva-
mente a AB y AC, y se tiene entonces ABNH, =CNH,, luego los dngulos ABN 'y
ACN son iguales.

Por otra parte se tiene que NB= NC, luego los dngulos NBC y NCB son
iguales, de donde se deduce la igualdad de los dngulos de los vértices B y C del
triangulo ABC.

La trampa en este iiltimo caso consiste en que N se colocd en el interior del
tridngulo, ocurriendo que siempre N estd en el exterior. Un interesante fibro
sobre errores en las demostraciones geométricas es el de Dubnov (1993).

El aprovechamiento de los casos anteriores en el contexto escolar puede
realizarse atendiendo a la serie de propiedades ocultas que generan estos erro-
res y permiten ampliar la comprensién de algunos contenidos matemdticos.
Pueden ser entonces de gran utilidad en las clases de matemiticas de Secunda-
ria, bien a nivel de grupo, bien a nivel individual. Por ejemplo, si algin alumno
comete el error a+b/a+c=b/c, se puede plantear, éen qué casos es vélido esto?,
e indagar en los casos en que es posible hacer un “procedimiento erréneo”,
permitiéndole confiar en sus propios recursos para salir de dudas. Anilogamen-
te, en las pseudo-demostraciones, podemos desarrollar cuestiones relacionadas
con la igualdad y las potencias y analizar que:

a=b = o’ =b’ peroque:a=>5 75 Va= \[E?‘, y potenciar la biisque-

da de situaciones similares cémo:
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1= V22 =V (e =V =

o con la igualdad y las operaciones de +, -, x, /, donde:
a=b=> atk=bik y ak=bk yak=bk(k#O0)

Este uso de los errores en la clase de matemdticas consiste en plantear el
propio error como un problema matematico.

5. ERRORES EN EL APRENDIZAJE DE LAS MATEMATICAS: EVALUA-
CION Y DIAGNOSTICO

Un conocimiento de los errores basicos es importante para el profesor por-
que le provee de informacién sobre la forma en que los alumnos interpretan los
problemas y utilizan los diferentes procedimientos para alcanzar una buena meta.

En general, aceptamos que incluso la mayoria de los alumnos que tienen una
actuacién aparentemente satisfactoria en matemiticas, oculta probablemente
serios errores conceptuales que dificultaran el aprendizaje subsigniente. Parece
necesario diagnosticar y tratar mucho mis seriamente los errores de los alum-
nos, discutiendo con ellos a nivel intuitivo acerca de sus concepciones erréneas
y presentarles luego situaciones matemdticas, para seguir pensando en aquello
que les permite reajustar sus ideas.

La interpretacién y andlisis de los errores cometidos en la ensefianza-apren-
dizaje de las mateméticas puede enriquecerse con el apoyo de algunas teorias de
la psicologfa educativa, algunas de ellas se refieren a determinados procesos
que se dan en la matemdtica. La posicidn cognitiva sugiere que la mente del
alumno no es una pigina en blanco. El alumno tiene un conocimiento anterior
que parece suficiente y establece en la mente del alumno un cierto equilibrio.
Dos parecen las razones basicas a tener en cuenta en la adquisicién de un nuevo
conocimiento. Primero, el nuevo conocimiento debe tener significado para el
alumno y para ello debe contestar a preguntas que €l se ha hecho a sf mismo, o
por lo menos recuperar algunas representaciones que ya estaban en su mente,
es decir, el alumno debe asumir la responsabilidad de la construccién del saber
y considerar los problemas como suyos y no como problemas del profesor. Y
segundo, el saber anterior produce modelos implicitos que a veces son favora-
bles con el nuevo conocimiento matemaético y que, por tanto, hay que explici-
tarlos, y otras veces, al contrario, son un obstidculo. En ningiin caso el
conocimiento nuevo se afiade al saber antiguo, muy al contrario se construye
luchando contra €, porque debe provocar una estructuracion nueva del cono-
cimiento total.

Podemos caracterizar a nuestro juicio, en dos grupos las causas principales
de los errores en el aprendizaje de las matemiticas. Errores que tienen su origen
en un obsticulo y errores que tienen su origen en una ausencia de significado.
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Estos fltimos, tendrian dos procedencias distintas, una, relacionada con las di-
ficultades asociadas a la complejidad de los objetos matemdticos y a los proce-
sos de pensamiento matemético, y otra, relacionada con las dificultades asociadas
a las actitudes afectivas y emocionales hacia las matemdticas.

Recordando algo que parece obvio aceptar: la complejidad de las dificulta-
des del aprendizaje de las matematicas, y que estas dificultades se traducen en
errores que cometen los alumnos y que éstos se producen por causas muy diver-
sas que muchas veces se refuerzan en redes complejas, parece 1til, desde la
perspectiva de la ensefianza tener elementos de anilisis de estos errores. Una
manera ttil de abordarlos serfa considerar las tres direcciones antes menciona-
das, a modo de tres ejes de coordenadas que nos situaria con mdas precisién en
los origenes del error y nos permitirfa como profesores arbitrar procedimientos
y remedios mds efectivos.

Estos tres ejes estarian determinados por:

I} Errores que tienen su origen en un obsticulo.
II) Errores que tienen su origen en ausencia de sentido.
I)Errores que tienen su origen en actitudes efectivas y emocionales.

A modo de ejemplo y tomando como referencia el lenguaje algebraico con
relacidn a los primeros ejes tenemos:

I. Errores que tienen su origen en un obsticulo:

Como cjemplo podemos citar el que indica Collis (1974) relacionando las
dificultades que los nifios tienen en el dlgebra con la naturaleza abstracta de los
elementos utilizados. El apunté la idea de que los estudiantes que comienzan a
estudiar dlgebra ven las expresiones algebraicas como enunciados que son algu-
nas veces incompletos. Por gjemplo, si se les requiere que dos nimeros conecta-
dos por una operacion sean reemplazados por el resultado de la operacién, y,
posteriormente, se les introduce al dlgebra con expresiones tales como x + 7y
3x para ser remplazadas por un tercer nimero, como en este caso no
pueden”cerrarse”, son expresiones “incompletas”, los alumnos no lo aceptan y
él 1o expresa diciendo que “no hay aceptacién de la falta de clausura”.

Davis (1975), por su parte, también plantea algunas situaciones a los estu-
diantes en las que se les hace dificil dar respuestas “legitimas”. Esta dificultad
estd relacionada con la distincién entre la adicién aritmética, donde “+” es una
pregunta o un problema (3+7), y la adicién algebraica, como en x + 7, donde
la expresién describe, a la vez, la operacién de sumar y el resultado. Esto nece-
sita por parte de los alumnos un “reajuste cognitivo” y es lo que Davis ha llama-
do dilema proceso-producto donde, simultdneamente, se describe el proceso y
se nombra la respuesta.

La “concatenacién”, esto es, la yuxtaposicién de dos simbolos, es otra fuen-
te de dificultad para el estudiante principiante de algebra (Herscovics, 1989).
También Matz (1980), habia observado que, en aritmética, la concatenacién
denota adicién implicita, como en la numeracién de valor posicional y en la
notacién numérica mixta. Sint embargo, en algebra, concatenacién denota mul-
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tiplicacién. Esto explica por qué varios estudiantes, cuando se les pidié sustituir
2 por a en 3a, pensaron que el resultado serfa 32. S6lo cuando especificamente
se les requirié responder “en algebra”, respondieron “3 veces 2” (Chalouh y
Herscovics, 1988).

IL. Errores que tienen su origen en ausencia del sentido.

Al originarse estos errores en los diferentes estadios de desarrollo que se dan
en los sistemas de representacién {semiético, estructural y auténomo), pode-
mos diferenciar errores en tres etapas distintas.

(A) Errores del dlgebra que tienen su origen en la aritmética.— El significado
de los signos usados es el mismo en ambas ramas de las Matematicas. El dlgebra
no estd separada de [a aritmética y aquella se puede considerar con la perspec-
tiva de aritmética generalizada. De aqui que para entender la generalizacién de
relaciones y procesos se requiere que éstos sean antes asimilados dentro del
contexto aritmético. Por eso, a veces las dificultades que los estudiantes en-
cuentran en ilgebra, no son tanto dificultades en el dlgebra como problemas
que se quedan sin corregir en la aritmética; por ejemplo, en el caso de las frac-
ciones, uso de paréntesis, potencias, etc.

Ejemplos de estos errores son los cometidos por los alumnos que no domi-
nan las operaciones con fracciones y dan resultados como:

12+13=1/2+3) = 1Us+1ly=1/x+y)
12+413=2/2+3) = 1lx+1Uy=2/(x+y)
172413 =1/(2.3) —  lx+1ly=1/(x.y)

También surgen muchos errores en la suma o la resta de fracciones. Por
ejemplo, para calcular 3 /28 + 8/ 35, escriben

3/28+8/35=(3+8)/(4.7.3)
que, traducido algebraicamente, da
x/(y.0)+kily.p)=(x+k/{y.z.p)

Otras veces, con la preocupacion de no olvidar los factores por los que hay
que multiplicar los numeradores primitivos, omiten éstos. Asi

3/28+8/35=(5+4)/(4.7.5)
Y, de forma anéloga,

x/(y.2)+kily.p)={z+p)/(yvzp)

El signo “-”, sobre todo cuando va colocado delante de un paréntesis o de
una fraccién, genera frecuentes errores:

-3+5)=-3+5 = -(a+b)=-a+b
-34+35)/4=-3/4+5/4 = -{a+b)/c=-a/c+b/c
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(B} Errores de procedimientos.

El uso inapropiado de “férmulas” o “reglas de procedimientos” también da
lugar a errores de este tipo. Se debe a que los alumnos usan inadecuadamente
una férmula o regla conocida, que han extraido de un prototipo o libro de
texto, y la usan tal cual la conocen o la adaptan a una situacién nueva. Tienden
asf un “puente” para cubrir el vacio entre reglas conocidas y problemas no
familiares. La mayoria de estos errores se originan como falsas generalizaciones
sobre operadores, fundamentalmente, por falta de linealidad de estos opera-
dores.

La linealidad describe una manera de trabajar con un objeto que puede des-
componerse tratando cada una de sus partes independientemente. Un operador
es empleado linealmente, cuando el resultado final de aplicarlo a un objeto se
consigue aplicando el operador en cada parte y luego se combinan los resulta-
dos parciales. La linealidad es bastante natural para muchos alumnos, ya que
sus experiencias anteriores son compatibles con hipétesis de linealidad.

Eatre los errores derivados, distinguimos:

1. Errores relativos al mal uso de la propiedad distributiva:

(a) Extension de la propiedad distributiva de la multiplicacién con relacién
a la adicién (o sustraccién) al caso de la multiplicacién:

3.4+5=3.4+3.5 = a.b+tcy=a.b+a.c
3.4.5)=3.4.3.5= a.(b.c)=a.b.a.c
y también nos encontramos que
B+4)/5=3/5+4/5seextiendea3/(4+5)=3M4+3/5
y, de manera aniloga,
(a+b)/c=a/c+b/c,seextiendeaa/(b+c)=a/b+alc

(b) La estructura (a . b) 2= a 2. b 2 en la que se relaciona el producto y la
potencia, se extiende facilmente al caso de la suma, (2 + b)* = a* + b?, de un
modo inconsciente, para los alumnos como algo muy natural, a veces incluso
después de ser cuestionado. Es la misma situacién que en el trabajo con nime-
ros, aunque en el caso de la suma, y si se trata de niimeros pequefios en valor
absoluto, suelen resolver primero la operacién indicada entre paréntesis.

Y, también:

2?.1-3 =22‘23 a 2:{+b =2;l -2b
2235 =224 2 a 25 =20 + 20

(c} De la misma forma que con las potencias, sucede con las raices: es muy
frecuente extender la distributividad de la radicacién respecto a la multiplica-
cién, a la distributividad de la radicacién respecto a la adicién o sustraceion.
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2. Errores relativos al uso de reciprocos
3+ 1/5=1/{3+5) = 1x+ly=1/(x+y)

12+ 1/3=2/(3+5) = Ux+1Uy=2/(x+7Y)
13+ 1/5=1/(3.5) = 1x+1y=1/(x.y)

3. Errores de cancelacién:

(Indicaremos sélo la versién algebraica)
(x.y)/(x.z)=y/zseextiendea{x +y)/(x+z)=y+z
v también a:
(a.x+b.y)/{(x+y)=a+b
fa.x+h)/b=a.x
{fa.x-b)/ja=x.b
Los dos iltimos se pueden obtener por analogfa con
affa.x)=1/x

Estos tipos de errores parecen indicar que los alumnos generalizan procedi-
mientos que se verifican en determinadas ocasiones. Tanto los errores de cance-
lacién como los cometidos al trabajar con reciprocos, se poedrian haber evitado
si el alumno hubiese modificado la situacién para que encajase con la regla, en
vez de extender la regla para abarcar la situacién. Por ejemplo, para el error de
reciprocos, la solucién podria ser igualar una fraccién a otra, encontrando el
denominador comiin, y después, expresando la suma de fracciones en una sola
fraccidn.

{C) Errores de dlgebra debidos a las caracteristicas propias del lenguaje aig:
braico.

Estos errores son de naturaleza estrictamente algebraica y no tienen referen-
cia explicita en la aritmética.

Como ejemplo de ellos mencionaremos: el sentido del signo “=“en su paso
de la aritmética al dlgebra, y la sustitucién formal.

En el primero (sentido del signo “=%), aparece un cambio importante. El
sentido de ignaldad aritmética se conserva en el dlgebra cuando trabajamos con
tautologfas algebraicas, pero no en expresiones como 4 x -3 = 2 x + 7, que
solo es verdadera cuando x = 5. A diferencia de las tautologias, las ecuaciones
no son afirmaciones universales verdaderas, pues el signo igual en una ecuacién no
conexiona expresiones equivalentes, aunque si condiciona a la incégnita. Dada
una ecuacion, la tarea para resolverla consiste en determinar los valores desco-
nocidos (restricciones) que hacen a la ecuacién verdadera.

En el segundo {sustitucién formal), queremos sefialar que los procesos de
sustitucién que conducende 3.5 =5.3,a,a.b =b. a, son procesos formales,
que no incluimos en la sustitucién formal propiamente dicha, y que denomina-
mos procesos de generalizacion.

La sustitucién formal se extiende més alld de la generalizacién. Por ejemplo,
de la identidad (a + b} . (a - b) = a’- b’se obtiene, al reemplazarapora + ¢y
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bporb + d,laigualdad @+ c+b+d).(a+c-b-d) = (a+c)?-(b+d)?
donde, variables de una expresién, son sustituidas por expresiones mis com-
plejas que son nuevamente variables.

Estas transformaciones algebraicas constituyen un poderoso instrumento de
cilculo algebraico que estd a medio camino entre lo puramente formal y un
conocimiento explicito de su significado.

La sustitucién formal es un instrumento de calculo algebraico importante a
causa de su amplio campo de aplicaciones, que se manifiesta en diferentes pro-
cesos matematicos, tales como: generalizacién, simplificacién, eliminacién, com-
plicacién estructural y particularizacién.

Esta distincién de los errores en tres ejes, obviamente no disjuntos, nos hace
posible centrar la atencién en tres direcciones que permite una evaluacion y
diagnéstico mas eficaz, para poder ayudar a los estudiantes en sus dificultades
cognitivas y sus carencias de sentido de los objetos matemiticos y en el desarro-
llo de una actitud racional hacia las matemdticas.

Desde luego que la evaluacién y el diagnéstico de los errores de los alumnos
es importante, pero el profesor ha de usar este conocimiento para promover un
mejor aprendizaje del alumno. Desde un punto de vista practico, esto supone
pasar de una ensefianza caracterizada por dos fases: contenidos y aplicaciones,
donde el error tiene sélo una funcién negativa cuando realizamos la evaluacién
del alumno, a una ensefianza caracterizada por tres fases, donde la primera:
evaluaci6n y diagnéstico, es la mis importante, y en la cual la explicitacién de
los errores se tiene que hacer.

La evaluacién diagnéstica es un conjunto de situaciones de aprendizaje dise-
fiadas para identificar las dificultades especificas del aprendizaje, que tratan de
determinar la naturaleza de las mismas. Esta evaluacién diagndstica tiene lugar
al comienzo de las unidades did4cticas, pero la deteccion de errores y la deter-
minacién de su naturaleza también tiene lugar en el desarrollo de la unidad
didéctica, es decir, en el curso del aprendizaje. El objeto de la evaluacion diag-
nostica es claro: determinar inmediatamente una accién conveniente de remedio.

6. ESTRATEGIAS DE PREVENCION Y REMEDIOS

Analizar las dificultades del aprendizaje de las matemdticas en término de
prevencién y remedio supone combinar estrategias generales y especificas a
largo plazo con estrategias particulares e inmediatas. La prevencion requiere
arbitrar estrategias generales de ensefianza-aprendizaje de las matematicas, con
estrategias especificas dependiendo del contenido concreto a tratar. La preven-
cién, al tender a minimizar las dificultades en el aprendizaje de las matematicas,
debe estar orientada de manera general por las dificultades asociadas a la com-
plejidad de los objetos de las matemdticas, a los procesos de pensamiento mate-
mitico, a los procesos de desarrollo cognitivo de los alumnos, a los procesos de
ensefianza y a las actitudes afectivas y emocionales de los alumnos hacia las
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matemdticas, (analizadas en el parrafo 1 de este capitulo) y de manera especifi-
ca, por los obstdculos y errores concretos de cada uno de los bloques tematicos
objeto de aprendizaje.

Los remedios tienen que ver més con el dia a dfa, con la interaccién diaria en
clase entre el profesor y el alumno. Su eficacia viene determinada, en gran me-
dida, por una buena evaluacién y diagnéstico.

El andlisis de errores tiene un doble interés: de una parte, sirve para ayudar
a los profesores a organizar estrategias generales y especificas para conducir
mejor la ensefianza-aprendizaje de las matematicas, insistiendo en aquellos as-
pectos que generan mds dificultades, y de otra, contribuye a una mejor prepara-
cién de estrategias de correccién de los mismos. En este sentido, el profesor
debe entender los errores especificos de sus alumnos como una informacién de
las dificultades de las matemdticas, que requiere un esfuerzo preciso en las dos
direcciones anteriores.

Veamos algunas de estas estrategias generales de prevencion. Todas ellas tie-
nen que ver, como hemos sefialado, con las dreas de dificultades analizadas en
el parrafo 1. Si tomamos como ejemplo la complejidad de los objetos matema-
ticos y, en particular, los estadios de desarrollo que se dan en los sistemas de
representacion cognitivos, tenemos como estrategia general de ensenanza apren-
dizaje de las matemadrticas:

Introducir los conceptos y procesos matemadticos respetando las etapas de
desarrollo que se dan en los sistemas de representacién cognitiva.

Esto nos conduce a reflexionar sobre la necesidad de tener presente estrate-
gias generales que estédn involucradas con éste, tales como:

- Asegurarse que los objetos matemiticos del sistema antiguo de signos no
presenten dificultades.

— No precipitar el aprendizaje del nuevo objeto.

— Evitar una innecesaria complejidad de los signos matemnéticos.

— Asegurarse de que los diferentes sentidos de un objeto matematico estin
claramente diferenciados.

Todas las estrategias de prevencién deben ir dirigidas a evitar o minimizar
los obsticulos para que puedan ser superados, a dotar de sentido a los objetos y
al pensamiento matemdtico y a crear un clima de actitudes afectivas y emocio-
nales positivas hacia las matematicas.

Las estrategias de remedio vienen determinadas por el diagnéstico inicial
del error y rambién, conviene recordarlo una vez mis, por el posicionamiento del
profesor. Situados dentro del paradigma conductual influenciado por la teorfa
de la absorcién, el remedio para un error de concepto o de procedimiento, pasa
por olvidar el alumno este concepto o procedimiento al facilitarle el profesor,
con e¢jemplos adecuados, una buena definicién del concepto y los procedimien-
tos correctas. El alumno subsanard este error mediante la realizacién de ejerci-
cios donde use ¢l concepto o los procedimientos.

El profesor situado en el paradigma cognitivo se coloca en la posicién que el
error lo ha construido el alumno, y es, por tanto, una estructura cognitiva del
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dominio del mismo. La estrategia de remedio pasa porque el alumno modifique
esa estructura cognitiva errdnea y la sustituya por la correcta, para ello, el pro-
fesor debe facilitar actividades que provoguen conflicto y haga tambalear esa
estructura cognitiva errénea.

Aceptado el origen del error, las estrategias de remedio van dirigidas a supe-
rar un obsticulo, a dar sentido a los objetos matemdticos o a crear una actitud
racional hacia las matemdticas.

{Cémo superar un obsticulo en este sentido de conocimiento anterior que
se revela inadaptado en un momento determinado del aprendizaje?

Brousseau (1983) se manifiesta en los signientes términos:

« [...] para superar un obstéculo se requiere un esfuerzo de la misma natura-
leza que cuando se establece un conocimiento, es decir, interacciones repetidas,
dialécticas del alumno con el objeto de su conocimiento. Esta observacién es
fundamental para distinguir un verdadero problema; es una situacién que per-
mite esa dialéctica y que la explica.»

Nos interesa poner de manifiesto los conocimientos adquiridos por el alum-
no, que responden a una “légica personal” y que en este momento producen
errores. Se trata de superar ese obsticulo, y aceptarlo no como algo que no
debiera haber aparecido, sino como algo cuya aparicion es interesante, ya que
su superacién nos va a permitir la adquisicién de un nuevo y mejor conocimien-
to. Debemos entender, como sefiala Bachelard, que es en la superacién de ese
obstaculo donde vamos a conseguir el conocimiento nuevo.

¢Como superar la falta de sentido en los objetos matematicos?

Tomando como referencia los tres estadios de desarrollo que se dan en los
sistemas de representacién cognitiva, tenemos gue la falta de sentido va desde
el estadio semidtico, donde el sistema nuevo toma todo su significado en el
sistema antiguo y no tiene atin ningtin tipo de estructura, hasta el estadio auté-
nomo donde el sistema nuevo adquiere significado en sf mismo, a veces adop-
tando ciertas convenciones, pasando por el estadio estructural donde el sentido unas
veces se obtiene con ayuda del sistema antigno y otras, donde el sistema anti-
guo es insuficiente para dotar de significado a ciertos aspectos del sistema nuevo
como ya hemos mostrado en ejemplo de las potencias en el parrafo 1.

Tomemos un ejemplo de 4lgebra, que a veces planteo a mis alumnos del
filtimo curso de la Licenciatura en Matemiticas que cursan la asignatura de
Metodogia y Didactica de las Matematicas. Les pido que den explicaciones
para lograr que los alumnos comprendan que

YaZ +b? # a+ by corrijan este error.

Las respuestas casi inmediatas son:
“damos los signientes valores: a=3 y b=4, y entonces™:
Va2 +p2 = V9+16 =25 = 5, peroa+b=7, porlo que laignaldad

no es valida™.
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Entonces les indico, ¢y si un alumno les dice que si es vilida porque

V02 + 12 = 04 12, entonces dicen:

«bueno, en este caso es vilida pero no lo es en general.»

Ante esta afirmacion alguien comenta;

«Entonces, como para x = 0, 3x + § = 11 no es vilida, entonces no es
véalida en general»,

Muchos sefialan: «no estamos hablando de una ecuacién.» Otro responde:
ino? Y saliendo a la pizarra dice: «observens»:

val+bi=a+b,

al + b2 = a? + 2ab +b3
2ab=0, entonces: a=0y b eR 6 b=0y a € R, suponiendo que a y b eR.

Alguien intervino: «pero, bueno, se estd confundiendo lo que es una identi-
dad algebraica con una ecuacién.»

Otro mds, dijo: «yo creo que estamos obsesionados con el enfoque numeéri-
co; de ser cierta la expresién anterior + a? + b? = a + b, nos encontrariamos

que la hipotenusa de un tridngulo rectiangulo deberia ser igual a la suma de los
catetos, lo cual es imposible.»

c=a+b

A veces aparecen intervenciones ingeniosas como: «la expresién es falsa
porque no sc puede enar un cuadrado de lado 2+b con dos cuadrados de lado
ay b, respectivamente.»

a b
32 ba
ab b2
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Este tipo de experiencia pone de manifiesto como es posible poner en con-
flicto el error en diferentes situaciones. Con frecuencia consideramos la situa-
cién que en apariencia es mds ficil, pero que a veces para el alumno se puede
convertir en muy dificil.

Pensamos que el alumno entiende que para establecer la falsedad de la pro-

posicién Va2 + b2 =a+b Vab e R, basta probar que 3 a,b € Ry

Va? + 62 £a + b es verdadera.

Ciertamente esto es lo que tratamos de hacer, pero, a pesar de que cuando

los alumnos cometen el error Va2 + b2 = a + b y los profesores les ofrecen un

contraejemplo para convencerlos, se sabe que el error se sigue cometiendo sis-
tematicamente, lo que es un indicador de que sdlo un argumento de esta natu-
raleza no convence realmente. Serfa interesante recurrir también a otras
situaciones tal vez mas familiares o que creen esquemas mds faciles de recupe-
rar, por ser argumentos apoyados en sistemas de representacién visual y no
solamente en argumentos formales.

Parece razonable pensar que la falta de sentido se recupera poniendo a los
alumnos en una situacién de conflicto que genere esquemas que doten de senti-
do al concepto o proceso erréneo que presentan y que estas situaciones son
variadas, vy van desde considerar un ejemplo numérico o mas simple, hasta usar
diferentes contextos o sistemas de representacién que pongan en evidencia gue
existe un defecto en la comprensién del concepto o en el procedimiento dela
actuacién del alumno.

Los errores que cometen los alumnos por falta de una actitud racional hacia
las matematicas son errores gue lamamos casuales o de descuido, y se manifies-
tan de formas diversas, que van desde una excesiva confianza en la tarea mate-
mética hasta un bloqueo que le incapacita para la citada tarea, pasando por
situaciones intermedias que estdn mediatizadas por las creencias sobre la tarea
en el contexto escolar.

Uno de estos errores es el que se origina por los cuestionamientos que gere-
ramos en nuestros alamnos (aspecto comentado en el apartado 1).

Para intentar paliar los errores que se dan por los diferentes cuestonamien-
tos que generamos en los alumnos al inducirles en el ambito escolar una “logica
escolar” diferente a la “légica social”, podemos comenzar por incorporar pro-
blemas que tengan algén dato inutil, que carezca de algtin daro titil y no limitar-
nos a los que tradicionalmente se plantean, problemas que sélo tienen datos
ariles, tradicién que por otra parte no es preceptiva en la institucion escolar.

‘También podemos incorporar preguntas como: {Podemos con estos datos
obtener ¢l resultado pedido? Que los alumnos descubran que hay datos que no
sirven, que aprendan a hacer si no un razonamiento matematico formal, si algo
un poco menos formal y cerca del sentido comiin, es decir, de la “légica social”.

Es probablemente el intento de potenciar un automatismo matemdtico basa-
do en el adiestramiento, el que conduce a comportamientos automaricos que
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son las respuestas a la meta-pregunta, en la que utilizan simplemente combina-
ciones de todos los datos sin pensar en lo que eso significa.

La superacién de los errores por parte de los alumnos constituye un tema
bisico en el aprendizaje que genera grandes dificultades. Las investigaciones
actuales sefialan que los errores estdn profundamente interiorizados por los
alumnos y que no son de ficil eliminacién. Incluso en muchos casos, parece ser
que los estudiantes han superado un error y luego lo vemos, con desilusién,
resurgir al poco tiempo. Por ello, plantear a los estudiantes que su comprensién
conceptual de una parte de la matemdtica es incorrecta y darles entonces una
explicacion, es, a menudo, insuficiente para eliminar el error,

Ei estudiante debe participar activamente en el proceso de superar sus pro-
pios errores, Para ello, ¢l profesor debe provocar conflicto en su mente a partir
de la inconsistencia de sus propios errores, forzandolo a participar activamente
en la resolucién del conflicto, sustituyendo los conceptos falsos por la com-
prension conceptual adecuada. El profesor rara vez indica a los alumnos cuil es
la respuesta correcta, sino que simplemente les pide comprobaciones y pruebas
que intentan provocar contradiciones que resultan de los falsos conceptos de
los estudiantes. Los alumnos estin dirigidos a conseguir la resolucién de la con-
tradiccién mediante la solicitud de mds comprobaciones y pruebas. El objetivo
no es tanto hacer escribir a los estudiantes la {6rmula o regla de procedimiento
adecuada, como hacerlos enfrentarse con la contradiccién y eliminar sus falsos
conceptos de forma que éstos no vuelvan a aparecer.

Otra ventaja de esta forma de tratar el problema, dado que es muy poco
probable que toda la clase esté de acuerdo al mismo tiempo con la respuesta
correcta, es que en Ja clase se generen discusiones que son excelentes no sélo
para mostrar los diferentes conceptos falsos que los estudiantes puedan tener,
sino también para ayudarles a superarlos a través de sus propias interacciones.

En otro nivel de reflexion sobre los errores, podriamos pensar en usatlo no
tanto para poner el énfasis en el desarrollo del curriculo, para mejorar la ense-
fianza de las matemiticas, con especial interés en la complejidad de los objetos
matemdticos y en los procesos de pensamiento (simbolizacién, generalizacion,
etc,.), para evitar los errores de los alumnos, como para partir desde un punto
de vista diferente, es decir, tomar los mismos errores de los alumnos en Mate-
madticas como punto de partida y plantearnos cémo debe ser dirigida la ense-
fanza para diagnosticar y después climinar esos errores. Todo ello supondria
colocar a los alumnos en situacién de reflexionar sobre sus ideas erréneas, y
pensando por si mismo, a partir de esa reflexién, orientarse hacia conceptos
mas amplios y correcios. Es ésta una concepcién del aprendizaje que entiende
al alumno como un aprendiz activo, que intenta comprender y darle significado
a los objetos matemdticos y que posee un sistema estable de ideas mateméticas
que cambia sélo cuando el conflicto entre las mismas [lega a ser lo suficiente-
mente persistente y poderoso. Por tanto, las estrategias de ensefianza deben ir
encaminadas a detectar los errores y provocar el conflicto en los alumnos, fo-
mentando ideas que permanezcan activas més alld de la clase de Matematicas y
capacitdndoles para evaluar si sus ideas o métodos son o no correctos en una
determinada tarea matematica.
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A modo de resumen, vemos como las dificultades en ¢l aprendizaje de las
matematicas son debidas a miiltiples situaciones que se entrélazan entre si y que
van desde una deficiente planificacién curricular hasta la naturaleza propia de
las matematicas que se manifiestan en sus simbolismos y en sus procesos
de pensamiento, pasando por el desarrollo cognitivo de los alumnos, asf como
por sus actitudes afectivas y emocionales.

Establecidas las hipdtesis:

{a) los errores de los alumnos en matemdticas son producto de su experien-
cia previa y del desarrollo interno de esas experiencias,

(b) los errores pueden tener tres origenes distintos: obstdculo, carencia de
sentido y actitudes afectivas y emocionales que entrelazan entre si.

Podemos concluir gue secuencias alternativas del curriculo, donde éstas sean
factibles, podrian cambiar fa naturaleza y comprension de los errores. Y que
una buena propuesta de estrategias de prevencion y remedio comienza por par-
te del profesor con un mejor conocimiento de sus alumnos. En la medida en
que el profesor conozca mejor a cada uno de sus alumnos, podrd intervenir més
adecnadamente en su aprendizaje, aceptando que los errores, mis que indica-
dores del fracaso en matematicas, deben ser considerados como elementos que
ayuden a nuestro trabajo como profesores de matemdticas, guiado por el si-
guiente principio: Todo error puede ser el comienzo de un buen aprendizaje.
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CariTuLo VI

Materiales, recursos y actividades:
un panorama

Moisés Coriat

1. INTRODUCCION

Los materiales, recursos y actividades generan un campo de problemas en
Educacién Matemdtica, principalmente desde el punto de vista de la prictica
educativa, pero también como temas de investigacion.

En primer lugar, estos tipos de objetos son de dificil caracterizacién; ése ha
de considerar como material didictico un libro de texto? Al contestar afirmati-
vamente, {no estamos desvirtuando el significado del material como algo mani-
pulativo, cuya “fisica” modeliza o representa algunas relaciones matemiaticas?
Lo mismo cabe decir de los recursos. {Constituye la prensa escrita un recurso
para la ensefianza y aprendizaje de las matemdticas? En caso afirmativo, {cémo
se usa un periédico en clase? (Sobre esta dltima pregunta constltese, por ejem-
plo, Rico y Ferndndez (1992).) No estd claro si, por ejemplo, el término recurso
abarca los materiales didécticos, como parece deducirse del trabajo de Hernan
y Carrillo {1988), o si, por el contrario, se trata de dos nociones diferentes,
pero cuyos campos seménticos respectivos estd en fuerte interaccion...
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En cierto modo, debemos aceptar la polisemia de ambos términos, su posi-
ble intercambio, su no definicion neta a menos que se enuncie la idea generatriz
en que se apoya esa definicién. En este capitulo adopto un punto de vista prag-
matico (Apartado 2) que no resuelve las dificultades tedricas mencionadas, pero
permite afrontar otras cuestiones no menos importantes.

En segundo lugar, ¢l uso escolar de materiales diddcticos y recursos, éconsti-
tuye un problema metodolégico? Se puede afirmar que si, y de ahi extraer im-
portantes consecuencias. {Consultar, por ejemplo, Alcald, Cachafeiro y Pérez
(1994).) En este capitulo, sin embargo, he optado por enraizar el uso escolar de
materiales diddcticos y recursos como un problema no sélo metodolégico, sino
también de la cultura escolar del Centro; a lo largo de los diferentes Apartados
se encontraran comentarios que se apoyarn en esta afirmacién. Dichos comenta-
rios no estin organizados para convencer al lector, simplemente se usa la idea
central para dar a entender gue no basta con que un profesor o profesora indi-
vidual esté convencido de las “bondades” de tales objetos, también es necesario
que considere dos lineas de actuacién:

— umna, se refiere a sus colegas del Seminario ¢ Departamento de matemti-
cas, por lo menos (posiblemente la tradicién del Centro tenga algo que
decir al respecto);

- la otra, a su actuacién en clase con materiales o recursos.

En tercer lugar, los materiales didacticos y recursos plantean dificultades
curriculares. Mencionaré algunas de ellas.

{A) Nivel de disesio curricular e infraestructura.

— En Formacién inicial y permanente de Profesores. Consultar el texto ya
citado de Alcald y otros (1994), cuya frescura de ideas necesitarfa desa-
rrollos més profundos. En un estilo telegrafico, los mencionados autores
Proporen o se interrogan en estos términos:

« Formacion inicial:

. En una fase prdctica.

. Estudiando un material concreto como parte de una solucién didictica a un pro-
blema dado.

. Estudiando los materiales como una unidad separada:

. Materiales existentes

. ¢Como sacar provecho a un material?
Formacién permanente:

. Cursos. Problemas de la diversidad.

. Seminarios y grupos. ¢Se puede constituir un grupo / seminario suficientemente

homogéneo?»

- En dotacién de medios. ¢Puede un Centro adquirir materiales y recursos
en cantidad suficiente como para que un Grupo-Clase (al menos) trabaje
con ellos? En caso afirmativo, ¢qué materiales se deben adquirir sistem4-
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ticamente y cudles de forma ocasional? ¢Qué apoyo brindara la Adminis-
tracién educativa a las iniciativas encaminadas a usar materiales y recur-
sos en clases de matemdticas?

— En espacios adecuados para usar esos materiales y recursos. ¢Es imperati-
vo disponer de un “laboratorio” de matemiticas? ¢Cuadles son las princi-
pales limitaciones que un aula corriente impone al uso escolar de materiales
y recursos?

(B) Nivel del curriculo planificado

— <Cudles son las decisiones principales que se toman desde el Departamen-
to?

- <{Cudles son las decisiones principales que cada Profesor toma desde la
metodologia?

— ¢De qué manera se plasman esas decisiones en la elaboracién y mejora de
las actividades con los Alumnos?

— {Cémo adquirir la seguridad de va a ocurrir “algo nuevo” en la ensefianza
o en los aprendizajes?

(C) Nivel del curriculo implementado

— ¢Cémo evaluar e] uso de materiales didacticos y recursos?

~ {Hay aportaciones en la atencién a la diversidad?

— ¢Cémo evaluar el trabajo de los Alumnos con materiales didacticos?

Por lo que respecta a {A) este capitulo no aporta informaciones ni sugeren-
clas; con (B) intento sugerir vias de respuesta, aunque no todas ellas reciben un
tratamiento con la misma profundidad.

En el Apartado 3 del capitulo me ocupe de la primera pregunta indicada en
(C), ilustrando el uso de un recurso (la fotograffa) mediante comentarios muy
particulares de autoevaluacién de una actividad y contando brevemente su his-
toria durante 6 cursos. Espero poner de manifiesto cémo un Profesor puede
darse cuenta, poco a poco, de si estd ocurriendo realmente algo, en este caso, al
usar recursos. Se trata de un relato autobiogrifico (en el sentido de la investiga-
cién educativa) que no deberfa extrapolarse (aunque, desde hiego, la idea la
ofrezco a quien desee usarla).

El Apartado 4 es el mis denso y tedrico porque persigue dos objetivos:

1. Poner de manifiesto que el uso de materiales didicticos o recursos consti-
tuye un desaffo para la Educacién matematica. De hecho, el Profesor que
suscita su uso en clase no lo hace a la ligera, porque “estin de moda”,
“dan ayudas” u otras razones andlogas y superficiales; es consciente de
que su decisién se integra en una red (de decisiones, propias y ajenas) que
tiene influencia en la educacién matematica de sus Alumnos; por tanto,
busca puntos de equilibrio entre lo que se puede hacer con un material
didactico o recurso y lo que va a proponer que se haga. Naturalmente, en

4.1 no utilizo este estilo “ético”; elijo algunos tipos de materizles did4cri-
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¢os y recursos y analizo sus limitaciones y ventajas, confiando en el buen
juicio de cada Profesor para determinar su “punto de partida” en relacién
con estos objetos. Los recursos mencionados son principalmente de tipo
informético porque estoy convencido de que es necesario debatir estos
temas desde la perspectiva de la Educacién Matemdtica. Era necesario
sacrificar algnna etiqueta de los materiales y recursos y he decidido omitir
los comentarios que permiten referirse a éstos como representaciones (uso
s6lo la relativa a modelos).

2. Indicar, en cascada, las principales decisiones que llevan a resolver el pro-
blema didéctico que representa el uso de materiales y recursos. Estas deci-
siones se reficren, por una parte a la cultura escolar y, por otra, a cuestiones
metodoldgicas (eludo, en este nivel general, las decisiones refacionadas
con la evaluacién del material y la de Alumnos). Las dltimas ponen de
manifiesto cémo los materiales didicticos y recursos, en general, consti-
tuyen un organizador (en el sentido que s¢ da a este término en el Capitu-
lo II de este mismo libro}.

A lo largo del capftulo se encontrardn algunos ejemplos puntuales (salvo el
Apartado 3 que describe una actividad con ayuda de un recurso) destinados a
matizar determinadas afirmaciones. Dado que la bibliografia en castellano co-
mienza a ser de un cierto tamafio, he intentado, sin afdn de exhaustividad,
limitarme a ella.

Debo anotar que manejo los términos Profesor, Alumno, Centro y Conoci-
miento matemdatico como arquetipos que se definen mutuamente. (En Rico
(1997), se hallar4 un estudio més detallado de sus influencias reciprocas.) Las
personas, Profesor y Alumno, las entiendo como individuos genéricos, no como
colectivos (para estos tltimos disponemos de términos més adecuados).

2. ACERCAMIENTOQ PRAGMATICO

En este capitulo utilizo las caracterizaciones de recursos y materiales diddc-
ticos descritas en Carretero, Coriat y Nieto (1995; pp. 82-3).

Recursos

«Se entiende por recurso cualquier material, no disefiado especificamente para el
aprendizaje de un concepto o procedimiento determinado, que el Profesor decide
incorporar en sus ensefianzas. Son recursos habituales la tiza y el encerado o el
cuaderno del alumno. También lo son, sin ninguna pretensién de exhaustividad, la
calculadora sencilla, cientifica o grafica, la fotografia en papel o en diapositivas,
la prensa, programas y anuncios de radio y televisién, los videos, los programas de
ordenador llamados “de propésito general” (procesadores de textos, hojas de célen-
lo, editores de gréficos, gestores de bases de datos), los juegos, el retroproyector y la
historia de las matemadticas.»
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Materiales diddcticos

«Se distinguen de los recursos porque, inicialmente, se disefian con fines educativos

(si bien, en general, un buen material diddctico trasciende la intencién de uso origi-

nal y admite variadas aplicaciones; por ello, no hay una raya que delimite claramen-

te qué es un material diddctico y qué es un recurso).

Son ejemplos de materiales didécticos los siguientes: las hojas de trabajo preparadas

por el profesor en una unidad did4ctica, los programas de ordenador de propdsito

especifico (como, por ejemplo, algunos “paquetes” de estadistica elemental o de

probabilidad), distintos materiales manipulativos como los troqueles de poligonos

del mismo lado que permiten construir diferentes poliedros, los dbacos, los papeles

pautados, los geoplanos, los dados, las fichas de colores y los cordeles, por citar

solamente unos pocos.

El uso de materiales didicticos y de recursos impone condiciones generales que

merece la pena explicitar. Se necesita:

- Una disponibilidad en el momento en que se decide usar; esto conlleva, a veces,
dificultades previas de presupuesto y de gestién.

— Un equipamiento suficiente para todos los alumnos (o los grupos).

— Una cierta prictica, por parte del profesor y de los alumnos, en el mManejo antes
de empezar a razonar matematicamente con ellos.

-~ Una temporizacién adecuada que permita extraer consecuencias a la mayoria de
los alumnos en los momentos previstos (aunque estas consecuencias no se carac-
tericen todas por el mistno nivel de profundizacién).»

Listas de materiales diddcticos y recursos

Se encontrard alguna informacién explicita sobre marcas comerciales en el
Capitulo “Recursos Materiales” del libro “Matematicas” (Secundaria Obligato-
ria), editado por el Ministerio de Educacién y Ciencia, 1992, paginas 199 a
299}

Mas recientemente, la Consejerfa de Educacién del Gobierno de Canarias
ha editado una gufa de Recursos para la Educacién Secundaria: (Fernandez,
199¢).

Las revistas Suma y Epsilon, entre otras, incluyen secciones dedicadas a pre-
sentar materiales y recursos; casi siempre estas presentaciones incluyen ideas
para su uso en las clases de matemdticas.

En general, las empresas comercializadoras publican catélogos (no los ac-
tualizan con la misma frecuencia, conviene asegurarse de que se tiene entre las
manos el dltimo de los publicados).

Un nuevo recurso, la informacién sobre clases y problemas, empieza a estar
facilmente disponible a través de Internet (principalmente, en idioma Inglés).
He seleccionado dos direcciones de paginas Web (Febrero de 1997); en la pri-
mera, una corta navegacion permitird encontrar enunciados y soluciones de
problemas asi como planes de clases. La segunda direccién exige navegar algo
mds hasta llegar a enunciados de problemas de matemdticas:

http://forum.swarthmore.edu/dr.math/dr-math. htm!

(La primera parte de la direccién anterior —hasta edu/ incluido— permite
acceder a la pagina principal del Math Forum, que aporta informaciones rela-
cionadas con la Educacién Matematica y la Investigacién y permite el acceso a
foros especificos.}
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http://www.mathpro.com/math/mathCenter.html

(Esta pagina permite navegar por el mundo de los problemas de matemati-
cas, a través de revistas, electrénicas o no.)

Razones para usar materiales diddcticos y recursos

Cada material didéctico modeliza parcialmente el rico y extenso sistema de
relaciones que corresponde a un tema de mateméticas. He aquf algunos ejem-
plos:

~ Las Hojas de trabajo dan prioridad absoluta a las relaciones entre simbo-
los y a las representaciones planas.

— Los cubos macizos (cerrados) modelizan algunas relaciones en el cubo
(como paralelismo y perpendicularidad de aristas y caras o cruce de aris-
tas).

— Los esqueletos de cubos modelizan, principalmente, relaciones entre par-
tes {o secciones)

La decisién genérica de ir ampliando el abanico de materiales did4cticos y
recursos est4 ligada a cambios de actitud de los Profesores sobre las relaciones
de ensefianza y aprendizaje. Supone el establecimiento de nuevos equilibrios en
la consideracion de ambos. Un criterio que ayuda a considerar como positiva la
variedad de materiales didacticos y recursos es lo que la LOGSE engloba bajo
la etiqueta atencion a la diversidad.

Ejemplo 1

Consideremos el siguiente problema: «En el cubo de la Figura 1 marcamos los
puntos A, B, Cy D. Ay Cson vértices del cubo. B y D son puntos medios de aristas.
(1) éDefinen esos cuatro puntos un rombo? En caso afirmativo, {2) écudnto miden
sus diagonales?»

C

Figura 1

Pasemos por alto la primera pregunta, aceptando que se trata de un rombo, y
analicemos la segunda. Los alumnos “ven” sobre la Figura 6.1 que el segmento AC
coincide con la diagonal de! cubo; en cambio, muy pocos llegan a comprender que
el segmento BD coincide con la diagonal de cara. Un cubo macizo ayuda a alcanzar
esa comprensién; después de marcar los puntos By D en ese objeto fisico la conclu-
si6n tarda poco tiempo en obtenerse. (Una alumna explicé que lo habia comprendi-
do desplazando sus dedos, colocados en By D, hasta tocar dos vértices opuestos de
una misma cara; utilizé sin saberle una traslacién.)

Invito al lector a contestar a la primera pregunta usando ¢l esqueleto de un

cubo.
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Este ejemplo muestra una condicidn esencial para el uso de materiales di-
dacticos y recursos:

«Las tareas que se propongan deben estar muy bien definidas para evitar el
exceso de dispersion en los trabajos de las alumnas y alumnos.» (Carretero y
otros, o.c.)

Mids abajo veremos otros ejemplos con tareas mucho mis abiertas que en el
caso del rombo, pero siempre tenderdn a estar “muy bien definidas™.

Los recursos v materiales didacticos también tienen una incidencia en las
actitudes de los alumnos hacia las matematicas. La posibilidad de “salir” de la
légica implicita en el libro de texto, los apuates, las Hojas de trabajo y las
fotocopias tarda un tiempo en imponerse, pero termina haciéndoles participes
de dos grados de libertad asociados a los mareriales y recursos manipulativos:

— en primer lugar, es posible comprender una afirmacién del Profesor o una
pregunta;

- en segundo lugar, es posible encontrar una respuesta o un razonamiento
{(aunque no siempre sea posible presentarlos simbdlicamente).

Ejemplo 2

En un examen se pidié «estimar el volumen en litros de una caja de zapatos (del
niimero 38) indicando cémo haces la estimacién». Muchas respuestas se orientaron
a estimar las tres dimensiones bdsicas de la caja (en cm), calcular el volumen con
ayuda de la férmula largo x ancho x alto y expresarlo en litros (hubo muchos
errores al pasar los em? a litros; nadie expresé directamente las dimensiones en
dm), Algunos alumnos optaron por imaginar cudntos paquetes de 11 de leche ca-
brian en esa caja de zapatos; esto les llevd a usar un estilo de respuesta muy mate-
matico: al decir «<entre 3 y 4» o «entre 4 y 5» litros, tuvieron la suerte o el saber
necesarios para dar el resultado usando una acotacion.

Estos ejemplos también ilustran otra cualidad potencial distintiva de los ma-
teriales diddcticos y recursos manipulativos:

— En primer lugar, liberan la imaginacién del esfuerzo necesario para seguir
un argumento significativo escrito o hablado. (En el Ejemplo 1, Ia alumna
mencionada pudo establecer una relacién que, de otro modo, le habria
estado vedada —la habria aceptado autoritariamente-.)

— Ensegundo lugar, potencian la imaginacién para idear modelos o adapta-
ciones del problema que ayudan a resolverlo significativamente. (En el
Ejemplo 2, donde no se usaron materiales explicitamente, la imaginacién
aporté un poderoso criterio de estimacién.)

Sin embargo, los recursos y materiales didacticos no son panaceas; su “ren-
tabilidad” en las clases de matemdticas debe valorarse siempre en contexto y a
medio plazo. Es aqui donde el sentido critico del Profesor juega un papel basico:

— ¢Tengo confianza en las potencialidades didacticas del material que me

propongo usar?

— {He conseguido integrarlo en las actividades o tareas de los Alumnos?
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— ¢Qué ventajas e inconvenientes soy capaz de observar cuando la actividad
o tarea se realiza con ese material? (Dificultades o no en la gestién de la
clase; discusiones matemdticas suscitadas o no por el material (en tanto
que modelo fisico de determinadas relaciones.)

— (Lo volveré a usar? En caso afirmativo, équé modificaciones introduciré
en las actividades o tareas?

3. UN EJEMPLO DE RECURSO: LA FOTOGRAFIA

La fotografia se viene utilizando de muy diferentes maneras.

— En diapositivas, suelen usarse para ilustrar algin concepto matemdtico
(por lo general, geométrico) y sucesivos detalles del mismo.

— Son muy conocidas las exposiciones Fotografia v matemdticas que, anual-
mente, aportan una panordmica de fa inventiva y capacidad de los Alum-
nos para establecer, reconocer o descubrir relaciones matematicas a través
de la fotografia.

Una actividad y su bistoria

Quisiera relatar aquf una actividad que realiza mi alumnado en Primer Cur-
so de los Estudios de Magisterio {varias titulaciones) en el marco del tema de
Geometria. La “historia” se adapta sin dificultad a las matemdticas de ESO y
Bachillerato, con o sin apoyo en otras materias tradicionalmente mas manipula-
tivas.

El planteamiento bésico es el siguiente: casi todos los alumnos proceden de
COQU, tienen una aceptable formacién en geometria analitica y una escasa vi-
si6n espacial. El objetivo de la actividad es, precisamente, desarrollar esa con-
cepciodn espacial.

En esencia, la tarea consiste en fotografiar “algo™ y describir geométrica-
mente los objetos que se ven en el encuadre de la foto. Los alumnos pueden
buscar objetos espaciales y planos, asi como transformaciones geométricas “en
acto”.

El propio enunciado ha ido evolucionando desde el curso 1990/91 en que
commencé a propenerla tras quedar fuertemente impresionade por el concurso
Fotografia y Matemarticas, que el Profesor D. Evaristo Gonzélez viene realizan-
do con el alumnado del Colegio «Sierra Nevada» de Granada {Primaria y Pri-
mer Ciclo de ESQ), entre otros (Gonzédlez (1989a, 1989b, 1997).)

Al principio, la actividad de los alumnos exigia una fuerte inversién de tiem-
po de evaluacidn, ya que no es ficil comprender la descripcién de la foto y
ponerse en el lugar de cada alumno; generalmente, les hacfa venir a Tutorfa
para que explicaran lo que habian visto y lo que habfan querido decir.

Me fui convenciendo de que la tarea de evaluacién debfa integrarse en la
propia actividad, de manera que mi trabajo como evaluador no se orientara
hacia el contenido de la foto v su correspondiente descripcidn, sino a la cohe-
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rencia entre el uno y la otra. Cada variante exige esperar un afio. Sucesivamen-
te, intenté:

- la actividad como tarea de pequeiio grupo con exposicién en clase de la
descripcidn (y respuesta consiguiente a las peticiones de aclaracién);

—~ la actividad como tarea de pequefio grupo con valoracidn critica v des-
cripcién de desacuerdos.

Ninguna de estas opciones resultd convincente; la primera, porque el gran
grupo no se interesaba verdaderamente en las fotos ajenas (prdcticamente, s6lo
este Profesor pedfa aclaraciones) v la segunda, porque aumentaba el volumen
de material que tenfa que evaluar.

Durante el Curso 95/96, encontré una nueva idea de ataque. Debo recono-
cer que no se me ocurrié inmediatamente y que fue resultado de un encuentro
casual: estuve a punto de “chocar” en lz Facultad con unas alumnas que trans-
portaban una maqueta y, tras excusarnos y comprobar que la maqueta no habia
sufrido dafios, me interesé por su contenido y dificultad de realizacion.

La maqueta me dio la idea bésica con la que estoy trabajando actualmente.

La actividad, para pequefios grupos, consiste en hacer dos fotos una deserip-
cidén y una maqueta; la primera foto y la descripeién se refieren a lo ya indica-
do. Con ayuda de esa descripcion, Jos alumnos hacen una magqueta en plastilina
u otro material, fotografian la maqueta y entregan: las dos fotos y la descrip-
cién de la primera. (La magqueta 1o es necesaria.)

Esta solucién, sin ser perfecta todavia, incorpora innumerables ventajas. La
més importante no es que se aumentan las tareas de los alumnos (por ejemplo:
para construir una maqueta tienen que tomar decisiones sobre la escala y sobre
los materiales a usar), sino que se afronta de manera elemental, como se indica
en la Figura 2, el trabajo con cuerpos y figuras como modelos del espacio fisico
(Carretero y otros, o.c., p. 78).

Foto 1

Descrip-
icion

Foto 2

Figura 2
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En segundo lugar, el tiempo de evalnacion (y, por tanto, de comentario de
los trabajos) se reduce espectacularmente; en cierto modo, la Foto 2 da un
resumen sin palabras de la descripcién, de modo que puedo apelar a los siguien-
tes criterios para comentar los trabajos: Plano-espacio, Descomposicion, Re-
daccién y Nota resumen.

En “Plano-espacio”, valoro la lista de cuerpos y figuras usados, asf como ¢l
equilibrio entre los elementos planos y espaciales. Cualquier tendencia a traba-
jar en el plano queda limitada por la construccién de la maqueta. (Excepcional-
mente, alguna Foto 2 muestra que los alumnos han trabajado exclusivamente lo
plano. Un grupo fotografié un pequefio puente y la maqueta que construyé
representaba una vista frontal —alzado- construida con varillas hechas en plasti-
lina.)

El apartado “Descomposicién” lo utilizo para comparar las Fotos 1y 2. Por
gjemplo, me pregunto: ¢Cuales son los elementos geométricos que se mantie-
nen en ambas fotos? ¢Cuiles se pierden entre la 1 y la 2? Este item presenta
algunas dificultades, de las que mencionaré dos:

1. La inmensa mayorfa de los pequefos grupos hace una seleccién adecuada
de la geometria de la Foto 1y, apoydndose ¢n la descripcion, compone la
maqueta, tal y como se pidié, a partir de la descripcion; sin embargo,
algunos pequefios grupos dan prioridad en su respectiva Foto 1 a un solo
objeto geométrico, con lo que la maqueta queda muy simplificada.

2. Los grupos, en ocasiones, primero imaginan la maqueta y, a partir de ella
realizan la Foto 1; asf, un pequefio grupo utilizé un rincon vacio de una
habitacién donde colocéd una serie de objetos fisicos facilmente reconoci-
bles geométricamente: caja de leche, colador, etc.

Atribuyo estas dificultades a una incomprension o a una insuficiente expli-
cacién de las exigencias de la actividad.

En “Redaccién”, valoro la descripcién (puente entre Foto 1y Foto 2). Suele
ser escucta y se orienta siempre a describir propiedades y nombres de los obje-
tos basicos que se ven en la maqueta, raramente se reconocen transformacio-
nes. Por tltimo, la “Nota resumen”, contiene lo que indica su nombre, una
puntuacién en una escala arbitraria. La calidad de las fotografias no se tiene en
cuenta, solo los tres descriptores indicados.

En Anexo de este capitulo doy un ejemplo: ¢l “mejor” trabajo presentado
durante el Curso 96-97. El grupo vino tres veces a fa Tutorfa para pedir aclara-
ciones sobre las tareas. Se podrian observar las dos fotos (originalmente, en
color) y algunos fragmentos del texto recibido.

La principal razén por la que, afio tras afio, voy modificando la actividad sin
renunciar 2 ella a pesar de que nunca quedo completamente satisfecho, es la
sigujente: la tarea impone una manera de “ver” la realidad circundante. De
algin modo, los Alumnos reciben la tarea como una consigna («reconocer la
geometria en el entorno») mal comprendida al principio. A medida que ponen
manos a la obra, van (auto)educdndose en un tipo de percepcion abstracta a
través de la cual cualquier objeto fisico se simplifica (geométricamente hablan-
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do) hasta quedar reducido a un objeto conocido ¥ por tanto, descriptible con
palabras. Es cierto que algunos grupos se limitan a fotografiar “lo primero” que
ven; en este caso, la foto no es util y tienen que volver al escenario real para
comparar y anotar.

4. CONSIDERACIONES CURRICULARES

Las creencias sobre las matematicas de cualquier Profesor deben considerar-
se desde dos perspectivas:

L. Ajuste con la cultura escolar del Centro en que trabaja y, en particular,
con las creencias de otros colegas del Departamento de matemdticas.

2. Ajuste con la realidad educativa (niveles, heterogeneidad, motivacién de
sus Alumnos).

Esto dos niveles de ajuste no siempre son coherentes, al menos en el tema
que nos ocupa. Encontramos Profesores que justifican el uso de materiales di-
décticos aludiendo al escaso interés de sus Alumnos hacia las matemdticas; otros,
sin confiar plenamente en su uso, se encuentran con que el Departamento ha
asumido su empleo (y lo suscita). En ocasiones, si un Profesor desea usar en sus
clases cubos de porespan (por ejemplo), no sélo tendri que disefiar sus activida-
des de Aula de manera que dicho material tenga cabida, también deberd con-
vencer a sus colegas de Departamento sobre lo acertado de la decision y responder
a objeciones genéricas, principalmente relacionadas con el retraso que el uso de
€s0s cubos genera en la imparticién del programa acordado por el Departamen-
to. La inmensa mayoria de los Profesores dice simplemente: «no; ahi no hay
matematicass,

En parte, ef uso de recursos y materiales didcticos constituye un problema
de decisién que se relaciona con las creencias sobre las matematicas {y suapren-
dizaje) por parte de distintas personas. Si se considera que pensamiento, accidén
¥ lenguaje se apoyan mutuamente para lograr nuevos aprendizajes, el uso de
materiales y recursos estd mas justificado que si se consideran aisladamente
dichas componentes del quehacer matemitico. Anélogamente, si se atribuye a
los compafieros y compafieras del Grupo-Clase un papel en el aprendizaje indi-
vidual, también los materiales did4cticos y recursos tendran mejor cabida que si
se¢ interpreta el aprendizaje como una simple cuestién individual.

La decisién genérica sobre el uso de una coleccién mds o meros amplia de
materiales didécticos y recursos se toma desde el Departamento de matematicas
y est condicionada por la cultura escolar del Centro. {(Sobre la cultura escolar,
ver Miller y Lieberman (1988).) En Coriat y Martinez (1997, p. 3) se reconoce
que el Departamento de matemdticas toma decisiones acerca de los contextos
{un contexto bésico para la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas lo
constituyen, precisamente, los materiales didacticos y recursos).

En cualquier caso, no basta con adoptar tal decisién; el uso de materiales ¥
recursos constituye también un problema didéctico. Ya se han indicado algunas
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condiciones generales que es necesario satisfacer; conviene mencionar algunas
otras, también generales, que inciden en la resolucion sobre el papel de dicho
problema did4ctico. Para su descripcion, parece conveniente separar (en algu-
nos momentos de la exposicién) los materiales manipulativos de los recursos
simbélicos (ordenadores y calculadoras).

4.1 Universalidad de materiales manipulativos y recursos simbélicos

Me atrevo a afirmar que, para cualquier tema de ESO o Bachillerato {con no
mas de dos excepciones, que comentaré més abajo), es posible encontrar o idear
un material didactico o recurso ad boc. ¢Es posible o deseable desarrollar todos
los temas de una programacién usando materiales didicticos o recursos? Igno-
ro si tiene sentido enunciar una respuesta afirmativa; lo que si sabemos es que
ningin Seminario o Departamento de matematicas espafiol aceptarfa actual-
mente dicho desaffo (salvo para propositos de experimentacion), con lo que
debemos concluir que no es posible trabajar todos los temas usando materiales
didécticos. Se trata de una limitacién que refleja, por supuesto, mas una situa-
cién actual que una cuestién de principio, pero conviene atenerse a ella.

De esto se deduce una importante consecuencia: en los niveles de planifica-
cién —Secuenciacién, Organizacién y Actividades de Aula— (v. Carretero y otros,
o.c.), el Departamento de matemiticas y los Profesores deben precisar clara-
mente cules son los temas que se van a trabajar en clase con materiales didac-
ricos. Posiblemente la eleccién no se hard apelando a razones de principio; mds
bien, s usardn materiales en los que se den las condiciones de uso indicadas en
6.1; aqui el énfasis queremos ponerlo en la seleccién necesaria de materiales
desde el punto de vista de Ja planificacidn.

Dos son los principales criterios que guiardn las decisiones de los Departa-
mentos a la hora de realizar tal seleccién: versatilidad y no-exhaustividad. De
ellos surgiré una caracterfstica que no suele mencionarse: la posibilidad de plan-
tear problemas (pseudo)abiertos.

(A) El caso de los materiales manipulativos

Versatilidad frente a uniformidad

Algunos materiales did4cticos son adecuados para actividades muy variadas
mientras que otros (salvo que se inventen nuevas actividades) son de uso mas
uniforme. Esto tiltimo ocurre, por ejemplo, con los dominds, que “solamente”
suelen usarse para enlazar objetos matemiticos signiendo algnn criterio (gene-
ralmente, si se cambia de criterio se necesita un nuevo domind). Mucho més
versatiles son los poligonos, troquelados o de pléstico, a la hora de afrontar
situaciones relacionadas con el espacio; un simple cubo puede usarse en activi-
dades de reconocimiento (desde caras, vértices y aristas hasta elementos que lo
dejan invariante), de razonamiento (retémese el Ejemplo 1, pregunta (1) con un
cubo macizo), de volumen o de compactacién.
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No Exhaustividad intrinseca

Los materiales manipulativos modelizan fisicamente algunas relaciones de
un sistema matemdtico (pero no todas). Pueden usarse de modo exhaustivo
para desarrollar un tema, pero el Profesor (o el Departamento) no debe olvidar
que, junto con sus cualidades, incorpora limitaciones v, con toda metodologia,
se suscitan dificultades debidas al material.

Ejemplo 3

Los geoplanos n x n modelizan el plano de un modo discreto; no es posible
materializar una recta que no pase por dos puntos de la cuadricula, siendo el caso
que hay rectas que solamente pasan por uno de tales puntos (como y=v2 x), ¥
tampoco hay tres puntos {de la cuadricula) que formen un tridngulo equildtero, lo
que prueba que estamos ante un modelo menos potente que el generado por la
regla y el compdés. A pesar de sus limitaciones, los geoplanos aportan la posibilidad
de indagar y obtener, de manera sistemdtica, respuestas a preguntas matemdticas no
triviales, como: poligonos diferentes {construibles en el geoplano) de drea dada o
de perimetro dado; caminos para circular entre dos puntos dados (con o sin posibi-
hdad de rerroceso, “tocando” exactamente o como maximo k vértices); poligonos
constructibles en una cuadricula.

Anélogamente, las regletas de Cuisenaire acompaiian algunas Actividades de
aprendizaje de la medida de segmentos, pero, llegado el momento (y éste ocu
rre, salvo excepciones, durante la Secundaria Obligatoria), es necesario aban-
donarlas para enriquecer la fenomenologfa de la magnitud distancia, que no se
limita a longitudes de segmentos ostensibles, sino que abarca también la distan-
cia entre dos puntos dados (sin “nada” que los una “fisicamente”, salvo la com-
prensién de que definen un segmento) y la distancia recorrida por un punto al
moverse entre dos posiciones dadas.

Problemas abiertos

La modelizacién inherente en todos los materiales manipulativos tiene tam-
bién una ventaja general: permite dar vida, sin autoritarismo por parte del Pro-
fesor, a la nocién de problema abierto (en matematicas). La imposibilidad
provisional de construir determinadas configuraciones (tridngulo cquildtero en
el geoplano n x n; tetraedro [regular] en los mecanos habituales; rafz cuadrada
de 2 con las regletas de Cuisenaire) ayuda a introducir, desde edades tempra-
nas, la necesidad de convencer y demostrar en matemiticas; hay un paralelismo
evidente entre las siguientes afirmaciones:

—~ no es posible construir un tridngnlo equilatero en un geoplano n x n, pero
si con regla y compis;

— no es posible construir un cuadrado del mismo 4rea que un circulo dado
con regla y compds, pero sf con la integral de Riemann.
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Casi todos los Profesores estamos convencidos de que la segunda afirmacién
no se puede justificar plenamente en Secundaria; en cambio, la primera s esti
al alcance de los estudiantes avanzados de estas Etapas, lo que ayuda a fortale-
cer las conexiones entre conocimientos procedentes de distintas partes de las
matematicas.

(B) El caso de los recursos simbélicos

Seleccidn de caracteristicas

Por lo que respecta a los recursos con capacidad de procesamiento simbdli-
co, como calculadoras y programas de ordenador, conviene hacer notar algunas
caracteristicas especificas (ademas de la posibilidad de realizar simulaciones,
que es general pricticamente en todos ellos).

— Cuando se necesita manejar muchos datos numéricos (como en estadisti-
¢a), el Departamento tiene que decidir si va a dar mis importancia al
manejo de los algoritmos o a la interpretacién de los resultados obtenidos
con éstos. Los paquetes estadisticos no eximen al usuario de organizar
bien la informacién de entrada, sélo de realizar operaciones tediosas.

— Los programas de geometria plana equivalen, estructuralmente, al geo-
plano (la cuadricula estd constituida por pixels) pero simulan el plano
euclideo continuo con precisién adecuada (aunque es posible encontrar
“contraejemplos” sencillos en los que se pone de manifiesto el elemento
estructural, como ocurre cuando se trata de hallar la bisectriz de un seg-
mento constituido por un niimero pequefio y par de pixels). Esta limita-
cién es comparable {en sus efectos) a la que tienen la regla de un solo
borde y el compés fisicos a la hora de realizar una construccion concreta
sobre el papel. Recuérdese que, con las tarjetas graficas habituales en
los ordenadores personales, 1 pixel ocupa una superficie del orden de
10" mm?, inferior {pero comparable) a la de un “punto” marcado con un
lipiz de 0°5 mm.

- Los programas de cilculo simbélico permiten, por ejemplo, transformar
expresiones, simplificar o resolver ecuaciones; en general, su potencia de
calculo es superior a las necesidades conceptuales de la Secundaria.

— Las representaciones graficas generadas con calculadora grafica o con
ordenador simulan las funciones mediante sucesiones de pixels que, a
simple vista, se confunden con las graficas de perfil suave y aspecto con-
tinuo.

— En los programas de propésito general (procesadores de texto, hojas de
cleulo, etc), no conviene descartar el trabajo con las popularmente lla-
madas «macros» (secuencias de acciones muy repetidas por cada usuario
que el propio programa se encarga de almacenar y, en su caso, gjecutar);
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las macros son ejemplos de “destrezas” operatorias. La comparacién de
macros inventadas por diferentes Alumnos permite elegir la mejor (si-
guaiendo algiin criterio, como “minimo” nimero de pulsaciones en la ma-
cro), relativizar la importancia de las destrezas (una accién del ordenador
se puede obtener siempre de varias maneras) y justificar la conveniencia
de que las personas dispongamos también de algunas de ellas, prestas a
ser usadas en cualquier circunstancia.

Posibilidades especificas

Hay mucha documentacién acerca de las posibilidades de uso de estos re-
cursos simbélicos en las Etapas de Secundaria. Afortunadamente, comienza a
haberla también en Castellano. Remito al lector al trabajo de Garcia, Martinez
y Miflano (1995), donde se hallardn ejemplos concretos con calculadoras y di-
ferentes programas de ordenador. En general, los manuales que acompafian a
los programas contienen ejemplos que son escolarmente adaptables; por otra
parte, ¢l desarrollo actual de las técnicas de programacién permiten disponer
de ayudas sensibles al contexto que facilitan enormemente el empleo répido de
Huevos programas.

(C) éUna o dos excepciones?

Los materiales manipulativos no pueden hacer ostensible ningiin proceso
infinito (pero si su patrén estructural, si existe) ni el continuo (como conse-
cuencia de la estructura cospuscular de la materia). Algunos programas de cil-
culo simbélico pueden realizar un proceso infinito de cilculo con una variable
discreta, pero no con una variable continua (en el sentido del Analisis clasico).

Ejemplo 4

En Coriat y otros {1989; pp. 23-7) se describe cé6mo Alumnos de 2° de BUP
consiguieron calcular [a serie

11 1
St
4 4 4

recortando cuadrados y accediendo asf al entendimiento del proceso que, evi-
dentemente, no puede efectuarse en su totalidad.

También en Coriat, Martinez y Baena (1993) se describe el fenémeno del agota-
miento, es decir, la limitacién intelectual, con que se encuentra un resclutor, de
efectuar indefinidamente operaciones manipulativas o numéricas con un patrén
de actuacién predeterminado (el hecho de disponer de una maquina de cilculo en
el caso numérico no aporta ninguna mejora).
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Ejemplo 3

Algunos programas de ordenador que manejan expresiones simbélicas permi-
ten realizar uno de los pasos criticos en los denominados célculos por induccidn,
En Garcia y otros (1995, p. 81) se podré ver un caso concreto. Ese ejemplo ilustra
c6mo las herramientas de cilculo se ponen al servicio del resolutor. Sea a demos-
trar la conjetura:

i 1 =n
Skik+1) n+l

19, La propiedad se cumple para n=1 (ambos términos son idénticos).

2°. Si la propiedad se cumple para n=p, demostremos que s¢ cumple para
n=p+1. (Esta parte de la demostracién es la que puede hacerse cémodamente con
ayuda de algunos programas de cdlculo simbélico.)

Los cilculos por induccién no agotan las variantes de la induccién matemdtica
(Golovina y Yaglom (1981} describen hasta seis usos diferentes s6lo en geometria).

No cabe duda que el avance en las técnicas de programacién permitird en
breve afirmar que las relaciones de recurrencia serin completamente maneja-
bles con ayuda de ciertos programas.

Ejemplo 6

Al comenzar el Andlisis clasico, justo después de dar una definicién de funcién
continua en un punto, los Alumnos se encuentran con un enunciado tipico, como:

«demostrar, utilizando la definicién, que la funcién f{x) = X _ escontinua en x=0».
En la respuesta es necesario manejar un proceso infinito continuo en un nimero
finito de etapas que, hasta donde he podido indagar, los ordenadores no saben
realizar. En los ordenadores se pueden instalar programas del tipo “motor” de infe-
rencia o cualquier otro ingenio procedente del campo de la Inteligencia Artificial.
Gracias a ellos, las mdquinas pueden reconocer que f se expresa simbdlicamente
como cociente de dos polinomios, apelar a una regla (teorema) que afirma: una
funcién racional es continua en todo punto en que est4 definida, y concluir que fes
continua en x=0. Se trata de un razonamiento impecable que no utiliza proceso
infinito alguno, sino patrones de reconocimiento de expresiones simbélicas y reglas
de decisién. En espera de futuras producciones de los ingenieros, podemos afirmar
que el manejo de los procesos infinitos continuos constituye la finica barrera mate-
matica actualmente existente entre la inteligencia humana y la inteligencia artifi-
cial.

En cierto modo, el continuo matemitico (el cuerpo R de los niimeros reales
definido en términos del Analisis clisico) constituye la terra incognita, ¢l non
plus ultra de los programas de ordenador actuales. {(Algunas cuestiones relacio-
nadas con la riquisima variedad de niimeros irracionales y su “determinacién”
con ordenadores podrin consultarse en Recio {en prensa).)
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Resumo estos comentarios sobre los materiales manipulativos y los recursos
simbélicos con unas pocas indicaciones:

~ pueden ayudar en pricticamente todas las situaciones matemdticas esco-
lares (pero no ayudan obligatoriamente);

— &s conveniente circunscribir su uso en clase para que las propiedades del
modelo no se impongan sobre las relaciones matematicas que se desea
trabajar con ellos (esta restriccién también puede eliminarse aumentando
a més de uno el tipo de material elegido).

Los materiales y recursos son excelentes mediadores para “dar sentido” en
la ensefianza comprensiva. El Profesor que no desee utilizarlos puede apelar a
limitaciones como las indicadas, pero la experiencia demuestra cada vez mis
que un uso variado y bien temperado de los mismos es fructifero a medio plazo,
aportando a los Alumnos una mayor grado de autonomfa, y una mejor capaci-
dad para dar sentido y profundizar en matematicas.

4.2 Materiales y recursos como organizadores de las actividades

En este dltimo nivel de planificacién de la Interaccién con el Grupo-Clase
(las Actividades), las cuatro variables curriculares (Objetivos, Contenidos, Me-
todologfa y Evaluaci6n) deben contemplarse microscépicamente, a partir de
una idea concreta y teniendo en cuenta a los Alumnos a los que va a ir dirigida.
La dltima condicién es la mas importante (porque las Actividades se disefian
para que los Alumnos aprendan) y la més limitadora (porque s6lo el Profesor
conoce bien a sus Alumnos, de martera que unas consideraciones generales como
las de este capitulo tienen que ser “filtradas” por la cultura escolar de cada
Centro y por cada Profesor en particular antes de que sean operativas).

Una vez que se ha decidido desarrollar una idea con un material diddctico o
recurso, el Profesor todavia debe tomar algunas decisiones.

1. ¢Se usard para fines expositivos (del Profesor) o se permitird que los Alum-
nos los toquen? En este capitulo supongo que se toma la decisién de que los
alumnos “manoseen”. No obstante, existen magnificos materiales'que permiten
exhibir ideas concretas en matemiticas.

Ejemplo 7

El metacrilato transparente, en distintos colores, esta recibiendo amplisimas
aplicaciones geométricas. Las principales secciones planas de poliedros y cuerpos
redondos (incluyendo las cénicas) resultan asi directamente observables.

2. dSe usard material ya preparado o lo construiran los Alumnos (o ambas
cosas)? Realmente, una primera consideracién de esta cuestién la hace parecer
irrelevante; no es asi, en absoluto. Un material ya fabricado tiene incompara-
bles ventajas sobre un material artesanal, pero la fabricacién “ensefia® mucho, a
quien reflexiona sobre ello, acerca de las limitaciones de los materiales. Con-
juntamente, ayudan a perfilar la comprensién de que se trata de modelos mejo-
rables y fisicos de relaciones matematicas. En ocasiones, con simples pliegues
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de folios, he sentido la necesidad de preparar algunos ejemplos para estar segu-
ro de que los Alumnos razonaban sobre objetos fisicos “cercanos” a los del
enunciado de un problema.

Ejemplo 8

Fn un folio no transparente, marcar un punto o una recta y ponerlo del revés.
Marcar nuevamente, ¢Se trata del mismo punto, de la misma recta? El pequefio grosor
del folio ayuda a comprender que estamos ante un modelo del plano, pero que determi-
nadas propiedades debe analizarse con arencién. Como ¢l folio, el plano tiene dos ca-
ras; a diferencia del folio, las caras del plano sélo son accesibles con la imaginacion y el
pensamiento, no on una accién “fisica”. Pese a todo, usamos la misma expresion colo-

nial (“dar la vuelta®) cuando sometemos el plano a un giro de 180 alrededor de una
e sus rectas.

3. ¢Se apelard al material o recurso desde el primer momento o se recurrird
a &l en el caso de que surjan dificultades? Se trata de una decisién metodolégica
no siempre trivial. Es trivial cuando el enunciado de la situacién se refiere a
objetos concretos (como cubos, calculadoras o geoplanos), pero no lo es cuan-
do, constatada la dificultad y el “atasco™ por parte de los Alumnos, el Profesor,
en lugar de dar la respuesta, recurre a los materiales como sugerencia para
volver a analizar la situacién. (Esto es lo que hice en el Ejemplo 1, pidiendo a
quienes tuvieran una respuesta que no la dieran sin comprobar, con ayuda del
material, que era acertada y a quienes no la habfan obtenido que se dieran otra
oportunidad tocando los cubos macizos y los esqueletos de cubos.)

4. En el caso de los ordenadores: ¢se darén las clases en el Aula de Informa-
tica buscando Actividades que exigen el uso del ordenador?

Ejemplo 9

1. Las Hojas de Cilculo constituyen magnificas herramientas para dar significado a
preguntas sobre sucesiones y series. Si en la columna A generamos los primeros 500
ntimeros naturales, en la B podemos generar los valores numéricos correspondientes a
una sucesion como®*! v, a la vista de la tabla, contestaremos (por lo menos, empirica-
mente) a preguntas como: fes creciente, decreciente o de otro tipo en el rango de valo-
res calculado?; éa partir de qué valor de n se cumple que &, < 1°003?; {en qué rango de
naturales se cumpI% que los valores de la sucesién estdn comprendidos entre 15 y 1992
También haremos conjeturas: {parece creciente o decreciente?: fa qué valor parece
acercarse cada vez mds?

2. Para generar la tabla indicada no es necesario programar la Hoja de Calculo. La
columna A se genera del siguiente modo: colocar el puntero en la celda A1, teclear 1
Intro y recolocar el puntero en Al. Buscar el comando «Serie» y, en el cuadro de didlo-
go, indicar el salto (1) y el término superior (500} y ordenar que la «Serie» se construya
como columna. La columna B se genera asi: colocar el puntero en B1 y teclear ={A1+1)/
A1l Intro. Volver a colocar el puntero en B1, buscar el dngulo inferior derecho de mane-
ra que adopte ¢l aspecto de]psigno de sumar {+), hacer click y arrastrar hasta B500,
soltando entonces el ratén. Con eso queda construida la sucesidn.

3. ¢Conviene que los Alumnos dediquen un tiempo de la clase de matemdticas a
construir esta tabla por si mismos en un ordenador? Se trata de una importante pregun-
ta. Los Profesores que contestan negativamente “ganan” esos 10 minutos para otras
cosas. Los que contestan afirmativamente, también creen que los Alumnos “ganan”:
manejo global de grandes conjuntos de niimeros; potencia de cdlculo numérico; obser-
vacién de limitaciones de las maquinas, etc. Se trara de una decisién muy personal que

no debe llevarse a la practica sin planificacién.
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Las decisiones correspondientes a al menos uno de estos cuatro puntos, im-
plican secuencias didacticas diferentes a partir de una misma idea concreta.

Ejemplo 10

Secuencia 1. El Profesor A comienza explicando las progresiones aritméricas v,
en un momento dado, pone un problema de aplicacién con palillos; espera de este
modo recalcar el papel del primer término y la diferencia.

Secuencia 2. El Profesor B decide iniciar el estudio de las progresiones aritméti-
cas con palillos, proponiendo una situacién antes de explicarlas de manera més
general. (Esta Gltima opcién se desarrolla, por ejemplo, en Rico, Coriat, Marin y
Palomino (1994, p. 119 y ss.).)

Secuencia 3. El Profesor C opta por las calculadoras (cientificas no grificas). Su
situacion inicial consiste en pedir a los alumnos que piensen un nimero y lo intro-
duzcan en la calculadora, tecleen dos veces el signo mds, introduzcan otro nfimero
y pulsen varias veces la tecla =, anotando rodo lo que han hecho, Se trata ahora de
interpretar matemdaticamente lo que estd ocurriendo. Como consecuencia final,
explicard las progresiones aritméticas.

Secuencia 4. El Profesor D explica, primero, las progresiones aritméticas. En
segundo lugar, lleva a los Alumnos al Aula de informatica para que experimenten
con la Hoja de Célculo. Aqui cabe “sumar” 500 términos consecutivos con la £6r-
mula de la suma (ya explicada en clase) o indicando a la maquina que la efectde
(=surna(B1:B500)). Después de una sesidén (o dos) de célculos numéricos propone
ejercicios de aplicacién y problemas.

Entre estas cuatro secuencias, ¢hay algunas mejores que otras? Tedricamen-
te, no es posible contestar. Se observa en ellas como el material o recurso utili-
zado impone, parcialmente, algunos pasos de la Acrividad (incide, por tanto, en
la secuencia did4ctica y en la metodologia) y enfatiza de modo natural algunos
contenidos frente a otros (dentro del mismo tema); en este sentido, ese material
juega el papel de organizador. Creo que las cuatro secuencias estan ordenadas
en el sentido de menor a mayor trabajo de gestién por parte del Profesor (el
trabajo de explicacién es aproximadamente equivalente en todos los casos).
Algunos Profesores prefieren hacer minima la gestion. En todos los casos, el
discurso del Profesor es mejor comprendido, asimilado y aprendide por sus
Alumnos cuando las tareas se “sienten” como cercanas.

Ejemnplos de Actividades mas completas con materiales didacticos manipula-
tivos pueden encontrarse, por e¢jemplo, en Rico y otros (o0.c.) v en Baena, Co-
riat, Marin y Martinez (1996, pp. 208-251).

5. CONCLUSIONES
No hay una manera iinica de producir nuevos conocimientos matemdaticos ni
un modo tinico de aprenderlos. La primera parte de la afirmacién anterior halla

muchos ejemplos en la historia de las matemdticas; Dedekind y Cantor, por
ejemplo, no argumentaron de modo equivalente sus respectivas construcciones

173



de la aritmética. La segunda parte de esa misma afirmacion es obvia para cual-
quier Profesor experto.

Los materiales didacticos y recursos aportan a la ensefianza y ¢l aprendizaje
una variedad de ayuda potencial a los Profesores y Alumnos durante la Interac-
cién educativa. La variedad también es evidente.

En cambio, la ayuda es sélo potencial por diferentes razones que resumo a
continuacidn.

1. El Profesor, considerado como profesional aislado, no tiene tiempo mate-
rial de “sopesar” las ventajas e inconvenientes de un material o recurso; posi-
blemente, tampoco tiene capacidad para valorar adecuadamente todos y cada
uno de los materiales actualmente disponibles. Necesita un apoyo y el mas na-
tural lo constituye el Departamento de matemadticas en ¢l que se integra. Los
otros Profesores, con su critica, comentario o aliento, siempre en el contexto de
la realidad educativa que comparten, son los mejores interlocutores para pro-
mover o inhibir el uso sistematico y sensato de materiales didéicticos y recursos.
Por esta razén, la principal argumentacién la he hecho desde la perspeciiva de
la cultura escolar del Centro. No conocemos maneras sistemdticas de promover
o suscitar cambios en las culturas escolares para inducir el uso de materiales
didacticos y recursos. La principal via seguida hasta ahora ha sido la de 1a inno-
vacién, que se instala aleatoriamente en los distintos Centros del territorio. En
Formacién Permanente se ha abordado el tema, pero desde una politica difusa
que impide conocer el impacto real. En Formacién Inicial, los escasos lugares
de Espafia en los que se trabaja con futuros Profesores de Secundaria (como las
Universidades de Granada, Auténoma de Barcelona, La Laguna, Almeria o Va-
lencia) incluyen de manera sistematica el trabajo con materiales didacticos o
recursos (desde una reflexién general hasta un caso prictico), pero no se han
hecho seguimientos biograficos para establecer las consecuencias de la forma-
cidén en este aspecto.

2. Dentro de una cultura escolar, el uso adecuado de materiales o recursos
constituye un problema principalmente metodolégico para cada Profesor. Una
vez conocidas las ventajas y limitaciones principales del “objeto” elegido, es
necesario tomar una serie de decisiones para llevarlo a la clase; también es con-
veniente analizar el comportamiento global del Grupo-Clase para determinar si
estd ocurriendo algo “nuevo” como consecuencia del uso del material. Cada
material o recurso es mas adecuado para dar énfasis a determinados conteni-
dos. Asf, la Secuencia 4 del Ejemplo 10 parece més adecuada para hacer signifi-
cativas preguntas en las que intervienen desigualdades —al estilo del Ejemplo 9
(1)-. Esto es general, los cambios metodoldgicos no se pueden aislar de cambios
en los contenidos, objetivos y evaluacién,

3. Ni materiales diddcticos ni recursos tienen propicdades mégicas. Simple-
mente, modelizan (o representan) algunas relaciones matemdticas (siempre son
pocas, en comparacién con la riqueza de relaciones abstractas entre objetos
matemdticos) bien a través de los procedimientos de construccién o bien a tra-
vés de [a observacién, uso o manipulacién. Para que el material o recurso cum-
pla alguna funcién positiva en el aprendizaje es necesario que:

174



— el Profesor indique claramente a sus Alumnos lo que espera que hagan y
— ¢l Grupo-Clase tenga ocasién de reflexionar sobre las relaciones matema-
ticas efectivamente “manipuladas”.

Los materiales y recursos permiten enunciar contextos de aplicacién de al-
gunas relaciones que se han visto en el modelo.

4. Cuando el Profesor ha adquirido un cierto dominio con materiales didéc-
ticos y recursos (no sélo de su manejo, sine también de su uso fructifero en
clase), dispone de una buena herramienta para cumplir un imperativo basico de
la LOGSE: la atencién a la diversidad. Para lograr el “dominio” indicado se
necesita tiempo, afios. Una vez conseguido, la acumulacién de estrategias meto-
dolégicas genera una relativizacion del discurso del Profesor y potencia la adap-
tacion de éste a las diferentes necesidades educativas observadas en los
Grupos-Clase. Serfan necesarias politicas de formacién permanente mucho més
claras y adecuadas que las actuales.

6. ANEXO: UN TRABAJO CON FOTOGRAFIAS

1. Autoras. M* Carmen Sdnchez Gémez, Rosario Siez Maldonado, Ménica
Saavedra Requena, M* Angustias Rodriguez Rodriguez, Raquel Quesada Esco-
lano y Patricia Ferndndez Burgos. (Alumnas de la Asignatura Educacién Mate-
matica Infantil, Primer Curso de Magisterio, titulacién de Maestro en Educacién
Infantil, Curso 1996-97.)

2. Descipcién general del trabajo. 11 piginas repartidas asi: titulo (1), foto 1
(1), descripcién (35), resefia de construccién de la maqueta (1), dos fotos de la
magqueta (1), opinién personal [sic] (1) y autoras (1).

La descripcién estd hecha con ordenador (el texto) y a lapiz (las figuras).
Comienza indicando los objetos con sus nombres, «casa», «arbol», «seto», etc. v
prosigue con la descomposicion geométrica. He aqui algunos fragmentos de
ésta y, en su ¢€aso, mis comentarios:

«El edificio estd representado por un cubo y su parte superior, el tejado, consta
de 2 trapecios paralelos y dos tridngulos también paralelos y perpendiculares a los
trapecios. Las aristas que unen estos lados del tejado estdn cubiertas por tejas for-
mando medio cilindro cortados verticalmente pero sin bases semicirculares. De igual
modo el tejado estd cubierto por estos semicilindros de menor tamafo.»

Comentario: No disponen de nombre geométrico para el tejado, por lo que
cambian la descripcidn y usan términos propios de la geometria plana. La foto
1 permite deducir que ni los trapecios ni los tridngulos son paralelos ni los
diedros del tejado rectos. En el caso del cilindro, carecen del término cilindro
hueco, pero la descripcién es correcta. Imputo esta carencia a la propia estruc-
tura geométrica de la teja, ya que el término s aparece {pero no completamente
bien usado) unos parrafos mas abajo.
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«Debajo de estas tres ventanas [exhanstivamente descritas] y en la izquierda ve-
mos una ventana en forma de circulo que visto desde la perspectiva de la fotografia
es un cilindro hueco.»

Asf transcurren las cinco paginas: seleccién de un objeto, descripcién y aso-
ciacién con un cuerpo geométrico o una figura plana.
Dando entrada a las fotos de la maqueta se lee el siguiente comentario:

«En esta segunda parte, hemos tratado de reconstruir la fotografia. Esto 1o he-
mos hecho utilizando distintos materiales con las formas geométricas correspon-
dientes a fa primera parte de nuestro trabajo.

Una vez que hemos conseguido hacer dichas figuras, las hemos unido de forma
que pudiéramos representar lo que en la fotograffa aparece.

Los materiales utilizados en la realizacién de esta composicién han sido: cartén,
corcho blanco, plastilina, palillos, alambre, cerillas, cola, témperas, rotuladores.

A continuacién podemos ver la fotografia hecha a nuestra maqueta.»

Y, tras las dos fotografias de la maqueta, dan la siguiente opinién “perso-
nal™:

«Este trabajo nos ha resuliado muy laborioso a la hora de realizarlo, ya que ha
sido mucho el tiempo que hemos dedicado a hacerlo.

En la primera parte, sobre todo al principio nos cost6 bastante trabajo centrar-
nos en lo que debiamos hacer, es decir, la descomposicién en figuras geométricas.
No sabfamos si lo estdbamos orientando bien o mal. M4s adelante nos fue un poco
mejor.

En la segunda parte lo que mias dificil nos resulté fue proporcionar bien las
distintas partes de la maqueta, ademas de hacer que ésta se pareciera a la forografia
inicial,

Podemos decir que ha sido un trabajo entretenido y que nos ha ayudado a cono-
cer un poco més que las figuras se encuentran presentes en nuestra vida diaria.»
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Foto 3

Notas sobre las fotos

Las tres fotos, inicialmente en color y de escasa calidad téenica, han sido tratadas de
la siguiente manera:

~ Lectura como imagen en un escéner.

- ‘Transformacién de colores en tonos de grises.

— Ajuste de iluminacién y snavizado (varios).

El producto final es solamente ilustrarivo.

La foto 1 corresponde al “original™ y las otras dos a la maqueta.
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Caritur.o VII

Notas de Historia de las Matematicas
para el Curriculo de Secundaria

Modesto Sierra

1. INTRODUCCION

Este capitulo trata acerca del uso de la historia de las matemdticas en su
ensefianza seguide de una breves notas histéricas que pueden ayudar a los pro-
fesores en formacién a capturar una nueva perspectiva de las matematicas y a
utilizarla en el aula. En primer lugar, se presentan algunas de las causas que han
motivado el renacimiento del interés por la componente histérica, sefialando
algunas muestras de ese renacimiento y se argumenta sobre las razones que se
pueden tener para el uso de la historia de las matemdticas en su ensefianza,
enunciando algunas de las maneras en que se puede implementar dicho uso en
el aula. A continuacién, teniendo en cuenta los bloques de contenidos estableci-
dos por el M.E.C. para la ensefianza secundaria obligatoria, se han elegido cin-
co tépicos, uno por bloque, de los que se presenta, necesariamente de modo
conciso, su desarrollo histérico. Este desarrollo histérico no es exhaustivo y se
ha escrito a partir de las lecturas de libros y articulos de historia de las matems-
ticas, pretendiéndose simplemente abrir nuevos horizontes a los futuros profe-
sores de matemiticas de la ensefianza secundaria, de modo que la componente
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histérica sea uno de los organizadores del curriculo, posibilitando el uso de
estas notas en el aula y para que en futuras Jecturas profundicen histéricamente
sobre éstos v otros temas de las matematicas.

2. USO DE LA HISTORIA DE LAS MATEMATICAS EN SU ENSENANZA

Desde el establecimiento de los sistemas nacionales de educacién, en cada
generacién se han levantado voces en favor de una aproximacién histérica en la
ensefianza de las matemiticas y, en particular, del uso de la historia de las mate-
maticas en su ensefianza.

Como sefala Fauvel (1991), un fuerte argamento para ello, sobre todo al
comenzar nuestro siglo, fue el punto de vista genético debido a Herbert Spen-
cer segiin el cual la génesis del conocimiento en cada nifio debe seguir el mismo
camino que la génesis del conocimiento en la raza. En la educacién matemadtica
este punto de vista alcanzé su apogeo con las ideas de Benchara Branford en los
primeros afios de nuestro siglo.

Precisamente en nuestro pafs, las ideas de Branford influyen de modo im-
portante en la Institucién Libre de Ensefianza; en el Boletin de la Institucion
aparecen traducidos algunos de sus trabajos inmediatamente después de su apa-
ricién en inglés y la perspectiva histérica en la educacién matemdtica se impone
en las ideas de los institucionistas.

Las investigaciones del autor del presente trabajo (Benchara Branford) se limitan
a la educacién matemdtica del individuo por la génesis del conocimiento geométrico
de la raza, a demostrar ¢l paralelismo entre el actual modo de evolucién del conoci-
miento geométrico de la raza, desde los tempos mds antiguos a que puede llegar la
auténtica informacién histérica, y el que sc sigue para que los jévenes escolares
puedan formar mds ficil y eficazmente el suyo en esta rama de la ciencia (Bran-
ford, 1899, p. 46)

Fsta misma idea aparece en el plan de estudios de formacién de maestros de
la Republica, el plan de 1931, conocido como profesional. En la introduccién al
cuestionario de la asignatura Metodologia de la Matemitica puede leerse lo
siguiente:

Tampoco puede prescindirse de incluir en el cuestionario algo sobre historia de
la ciencia que estudiamos, ya que la evolucién experimentada por la Matemdtica a
través de los siglos ha sido la misma que va sufriendo en nuestro espiritu segin la
vamos adquiriendo, estimando, por tanto, el conocimiento de la historia de la Ma-
temdtica, a méds de un grado de ampliacién de cultura en nuestros alumnos, una base
precisa para el estudio de su metodologia (Ministerio de Instruccién Piiblica y Bellas
Artes, S.A.)
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Més adelante, autores de reconocido prestigio como Rey Pastor y Puig Adam
preconizardn esta aproximacioén histérica, incluyendo en sus libros de texto
notas de historia de la matemdtica adaptadas a los alumnos.

Después de la reforma esencialmente antihistérica de la matemdtica moder-
A4, a partir de los afios setenta se ha vuelto a intensificar de nuevo el interés por
los aspectos histéricos en educacién matemitica. Schubring (1983) sefiala algu-
nas muestras de este renacimiento:

i) Fundacién del Grupo Inter-IREMs de Historia de las Matematicas (Insti-
tutes de Recherche pour |”Enseignement des Mathématigues), cuyo obje-
tivo es la utilizacién de la historia de las matematicas en la ensefianza de
las mismas

ii} Aparicién del Grupo Internacional de Estudio sobre las relaciones entre
la Historia y la Pedagogia de las Matematicas (International Study Group
on the Relations Beetwen History and Pedagogy of Mathematics) (HPM)

iii) Aparicién de trabajos que estudian las relaciones entre historia de las
matemdticas y ensefianza bajo puntos de vista diferentes, realizados por
autores como Janke, Otte y Schubring (los tres en Bielefeld), Pyenson (en
Montreal), Dhombres (en Nantes), Eccarius {en Eisenach) y Filloy {en
México D.E), entre otros

iv) Publicacién de trabajos acerca de la ensefianza de las matemiticas desde
el punto de vista de sus ensefiantes, como los realizados por Howson (en
Southampton)

v} Publicacién de trabajos acerca de la historia del desarrolle de la Did4cti-
ca de las Matemdticas, como los de Glaeser (en Estraburgo) y Schmidt
(en Colonia)

Se constata que estas iniciativas conciernen a objetos de estudio relaciona-
dos entre si: uso de la historia de las matematicas en su ensefianza, historia de la
educacién matemitica y de la did4ctica de la matematica.

Cifiéndonos al objeto de este capftulo, es decir, el uso de la historia de las
matemdaticas en su enseflanza tenemos que destacar, entre otras, las siguientes
iniciativas:

i) La publicacién en el afio 1969 por el National Council of Teachers of
Mathematics de la obra Historical Topics for the mathematical Classro-
om en la que se ofrece una serie de materiales histéricos para la educa-
cién matemadrica

ii) La obra colectiva de los IREMs franceses Mathematiques au fil des dges
en la que, previa seleccién de una serie de tépicos, se ofrece una selec-
ciéon de textos que muestran cémo ha evolucionado histéricamente.

iii) Los Congresos del Grupo HPM ya citado, entre los que destacan las dos
Conferencias Internacionales sobre Historia y Epistemologia en la Edu-
cacién Matemitica celebrados en Montpellier (Francia) en 1993 y en
Braga (Portugal) en 1996,
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A destacar igualmente el nimero monogréfico que la revista For the Learning
of Mathematics publicé en Junio de 1991, culminando el interés de esta
publicacién periédica por fomentar en sus paginas el debate acerca del uso de la
Historia de la Matematica en el aprendizaje de las matemdticas.

También en Espafia ha aumentado de modo notable la preocupacién por los
aspectos histéricos en educacién matemdtica desde diversas perspectivas, como
se puede comprobar por las ponencias y comunicaciones presentadas en con-
gresos nacionales e internacionales, tesis doctorales, articulos y monografias asi
como por la organizacién de seminarios especializados y cursos de doctorado.
Sin animo de ser exhaustivos se pueden citar los trabajos de M. Hormigén y
colaboradores (Universidad de Zaragoza), J. de Lorenzo (Universidad de Valla-
dolid), J. Echevarria y colaboradores (Universidad del Pais Vasco), M. Martinez
(Universidad Complutense), Seminario Orotava de Historia de la Ciencia (Te-
nerife), L. Puig y B. Gémez (Universidad de Valencia), J. M. Nufiez y colabora-
dores (Universidad Central de Barcelona), L. Rico y M. Sierra (Universidades
de Granada y Salamanca, respectivamente). Igualmente desde los poderes pi-
blicos se est4 reconociendo la importancia de esa perspectiva histérica como lo
prueban los documentos oficiales donde se fijan los programas minimos de nues-
tra materia para educacién secundaria, suficientemente conocidos por lo que se
obvia su presentacion en este trabajo.

Algunas de las razones que se apuntan para la integracién de la historia de
las matemdticas en su ensefianza son las siguientes:

Para el profesor constituye un antidoto contra el formalismo y el aislamien-
to del conocimiento matemitico y un conjunto de medios que le permiten apro-
piarse mejor de dicho conocimiento, a la vez que le ayudan a ordenar la
presentacién de los temas en el curriculo. La exploracién de la historia por
parte del profesor le ayuda igualmente a descubrir los obstaculos y dificultades
que se han presentado, los errores cometidos por los propios matemdticos (que
a veces se reproducen en los alumnos), asf como la visién de la actividad mate-
mética como actividad humana con sus glorias y miserias.

Para los alumnos prepara un terreno donde las matematicas dejan de jugar el
papel de edificio acabado, restableciéndose su estatus de actividad cultural, de
actividad humana, a la vez que les ayuda en su motivacién para el aprendizaje.
Ademas facilita conocer la génesis de los conceptos v los problemas que han
prentendido resolver, ayudando a su comprension.

Si bien parece que hay una cierta tendencia a considerar interesante el uso
de Ia historia de la matemdtica en la ensefianza, numerosos investigadores y
profesores se cuestionan cémo hacerlo; asi, por ejemplo, se constata la enorme
dificultad para la comprensién de algunos textos hist6ricos no solamente por
los alumnos sino por los mismos investigadores (a titulo de anécdota, el mismi-
simo Isaac Newton tuvo dificultades para comprender la Géométrie de Descar-
tes, segiin nos cuenta uno de sus bidgrafos). A mi juicio, no se puede dar una
respuesta finica a esta cuestién y, de hecho, son numerosas las vias que se han
utilizado en diversas experiencias e investigaciones. De acuerdo con Fauvel
(1991) algunas de las formas del uso de la historia de las matematicas en el aula
son las siguientes:
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i} Mencionar anécdotas matemdricas del pasado

i} Presentar introducciones histéricas de los conceptos que son nuevos para
los alumnos

iii) Fomentar en los alumnos la compresién de los problemas histéricos cuya
solucion ha dado lugar a los distintos conceptos que aprenden en clase

iv) Impartir lecciones de historia de las matematicas

v) Idear ejercicios utilizando textos matemdticos del pasado

vi) Fomentar la creacidon de posters, exposiciones 11 0tros proyvectos con un
tema histdrico

vii) Realizar proyectos en torno a una actividad matemdatica local del pasado

viii)Usar ejemplos del pasado para ilustrar técnicas o métodos

ix) Explorar errores del pasado para ayudar a comprender y resolver difi-
cuitades de aprendizaje

x) Idear aproximaciones pedagdgicas al tépico de acuerdo con su desarro-
lio histérico

xi) Idear el orden y estructura de los temas dentro del programa de acuerdo
con su desarrollo histérico

Sin embargo, hay que sefialar que en la educacién secundaria el uso de la
historia de las maremadticas debe estar subordinado a su ensefianza, esto es, no
puede tener un fin en st mismo, ni por supuesto ser materia objeto de examen.
Cumpliendo estas condiciones la historia de las mateméticas puede ayudar a
restituir a las matemdticas su dimensién cultural a menudo olvidada en su pre-
sentacién escolar. Las notas que aparecen a continuacién, como ya se ha escri-
to, estdn pensadas para que el profesor considere la dimensién histérica como
uno de los organizadores del curriculo y pueda hacer uso de ellas en el aula de
alguna de las formas sefialadas anteriormente.

3. NUMEROS Y OPERACIONES: NUMEROS PERFECTOS; NUMEROS
DE MERSENNE

La presentacién a los alumnos de educacién secundaria de ciertos aspectos
histéricos de la teoria de niimeros contribuye a entender que

Ias matemdricas, en fin, constituyen un drea particularmente propicia para el
desarrollo de ciertas actitudes relacionadas con los habitos de trabajo, la curiosidad
y el interés por investigar y resolver problemas, con la creatividad en la formulacion
de conjeturas, con la flexibilidad para cambiar el propio punte de vista, con la auto-
nomia para enfrentarse con situaciones desconocidas y con la confianza en la propia
capacidad de aprender y de resolver problemas {Anexo del Real Decreto por el que
se establece el curriculo de la Educacién Secundaria Obligatoria).

La historia de los nimeros perfectos y de los nlimeros de Mersenne (1588~

1648), que se presenta sucintamente a continuacién, utilizada por el profesor
de alguna de las maneras sefialadas, puede ayudar en este sentido.
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Como es bien conocido de todos, los pitagéricos se mostraron vivamente
interesados por la teoria de niimeros. Entre ellos estan los nimeros perfectos.
Un niimero es perfecto si es igual a la suma de todos lo que le miden excluido €l
mismo o, en lenguaje actual, si es igual a la suma de todos sus divisores excluido
el propio ntimero. Asi, son perfectos el 6, 28, 496 y 8128 que ya eran conoci-
dos como tales por los griegos. Pero éc6mo encontrar niimeros perfectos? Eucli-
des (330?-275? a.C.) en el libro IX de sus Elementos demostrd que un nimero
de la forma 27! (2P- 1) con 2P-1 primo, es un namero petfecto. Hubo que espe-
rar a Buler (1707-1783) para saber que el teorema reciproco es cierto para los
perfectos pares, puesto que probé que todo niimero perfecto par es de la forma
271(2°-1) con 2°-1 primo. Y ésta es una de las caracteristicas sorprendentes de
los perfectos, a saber, que hasta ahora no se ha encontrado ningiin niimero
perfecto impar, pero tampoco se ha demostrado que, necesariamente todos los
perfectos sean nimeros pares.

Algunas de las propiedades de estos niimeros son:

1) Son triangulares, es decir, son sumas parciales de la serie 1+2+3+4+....

ii) Excluido el 6, todo nimero perfecto es suma parcial de la serie de los
cubos de los nimeros impares.

iii) La suma de los inversos de los divisores de todo niimero perfecto es 2

En las obras que tratan de teoria de ndmeros aparecen listas de niimeros
perfectos. En Sierra et al (1989) se pueden encontrar los 29 niimeros perfectos
hallados hasta 1984,

Dado que la obtencién de nimeros perfectos pares estd ligada a que 2P - 1
sea un niimero primo, este tipo de niimeros es de notable interés. Precisamente
se define como ndmero de Mersenne M, a todo nimero de la forma 2°-1; si
este niimero es primo, entonces se llama nimero primo de Mersenne.

Ei nombre y la historia de Mersenne es una muestra de c6mo se transmitia la
ciencia en una época en la que no existia ninguna organizacién matemdtica de
tipo profesional. En Boyer (1968) podemos leer que Mersenne, fraile minimita,
sirvié como central de informacién por su labor de transmisién de resultados
entre los matematicos de la época.

Volviendo a los niimeros de Mersenne, éste se dio inmediatamente cuenta
que si p no es primo entonces M, tampoco lo es (usando calculadoras en clase
se pueden hacer comprobaciones acerca de esta afirmacién). Pero, {qué ocurre
cuando el exponente es primo? Mersenne afirmé que habfa comprobado que
M, era primo para los primos comprendidos entre 2 y 257 si y s6lo sip = 2, 3,
5,13,17,19, 31, 67, 127, 257. Sin embargo, esta afirmacién es falsa {también
los matemdticos cometen errores); en primer lugar M, es primo. En segundo
fugar Mg, no es primo; esto fue probado de modo indirecto por Edouard Lucas
(1842-1891) en 1876. Hubo que esperar a 1903 para concluir que My, no era
primo. La puesta en escena de esta demostracion es sorprendente y merece la
pena ser relatada tal y como lo hace Dunham (1995)
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El afio fue el de 1903 y el problema fue resuelro en una Reunién de la American
Mathemarical Sociery. Entre los conferenciantes programados figuraba Frank Nel-
son Cole de la Universidad de Columbia. Cuando le tocé hablar, se adelantd al
extremo de la sala y en silencio multiplicé 2 por 2, 67 veces, le restd 1 y obruvo la
enorme cifra de 147.573.952.588.676.412.927.

Tras ser restigos de este cdlculo sin palabras, los perplejos espectadores observa-
ron atentamente a Cole, quien escribié en la pizarra

193.707.721 x 761.838.257.287

que también calcul$ en silencio, obteniendo el producto

147.573.952.588.676.412.927

Cole tomd asiento.

Los presentes que acababan de asistir a la descomposicién del niimero de Mer-
senne 2% - 1 en dos gigantescos factores quedaron tan sin habla momentineamente
camo el mismo Cole. Seguidamente prorrumpieron en un aplauso incontenible v le
dieron una evacién prolengada. Este reconocimiento era de esperar que reconforta-
ra a Cole, ya que mds tarde admitié que habia estado trabajando en este cdlculo
durante las dos tltimas décadas (Durham, 1995, p. 24).

Los niimeros de Mersenne siguen siendo fuente inagotable en la teorfa de
niimeros por su relacién con los primos; de hecho el mayor niimero primo
conocido, hasta 1992, es un nimero primo de Mersenne Mygg g3 = 275639 - 1,
que es un nimero con 227.832 cifras (¢cdmo se sabe que hay este nimero de
cifras?). Sin embargo, el problema general de determinar qué niimeros de Mer-
Senne son primos estd ain sin resolver.

4. MEDIDA: DE LAS CONSTANTES NATURALES AL SISTEMA METRICO
DECIMAL

La constitucién de un sistema universal de medidas no ha sido una tarea
trivial en la historia de la humanidad. La historia de esta construccién desde las
medidas naturales hasra el sistema métrico decimal puede ayudar a comprender
la riqueza de este sistema asf como las dificultades (técnicas, politicas, etc.} que
surgieron hasta su formulacion definitiva.

Desde la mds remota antigiiedad el hombre sinti6 la necesidad de medir. En
un principio se utilizaron los miembros del cuerpo humano, v, asi, en todas
partes el dedo, el palmo, el codo, el pie, el paso, etc. han servido al hombre para
sus primeras mediciones rudimentarias.

Las antiguas civilizaciones (egipcia, babilénica, hebrea, hind(, china, etc.) se
dotaron de sistemas de medidas. Los sistemas métricos de hebreos, griegos v
romanos se han conservado en los libros, con todas sus relaciones pero las lon-
gitudes absolutas se han perdido; asi, por ejemplo, en el Libro de Ezequiel del
Antiguo ‘Testamento aparecen una serie de medidas de la civilizacién judia.
Durante un tiempo se pensd que serfa ficil reconstruir los prototipos, pero la
tarea se mostrd imposible por cuanto que con la misma denominacién apare-
cian medidas diferentes; por ejemplo, el pie romano de los sepulcros difiere del
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de los obeliscos, del de las piedras miliarias, del encontrado en las ruinas y
edificios conservados. La pérdida de los tipos romanos dio lugar a confusién
y discrepancias de modo que durante la Edad Media cada ciudad tenia su pro-
pia medida y, en general, en todas partes el pie se hizo mas corto que el romano.

La creciente expansion del comercio durante el siglo XVIII se vefa entorpe-
cida por la diversidad de unidades, sintiéndose en los medios politicos, cientifi-
cos y comerciales la necesidad de unificar el sistema legal de medidas. Dos eran
las caracteristicas que deberia tener el nuevo sistema: sus unidades debfan estar
relacionadas de modo facil de modo que los miltiplos y divisores fuesen poten-
cias de diez y se debfa fundamentar en una unidad simple, susceptible de ser
reproducida. Esta idea de un sistema métrico basado en las potencias de diez ya
habia sido anticipada, en 1670, por el inglés Gabriel Mouton.

En cuanto a la unidad de medida hubo un empefio en buscar en la naturaleza
tipos constantes y permanentes de longitud. Dos eran los candidatos, la longi-
tud del péndulo que bate segundos y una longitud derivada de la del meridiano.
El péndulo era preferido por los ingleses y holandeses y el meridiano por los
franceses. Pero el péndulo presentaba enormes dificultades (material, altura,
latitud, temperatura, etc.) y a tratar de solucionarlas se dedicaron entre otros
Harrison, Grahan, Cavendish v Ayry (En Benot (s.a.) se dan referencias preci-
sas), hasta que la idea de tomar como unidad de longitud la del péndulo que
bate segundos fue desechada, ganando los defensores de relacionar dicha medi-
da con la longitud del meridiano. Precisamente en 1791 la Comisién francesa
nombrada por la Academia de Ciencias presenté a la Asamblea Nacional una
memoria en la que se proponia adoptar como unidad fundamental de longitud
la diezmillonésima parte del cuadrante del meridiano terrestre y dar a esta lon-
gitud el nombre de metro.

Dejando aparte las mediciones de Eratdstenes (siglo Il a.C.) y de Al - Mamun
(siglo IX), el matematico holandés Snell (1580-1626) fue el primero en medir,
en 1615, un arco de meridiano, siguiendo un método que fue utilizado poste-
riormente: primero se fijaba una base, y desde ella haciendo una conveniente
triangulacién y utilizando instrumentos adecuados, se media el arco. Posterior-
mente la Academia francesa acordé enviar dos expediciones al Peril y a Laponia
para que cada una midiese un arco de meridiano; la primera estaba formada
por los académicos franceses Bouguer, La Condamine y Godin y los espafioles
Jorge Juan (1713-1773) y Antonio de Ulloa (1716-1795) y la segunda por Mau-
pertuis (1698-1759), Clairaut (1713-1765), Camus, Lemmonier y Quthier. Fi-
nalmente la misma Academia encargé a Méchain y Delambre la medicién del
arco comprendido entre Dunquerque y Barcelona. Las medidas se hacfan en
toesas, estableciéndose la longitud de un cuadrante de meridiano en 5.130.740
toesas (1 toesa = 1,949 metros). De resultas de estos trabajos y de los hechos en
Peri, Ia Comisién francesa, en 1799, establecié el patrén definitivo de longi-
tud, los nombres de todas las unidades de medida y los nombres y notacién de
sus multiplos y divisores. Este sistema se adopt6 en Francia a partir de Enero de
1840 y se fue imponiendo hasta nuestros dias progresivamente en el resto del
muido.

En el caso espafiol cada provincia tenfa sus propias unidades de medidas,
siendo tediosa la transformactén de unas a otras. El gobierno espafiol conscien-
te de los problemas que generaba esta situacién envié dos representantes, Agus-
tin Pedrayes y Gabriel Ciscar, a la Comisién que se habfa creado en Paris.
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Precisamente este iiltimo redactd su Memoria elemental sobre los nuevos pesos
y medidas decimales fundados en la naturaleza, publicada en Madrid en 1800.
Pero Carlos IV no se atrevid a introducir el nuevo sistema, temeroso de la reac-
cién popular; finalmente, por Ley de 19 de Julio de 1849 se adopté el nuevo
sistema estableciendo el primero de Enero de 1860 como fecha de entrada en
vigor, debiendo ensefiarse obligatoriamente en las escuelas piiblicas o privadas
2 partir del primero de Enero de 1852. A pesar de lo estipulado en esta Ley, se
siguid, y se siguen, usando medidas tradicionales, especialmente en las zonas

rurales.
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En Benot (s.2.) se puede ver la equivalencia entre las antignas medidas espa-
fiolas v las del nuevo sistema métrico decimal, en la tabla que se presenta a
continuacién

Como es bien conocido, en el mundo anglosajén hasta hace escasas fechas se
ha continuado utilizando su sistema tradicional de medidas, a pesar de las dis-
posiciones legales que imponfan el sistema métrico decimal.

Es sabido que la primera definicién del metro ha sido refinada posterior-
mente, pero esto ya pertenece a la historia actual que sale de nuestro interés.

5. EL TEOREMA DE PITAGORAS

Sin lugar a dudas el Teorema de Pitdgoras (siglo VI a.C.) es una de las joyas
de las matematicas. Sin embargo, a mi juicio, la aritmetizacién que ha sufride
ha cercenado su riqueza geométrica. Si se pregunta a adultos y escolares el
enunciado de este teorema, la respuesta mas usual es: En todo tridngulo rectdn-
gulo, el cuadrado de la longitud de la hipotenusa es igual a la suma de los cua-
drados de las longitudes de los catetos. Es decir, el énfasis se pone en una relacién
entre nimeros, en lugar de una relacién entre dreas que es su enunciado origi-
nal: el drea del cuadrado construido sobre la hipotenusa es igual a la suma de las
Greas de los cuadrados construidos sobre los catetos. Ademés el teorema recipro-
co también es cierto, es decir, si en un tridnguto se verifica que la suma de los
cuadrados de las longitudes de dos lados es ignal al cuadrado de la longitud del
otro lado, entonces dicho tridngulo es rectdngulo, con lo que el teorema de
Pitagoras es una caracterizacion de los tridngulos rectdngulos. La perspectiva
histérica puede ayudar a restituir su rica dimensién geométrica.

Civilizaciones anteriores a la griega conocieron y utilizaron el teorema aun-
gue no su demostracion, atribuida histéricamente a Pitdgoras. Asi, los agrimen-
sores egipcios utilizaron el reciproco del teorema para construir dngulos rectos
en sus trabajos de deslindes de terrenos en las crecidas periddicas del Nilo. Para
ello utilizaban una cuerda con trece nudos. Doblando la cuerda de modo que se
forme un tridngulo de lados 3, 4 y 5 nudos, resulta que dicho tridngulo es
rectangulo, con lo que se pueden trazar perpendiculares. Otras relaciones de
este tipo se han encontrado en un papiro de aproximadamente el 2000 a.C.
hallado en Kahun, siendo una de estas relaciones 1> + (3/4)* = (1 1/4)? (Smith, 1953}).

La civilizacién babilénica conocié y utilizé el teorema, lo que se pone de
manifiesto en distintos problemas cuya solucién correcta nio podia lograrse sin
este teorema, y en especial mediante un texto: el Plimpton 322 (del nombre de
la coleccién que se conserva en la Columbia University) que se dio a conocer en
1945 y que presupone a ley de formacién de las ternas pitagdricas (Rey Pastor
y Babini, 1985)

También los agrimensores hindies utilizaban este recurso; en el Sulvasutra
de Apastamba (siglo V o VI a.C.) se dan reglas para construir dngulos rectos
haciendo nudos en las cuerdas de las siguientes formas: 3,4,5; 12, 16, 20;15,
20, 25; 5, 12, 13; 15, 36, 39; 8,15, 17 y 12, 35, 37.
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La civilizacién china tenfa asimismo conocimiento del teorema. Su libro
materndtico ms antiguo es el Chou-pei o Chou pei Suang-King, de autor y fecha
desconocida pero que se suele datar hacia el 1105 a.C.; segin sefiala Smith
(1953) hay razones para creer que sufrié cambios importanzes desde que fue
escrito por primera vez. Smith sefiala que el hecho de que el emperador Shi
Huang-Ti ordenara, en el 213 a.C., quemar todos los libros y sepultar a los
estudiantes pudiera haber dado lugar a alterar el antiguo tratado, pero argu-
menta que aun en el caso de que el libro fuese efectivamennte destruido su
contenido se habria transmitido verbalmente, y que en definitiva las noticias
que tenemos de este libro son de la misma clase que las que tenemos de ciertos
textos atribuidos a Boecio, Alcuino, o a ciertos autores griegos, que asumimos
como conocidos. Lo que nos interesa destacar es que en él aparecen enunciados
como: Rompe la linea y traza la anchura 3 v la longitud 4; entonces la distancia
entre las esquinas es 5. La siguiente figura que aparece en este libro chino nos
muestra ¢l teorenia pero no lo prueba.

SCHRANE

CHOU-PE! SUAN-KING

Figura 2

En otro libro chino, el K “i -ch “ang Suan- Su (Aritmética en Nueve Seccio-
nes), aparecen igualmente ternas pitagdricas.

La demostracién del teorema es atribuida a Pitigoras por varios autores
como Proclo, Plutarco, Cicerén y Didgenes Laertius, pero ninguno de ellos fue
contempordneo de Pitdgoras por lo que solamente tenemos una fuerte tradi-
cién en la que apoyar la creencia general de que fue Pitigoras el primero en
probar el teorema. La proposicién 47 del libro | de los Elementos de Euclides es
el teorema de Pitdgoras, con una demostracién que Proclo atribuye al mismo
Euclides.
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La figura que utilizé Euclides en su demostracion es la signiente

7
G
K
A
F
B C
D L E
Figura 3

Desde Euclides se han dado numerosas demostraciones del teorema. En el
libro de Elisha Scott Loomis (1907) The Pythagorean Proposition se recogen
370 demostraciones. Segtin sefiala Hirschy (1969) la més abreviada es la dada
por el hindi Bhaskara (siglo X1I) que presentd la signiente figura y junto a ella
la palabra: iMira!

Figura 4
Esta breve historia del teorema de Pitdgoras nos muestra la riqueza de esta

proposicion conocida v utilizada desde hace algo més de tres mil afios por la
humanidad.
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6. INTERPRETACION, REPRESENTACION Y TRATAMIENTO DE LA
INFORMACION: LA INTRODUCCION DE COORDENADAS

Sin lugar a dudas el concepto de funcién es un concepto central en la mate-
mitica de nuestro tiempo. Numerosas investigaciones (ver por ¢jemplo Harel y
Dubinsky, 1992) han mostrado las dificultades en la comprensién de este con-
cepto por los estudiantes de ensefianza secundaria. Una conclusién generaliza-
da en estas investigaciones es que mas que presentar la definicién formal de
funcién que contiene elementos poco asequibles para el estudiante es preferible
encontrar una definicién que cumpla el papel dual de ser familiar a los estu-
diantes y provea de las bases para un desarrollo matemitico posterior. Yousche-
vitch (1976) presenta un excelente trabajo sobre el desarrollo histérico de
funcién, que aparece resumido en Azcarate y Deulofeu {1990).

Ligado al concepto de funcién aparece su representacién grafica. De acuer-
do con los autores citados mds arriba la representacion gréafica més usual de una
funcién es la grifica cartesiana con la introduccién de un sistema de coordena-
das. A continuacion se presenta, brevemente, la historia de una idea, a saber, los
sistemas de coordenadas, que en principio parece simple, pero que, como en el
caso de tantas otras, tuvieron que pasar muchos siglos hasta cristalizar en las
matemdticas.

La idea de introduccién de coordenadas estaba ya presente en los agrimen-
sores egipcios, pero la primera referencia aparece en la obra de los astrénomos
y gedgrafos griegos. Hiparco (siglo 1I a.C.) localizé puntos en el cielo y en la
tierra mediante la longitud v la latitud. Los romanos dividian sus ciudades res-
pecto de dos ejes, el decimanus que iba del este al oeste y el cardo perpendicular
al anterior, organizando las calles en un sistema de coordenadas rectangulares,
como el que hoy en dia aparece en algunas modernas ciudades.

Es entre los geémetras griegos donde comienza a desarrollarse la idea de
coordenadas dentro de las matematicas, especialmente en Menecmo (siglo TV
a.C.) y en Apolonio (262?-190? a.C.). Como sefiala Boyer (1968) los métodos
que utiliza Apolonio en las Cénicas son tan semejantes al pensamiento matema-
tico moderno que su obra se ha considerado como una anticipacién a la geome-
tria analitica de Descartes (1596-1650) en dieciocho siglos. Sin embargo, no
parece presentarse ningiin caso en la geometria griega en el que se fije un siste-
ma de referencia a priori con el fin de representar grificamente una funcién o
una relacién expresada de modo simbélico o retérico, es decir, las coordena-
das, variables y ecuaciones fueron, pues, conceptos subsidiarios derivados de
una situacién geométrica concreta.

Es en la Edad Media, con Nicole Oresme {1313-1382) cuando se da un
impulso notable a las coordenadas. En sus obras Tractatus de latitudinibus for-
marum y Tractatus de uniformitate et defformitate intensionum se contienen las
ideas fundamentales de su teorfa de la latitud de las formas (Smith, 1953). Los
términos latitud y longitud que utilizaba Oresme vienen a ser equivalentes a
nuestras ordenadas y abcisas, respectivamente, y su representaciones graficas se
parecen mucho a nuestra geometria analftica. Oresme parece haberse dado cuenta
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del principio esencial de que una funcién de una variable se puede representar
mediante una curva, pero no fue capaz de hacer un uso efectivo de esta observa-
cién salvo en el caso de la funcidn lineal. Parece constatado histéricamente que
la obra de Oresme influye de modo notable en Galileo (1564-1642) y Kepler
(1571-1630).

Es con Descartes y con Fermat (1601-1665) con los que el método de coor-
denadas adquiere su estatus definitivo. En el afio 1637, Descartes publicé su
Discours de la Méthode pour bien conduire sa raison et chercher la verité dans
les sciences (Discurso del método para dirigir bien la razén y buscar la verdad
en las ciencias), al que unid tres apéndices, uno de los cuales era La Géométrie.
Esti dividida en tres libros: el primero trata de la resolucién de ecuaciones
cuadriticas; el segundo se dedica a la clasificacién de las curvas distinguiendo
entre Jas geométricas y las mecdnicas; el tercero trata de tépicos como el niime-
ro de soluciones de una ecuacidn, falsas soluciones y transformacién de ecua-
ciones. Como sefiala Boyer (1268) el objetivo de su método era doble: i) liberar
en lo posible a 1a geometria, a través de los métodos algebraicos, del uso de las
figuras. ii} dotar de un significado a las operaciones del dlgebra por medio de su
interpretacién geométrica. En cuanto al método empleado Rey Pastor y Babini
(1985) lo describen de la siguiente manera

A cada problema geométrico corresponderd cierta refacién entre letras, es decir
una ecuacién.....De ahi que en el caso de tratarse de dos incdgnitas, resultard que si
una de éstas representa un segmento variable sobre una recta fija, uno de cuyos
extremos es fijo, y la otra coincide con uno de los extremos del segmento de direc-
cién fija distinta de la anterior que representa la segunda incdgnita, el otro extremo
de este segmento dibujard una curva que resuelve el problema. Tal es la manera
cartesiana de introducir el mérodo que luego se denominé de las coordenadas, aun-
que este nombre no figure en los escritos de Descartes como tampoco la mencién a
los ejes (Rey Pastor y Babini, 1985, p. 46)

El método de las coordenadas esta igualmente asociado al nombre de Fer-
mat. Estudioso de los griegos de los que reconstruy6 obras perdidas, escribié su
Ad locos planos et solidos isagoge (Introduccién a los lugares geométricos pla-
nos y sélidos) antes de La Géoméirie de Descartes, pero publicada péstuma-
mente en 1679, donde aparecen los principios fundamentales del método de
coordenadas.

La Géomeétrie de Descartes fue publicada, en 1649, en versién latina, con
comentarios explicativos, por el holandés Franciscus van Schooten (1615-1660),
lo que ayudé al conocimiento y a la comprensién de esta obra que contiene
pasajes poco explicitos, porque como decia Descartes en carta a Mersenne no
querfa privar al lector de descubrir las cosas por si mismos. También Schooten
se dedicé difundir y perfeccionar el método de coordenadas, que de modo tan
poderoso ha sido utilizado por las matemaricas desde entonces.
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7. TRATAMIENTO DEL AZAR: DE LOS JUEGOS DEAZAR A LA LEY DE
LOS GRANDES NUMERQS

La probabilidad y la estadistica han sido las partes m4s olvidadas en los
programas de ensefianza en nuestro pafs. Los actuales programas pretenden
corregir este estado de cosas siendo, a mi juicio, una idea acertada el mayor
peso de estos dos temas en los mismos. La historia de los comienzos de la teorfa
de la probabilidad, con el énfasis puesto en la evolucion de las ideas probabilis-
ticas desde los juegos de azar hasta el enunciado y demostracién de las ley de los
grandes ntimeros (con el trabajo correspondiente de profesores y alumnos so-
bre la base de esta historia) puede ayudar a comprender ¢cémo matematizar
situaciones que, aparentemente, se escapan a la indagacién matemaitica.

Se considera a Pascal (1623-1662) y Fermat como los inventores del célculo
de probabilidades por resolver dos problemas planteados por el caballero De
Meré. Los problemas versaban sobre juegos, algo ajeno a la actividad habitual
de los matemAticos hasta esas fechas. En realidad los problemas fueron pro-
puestos por De Meré a Pascal quien a su vez los trasladé a Fermat, y se conocen
con el nombre del problema de los dados y el problema de las partidas; se pre-
sentan aqui con el enunciado en que aparecen en Rey Pastor y Babini (1985).

El problema de los dados consistia en demostrar que con 4 tiradas con un
solo dado es mds probable que salga un 6 que el caso contrario; y que en cam-
bio, en 24 tiradas con dos dados, es menos probable que salga un doble 6. El
problema de las partidas consistia en averiguar cémo debia distribuirse la bolsa
entre dos jugadores de igual habilidad si se suspendfa el juego antes de termi-
narlo y se conocian fos puntos logrados por cada jugador en el momento de la
suspensién. En forma distinta, aunque con resultados concordantes, Fermat y
Pascal resolvieron estos problemas. La solucién de Fermat en el problema de las
partidas fue la siguiente

En el problema de las partidas Fermat utiliza la teorfa combinatoria. Considera
el ejemplo concreto en el que dos jugadores A y B suspenden el juego cuando al
jugador A le faltan 2 puntos para ganar y al jugador B le faltan 3 puntos. Como a lo
sumo la partida se habrfa terminado a las 4 jugadas, Fermat hace las 16 posibles
combinaciones con repeticién de dos letras a y b romadas de 4 en 4, cuenta las
combinaciones en las que a aparece dos o mds veces y las restantes en las que b
aparece tres o mds veces. Como las primeras son 11 y las segundas son 35, Fermat
deduce que las probabilidades de ganar estdn entre s como 11 es a 5, proporcién en
la que debe entonces dividirse la bolsa. (Rey Pastor y Babini, 1285, p.61)

En realidad estos problemas no eran nuevos. En una edicién de la Diving
Comedia de Dante, la de 1477, comentada por Benvenuto D “Imola aparecen cues-
tiones relativas a tiradas de dados y en la Suma de Luca Pacioli{11452-1514) se
plantea ya el problema de las partidas. Por su parte Cardano{1501-1576) y
Tartaglia (15002-1557) también trataron este problema.

Volviendo a Pascal v Fermat, en realidad ellos no publicaron sus resultados,
que conocemos por la obra de Huygens (1629-1695)} Tractatus de ratiociniis in
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Judo aleae, publicada en 1657, tomando como base la correspondencia entre
éstos, v que constituye el primer tratado relativo al célculo de probabilidades.
También apareci6 un tratado de Pierre Remond de Montmort, en 1708, titula-
do Essai d analyse sur les jeux d’hasard.

El cilculo de probabilidades tomaria un gran impulso gracias a la labor de
Jakob Bernouilli(1654-1705) con su obra Ars conjectandi {Arte de la conjetu-
ra), publicado en 1713, después de la muerte de su autor, que consta de cuatro
partes. La primera reproduce el libro de Huygens con comentarios; la segunda
trata de permutaciones y combinaciones, con la primera demostracién correcta
del teorema del binomio para exponentes enteros positivos; las dos tltimas
partes estan dedicadas a problemas sobre el cilculo de probabilidades. En par-
ticular, la cuarta parte contiene el teorema que lleva su nombre, conocido tam-
bién como ley de los grandes ntimeros que en esencia afirma que el limite de las
frecuencias relativas converge a la probabilidad. La originalidad de esta cuarta
parte, segiin apuntan Dhombres et al.(1987) consiste en la explicacién que hace
Bernouilli de la posibilidad de utilizar las probabilidades empiricamente y apli-
carlas a hechos morales, politicos y econémicos. Bernoulli sobrepasa el estudio
de frecuencias tal y como lo habfan hecho anteriormente otros marematicos
{(como por ejemplo John Graunt, en 1662, para sacar conclusiones sobre la tasa
de mortalidad en Londres) ¥ elabora realmente una ley empirica: un nimero
limitado de experiencias es suficiente para tener un maximo de informacién
sobre la probabilidad.

Posteriormente a Bernoulli, De Moivre (1667-1754) escribi6 su Doctrine of
Chances, publicada en 1718, de contenido parecido al Ars conjectandi y Tho-
mas Simpson (1710-1761) su Laws of Chance, en 1740, En los tltimos ciento
cincuenta afios se ha producido un desarrollo espectacular de la probabilidad
con grandes esfuerzos por parte de los matematicos para dar un base sélida a
esta teorfa. Por lo que se refiere al tema que nos ocupa, la ley de los grandes
nlimeros, tenemos que sefialar el teorema de Tchebycheff (1821-1894) que cons-
tituye una demostracién rigurosa de la misma.
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CariTuro VIII
Programacién de unidades did4cticas

Antonio Marin

1. LAUNIDAD DIDACTICA:,UN INSTRUMENTO DE PLANTFICACION
EDUCATIVA Y DE GESTION DE LA CLASE

La planificacién educativa del proceso de ensefianza-aprendizaje implica la
toma de decisiones en distintos ambitos de concrecién hasta culminar en un
documento en el que el profesor concreta los objetivos, contenidos, tareas, re-
cursos y materiales, instrumentos de evaluacion y orientaciones metodolégicas
que serdn objeto de trabajo en clase con los alumnos, en un periodo corto de
tiempo (3-4 semanas) y que, a juicio del profesor, mantienen unidad seglin al-
gunos criterios principalmente conceptuales. El profesor disefia una unidad di-
déactica.

La unidad didéctica es la linea de choque de la planificacién educativa con la
préctica docente. Por ello, debe contener los instrumentos de planificacién en
su grado mis concreto y los indicadores para detectar cémo se va produciendo
el proceso de ensefianza-aprendizaje para facilitar la retroalimentacién al pro-
fesor y al alumno y el previsible cambio en el disefio de tareas o el uso de
recursos.

Por otra parte, cada unidad didéctica no es una isla en la programacién
general del curso. Estd relacionada con las demds para que, entre todas, abar-
quen los objetivos previstos para el curso por el Departamento didéctico y para
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el Centro Educativo, por ¢l Claustro de Profesores o el Consejo Escolar. Los
alumnos son personas que viven distintos focos de aprendizaje y los relacionan
en un mismo esquema intelectual. Es bueno unificar criterios de informacién,
metodolégicos y de evaluacién en el Claustro de Profesores. Sus efectos llega-
ran hasta la unidad didactica.

En la tarea de confeccionar una unidad didactica la capacidad de acceso
personal a las fuentes de informacién que se han presentado en los capitulos
anteriores determina el producto. No es igual limitarse a consultar un solo libro
de texto que trabajar sobre varios libros de texto, varios documentos especiali-
zados en contenidos mateméaticos con analisis diddcticos, participar en grupos
de trabajo, etc. Por ello, la variedad en la informacién y el deseo de elaboracién
personal del producto son pilares basicos en esta tarea.

La multiplicidad de factores que inciden en el disefio de una unidad didécti-
ca hace necesario recurrir a una cierta secuerncia de tareas. El objetivo basico de
este capitulo es describir un proceso de elaboracién de unidades didicticas,
argumentando y comentando las decisiones tomadas. Como fuentes de infor-
macién para la elaboracién de una unidad didactica utilizaremos los distintos
organizadores presentados en capitulos anteriores.

Las fases que cada profesional de la educacién se propone en la construc-
cién de cada unidad dependen de la historia personal del autor, del tiempo
disponible, del acceso a la informacién educativa, de su experiencia como pro-
fesor, etc. El marco delimitado por estos organizadores es el que permite pro-
fundizar de manera especifica para cada tépico considerado, en relacién con los
objetivos, metodologia y evaluacién. Sin los organizadores la especificidad de
la unidad vendria establecida finicamente por sus contenidos, limitdndose las
otras dimensiones del curriculo a descripciones genéricas. La potencialidad de
los organizadores presentados se pone a prueba en el disefio de las unidades
didcticas, a cuyo estudio dedicamos este capitulo.

2. ENMARQUE DE LA UNIDAD DIDACTICA EN EL PROYECTO DE
CENTRO

Para elaborar una unidad didéctica, adoptaremos un proceso de “aproxima-
ciones sucesivas”. Cada tipo de decisi6én curricular concretard el disefio aunque
sea necesario pasar varias veces por el mismo grupo de criterios. Este tipo de
disefio, no estrictamente deductivo, trata de responder a interrogantes que un
profesor de matematicas se hace segiin la tarea a la que se enfrenta.

El Proyecto Curricular del Area elaborado por el Departamento Didéctico
debe haber marcado algiin énfasis en los objetivos que se quieren priorizar. Por
ejemplo, si existen datos de diagndsticos iniciales respecto a grupos de alumnos
que no manejan con soltura técnicas basicas de trabajo intelectual como la lec-
tura comprensiva, expresion escrita de las ideas propias, recogida de apuntes de
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clase, etc., habra que disefiar actividades orientadas a este objetivo a lo largo de
las unidades did4cticas, ya sean de proporcionalidad o de geometria de trans-
formaciones.

Ademds, el Proyecto de Centro es un documento que caracteriza a la comu-
nidad escolar marcando prioridades en los objetivos, criterios de evaluacién,
normas de funcionamiento y organizacién. Por ejemplo, si el centro de referen-
cia se marca una prioridad educativa en la defensa del medio ambiente, la selec-
cidén de tareas de la unidad didictica pueden ampliarse en esta ifnea. Cuando
los objetivos generales del centro subrayan el aprendizaje de procedimientos o
técnicas de trabajo intelectual, las actividades propuestas a los alumnos deberin
estar en consonancia con esta prioridad y probablemente, la seleccién de conte-
nidos también resulte influenciada.

2.1 Decisiones sobre la seleccién de objetivos generales y especificos de la unidad

La primera referencia habitual para un profesor de matematicas es determi-
nar el contenido matematico que va a trabajar con los alumnos. Un acercamien-
to directo para deducir de los objetivos de] Area los contenidos mateméticos
més adecuados, es un proceso poco usado. Ademis una primera aproximacién
a los contenidos matematicos ya viene prescrita por los curriculos oficiales.
Incluso, en el Proyecto Curricular del Centro, el Departamento habra elabora-
do una referencia de contenidos para el curso diana.

Elegimos como curso diana 3° de ESO. Uno de los contenidos que aparecen
en las prescripciones legales es 1a proporcionalidad. Alrededor de él se cons-
truirdn elementos para unidades didacticas en este capitulo.

St se adopta como enfoque para la seleccién y organizacién de los conteni-
dos matemiticos de la unidad did4ctica la organizacién matemdtica de los con-
tenidos, se enmarcarfa la proporcionalidad numérica junto a lecciones con
niimeros y operaciones y la proporcionalidad geométrica con las lecciones de
geometria con el tridngulo o en un capitulo general de semejanzas de poligo-
nos. Al trabajar con funciones se darfa una referencia a las similitudes entre
funcién lineal y la proporcionalidad simple y directa. La hipérbola equilétera
podria contener alguna referencia a la proporcionalidad inversa.

En este enfoque el criterio fuerte de decisién es la formalizacién. La Aritmé-
tica, la Geometria, las Funciones son grandes ventanales por los que se conoce
y explora el cuerpo matemdtico. Este enfoque presupone que para un buen
aprendizaje de conceptos elementales matemiticos -propios de una ensefianza
bésica y obligatoria—, deben presentarse compartimentados, primando la cohe-
rencia del sistema de representacién sobre la comprensién global e interrelacio-
nada de un concepto.

Alternativamente, aqui se defiende otra forma de seleccionar y organizar los
contenidos matemdticos desde criterios fundamentados en corrientes actuales
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de la Didactica de las Matemiticas que priman las metas de la Educacién ma-
temdtica en esta Ftapa de la Ensefianza Obligatoria. Por ejemplo, los objetivos
generales del curriculo del Area de Matemdticas en la Educacién Secundarfa
Obligatoria se han fijado en el Real Decreto de Ensefianzas minimas 1007/91
{B.O.E. n® 92). Cada Comunidad auténoma concreté estos Objetivos y como
muestra de ellos resefiamos los que redacta el Decreto de ensefianzas de la Junta
de Andalucfa (B.O.J.A. n® 56 de 20/6/92):

«1. Utilizar ] conocimiento matemético para organizar, interpretar e intervenir en
diversas situaciones de “la realidad™.

2. Comprender e interpretar distintas formas de expresion matemdtica e incorpo-
rarlas al lenguaje v a los modos de argumentacion habituales.

3. Reconocer y plantear situaciones en las que existan problemas susceptibles de ser
formulados en términos matematicos, resolverlos y analizar los resultados utili-
zando los recursos adecuados.

4. Reflexionar sobre las propias estrategias utilizadas en las actividades matema-
ticas.

5. Incorporar los habitos y actitudes propios de la actividad matemdtica.

6. Reconocer el papel de los recursos en el propio aprendizaje.»

En las metas generales de la ensefianza de las Matemdticas que reclama este
ejemplo, se presentan tres orientaciones de la matemdtica escolar que ya postu-
laban el Informe Cockeroft {Cockcroft, 1982) o algunos informes del ICMIE
(Howson y Kahane, 1986): Matemitica itil para desenvolverse en la realidad
circundante, Matemitica como instrumento de comunicacién, Matematica como
contenido capaz de desarrollar capacidades cognitivas (dimensién formativa).

2.2 Decisiones sobre la secuenciacién, seleccién y organizacién de contenidos

La seleccién y organizacién de los contenidos matemdéticos estard en fun-
cién de los contenidos que resulten mas convenientes para el desarrollo de las
capacidades enunciadas en los objetivos anteriores.

Una forma de orientarse en la seleccién adecuada de contenidos matemati-
cos es reflexionar sobre los criterios de seleccién de contenidos marcados por
algiin documento curricular actual, Estos documentos contienen, en forma de
guia resumen, bastantes de las ideas destacadas en los capitulos anteriores. Si
seguimos con el documento de la Junta de Andalucia, elegido como ejemplo de
objetivos generales y mostrado con anterioridad, los criterios de seleccion y
organizacién de contenidos que presenta se resumen en el Cuadro 1:
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Cuadro 1;

Criterios para la organizacién y seleccién de contenidos

(a) Representatividad respecto a la [égica de la disciplina;

(b} relevancia social y cultural;

(¢) significatividad psicol6gica;

(d) funcionalidad (multiplicidad) diddctica;

(¢} potencialidad vertebradora (facilita conexiones y transferencias).

Como en la seleccién de los contenidos de la unidad did4ctica se condicio-
nan ya los tipos de tareas escolares, cuando se prima la organizacién por 4reas
de contenidos matemiticos (proporcionalidad en aritmética, en funciones, en
geometria) uno de los riesgos que se corre es reducir el campo de las tareas a los
problemas que se pueden resolver en el 4mbito de este nticleo de las matemati-
cas, perdiéndose la perspectiva unificadora del concepto y de sus usos en situa-
ciones cotidianas no necesariamente ligadas a un aspecto de la matemitica
exclusivamente.

2.2.1 Sobre la seleccién de los contenidos

Aprovechando que la nocién de proporcionalidad entre magnitudes se cons-
tituye en los alumnos como un modelo de razonamiento que impregna multi-
tud de argumentaciones correctas y erréneas (a través de la regla de tres explicita
o encubierta}, se ha seleccionado este contenido para manejarlo mediante dis-
tintos sistemas de representacién (lenguaje aritmético, algebraico, funcional,
geométrico,) utilizarlo como modelo matemitico y ajustarlo a situaciones coti-
dianas de proporcionalidad o reducibles a ella (Objetivos 1, 2, 3) del Area de
Matemdticas marcados.

Veamos un breve anilisis del contenido matematico siguiendo el cuadro n®1:

Representatividad del concepto en la discipling matemdtica ¥ potencialidad
vertebradora: No es éste el lugar para analizar los conceptos matemdticos im-
plicados en la proporcionalidad de magnitudes y cémo se concatenan légica-
mente. Pueden verse dos desarrollos adaptados a los conocimientos necesarios
para la ensefianza obligatoria en (Fiol,-Fortuny,1990) y en (Luengo et al., 1990).

Al analizar la proporcionalidad que aparece en el curriculo de la ESO se
observa que:

— &5 un concepto vertebrador en las matemdticas, con su propia aritmética
operacional y no compleja

— utiliza la hipétesis de que dos magnitudes numéricas son proporcionales
para resolver una gran variedad de problemas en los que la solucién es
una prediccién de relaciones y control de fenémenos

— se utiliza como herramienta para construir figuras o clasificarlas (seme-
jantes). Resuelve problemas geométricos (descriptivos o predictivos) por
comparacién de magnitudes v establecimiento de la proporcionalidad
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— se usa para reconocer un modelo de dependencia muy comiin, la depen-
dencia lineal, y al que se pueden reducir otras dependencias como la de-
pendencia afin

— es modelo aproximativo de otras dependencias, logaritmica, cuadritica,
etc., mediante la interpolacién lineal

— es el instrumento para comparar la variacion media entre funciones

— es un soporte aritmético al concepto laplaciano de Probabilidad

_ es un modelo de dependencia aleatoria entre dos variables (recta de re-
gresion)

Relevancia social y cultural: La seleccién y organizacion de los contenidos
debe estar al servicio de la consecucion de las metas generales propuestas, capa-
cidad para comprender y usar conceptos y métodos matemiticos “en situacio-
nes cotidianas”, capacidad para aprender por si mismo, capacidad para
incorporar como habitos y actitudes, procedimientos, métodos, razonamien-
tos, estilos de trabajo propios de la matemdtica.

La proporcionalidad adquiere aqui gran importancia social y cultural. Basta
comentar algunas de sus aplicaciones en el calculo comercial, las relaciones
entre magnitudes fisicas, quimicas, biolégicas o geograficas cartograficas, medi-
das topogréficas, etc.

Ademds la construccién matematica del concepto no precisa de un lenguaje
matemético que la soporte muy sofisticado, lo que le da mayor potencialidad
para su uso social.

Desde la perspectiva fenomenoldgica analizada en el capitulo 3, los aparta-
dos anteriores inician una respuesta al analisis fenomenoldgico puro de la pro-
porcionalidad, mientras que los apartados siguientes penetran en el terreno de
ia fenomenologfa did4ctica propiamente dicha.

Significatividad psicologica: Desde la perspectiva psicolégica, los conteni-
dos mateméticos de la proporcionalidad requieren el uso de un tipo de razona-
miento llamado proporcional, que ya investigd Piaget como un esquema
operatorio fundamental en la etapa de las operaciones formales. Este razona-
miento se utiliza en el primer ciclo de la ESO, su aprendizaje es complejo y
presenta una diversidad de erroresy dificultades investigados por autores como
Inhelder y Piaget (1955), Karplus y otros (1977), Hart {1980) y otros espafioles
como Corral (1986 y 1987). Asi, por ejemplo, entre las estrategias para recono-
cer si dos magnitudes son proporcionales se utilizan frecuentemente compara-
ciones de tipo aditivo en las que el aumento, por suma, de las cantidades es
condicién para asegurar la proporcionalidad, en lugar de la comparacién de
cocientes o el aumento por constantes multiplicativas (Corral, 1987). En térmi-
nos de los errores y dificultades analizados en el capftulo V] el alumno tiene
obsticulos en el aprendizaje, por aplicar conocimientos anterjores y eficaces a
otras situaciones, de estos nuevos problemas.

El estudiante de 3° de ESO ya posee un objeto mental sobre la proporciona-
lidad {campo semantico de significados en términos fenomenolégicos). A través
de las tareas de aula se detectan, por ejemplo, alumnos que argumentan laigual-
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dad de dos razones cuando se obtiene una de la otra por suma de una cantidad
constante a las dos magnitudes de la otra. Segiin se explicé en el capitulo 3,
estamos ante desajustes entre el objeto mental proporcién del alumno y el con-
cepto matemdtico de proporcién. La investigacién psicolégica da algunas expli-
caciones a estos desajustes; una de éstas puede ser que el alumno utilice otros
objetos mentales ya adquiridos —como la comparacién relativa aditiva utilizada
en secuencias ordenadas de nimeros— para detectar si existe esta relacion de
equivalencia —igualdad de razones—. El objeto mental “comparacién relativa
por estar a la misma distancia” “el 7 de] 3%, “el § del 4”... se utiliza como un
significado del campo seméntico personal de la proporcién. Estos tipos de in-
vestigaciones ayudan a la comprensién de la fenomenologia didactica del con-
cepto v a la posibilidad de dar respuestas que superen estos obstdculos.

El razonamiento proporcional es complejo. No obstante la importancia de
un buen aprendizaje de este modo de razonar justifica también la eleccién de
este contenido matematico.

Funcionalidad diddctica: Si se observa el concepto de proporcionalidad des-
de la perspectiva de los recursos, lenguajes o procedimientos matemiticos que
se implican en su aprendizaje, se puede concluir que es expresable en términos
aritméticos o tabulares, grificos o funcionales, algebraicos o con enunciados
verbales peculiares. Ademds, en la perspectiva de la resolucién problemas, su-
ministra un poderoso modelo para resolver problemas de descripeién o predic-
cién de fendmenos.

Finalmente, la multiplicidad de lenguajes y sistemas de representacién favo-
rece el uso de recursos variados: la calculadora cientifica o gréfica; la hoja de
cilculo; los recursos geométricos de medida de longitudes; los programas de
disefio geométrico, encuentran aqui su aplicacién y a su vez generan nuevos
problemas. En definitiva, es un concepto matemdtico que da mucho juego para
cubrir los objetivos generales del aprendizaje de matemdticas en la ESO y en el
que los diferentes organizadores estdn suficientemente ejemplificados.
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Cuadro 2: Seleccién del contenido

DIRECTA SIMPLE
PROPORCIONALIDAD ENTRE |7
MAGNITUDES \ﬂ
INVERSA /\ : COMPUESTA
NUMERICAS GEOMETRICAS

SE PRESENTA MEDIANTE TIENE APLICACIONES A LA

SISTEMAS DE RESOLUCION DE

REPRESENTACION: PROBLEMAS DE
MODELIZACION:

- VERBAL o

— ARITMETICO-TABULAR — DESCRIPTIVOS

- FUNCIONAL-GRAFICO - PREDICTIVOS

- ALGEBRAICO
PERMITE DEDUCIR

TIENE UN VOCABULARIO o R IORTE Lt e

ESPECIFICO DE USO aritméticas y geomeétricas

COTIDIANO: potencialmente itiles

Razdn, tasa; reparto e —

proporcional;
PERMITE TRABAJAR EN EL
DESARROLLO DE

— | ACTITUDES, Y

ESTRATEGIAS DE
RAZONAMIENTO
FRECUENTES EN LAS
MATEMATICAS
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2.2.2 Contenidos para conseguir objetivos

Por los argumentos esgrimidos, (ver Cuadro resumen n° 2) la proporciona-
lidad puede ser un nudo conector entre un buen nimero de unidades didacticas
de 3° de ESO sin agotarse en este curso, recogiendo aproximaciones de cursos
anteriores y algunas ideas para profundizar en 4° de ESQO.

Pero esta potencialidad del objeto matemdtico se pone al servicio de una
multiplicidad de objetivos educativos especificos que se podrian agrupar en
cuatro grandes grupos:

(a) Objetivos destinados a reconocer, expresar y traducir la proporcionali-
dad tanto al lenguaje usual como a otro modo de representacién funcio-
nal, algebraico, tabular o geométrico.

(b) Objetivos destinados a desarrollar la capacidad de resolver problemas de
descripcién o prediccién de algtn fenémeno a través del modelo de pro-
porcionalidad.

(c) Objetivos destinados a desarrollar actitudes propias de las matematicas.
Los documentos que prescriben el curriculo espaiiol, al redacrar los obje-
tivos generales curriculares, incluyen el desarrollo de capacidades instru-
mentales con la pretension de conseguir actitudes o valores personales.

Asi, por ejemplo, en el R.D. de Ensefianzas Minimas para la ESO (BOE, n°
152, 1991) se lee:

Objetivo general n°® 1: «Incorporar al lenguaje y modos de argumentacién habi-
tuales las distintas formas de expresién matemdtica (numérica, grafica, geométrica,
légica, algebraica, probabilistica) con el fin de comunicarse de manera precisa y
rigurosa.»

Comentario: La intencionalidad del objetive es conseguir un hibico.

Objetivo general n® 7: «Identificar las formas y relaciones espaciales que se pre-
sentan en la realidad, analizando las propiedades y relaciones geométricas implica-
das y siendo sensible a la belleza que generan»,

Comentario: Objetivo instrumental en bisqueda de desarrollar valores estéticos.

Objetivo general n° 9: «Actuar, en situaciones cotidianas y en la resolucién de
problemas, de acuerdo con los modos propios de la actividad matemidtica, tales como
una exploracién sistemdtica de alternativas, la precisién en el lenguaje, la flexibili-
dad para modificar el punto de vista o la perseverancia en la bisqueda de solucio-
nes.»

Comentario: La intencién es contribuir a un perfil de cizdadano que incorpore
formas de comportamiento {a través de habitos, valores y normas) que son caracte-
tisticas de la metodologia de trabajo con las matemadticas.

Objetivo general n° 10: «Conocer y valorar las propias habilidades maremdticas
para afrontar las situaciones que requieran su empleo o que permitan disfrutar con
los aspectos creativos, manipulativos, estéticos o utilitarios de las matemdticas.»

Comentario: Se busca conseguir que el estudiante conozca su destreza(/ignoran-
cia) en el uso de las maremdticas, valore poseerla(/no poseerla) y disfrute{/odie/
ignore) por ello. Este objetivo abarca la globalidad del joven y entra de lleno en la
configuracién de la imagen que se va formando de si mismo.
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{d) Objetivos destinados a iniciarse en estilos de razonamiento: (particulari-
zacién-generalizacién; justificacién por contraejemplos; bisqueda de re-
gularidades v patrones; seleccién de los procedimientos mas adecuados
al problema, etc.) frecuentes en el que trabaja con las matematicas.

2.2.3 Secuenciacion, seleccién y organizacién

Analizados los grandes objetivos especificos, procede secuenciar contenidos
mateméticos, seleccionarlos y organizarlos en pequefios niicleos que compon-
gan cada unidad.

Las decisiones sobre la seleccién y organizacién de contenidos dependerin
de la seleccion borizontal de los demds contenidos que se hayan marcado para
todo el curso de referencia. Esta propuesta de contenidos trabaja en 3° de ESO
con fracciones y expresiones decimales, geometria en el plano y geometria de
transformaciones, funciones y algunas nociones de probabilidad y estadistica.

Seleccién jerarquizada de contenidos en la unidad diddctica: Cuando se opta
por una organizacion de los contenidos no fundamentada exclusivamente en la
l6gica interna de la materia, en una misma unidad se manejan uno o varios
aspectos conceptuales en los que se proponen tareas para su comprensién y
aplicacion, pero, a la vez, se utilizan también otros conceptos de tipo procedi-
mental que ayudan a comprender la idea central y se ejercitan consolidando
mds su aprendizaje. Por ejemplo, el concepto de fraceién como “representacién
de Ja parte-de-un-tedo” es de uso habitual en algunos problemas de la propor-
cionalidad con porcentajes o razones entre magnitudes iguales. En una unidad
didéctica de proporcionalidad no se introducen ejercicios para comprender este
concepto; sin embargo, el manejo de las fracciones en la proporcionalidad pue-
de detectar errores en la nocidn de fraccién o consolidar el concepto al aplicar-
lo a nuevas situaciones. Tanto en un caso como en el otro, hay un contenido
procedimental que se sigue “aprendiendo” y otro contenido que asume el papel
de contenido conceptual en esta unidad y es el que se aprende como un concep-
to nuevo o en una dimensién nueva.

Esta distincién entre los contenidos centrales y secundarios es atil en la pla-
nificacion de unidades didédcticas aunque pueda generar alguna controversia.
Ayuda a decidir qué contenidos de otras unidades constituyen una herramienta
de trabajo en la que se pretende planificar.

Los contenidos secundarios en una unidad deben haberse tratado en unida-
des anteriores, cursos anteriores o introducidos en la misma unidad si no re-
quieren mucha dificultad de comprension. (Transformar una fraccidén en
porcentaje puede trabajarse en una unidad de proporcionalidad; comprender el
algoritmo de [a suma de fracciones requiere una unidad especifica.)

Seleccionar un contenido como secundario tampoco implica que su apren-
dizaje esté muy afianzado. Por ejemplo, hay reglas de cilculo o modos de repre-
sentacién de funciones que se irdn repitiendo en varias unidades y, a medida
que se practican, pueden aumentar su consolidacién.
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Para conseguir una habilidad alta, no hay necesidad de mantenerse trabajan-
do mucho tiempo, en la unidad x, un contenido que, serd contenido secundario
en la unidad x+1 o x+2; es probable que esta habilidad se consiga también al
final de curso si se manejan actividades que la refuercen en otras unidades suce-
sivas; ademds, se evita el aburrimiento de los que ya dominan la técnica, y se
avanza en nuevos contenidos conceptuales que daran otras perspectivas a los
mismos algoritmos.

La seleccidn de los contenidos actitudinales: Los contenidos actitudinales
son expresién de los objetivos del mismo tipo sefialados con anterioridad. Tie-
nen un cardcter transversal para todas las unidades didécticas. Segtin el conteni-
do de una unidad se elegirdn los mds afines. Estamos menos habituados a
seleccionarlos para lograr su desempefio y tener una valoracién final. Por ello,
conviene comenzar a trabajarlos procurando seleccionar dos o tres y tener una
valoracién global al final de cada trimestre, tomando algunas observaciones
valorativas en cada unidad.

En el cuadro 3 se presenta un resumen de los contenidos actitudinales més
frecuentes en el Decreto de Ensefianzas minimas del Estado para la ESO docu-
mento prescriptivo para la elaboracién del resto de curriculos autonémicos.

Cuadro 3

Algunos Contenidos Actitudinales en las matematicas {Decreto de Ensefianzas
minimas. R.D. 1007/91 de 14 de Junic B.Q.E. n® 152)
1. Incorporar los lenguajes de la matemadtica a la forma de proceder habitual.
2. Confianza en las propias capacidades para afrontar problemas y realizar ope-
raciones matemadticas.
3. Disposicién favorable a la realizacién correcta de las tareas, revisién y mejo-
ra del resnlrado de cualquier operacién o problema.
4. Sensibilidad y gusto por la presentacién ordenada y clara del proceso segui-
do y de los resultados obtenidos en problemas y cilculos.
. Cuidado y precisién en cilculos y usos de los instrumentos de medida.
. Perseverancia y flexibilidad en la btisqueda y mejora de soluciones a los pro-
blemas.
7. Interés y respeto por las estrategias y soluciones a problemas distintas de las
propias.
8. Valoracién de la incidencia de los nuevos métodos tecnolégicos para el trata-
miento de la informacién y la representacion grafica,

[ ]

Propuesta de secuenciacion y seleccién de contenidos.
Concretando en la proporcionalidad, la secuenciacion y seleccién puede
quedar asi:

* Trabajar por primera vez, de forma sistemitica, las nociones de Ia propot-
cionalidad con magnitudes en 1° y 2° de ESQ.

* Introducir, previamente a [as unidades de proporcionalidad, en 3° de ESQ,
una unidad en la que se manejen las fracciones como operadores, como
representacién de la relacién entre el todo y la parte y como expresién de
una medida.
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s Organizar los contenidos de proporcionalidad, en 3° de ESO desarrollan-
do la Proporcionalidad directa e inversa, Proporcionalidad compuesta y
proporcionalidad geométrica (con introduccién a las razones trigonomeé-
tricas).

« Utilizar el concepto de proporcionalidad en la probabilidad (3° ESO)

« Afianzar el concepto proporcionalidad en la geometria de transformacio-
nes para trabajar con figuras semejantes. (en 3° y/o 4° de ESO)

« Afianzar el concepto de proporcionalidad en la interpolaci6n funciones y
el analisis de la variacién media de una funcién. (en 4° de ESQO)

o Afianzar el modelo de dependencia aleatoria entre magnitudes, en la esta-
distica, con la recta de regresion centrada en el punto de coordenadas (%, ¥)
en 4° de ESO.

Algunos criterios implicitos a la secuenciaci6n:

(a) Solamente en 3° de ESO se proponen varias unidades didicticas cuyo
objetivo central es el aprendizaje de la proporcionalidad.

(b) El aprendizaje de la proporcionalidad continuara en otras unidades aun-
que subordinado a nuevos conceptos matematicos que actuardn de orga-
nizadores de la unidad didictica: Por ejemplo, la proporcionalidad en un
contexto de anilisis de modelos de dependencia de funciones, se encua-
dra en la idea de aproximar una funcién por otra de més fécil mancjo y
que ofrece resultados pricticos semejantes.

(c) No se mantiene el criterio de subordinar la proporcionalidad a la “trigo-
nometria” o a la “semejanza de poligonos”.

(d) Tampoco se sigue el criterio de organizar los contenidos por “afinidad en
el lenguaje”

Organizacion en unidades diddcticas: Ademds, queda por decidir algiin as-
pecto importante de la organizacion.

¢Se agrupan todos los conceptos de proporcionalidad en una dnica unidad
didactica? Esta decisién depende de algunas variables como:

(a) El conjunto de objetivos de tipo procedimental propios del tema o de
unidades anteriores que se necesiten implicar en la unidad.

En este caso, en las tareas de proporcionalidad con magnitudes discretas se
opta por repasar muchos contenidos procedimentales: conversiones con por-
centajes y decimales, cdleulo con ecuaciones sencillas, representaciones grafi-
cas, traducciones del enunciado verbal a la formalizacién matematica sin apoyo
del dibujo, etc. Algo similar ocurre con las tareas de proporcionalidad geomé-
trica: repaso de figuras: descripcién y propiedades, técnicas de dibujo, afianza-
miento de algunas nociones mediante tareas de manipulacién o taller, etc.

(b) El foco motivador de la unidad didéctica: “Vamos a trabajar con la pro-
porcionalidad” no es, generalmente, muy motivador para los j6venes de 3° de
ESO. Suele llamar mds la atencién tipos de tareas o problemas cotidianos cerca-
nos a ellos, a la profesién de sus padres, noticias de los medios de comunicacién

interesantes, tareas que puedan dar respuesta a algunos de sus interrogantes, etc.
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En el caso que nos ocupa disponemos de dos buenos generadores de situa-
ciones interesantes: las que se agrupan en la matemdtica comercial y las que se
justifican por el disefio, la geometria de la medida, el cileulo de alturas sin
medir directamente, interpretar y manejar mapas.

(c) La complejidad de los conceptos para los alumnos: Si la expresién mate-
mitica de la proporcionalidad es simple, su fenomenologia didactica es muy
amplia y si entendemos que la formacién de los esquemas conceptuales pasa
por un anilisis fenomenolégico muy variado, el tiempo necesario para ello se
amplia considerablemente.

Combinando las variables anteriores, por una parte el tipo de repaso y afian-
zamiento de todos los contenidos procedimentales es grande, fo que maltiplica
la duracién de la unidad y, por otra, la variedad de motivos para las tareas de
clase es tanta que no se perderfa gran interés si se desglosan las actividades en
dos unidades: las propias del trabajo con magnitudes discretas y las que se refie-
ren a magnitudes geométricas; ademds, la amplitud de tareas necesarias para
adquirir un buen esquema mental, avala la divisién en varias unidades. Cada
unidad puede tener una duracién comprendida entre 3 y 4 semanas. Segiin los
contenidos de dependencia funcional que se introduzcan, las extensiones de la
proporcionalidad geométrica que se hagan hacia la trigonometria, la clasifica-
cién/construccién de poligonos o la propia dinamica de la gestién de la clase,
las unidades pueden alcanzar, sensatamente, 12 a 14 horas cada una.

2.3 Decisiones sobre los criterios de evaluacién de 1a unidad did4ctica

Entre las concepciones de evaluacién actuales, en este capitulo se defiende
que la evaluacién consiste en una relacion de tareas y decisiones que conducen
a valorar el proceso de ensefianza y aprendizaje, globalmente, observando muil-
tiples factores del mismo y detectando posibles causas de algunos comporta-
mientos o problemas. En términos actuales es procesual (se realiza a lo largo de
todo el proceso) y formativa (detecta problemas y facilita el que puedan corre-
girse). La evaluacién se refiere al alumno y a las acciones y decisiones del profe-
sor en la gestién del proceso.

Ademis, como resultado acumulativo de los datos del proceso, tanto de las
capacidades desarrolladas como de los logros adquiridos o las medidas educati-
vas aplicadas para corregir problemas, el profesor asume un papel social de
“calificador™ y da, junto con los demis profesores, una opinién sumativa
de todo el proceso —la nota—, que tiene su repercusién social en documentos. En
lo que sigue se hard mencién exclusiva a los componentes formativo y pro-
cesual de la nocién de evaluacién que se ha scftalado, sin infravalorar, por su-
puesto, la importancia que tiene la decisidn social que adopta el profesor o el
Departamento al seleccionar los objetivos que se consideran apropiados para
poder etiquetar con un Suficiente a un ciudadano que se le juzga para alcanzar
O no su primer reconocimiento educativo —el titulo de Graduado-.
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Al hilo de una idea de la evaluacién procesual y formativa se concretan
algunos criterios que contestan a las preguntas cldsicas ¢Qué evaluar? {Cémo
evaluar? ¢Cuando evaluar?

2.3.1 éQué evaluar?

Hay varias categorias de objetivos a evaluar. El Cuadro 4 Rico, L. en (Torta-
sa y otros, 1995) muestra una clasificacién vélida en este andlisis. Dimensiones
distintas segiin el campo: conceptual (hechos, conceptos, etc.) 0 procedimental
(Destrezas, razonamientos, etc.), o segin el tipo de conducta implicada; utili-
zar, argumentar, justificar, etc.

Cuadro 4

DIMENSIONES A EVALUAR EN MATEMATICAS. RICO L.
UTILIZAR
ARGUMENTAR
JUSTIFICAR
EXPLICAR

FUNDAMENTAR | INVESTIGAR
RELACIONAR RESOLVER

ENUNCIAR PROBAR, ELABORAR
CONGCER EJECUTAR
Hechos Conceptos Estucturas  Teorias  Métodos Estrmegias Razona-  Destrens
concepiuales mignto
CAMFPO CONCEPTUAL PROCEDIMIENTOS
2
o
&6‘
G
E <
TEORIA METODOS o4
&
s &
ESTRUCTURAS ESTRATEGIAS é&V'
CONCEPTUALES ég,
<
A
&
i
CONCEPTOS RAZONAMIENTO
HECHOS DESTREZAS
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El andlisis de detalle de los objetivos a evaluar siguiendo estas categorias se
concretaré en el apartado 3, aqui, no obstante, es conveniente fijar algunos
criterios sobre el peso de cada tipo de objetivos.

En la ESQ, los objetivos se redactan en términos de capacidades para: “uti-
lizar y argumentar hechos y conceptos” o “utilizar y argumentar destrezas algo-
ritmicas, estrategias sencillas y algunas técnicas de razonamiento”. (Objetivos
generales de la ESO) Estos objetivos se traducen a capacidades mas detalladas
en los criterios de evaluacién. Un ejemplo de tipos de capacidades propuestas
para evaluar en esta etapa es el Cuadro 5 en el que se resumen las capacidades
contenidas en los criterios de evaluacion que publicé la Junta de Andalucia para

la ESO (decreto citado anteriormente).

Cuadro 5
criterio de capacidades
evaluacion Decreto de ensefianzas C.EJ.A.:
Adyuisicion de Expresar ideas y relaciones matematicas utilizando terminologfas, notaciones y
conceptos y estructuraciones adecuadas al nivel de aprendizaje donde se estd trabajando
procedimientos
Elaborar y manejar representaciones para expresar conceptos, discriminande entre sus
caracteristicas mds o menos relevantes y, establecer relaciores entre 1os mismos
Justificar los distintos pasos de un procedimiento valorando la oportunidad de los mismos
Capacidad de Sistematizar y resumir conclusiones de un trabajo realizado e interpretar las ideas
abstraccidn mateméticas presentes en distintas formas de expresion
Traducir los efementos de un problema de un modo de expresicn a otro
Laocalizar un mismo concepto en distintos contextos, valorando su utilidad como modelo
explicativo
Adquisicién jerdr- | Conocer hechos espacificos, con la terminologia adecrada v relacionar conjuntos
quica de contenidos | estructurados de hechos mediante conceptos
Utilizar algeritmos para efectuar operaciones y conocer sus limitaciones
Organizar y analizar datos e informaciones, reconocer y descubrir relacicnes
Uso de herra- Reconocer patrones y proponer hip6tesis explicativas
mientas kgicas
Verificar conclusiones y realizar inferencias empleando distintas formas de razenamiento
{inductivo, informal..,
Enunciar argumentos para convencer a los demds, valorar y criticar los argumentos de
otros y elaborar contragjemplos
Ejemplificar procedimientos y resultados generales
Uso adecuado Utilizar distintas notaciones, argumentando la conveniencia de cada uno para describir y
de notaciones trabajar en una situacion
v procedimientos
Comparar las idezs matemdticas con la misma o distinta notecion, valorando el papel del
simbolismo
Utilizar distintos procedimientos, argumentar su conveniencia
Describir el procedimiento seguido al resolver un problema
Efectuar ampliaciones, generalizaciones y optimizaciones de procedimientos para resolver
proklemas no rutinarios
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Comentamos algunos criterios:

Adgquisicién de conceptos y procedimientos, adquisicién jerdrquica de los con-
tenidos y uso adecuado de notaciones y procedimientos: Al proponer tareas a
los alumnos se puede valorar el grado de desempefio de estas capacidades. Por
ejemplo, para detectar la adquisicién del concepto de proporcionalidad se pue-
den proponer a unas tareas:

« detectar si una tabla numérica con datos de dos magnitudes representa
una proporcionalidad

« obtener nuevas cantidades, dada una proporcionalidad en forma de tabla,
enunciado verbal, grafica, etc.

« descubrir si una relacién entre magnitudes es de proporcionalidad, o es-
tablecer nuevas condiciones para que lo sea (ejemplos: detectar hasta cudn-
do hay proporcionalidad en las ofertas de los hipermercados; indicar
algunas variables que pueden incidir en que la relacion entre el “nimero
de albafiiles que hacen un muro / horas que tardan en construirlo” no sea
de proporcionalidad inversa)

» explicar los pasos que se han seguido para calcular laaltura de un edificio
manejando proporcionalidad de magnitudes o detectar algan error en el
procedimiento valorando por qué no es correcto

La valoracién de los procedimientos més convenientes o los algoritmos mas
eficientes se observa de manera natural en la originalidad con que un alumno
resuclva alglin problema o en la discusién que se establece en el grupo-clase, o
en el pequefio grupo, cuando se discuten las posibles formas de atacar una tarea
y s¢ valoran. No obstante, se debe propiciar esta discusién y no cerrarla con
didlogos como éste:

Alumno: Profesor, yo lo be becho de otra manera
Profesor: Vamos a ver, éte ba dado el mismo resultado?
Alumno: Si

Profesor: Vale, entonces lo tienes bien

o como éste:

Alumno: Profesor, yo lo be hecho de otra manera

Profesor: Vamos a ver, {observa el procedimiento en la libreta) Estd bien pero no
debes hacerlo asi porque es mas largo/ te equivocards mds/ lo has becho por la
cuenta de la vieja | no has usado ecuaciones...

En el primer didlogo, se corta toda posibilidad de valorar colectivamente €l
procedimiento. En el segundo, es el profesor el que hace una valoracién para
el alumno (que puede o no compartirse) a la que éste, si es obediente y capaz, le
har4 caso, aunque, probablemente no quede muy convencide. En cualquiera de
los dos casos se escapa la posibilidad de discutir entre el grupo las ventajas ¢
inconvenientes de ambos procedimientos. Si se da esta posibilidad puede ocurrir:
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{(Un alumno en la pizarra explica cémo ha hecho un problema, al terminar,
otro alumno habla)

Alumno: Profesor, yo lo he hecho de ofra manera

Profesor: Vamos a ver, sal y explica tu procedimiento

Alumno: (Explica el nuevo procedimiento)

Profesor: Estd bien pero el procedimiento anterior es mds rdpido v usa las ecua-
ciones que es el tema que estamos dando. Debéis de hacerlo asi.

Coro de alumnos (la mayoria): Es que de esa manera no sabemos bacerlo

Posiblemente, esta situacién no le sirva 2 los alumnos para valorar el mejor
procedimiento pero al profesor si que le sirve para diagnosticar que, en estas
circunstancias, el procedimiento que la ciencia (en boca de su depositario) en-
tiende como mds eficaz, no lo es para la mayoria porque no lo entienden.

La capacidad de abstraccion y el uso de herramientas Idgicas implican un
pensamiento mas elaborado si bien no deben posponerse al aprendizaje de al-
goritmos o hechos especificos. Por ejemplo, reconocer un patrén de proporcio-
nalidad en un tabla simple puede ser mds sencillo que aprender a dividir con
decimales. Descubrir que hay proporcionalidad en el calculo de costes de pro-
ductos, en la obtencidn de distancias en mapas, con escalas, o en €l movimiento
de vehiculos a velocidad constante, es un objetivo sensato y asequible.

En el cuadro nimero 5 hay un peso muy alto de capacidades que se denomi-
nan actualmente “pensamiento de alto orden” y que se postulan como un eje de
las capacidades a valorar mis en el futuro (Romberg, T. v otros, 1995). Los
profesores no tenemos acumulada mucha experiencia en los instrumentos de
evaluacién para estas capacidades y hay un grave riesgo de no tratar de desarro-
llarlas por su dificultad al valorarlas. La apuesta por incrementar los objetivos
referidos a este tipo de capacidades y reducir otros objetivos de destrezas algo-
ritmicas y de conocimiento de hechos estd hecha.

Objetivos actitudinales: Adem3s de las capacidades de indole cognitiva, ¢Qué
objetivos actitudinales conviene tener en cuenta para evaluar? Algunos objeti-
vos actitudinales estin ligados a la metodologia de trabajo con los estudiantes.
Por ejemplo, si los resultados de las observaciones y pruebas se presentan a los
alumnos como un ascenso progresivo en €l desarrollo de capacidades en los que
se respeta una evolucién mds lenta, donde hay que alcanzar metas progresivas y
asequibles que den seguridad por el éxito parcial, se estara mds cerca de conse-
gair que el alumno valore su trabajo en las matematicas confiando en que “puede”
aunque con mas dificultad que otros.

Cuando los resultados de las pruebas se presentan cerrados, con oportuni-
dad Ginica para aprobar o suspender, valorando resultados exclusivamente, con
tareas muy por encima de los conocimientos de la mayorfa, sin dar cuartel al
que menos sabe, se contribuye a que la imagen personal de los que aprenden
mis lentamente se deteriore, aumente ¢l bloqueo y el odio hacia la asignaturay
se perpetile la imagen de las matemdticas incomprensibles.
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Hay quien defiende que el alumno, a través de la evaluacién debe ser esti-
mulado con metas que no alcance, para incrementar su “amor propio”. La apli-
cacién de este criterio puede ser eficaz s6lo para los alumnos que tienen sus
capacidades bastante desarrolladas y para los que el reto les coge seguros de
poder afrontarlo. Los demds tienen la meta tan lejana que se reconocen incapa-
ces de afrontarla, abandonan y anotan un fracaso mis en su autoestima intelec-
tual y en su imagen personal.

En consecuencia, la forma de gestionar [a evaluacién contribuye a desarro-
ilar en un sentido o en el otro el objetivo niimero 10 que sefialdbamos en el
apartado 2.2.2.

En la construccién de las unidades didécticas, apartado3 haremos referencia
a alguna tarea en las que es posible observar este tipo de objetivos mediante los
contenidos actitudinales que hemos resumido en el Cuadro 3 de 2.2.3.

2.3.2 éCudndo y cémo evaluar?

En el supuesto que se hayan seleccionado las tareas con las que el profesor
desarrollard las clases y vistos los grandes objetivos a evaluar, la tarea de evalua-
cién pasa por un registro sistematico de informacién que puede organizarse en
tres grandes etapas.

Evaluacién inicial: El profesor tiene que conocer en grandes lineas, el punto
de partida de los alumnos al comenzar una unidad.

Para este anilisis se admite que ha estudiado algo de proporcionalidad. Sin
embargo, hay que entrar en los detalles de observacién en el nivel de partida de
todos acerca de:

* conocer sus destrezas en el manejo de fracciones en situaciones cotidianas
y la invariancia de la fraccién al modificarse el todo y las partes: nocién
de razén

* hasta qué punto se ha utilizado ya con soltura la proporcionalidad entre
magnitudes (regla de tres, comparacién de razones, obtencién de la mag-
nitud incégnita, etc.)

Los instrumentos de deteccién pueden ser muy variados y, en funcién de
ellos, el tiempo que se tarde en detectarlos. Una prueba general puede dar algu-
na informacién, pero exige un buen disefio, su correccidn y tener en cuenta que
los alumnos, en ocasiones, cuando se les pregunta algo sin entrar atn en la
temitica parece que todo lo hubiesen olvidado; en cambio, recuerdan de pron-
to cuando se les proponen tareas y dialogan, preguntan algo, trabajan en grupo,
discuten o consultan un texto. Otro instrumento de deteccién, en esta linea de
argumentacion, es facilitarles una tarea que llamaremos “situacién inicial” en la
que sin introducir nueva informacién el alumno se enfrente a un reto con lo que
él sabe. Hay experiencia suficiente como para aventurar la hipétesis de que con
este tipo de tareas se recuerdan conceptos perdidos en la mente y se descubren
errores importantes en los alumnos. Algunos otros errores conceptuales, que
no se hayan detectado, irdn apareciendo a medida que se desarrolla la unidad
didécrica y siempre que la observacién del trabajo de los estudiantes sea cotidia-
na.
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Evaluacidn de seguimiento: Durante la unidad didictica se introducen nue-
vas ideas, se proponen tareas de dificultad creciente, los alamnos van consoli-
dando su nocién de proporcionalidad.

En esta etapa, que ocupa la mayor parte del tiempo, el profesor necesita ir
registrando informacién con dos funciones esenciales:

(a) Diagndgstico del aprendizaje: Analizar cémo progresan los alumnos, de-
tectar los diversos ritmos de aprendizaje v adecunar nuevas tareas a la diversidad
que aparece. En este diagndstico, desde el punto de vista de los objetivos del
aprendizaje surgirdn casos como éstos:

alumnos que piensan que si le suman dos cantidades iguales a dos magni-
tudes proporcionales, se mantiene la proporcidn

alumnos que presentan dificultades al dibujar la grifica de una propor-
cionalidad en unos ejes cartesianos porque no localizan aidn los puntos
cotrectamente

alumnos que, al hacer las operaciones con una calculadora y equivocarse
al pulsar alguna tecla, no son capaces de detectar que aquél resultado es
disparatado respecto al previsto

alumnos que, al leer un problema, traducen confundiendo el tipo de pro-
porcionalidad

alumnos que despejan mal x en la proporcién a/x =b/c

alumnos que no muestran interés en lo que se trabaja en clase

alumnos que acaban bien las tareas antes que nadie y se aburren

etc.

Esta multiplicidad de situaciones se pueden organizar en varios tipos,
siguiendo las apreciaciones sefialadas en el capitulo 5:

L 4

errores del aprendizaje propios de la unidad didéctica y debidos a obsta-
culos u otras dificultades

errores que proceden de aprendizajes anteriores no afianzados: persisten
algunos obsticulos y/o hay procedimientos carentes de sentido que se
manejan de memoria

errores que proceden de una falta de motivacién, distracciones o de una
problematica especifica de la personalidad del estudiante. En este caso
hay que analizar si el método de esnsefianza facilita algtin obsticulo di-
dactico que a su vez genera un efecto desmotivador. No siempre es asi y la
problemitica puede ser externa a la institucién escolar

errores del alumno que se desmotiva por aburrimiento ante la homoge-
neidad del mérodo de ensefianza. En estos casos, la pretension, muy co-
mun entre el profesorado, de llevar a todos los alumnos al mismo ritmo
genera errores del método de ensefianza tanto por el lado de los alumnos
que comprenden mis lentamente como por el otro nivel de los que
comprenden con més rapidez. Una metodologfa adaptada a distintos rit-
mos puede disminuir errores y evitar en la clase conductas disruprivas de
los que se desmotivan porque el ritmo de la ensefianza no se adapta a su
propio ritmo de aprendizaje.
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La evaluacién durante el seguimiento de la unidad deberia tener como obje-
tivo detectar estas situaciones para aplicar medidas educativas.

(b) Retroalimentacién de la gestion de la ensefianza: No s6lo los ojos de un
joven indican si éste comprende una informacion. El registro sistemético de
dificultades da mejor diagnéstico. Este registro nunca serd exhaustivo pero sf
facilita, en primer lugar, cuindo y con quiénes hay que comenzar a diversificar
las tareas. Los alumnos van descubriendo su situacién y nuestra gestién del
tiempo dara lugar a que se dediquen espacios para responder a las dificultades
del proceso y tipos de tareas mis precisas y adecuadas a cada caso. La pura
individualizacién del aprendizaje no esta aiin en manos de las disponibilidades
econdmicas del sistema; sin embargo, la deteccidn de alumnos que frecuentan
dificultades anilogas sf que permite, utilizando un simil médico, proponerles
un antibiético especifico, aunque sea de amplio espectro, para ayudarles a re-
solver sus dificultades. Sin obtener esta informacién diagnéstica amplia, aun-
que no muy precisa, la retroalimentacién del diagnéstico a la ensefianza se
limitarfa a sentenciar al final del trimestre el alumno estd suspenso y debe recu-
perar.

Fvaluacién a término: Al finalizar el tiempo dedicado a una o varias unida-
des didacticas el profesor dispone de informacién acumulada de las tareas pro-
puestas y observadas (proyectos de trabajo, pruebas, etc.) Esta informacién se
contrasta con los objetivos previstos en este periodo y realmente desempefia-
dos. Como resultado del contraste hay una nueva informacién diagnéstica para
recuperar aspectos no debidamente afianzados y otra informacién sumativa,
con validez social, que se suministra a las familias, se debate con los demis
profesores para formarse una imagen mdas global del alumno y, a final del curso,
se acumula a las demas para decidir, entre todo el equipo educativo, si el alum-
no aprueba, suspende o promociona de curso.

Los objetivos de evaluacién a término de cada unidad se suelen referir a los
contenidos especificos y se clasifican en conceptuales, procedimentales y actitu-
dinales. Una vez diferenciados, en grandes lineas, es necesario plantear cudles
se considera necesario alcanzar en esa unidad —logros adquiridos—y cuiles se-
guirdn consoliddndose en otras unidades debiendo, en la unidad de referencia,
haber manifestado cierto desarrollo en su desempefio.

Por ejemplo, en una unidad de proporcionalidad, detectar la proporcionali-
dad directa en una tabla o grifica, obtener el valor de una magnitud proporcio-
nal a otra cuando se conoce la razén, justificar por qué se reconocen las
magnitudes directamente proporcionales, o traducir del lenguaje verbal al gra-
fico o algebraico una relacion y justificar su proporcionalidad, son logros que
deberfan alcanzarse al terminar una unidad didictica en 3° de ESO. En cambio,
no equivocarse en el clculo con fracciones en errores menores, o detectar cuindo
un cilculo estd equivocado v da un resultado disparatado, son objetivos que se
deben conseguir a lo largo de uno o varios cursos y no son logros en esta uni-
dad.

En los parrafos anteriores se ha dibujado una panorimica de las etapas en
las que puede dividirse la evaluacién durante el desarrolio de una unidad didac-
tica dando algunas sugerencias para organizar los tipos de objetivos que se pre-
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tenden evaluar en cada momento. Al entrar en el disefio de tareas que sirven
para observar y registrar informacidn, obviamente, cualquier tarea escolar no
sirve para observar el logro o desempeiio de un objetivo. Por ejemplo, en los
objetivos orientados a la capacidad de expresarse verbalmente y discutir o en-
tender los argumentos del otro, tiene que haber un didlogo, no pueden obser-
varse en pruebas escritas. Las tareas en las que se construye un concepto por
manipulacién de materiales, como la proporcionalidad de magnitudes con triin-
gulos semejantes, no es posible detectar dificultades si se hacen en silencio o en
la casa; hay que hacerlas en clase. Un error en el calculo con porcentajes se
detecta mejor en un ejercicio escrito.

Esta obviedad, sin embargo, implica que si se quieren detectar o desarrollar
clertas capacidades es imprescindible poner a los alumnos en situacién de que
las pongan en prictica, aunque se invierta mas tiempo. La diversidad de tareas
es necesaria. La acumulacién de tareas de un mismo tipo esconde las demds
capacidades que no se ejercitan en ellas. Una decisién inicial, al construir la
unidad es repasar el Cuadro 6. y encuadrar algunas tareas en el tipo de objetivo
que se pretende y el momento o lugar en que estd previsto desarrollarlas.

Cuadro 6
1.D/niiclegfeva..n Capacidades cognitivas
Contexto Indicadares de Grupo: | Grupo: | Ind, casa/ | Ind, Ind. Ind. | Oto
dela tipos de tareas clase | pequedo | clase cuaderno | pruebe | prueba
. jacea { parc. gleh.
contenidos
Comprende Reconoce, relaciona,
conceptos conecta entre varios
niicleos
Maneja Recuerda, aplica,
pracedimienios: CODSinye,

(algoritos, cdlcrlo
mental)

generaliza, optimiza,
valora

Maneja sistemas de
notaciones y
representaciones

Reconoce, visualiza,
construye, describe,
interpreta, traduce

Afronta y resuelve
problemas y
ejercicics

- Comprende,
medeliza/plantea/
traduce

- Descubre
estrategias

« Soluciona

- Valida la
solucién,...

- Extiende

Utiliza instrumentos
de razonamiento

.. descubre, infiere,
contraargumenta,
generaliza, deduce

adaptado de los criterios de observacion de BON DIAS

MATES PC. Catalufia
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3. LA CONSTRUCCION Y GESTION DE LA UNIDAD DIDACTICA

Las paginas anteriores han ido desbrozando criterios y decisiones que orien-
ten la seleccién concreta de objetivos, contenidos, actividades y formas de eva-
luar. En este apartado se concretan las tarcas de acuerdo a andlisis mas de detalle,
que requieren nuevas decisiones.

(2} La unidad didictica se organizard en varias fases que pueden solaparse
en el tiempo:

Fase 16 2 horas | 6 a 8 horas 3 6 4 horas

EEEEEEEE R

Motivacién y exploracién inicial

Desarrollo R R

Consolidacién y ajuste de ritmos | R

Este desglose esuna decisién de tipo metodoldgico; parte de una concepcién
de la ensefianza que persigue un aprendizaje significativo de los conceptos, por
lo que la exploracién inicial sirve para conectar con las ideas previas.

Ademas, en la fase de desarrollo se persigue una exploracion de los concep-
tos desde perspectivas fenomenoldgicas distintas y complementarias, apoyan-
dose en sistemas de representacién distintos y favoreciendo las traducciones
entre ellos.

La fase de consolidacién y ajuste de ritmos pretende gue la mayoria de los
alumnos cimenten su esquema de pensamiento y resuman los procedimientos
aplicados. Habré algunos que avancen en tareas de ampliacién que otros no
podran trabajar en el mismo momento, y otros que insistan en algunas ideas
que necesitan mis tiempo para consolidarse.

La decisién del tiempo dedicado a cada fase o el tiempo en que una y otra se
solapan para algunos alumnos o si [a segunda y tercera fase se pueden confun-
dir en una sola, serdn decisiones que dependan de la gestién de la clase, el tipo
de alumnos, su dindmica de trabajo y otras variables que no se han hecho expli-
citas. No obstante, este desglose sirve para preparar tareas diversas segiin su
funcién en la unidad didéctica.

En los apartados que siguen, se proponen objetivos, contenidos y tareas de
dos unidades didacticas: proporcionalidad con magnitudes geométricas y arit-
méticas (discretas). En algunos casos, se sugieren tareas que superen los conte-
nidos de la unidad y se entronquen en otras unidades de las que se han comentado
en el apartado 2.2.3.
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3.1 Objetivos de las unidades didécticas

Proporcionalidad con magnitudes discretas

truidas desde ésta: Por ], El interés compuesto

Objetivos Tipos
Reconocer y expresar relaciones de proporcionalidad simple y di- | Desarrollo
recta o inversa entre magnitudes mediante enunciados verbales,

tablas, representaciones, grificas y leyes algebraicas

Aplicar las propiedades de proporcionalidad directa de magnitu- | Desarrollo
des en el calculo de cantidades, tasas y porcentajes

Resolver problemas con magnitudes proporcionales o reduciblesa | Desarrollo
ellas

Aplicar la proporcionalidad a repartos Desarrollo
Reconocer y expresar relaciones de proporcionalidad compuesta | Desarrollo
entre no mas de 4 magnitudes mediante enunciados verbales y

tablas

Aplicar la proporcionalidad compuesta al interés simple Desarrollo
Utilizar tablas de organizacién de datos para comprender enuncia- | Seguimiento
dos de problemas de proporcionalidad

Traducir las relaciones de proporcionalidad de un lengunaje de re- | Seguimiento
presentacién a otro.

Afianzar operaciones y aproximaciones con nimeros racionales: Seguimiento
forma decimal, fraccién (con y sin calculadora)

Afianzar el concepto de razén Seguimiento
Afianzar la estimacidn previa de resultados de un problema Seguimiento
Justificacién algebraica de algunas propiedades de la proporcio- | Ampliacién
nalidad

Explorar alguna relacién no proporcional entre magnitudes y cons- | Ampliacién
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Proporcionalidad con magnitudes geométricas

tdngulos

Obijetivos: Tipos
Reconocer y Expresar relaciones de proporcionalidad directa en- | Desarrollo
tre magnitudes geométricas dadas en figuras, graficas o enuncia-

dos verbales

Localizar proporcionalidades entre segmentos de figuras planas | Desarrollo
aplicando el Teorema de Thales

Resolver problemas de cilculo de distancias con magnitudes pro- | Desarrollo
porcionales

Reconoacer fignras poligonales semejantes aplicando criterios de | Desarrollo
proporcionalidad

Justificar las conversiones entre unidades de medida de longitudes | Desarrollo
con la proporcionalidad de magnitudes

Reconocer y aplicar las proporciones que existen entre las dreas | Desarrollo
de figuras semejantes.

Destrezas en visién espacial y representacién plana con ttiles de | Seguimiento
dibujo de situaciones.

Traducir las relaciones de proporcionalidad de un lenguaje de re- | Seguimiento
presentacién a otro.

Afianzar operaciones y aproximaciones con nimeros racionales: Seguimiento
forma decimal, fraccién. (con y sin calculadora)

Afianzar los cilculos y conversiones entre unidades de medida Seguimiento
Afianzar la estimacién previa de resultados de un problema Seguimiento
Justificacién del Teorema de Thales Ampliacién
Explorar el significado de razén trigonométrica en tridngulos rec- § Ampliacidn

Detalle de contenidos de las unidades:

En los Cuadros 7 y 8 siguientes se presentan los contenidos fundamentales
de las dos unidades. Ademds de la clasificacién habitual se incluyen los hechos,
las destrezas y las estrategias. Los hechos pueden corresponder al campo de los
conceptos ya adquiridos y triviales para el alumno o a instrumentos especificos
de trabajo o vocabulario de términos de manejo habitual. Las destrezas son
procedimientos muy sencillos y, por lo general, trabajados en otras unidades y
bastante automatizados. Las estrategias son procedimientos no algoritmicos,
que necesitan decisiones en cada problema acerca de los conceptos o procedi-

mientos a manejar al ponerla en prictica.

218




Cuadro 7

CLASIFICACION DE LOS CONTENIDOS MATEMATICOS

PROPORCIONALIDAD DIRECTA, INVERSA Y COMPUESTA

Conceptos

Relaciones de:

proporcionalidad directa entre
magnitudes

propercionalidad inversa entre
magnitudes

proporcionalidad compuesta entre
magnitudes

Razon de una magnitud: tasa entre
magnitudes

Linealidad de la proporcionalidad
directa

Magnitud de referencia y magnitudes
independientes en la proporcionalidad
compuesta

Reparto directamente proporcional

Destrezas

Representacion de grificas a escala
Operaciones con nimeros
fraccionarios y decimales
Obtencién e interpretacidn de
porcentajes

Procedimientos

Reconocer relaciones de
proporcionalidad directa o inversa,
dadas en tablas, gréficas, leyes
albebraicas o verbalmente
Representar relaciones de
proporcionalidad directa e inversa
Obtener la tasa de proporcionalidad
en una relacién entre magnitudes
Repartir proporcionalmente

Hechos

magnitudes

cantidades

medida de magnitudes

Interés bancario, Capital, Rédito
magnitudes dependientes e
independientes

Estrategias

Detectar relaciones de
proporcionalidad del lenguaje
verbal a otro grafico o algebraico y
calcular cantidades

Estimacién de resultados de
operaciones o problemas a priori

Actitudes

Gusto por el orden, la precisién y el trabajo

metddico
Confianza en las propias posibilidades
Seguridad en la potencialidad de las

matemadticas en resolucién de problemas

habituales en la vida
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Cuadro 8

CLASIFICACION DE LOS CONTENIDOS MATEMATICOS

PROPORCIONALIDAD CON MAGNITUDES GEOMETRICAS

Conceptos

Relaciones de:

proporcionalidad directa entre
magnitudes

Razén de una magnitud,

Semajanza de figuras
Proporcionalidad de segmentos por el
Teorema de Thales.

Hechos

Tipos de figuras planas
Magnitudes geométricas: longitud,
superficie, dngulos

Medidas de magnitudes

Destrezas

Uso de instrumentos de
representacion geomeétrica
Operaciones con niimeros
fraccionarios y decimales
Aproximaciones de medidas y
£ITores

Procedimientos

Reconocer relaciones de
proporcionalidad entre segmentos
incluidos en figuras aplicando el
Teorema de Thales o la semejanza de
tridngulos

Reconocer relaciones de
proporcionalidad directa e inversa
entre magnitudes geométricas
Obtener la razon de proporcionalidad
en una relacién entre magnitudes

Detectar relacicnes de
proporcionalidad en problemas
geométricos y obtener cantidades
Estimacidn de resultados de
operaciones o problemas a priori
Traducir un problema al

Gusto por el orden, la precisidn y el trabajo metddico
Confianza en las propias posibilidades

Seguridad en la potencialidad de las matematicas en
resolucion de problemas habituales en la vida
Apreciacién estética de la proporcién

geométricas
Escalas
geomélricas
Estrategias
Actitudes

lenguaje geométrico,
resolverlo manejando la
proporcionaiidad
geométrica y validar el
resultado por
estimaciones
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3.2 La seleccidn de actividades de aula y recursos

El texto de una misma actividad propuesta a los alumnos puede ser suscep-
tible de diferentes usos. Por ello, es importante acompanar a las tareas, el con-
texto de la unidad en que se ponen en juego, las intenciones previstas y algunos
comentarios de variaciones u observaciones metodoldgicas, fruto de la expe-
riencia propia o ajena, y referencias a dificultades o concepciones erréneas que
se hayan previsto o conozcan de la amplia bibliografia didéctica.

En las paginas siguientes se presentan actividades de aula, en una ficha, si-
guiendo las pautas comentadas:

Actividad: Situacidén inicial

Texto:

Intenciones:

Comentarios:

Fuente:

Fase de motivacién y exploracién inicial:

Se recuerdan algunos conceptos y se explora con ellos para valorar el cono-
cimiento previo, estimular la motivacién, adiestrarse en la manipulacién de
algunas ideas, antes de conceptualizarlas.

Actividad: Motivacién y Exploracién Inicial. Conocimientos previos

Texto: Una editorial necesita valorar el niimero de lineas de un libro original para
presupuestar el coste de su “picado” {escritura) en el ordenador. El editor, cuenta
las lineas de una pdgina cualquiera completa que son 27 y observa que el original
tiene 204 piginas. Estima que tiene 5.508 lineas. écémo ha razonado? équé es lo
que ha supuesto? dse podria hacer una estimacién mds precisa? Dar pistas.

Intenciones: Detectar conocimientos previos sobre proporcionalidad directa y es-
trategias de cdlculo con estimaciones

Comentarios: Se puede trabajar en grupos peguefios y ver lo que hacen. En la pues-
ta en comiin se extrae una primera informacidn sobre los conocimientos previos
(sin asumir, como generales, los conocimientos de los que contestan casi siempre

bien).

Fuente: Matemdticas de 3° de ESO. Editorial Algaida (adaptada)
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Actividad: Situacién inicial

Texto: En un hipermercado ofertan paquetes de arroz de 1.150 gr a 175 ptas. Rega-
lan uno al comprar 2. Otra oferta, en arroz de similar calidad son paquetes de 920
gr a 160 pias. paquete. Al comprar tres regalan uno ¢Qué oferta es mis ventajosa?

Intenciones: Aplicar cilculos usando implicitamente la proporcionalidad. Compa-
rar v discutir procedimientos y soluciones. Afianzar una actitud de confianza en la
utilidad de las matemaéricas.

Comentarios: Una de lIas lineas de ampliacién del ejercicio consiste en analizar por
qué las ofertas mis ventajosas suponen tener que pagar mis dinero aunque sca
inferior la tasa pta/kilo. Es interesante aprovechar y convertir la tarea en un proble-
ma mas abierto en el que se recuerden algunos conceptos de matemdtica comercial.
Por ejemplo, el capital que adelanta el consumidor al comprar varias unidades que
no consume inmediatamente, se transforma en capital para el hipermercado del
que puede obtener un beneficio adicional financiero...

Fuente: Matematicas de 3° de ESQ. Editorial Algaida (adaptada)

Actividad: Situacién inicial

Texto: Observa los dos monigotes. ¢Podrias decir que son semejantes? ¢Qué ocurre
si comparamos por separado la cabeza, el cuerpo y las piernas? Expresa lo que
quiere decir para ti la frase “figuras semejantes”.

Intenciones: Detectar objetos mentales de los alumnos sobre semejanza de figuras.
Iniciar el proceso para precisar el concepto de semejanza manejando el concepto de
proporcionalidad

Comentarios: Es obligado utilizar algiin instrumento de medida. Al comparar figu-
ras distintas deberia llegarse a descubrir que algunas no son semejantes (ef rectdn-
gulo) y comparar la constantes de proporcionalidad del tridngulo de los pies y el
radio de la circunferencia de la cabeza

Fuente: Elaboracién propia
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Fase de desarrollo de nuevas ideas:

Las actividades conducen a conclusiones en las que se conceptualizan las
nociones fundamentales de la unidad. Se resumen los pasos de cada procedi-
miento. Se enuncian algunas pistas para aplicar a la resolucién de problemas no
procedimentales (tablas para organizar datos, claves para detectar los datos,
incégnitas y condiciones del problema, indicadores para atacar los problemas
con modelos de proporcionalidad directa, inversa o compuesta, etc.)

Las metodologias de trabajo con los alumnos son muy diversas. No obstan-
te, la edad, el nivel de ensefianza y la psicologia del adolescente aconsejan acti-
vidades variadas, motivadoras, poco tiempo de explicacién continuada del
profesor, necesidad de resumir y concluir en cada sesién los aspectos funda-
mentales (por los alumnos o por el profesor, y manifestar un nivel de exigencia
regular en las tareas para educar en el trabajo sistemdtico).

Actividad: Desarrollo de nuevas ideas

Texto: Una mecandgrafa escribe 300 pulsaciones por minuto. a) Expresa esta rela-
cién en forma de tabla y de grifica los 10 primeros minutos. b) Compara la tabla y
dibuja la grifica del trabajo de otra mecanégrafa que tiene una tasa de 250 pulsa-
ciones por minuto ¢} ¢Cudntas pulsaciones habrd aventajado una a otra a los 35
minutos?

Intenciones: Expresar una relacién de proporcionalidad directa dada la rasa de la
relacién en distintos lenguajes

Comentarios: El dibujo de la segunda proporcionalidad permite intreducir la “in-
clinacién de la gréfica” como indice de variacidn.

Fuente: Elaboracion propia

Actividad: Desarrollo de nuevas ideas

Texto: Una subvencién de 15.000.000 de ptas. s repartird entre tres municipios X,
Y, Z para asfaltado de sus calles. Hay dos sistemas de reparto. Sistema A) Todos los
municipios reciben la misma cantidad. Sistema B) Cada municipio recibe en pro-
porcién directa a los Kilémetros de calles del municipio {municipio X: 100 Km;
municipio Y: 150 Km; municipio Z: 250 Km).

Realizar la distribucién de la subvencién por ambos sistemas, teniendo en cuenta lo
que cada municipio recibiria por km. de calle. ¢Cual es la tasa de la proporcidén en
el sistema B? ¢A quién favorece cada sistema de distribucién? ¢Cudnto recibe cada
municipio por km de calle en cada sistema de distribucién?

Intenciones: Efectuar repartos proporcionales. Comparar con otros sistemas de
reparto.

Comentarios: La idea central es llevar a los alumnos a la conclusién de que la tasa
del reparto proporcional es la razén entre la suma de las cantidades de ambas magni-
tudes Conviene insistir en que no todos repartos son proporcionales

Fuente: Elaboracién propia
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Actividad: Desarrollo de nuevas ideas

Texto: En una editorial hay 6 mecandgrafos, que trabajando 8 horas diarias durante
4 dias, pasan 640 pdginas de un manuscrito a) {De qué magnitudes depende las
piginas del manuscrito que se pasan a mecanografian? Calcula en una tabla el oii-
mero de piginas escritas cuando:

* S6lo se modifica el niimero de mecanégrafos: 2, 4, 6
* S6lo se modifica el niimero de horas de trabajo diario: 2, 4, 8
* §6lo se modifica el mimero de dias de trabajo: 1, 2, 3, 4

{b} éCémo se modifica el nimere de paginas cuando variamos una sola de las mag-
nitudes? ¢Qué relacién hay entre ellas y el niimero de paginas?

{c) ¢Cémo se podria saber las piginas escritas por 4 mecandgrafos, trabajando 2
horas diarias, durante 3 dias?

{d) Explica el procedimiento que se ha seguido en el apartado anterior.

Intenciones: Detectar la multilinealidad de la proporcionalidad compuesta. Expre-
sar un procedimiento en lenguaje verbal

Comentarios: Comprender la expresién que ligue la razén de la magnitud incégni-
ta con el producto de las razones de las demds magnitudes requiere un proceso
constructive. Aqui se opta por calcular rablas que permitan reconocer esta multili-
nealidad.

Fuente: Matematicas 3° ESO. Algaida (Adaptada)

Actividad: Desarrollo de nuevas ideas

Texto: Para determinar la altura de un objeto se puede colocar un espejo en el suelo
y alejarse la distancia necesaria para observar el punto mds alto del objeto. Este
procedimiento se basa en una ley de la reflexién de la luz: «El 4ngulo incidente en
el espejo debe ser igual al dngulo reflejado.» Representa este procedimiento en un
croquis y calcula la altura de una casa cuando un observader, de 1,70 m de altura,
ve su tejado si coloca el espejo a 14 m del edificic y a 2 m del observador.

Intenciones: Modelizar geométricamente una situacion. Reconocer la semejanza de
triangulos. Utilizar la proporcionalidad para obtener cantidades desconocidas.

Comentarios: Fsta actividad puede presentar una fase exploratoria en la que los
alumnos experimenten con espejos reales, tomen medidas, y se enfrenten a las aproxi-
maciones necesarias para que el error no se dispare. Al manejar este procedimiento
para comparar las estaturas de una pareja de alumnos, en funcién de la distancia
del espejo a cada uno de ellos, se detecta mejor la necesidad de precisar el error en
la medida.

Fuente: Matemiticas 3° ESQ. Editorial Algaida.(Adaptada)
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Fase de consolidacion y ajuste de ritmos:

Cuando en la unidad didactica se planifican actividades para todos los alum-
nos el proceso habitual lleva a que algunos mantengan ritmos mds lentos y
otros mis rapidos. Las razones de ello son importantes de determinar para
ajustar las tareas. Partiendo del supuesto de deseo sensato de los chavales en un
trabajo sin agobios, es necesario preparar actividades para casa y para clase con
intenciones distintas. Algunas consolidardn conocimientos avanzados, otras in-
sistirdn en conceptos bisicos.

Veamos algunos ejemplos de actividades

Actividad: Consolidacién y ajuste de ritmos

Texto: Establece si hay relacién directa y, en su caso proporcionalidad, entre las
parejas de magnitudes siguientes. Justifica cada caso: a) Pesos de pintura empleada
y superficie pintada.

{b) Lados de poligonos y nimero de diagonales

(c) Longitud de lados de cuadrados y superficie de ellos
(d) Edades de personas y peso
(

¢) Edad y consumo de tabaco

Intenciones: Reconocer situaciones de proporcionalidad

Comentarios: Posiblemente habrd que establecer estrategias para generar contra-
dicciones que superen el concepto de proporcionalidad subyacente a argumentos
simplificados del tipo «sf lo es, porgue cuando aumenta una aumenta la otra»

Fuente: Matemdticas 3° ESO. Editorial Algaida

Actividad: Consaolidacién y ajuste de ritmos

Texto: Un comprador pregunta extrafiado a la vendedora de una marqueteria: {Por
qué me cobré usted la semana pasada por enmarcar una foto de 24 x 36 cm 2.928
pta. y ahora, por enmarcar una foto de 48 x 72 cm me cobra 9.312 ptas.? Si la foto
mide el doble de la anterior por qué el precio es mds del triple? Busca argumentos
que justifiquen esta diferencia en el precio y la aparente desproporcién. Datos:
Precio de cada metro del marco 1000 ptas. Precio de cada cm? de vidrio 2 ptas.

Intenciones: Comparar la proporcionalidad entre longitudes y entre superficies de
figuras.

Fuente: Matemdticas 3° ESO. Editorial Algaida.
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Actividad: Consolidacidn y ajuste de ritmos

Texto: La grifica de la figura presenta la cantidad de agna que pierde un liquido
segln las cantidades de calor (calorfas) que se le aplican:

{a) Interpretando la grifica, explica lo que sucede en el experimento

{b) ¢Qué agua sc ha evaporado al suministrarle 8.000 calorias, y 8.400 calorias?
{c)Si 1a proporcién de agua que se evapora hasta las 2.500 calorfas se mantuviese
hasta las 10.000 calorias ¢cudnta agua se habria evaporado?

agua
evaporada

(2.501)) (5.600) (s.olon) @I@

Intenciones: Interpretar grficas definidas con trozos rectilineos. Asociar la pro-

porcionalidad directa con su gréifica en contextos no elementales para predecir un
resultado.

Comentarios: Puede considerarse una actividad para evaluar a término algunas ca-
pacidades de las previstas en los objetivos

Fuente: Elaboracién propia
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Actividad: Consolidacidn y ajuste de ritmos

Texto: En los Elementos de Euclides (300. a.C.) acostumbraban a representar can-
tidades mediante segmentos. Asi la semejanza de rectingulos indica la proporcién
entre los lados:

a/c=b/d. lc] 2

En cambio, la expresién a.d = b.c indica que hay ignaldad entre las superficies de
dos rectdngulos de lados a, d v b, ¢ respectivamente.

Construye dos rectangulos semejantes a partir de otros dos con la misma superficie
y viceversa. {Todas las figuras semejantes tienen igual drea? ¢Las figuras con igual
superficie son necesariamente semejantes?

Intenciones: Combinar dos caracteristicas de las figuras y diferenciarlas

Cowmentarios: Es una actividad para comentar alguna noticia histérica y poner a
unos alumnos a desarrollar pequefas exploraciones mds abiertas, mientras los de-
més conselidan otros aprendizajes.

Fuente: Matemiticas 3° ESQO. Editorial Algaida.

3.3 Gestién de la unidad didactica

Para poner en practica las actividades de aula en cada sesién de clase es
conveniente planear algunos detalles metodolégicos, concretar tiempos orien-
tativos o fijar algunas conductas que se van a observar sistemdricamente. El
cuaderno del profesor es el documento de registro sistemdtico de las tareas
previstas y el documento en el que se resumen conclusiones y se adoptan deci-
siones para rectificar en la préxima unidad o en el préximo curso.

El formato de un cuaderno del profesor puede ser muy diverso. Una pro-
puesta de formato se basa en registrar lo que se ha previsto en una clase v los
resultados a posteriori. Los grandes objetivos de la sesién, las claves de las ta-
reas que se piensan proponer, las notas metodolégicas que se conozean, dificul-
tades previstas, errores més frecuentes, recursos a manejar, deben tener un lugar
en el formato.

Por tltimo, los criterios de evaluacién analizados anteriormente deben ocu-
par un lugar en este formato ligados a tareas concretas. Por ejemplo, una sesién
en la que los alumnos trabajan en grupos pequefos es buena ocasion para ob-
servar c6mo razonan alguna propiedad o qué papel juegan en el grupo: activos,
pasivos, pendientes de lo que haga el compafiero, criticos con los argumentos
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de otro. Una sesién de desarrollo de nuevas ideas en la que el profesor propone
tareas, anima a los alumnos a intervenir, genera contradicciones en los argu-
mentos para acotar los conceptos, puede servir para detectar los alumnos que
captan més lentamente una idea, o no intetrvienen porque presentan una actitud
permanente a “no hacer” sino “copiar” las matemdticas, etc. o presentan una
hiperactividad a contestarlo todo. También las sesiones de ajuste de ritmos y
consolidacién son buenos momentos para sentarse con los chavales e ir revisan-
do cémo trabajan en el cuaderno, su capacidad para tomar apuntes, qué parte
de su contrato de trabajo estdn cumpliendo, y, a su vez, comentar con ellos los
cambios de ritmos necesarios para llegar 2 las metas apetecidas. El cuaderno del
profesor, con estas pautas anteriores, puede adoptar un formato de ficha como
la del Cuadro 9 y que se rellena por sesiones o semanas segiin la profundidad
que se desee. Esta informacién acumulada a lo largo del curso es una buena
forma de aprovechar, de un afio para otro, la experiencia docente, modificando
sobre el trabajo realizado y haciendo posible el dicho «caminante no hay cami-
no, se hace el camino al andar”.

Cuadro 10
Sesion Guidn de Tareas e intervenciones del Notas
actividades prafesor metodoldgicas
I de aula

Contenidos especificos
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Supuestos practicos y actividades
complementarias

1. Para el profesor en formacién es conveniente disponer de los Reales De-
cretos y Decretos Autonémicos que regulan el Curriculo de Secundaria Obliga-
toria y de los distintos Bachilleratos para el 4rea de matematicas asf como realizar
una lectura atenta de estos documentos. Sobre tales documentos es conveniente
analizar, en cada caso, la conexion de [os objetivos del drea con los objetivos de
ciclo y con los fines generales de la Educacién Matemdtica. También es adecua-
do estudiar la conexién de los criterios de evaluacién con los objetivos y con los
contenidos del 4rea. Igualmente conviene considerar los materiales y tareas usua-
les de evaluacién y discutir su adecuacién para los objetivos y criterios de eva-
luacién establecidos por el curriculo oficial. Las orientaciones metodolégicas
para el 4rea de matemdricas en secundaria y los principios generales que las
caracterizan deben ser igualmente analizados.

2. Desde la perspectiva especifica de la Educacién Matemética debe realizar-
se también el andlisis critico de los libros de texto para el drea de matematicas.
Es conveniente analizar y estudiar la estructura general de los libros y la especi-
fica de cada capitulo; la organizacién y presentacién de los contenidos; los
elementos no convencionales utilizados en los libros; los organizadores usuales
que aparecen en los libros de texto y la ejemplificacién de variantes para cada
uno de ellos. Para una puesta en practica eficaz de esta actividad es conveniente
hacer un estudio comparativo de textos redactados por equipos diferentes.
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3. El anilisis fenomenolégico presenta cierta dificultad conceptual. Por ello
conviene trabajar en grupo inicialmente para realizar el andlisis fenomenolégi-
co de alguno de los temas del curriculo de mateméticas de secundaria. Cada
profesor en formacién puede comenzar por establecer individualmente refe-
rencias fenomenolégicas relevantes para un tema en cuestién; con posteriori-
dad, se pueden discutir en grupo los componentes encontrados y elaborar un
resumen del grupo. Conviene verificar la presencia o ausencia en un libro de
texto de cada una de las referencias fenomenolégicas encontradas. Igualmente,
resulta adecuado valorar el uso de componentes fenomenolégicas en activida-
des de motivacién, presentacion de conceptos, explicacién de procedimientos,
ejercicios y problemas, actividades de ampliacién y actividades complemen-
tarias.

4. Para el estudio de los sistemas de representacién de los tépicos de secun-
daria resulta conveniente comenzar por determinar los sistemas de representa-
ci6n utilizados en un tema de cada uno de los siguientes bloques: Nimeros,
Geometria, Algebra, Funciones, Magnitudes, Estadistica y Probabilidad. Para
precisar los conceptos que se manejan resulta conveniente disefiar una activi-
dad en la que sea necesario trabajar simultdneamente con mis de uno de los
sistemas de representacion considerados, en cada uno de los temas analizados.

5. El estudio de los modelos puede trabajarse sobre tépicos concretos. Por
ejemplo, se puede comenzar por localizar y describir un modelo que sea ttil
para ejemplificar conceptos algebraicos. A partir de ese modelo es posible dise-
fiar una actividad para cada uno de los conceptos en las que se ponga de mani-
fiesto la utilidad del modelo considerado.

6. Para trabajar sobre los errores se puede proponer la realizacién individual
de un listado con la descripcién resumida de los 10 errores més frecuentemente
detectados al comenzar y al concluir el estudio de los nimeros decimales en el
segundo ciclo de secundaria. Se continuaré con ¢l intercambio de informacién
con los compafieros del Seminario para delimitar las concordancias y discre-
pancias en la consideracién de los errores mencionados. Finalmente se elabora-
r4 un documento conjunto de los errores conceptuales y procedimentales mds
comunes sobre decimales de los alumnos del segundo ciclo de secundaria.

7. En el trabajo con materiales y recursos se puede comenzar pot la realiza-
cién de un listado de materiales didacticos y de recursos adecuados para la
cnsefanza del concepto de volumen. La construccién de algunos de estos mate-
riales y la recoleccién de algunos de los recursos se puede acompafiar de una
ficha que indique cudl aspecto del concepto de volumen queda ejemplificado,
qué utilizacién puede darse y qué tipo de actividades pueden proponerse a los
alumnos a partir de ese material. I.a presentacion en grupo de los diversos ma-
teriales y de las fichas para su utilizacién pueden venir seguidas por una discu-
sién relativa a las posibilidades de integrar diferentes materiales en una misma
secuencia diddcrica para la ensefianza del concepto de volumen.
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8. Finalmente, el trabajo sobre historia de las matemAticas puede centrarse
en realizar una eleccién de los momentos histéricos mas significativos en la
evolucién del concepto de funcién. Sobre cada uno de los periodos histéricos
sefialados debera hacerse una seleccion de los modos de expresar el concepto
de funcién, autores que trabajaron sobre este concepto, obras significativas que
se publicaron, modo de entender el concepto y cuanta informacién resulte per-
tinente para caracterizar el tratamiento dado a las funciones en cada periodo,
Hecha la seleccién mencionada de informacién se pasars a discutir en grupo su
utilizacién diddctica en el aula de matemiticas.
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Lecturas Recomendadas

BacHELARD, G. 1985. La formacién del espiritu cientifico. México: Siglo XXI

Editores.

Este texto es un cldsico de la epistemologia de la ciencia. En palabras de su
autor, trata sobre el psicoandlisis del conocimiento del mundo objetivo, es de-
cir, sobre el crecimiento del espiritu cientifico en su esfuerzo por comprender
los fendmenos fisicos. Aunque no se refiere explicitamente a la formacién del
espiritu matemdtico, sin embargo sus ideas han tenido influencia y difusién
considerables en Diddctica de la Matemdtica.

El libro se estructura en doce capitulos. Desde el primero se plantea la no-
cién de obsticulo epistemolégico que determina toda la estructura de la obra,
afirmando que las investigaciones de las condiciones psicolégicas del progreso
de la ciencia hay que plantearlas en términos de obst4culos epistemolégicos. La
nocién de obsticulo epistemolégico también se puede estudiar en el desarrollo
del pensamiento cientifico y en la practica de la educacién. Los capitulos 2° a
11° estdn dedicados a analizar diferentes obstdculos; de especial interés es el
capitulo 11° que aborda los obsticulos del conocimiento cuantitativo, donde
analiza las dificultades de ld informacién geométrica y numérica y los proble-
mas que plantea formar una fisica matematica susceptible de provocar descu-
brimientos. Concluye el libro con una reflexién sobre la objetividad cientifica y
el psicoanilisis.

BAUMGART, J. 1989. Historical Topics for the Classroom. Reston, VA: National
Council of Teachers of Mathematics.
Editado por vez primera en 1969, este libro del asto de la Sociedad Norte-
americana de Profesores de Matemdticas ha sido reeditado y ampliado, debido
a su interés y caracter prictico para el aula de matematicas de secundaria. El
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libro est4 organizado en articulos cortos, cada uno de los cuales proporciona
informacién histérica sobre un concepto o un tépico de las matemdticas de
secundaria. En total hay 120 de estos articulos, agrupados en 6 bloques
de contenidos: Historia de los ntimeros y numerales, Historia de las operacio-
nes y algoritmos, Historia de la geometria, Historia del 4lgebra, Historia de la
trigonometria e Historia del cdlculo. En estos articulos se encuentran referen-
cias que abarcan desde «cl origen del 0» hasta «la historia de v -1», pasando por
Jos principales teoremas y resultados que delimitan el curriculo de secundaria.
Cada articulo presenta los sistemas de representacién utilizados a lo largo de la
historia en cada concepto y ubica al lector en un periodo histérico en el que el
concepto en cuestién tuvo un desarrollo importante. En cada caso se acompa-
fian unas referencias bibliograficas que permiten ampliar la informacidn para
los lectores interesados por e estudio de un tdpico concreto.

BERGASA, ., ERaso, M. D., Garcia, MLV, y SARa, S. 1996. Matemdticas. Materia-
les Diddcticos. Pamplona; Gobierno de Navarra. Departamento de Educa-
cién, Cultura, Deporte y Juventud.

Este manual presenta 14 unidades didacticas de matemdticas para el Primer
Ciclo de Enseftanza Secundaria Obligatoria. Las diferentes unidades se organi-
zan con un mismo esquema: Introduccién, Analisis de contenidos, Objetivos,
Estructura del proceso de ensefianza y aprendizaje, y Evaluacién. Cada unidad
didactica viene acompafiada por una coleccién detallada de actividades, en las
que se hace un analisis exhaustivo para el aula de algunos tépicos del bloque en
estudio. El manual est4 editado en dos voliimenes y presenta més de 200 activi-
dades para el aula. Este trabajo ofrece un buen ejemplo del esfuerzo realizado
por algunos gobiernos auténomos en la edicién de materiales didacticos: en
particular, se trata de un trabajo muy completo publicado en el 4rea de matema-
ticas para educacién secundaria obligatoria, dedicado en exclusiva a la elabora-
ci6n de unidades didécticas.

Bover, C. 1986. Historia de la matemdtica. Madrid: Alianza Universidad.

En la perspectiva adoptada por nosotros la evolucién histérica de las mate-
maticas es una referencia basica para la organizacién de los bloques de conteni-
dos y de las unidades didacticas en educacién secundaria. El conocimiento
matemético, como cualquier conocimiento humano, es contingente y estd so-
metido a cambio, es producto de una determinada época histérica, resultado de
la actividad de grupos humanos organizados y elaborado para satisfacer necesi-
dades intelectnales y practicas. Por ello es importante recomendar al profesor
de secundaria la lectura de un manual general de historia de la matematica, que
plantee una visién general de los principales cambios ocurridos en esta discipli-
na a lo largo de los siglos y en el transcurso de las culturas. Hay excelentes
manuales generales de historia de las matematicas, publicados hoy dia, que pro-
porcionan esta panorimica general. Hemos elegido el libro de Boyer por ser un
clasico, de facil lectura y riguroso en el tratamiento de la informacién al mismo
tiempo, con una documentacién amplia y bien estructurada. Pero no cabe duda
que este manual puede completarse con otros ms especificos o de desarrollo
mids técnico.
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Fiscupe, E. 1987. Intuition in Science and Mathematics. An Educational Appro-
ach. Dordrecht: D. Reidel Publishing Company.

Este libro hace un anilisis derallado y organiza los conceptos relacionados
con la nocién de intuicién que pone de manifiesto el papel real que desempe-
fian las intuiciones en la comprensién, formacién y adquisicién del conocimiento
matematico. La obra estd dividida en dos partes. La primera de ellas hace una
elaboracién tedrica sobre la intuicién; la segunda parte esta dedicada a analizar
los factores que conforman la intuicién. El papel de los modelos en el conoci-
miento intuitivo y su empleo en maremdticas constituyen parte importante de
este trabajo. Se clasifican los modelos en tipos, se analiza el papel de las analo-
glas en la construccién de modelos, se estudia el empleo de modelos analégicos
en mateméticas y se sefiala la funcidén de los modelos en la formacién de nocio-
nes falsas.

Este libro es un manual valioso, ya clisico en educacién matemitica; su
mayor interés lo centramos en el estudio exhaustivo sobre la nocién de modelo
v sus implicaciones didacticas.

Fior, M.L. y ForTUNY, J.M. 1990. Proporcionalidad Directa. Madrid: Sintesis.

El libro que comentamos es uno de los 34 volimenes de la Coleccién Mate-
mdticas Cultura y Aprendizaje de la Editorial Sintesis, dedicados al anilisis di-
dactico de los contenidos mateméticos. Este manual ofrece un buen ejemplo de
andlisis didactico de la relacién de proporcionalidad directa, siguiendo una es-
tructura similar a la que proporcionan los organizadores del curriculo. En pri-
mer término presenta un marco conceptual de la estructura matemadtica de las
magnitudes, de sus medidas, las relaciones entre medidas y los conceptos de
razén y proporcién. A continuacién se presentan una serie de aplicaciones del
concepto y se describen las caracreristicas de los fenémenos que este concepto
matematiza. Las investigaciones sobre aprendizaje de este tdpico y sobre las
dificultades y errores en la adquisicién de este objeto mental se presentan en
una revisién bastante completa, realizada desde un planteamiento psicolégico.
La parte final propone, a lo largo de mas de 60 paginas, una serie de actividades
para el aprendizaje de la proporcionalidad directa tanto con magnitudes discre-
tas como con magnitudes continuas, clasificadas segfin criterios metodolégicos
complementarios.

FRrEUDENTHAL, H. 1994, Fenomenologia diddctica de las estructuras matemdti-
cas. (Textos seleccionados). Traduccién notas e introduccién de Luis Puig.
México, DF: CINVESTAV del IPN.

Este libro contiene tres de los diecisiete capitulos de Didactical Phenomeno-
logy of Mathematical Structures traducidos al castellano. Los tres capitulos se-
leccionados son el capitulo 2, Ef método, el 3, Fracciones, y el 16, El lenguaje
algebraico.

El capitulo dedicado al método describe de forma general y en muy pocas
pédginas los principios que inspiran el analisis fenomenolégico, la intencién con
la que se hace y una toma de partido didactica que se fundamenta en ellos. El
capitulo titulado Fracciones es uno de los mas completos porque, junto a un
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anélisis fenomenolégico exhaustivo, también incluye un ejemplo de secuencia
did4ctica que toma en cuenta ese andlisis en toda su extension. El capitulo titu-
lado El lenguaje algebraico, convierte ¢l anlisis fenomenolégico en un andlisis
minucioso de lo que sirve de soporte en el lenguaje verndculo para el lenguaje
de la aritmética y del dlgebra y de las complejas relaciones entre €sos tres len-
guajes cuando se ven desde la perspectiva de la ensefianza del 4lgebra en la que
el lenguaje de ésta ha de elaborarse a partir del lenguaje de la aritmética y del
lenguaje verniculo.

Guzmin, M. de 1996. El rincén de la pizarra. Ensayos de visualizacion en And-

lisis Matemdtico. Madrid: Piramide.

Después de un capitulo de presentacién de algunas nociones sobre el papel
de la visualizacién en el aprendizaje de conceptos matematicos, se desgranan a
lo largo de 15 capitulos una coleccién de representaciones grificas que ejempli-
fican la utilizacién de recursos visuales para la ensefianza y el aprendizaje del
analisis. Tradicionalmente las representaciones graficas han sido un buen ins-
trumento de apoyo intuitivo para la presentacién y comprension de multitud
de conceptos y procedimientos del andlisis matemdtico, en particular para el
estudio de las funciones reales de variable real. Un extremismo axiomatico de
raiz estructuralista llevd hace pocos afios a rechazar todo tipo de representacio-
nes graficas en el estudio del analisis matemdtico por las limitaciones formales
de los razonamientos basados en tales representaciones; con ello se consiguid
eliminar una herramienta basica para el conocimiento y la comprensién de las
propiedades de las funciones. Este libro se esfuerza por recuperar el apoyo
intuitivo que proporcionan los esquemas y grificos utilizados tradicionalmente
para pensar y entender los conceptos fundamentales del anélisis.

RESNICK, L. y Forp, W, 1990. La ensefianza de las matemdticas'y sus fundamen-
tos psicologicos. Barcelona: Paidés.

El objetivo del libro esta en plantear y buscar respuesta a las mismas pregun-
tas que proponen los psicélogos experimentales y del desarrollo sobre el apren-
dizaje, el pensamiento y la inteligencia, pero enfocando estas cuestiones desde
un contenido determinado: las matematicas. En 8 capitulos este libro hace una
revisién de parte importante de los estudios psicoldgicos sobre los procesos de
pensamiento, la comprensién de los conceptos matemiticos y la capacidad
matematica. Se trata de una revisién a lo largo del tiempo, y también a lo largo
de distintas escuelas de investigadores. Los principales temas estudiados son: la
habilidad de cilculo y la comprensién matemdtica, el papel de la practica en el
aprendizaje de las matematicas, las representaciones mentales en el aprendizaje,
la elaboracién propia del conocimiento matemético por oposicién a] cono-
cimiento recibido, y las diferencias individuales en el aprendizaje de las mate-
maticas. El libro ofrece una aproximacién psicoldgica al aprendizaje de las ma-
temdticas seria y rigurosa, titil para el conocimiento sobre errores y dificultades.
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Rico, L. (edt.) 1997. Bases Tedricas del Curriculo de Matemdticas para Educa-
cidn Secundaria. Madrid: Editorial Sintesis.

Este trabajo estd dirigido a delimitar y desarrollar el conocimiento profesio-
nal del profesor de matemadticas; para ello se centra en estudiar el concepto de
curriculo elaborado desde la educacién matemitica. En el primer capitulo se
presenta una aproximacién pragmdtica del concepto de curriculo y se recorre
su historia en Espafia en el periodo 1970-1990. El tercer capitulo ubica el curri-
culo de matematicas, sus agentes, relaciones y procesos de cambio en una con-
sideracion cultural del conocimiento matemdtico. En los capitulos segundo,
cuarto y quinto se presenta una seleccién de estudios e investigaciones sobre el
curriculo de mateméticas junto con un anélisis eritico y un balance de reflexio-
nes tedricas hechas por distintos especialistas en educacién v educacién mate-
mitica, que han tenido influencia constrastable en los recientes procesos de
cambio educativo ocurridos en Espana. El capitulo sexto presenta una discu-
sidn sobre finalidades de la educacién matemaitica y elabora una clasificacién
de tales finalidades. Finalmente, se presenta una fundamentacién teérica del
concepto de curriculo en el capftulo séptimo basada en cuatro dimenstones que
se caracterizan desde cuatro niveles de anélisis distintos.

SHELL CENTRE FOR MATHEMATICAL EDUCATION 1993, Problemas con Pautas y Nii-
meros. Bilbao: Universidad del Pafs Vasco.

Se trata de una traduccién reciente de un manual ya clésico, elaborado por
el Shell Centre de la Universidad de Nottingham. Este libro propone una estra-
tegia de trabajo para el aula basada en la resolucién de problemas no conven-
cionales. Se presentan y desarrollan unos materiales elaborados para el trabajo
de los alumnos en clase, centrados en tres unidades de complejidad creciente.
Cada una de las unidades propone a los alumnos diversas estrategias para el
ataque y resolucién de los problemas planteados. Como complemento se pro-
ponen 15 problemas con los que desarrollar y aplicar las estrategias estudiadas
en las tres unidades diddcticas. Una de las caracteristicas de este material es la
reflexién que aportan para evaluar la actividad realizada por los alumnos du-
rante su trabajo en la resolucién de problemas y los criterios para orientar y
reconducir a los alumnos bloqueadeos durante el proceso. La importancia con-
cedida a los diferentes sistemas de representacion de los conceptos matemiticos
es uno de los rasgos distintivos de este manual.
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Seleccién de contenidos 196-199, 205
Semdntica 77, 127
Seminario/ Departamento de profesores 41, 45, 50, 54, 57, 156, 166, 182,
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147-150, 152, 154, 157-158, 161, 166, 169, 171, 173, 183, 212-213
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203-206, 212, 214, 216-217, 234, 237
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disefio de — 42, 51-52
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Visualizacién 923, 95, 97-100, 102, 114, 236
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pensamiento visual 26-99
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Este libro ha sido pensado y esta escrito con la intencién de contribuir a la
conceptualizacion tedrica y a la organizacion de la practica en el trabajo de los
profesores de matematicas de secundaria. Usualmente, el profesor de matematicas
de secundaria se encuentra con una formacion descompensada, que oscila entre
un dominio y conocimiento formal de las matematicas extenso y bien fundado y un
escaso conocimiento sistemaltico sobre educacion y didactica de la matematica. El
profesional responsable encuentra escasas teorizaciones y pocas ideas fértiles y
orientadoras para emprender |a renovacion de su practica y participar de las
innovaciones curriculares.

El texto que se presenta quiere proporcionar al profesor de matematicas de
secundaria una serie de herramientas conceptuales que le ayuden en el disefo,
organizacion y gestion de unidades didacticas para las matematicas escolares,
centrando |a reflexion didactica sobre una serie de organizadores que analizan y
estructuran los contenidos de las matematicas desde nuevas perspectivas. El
analisis fenomenolégico de los contenides, la consideracion de los sistemas de
representacion con que se expresan los conceptos y estructuras matematicas asi
como los modelos que los ejemplifican, la consideracion de los errores y dificul-
tades en el aprendizaje, la evolucidn histdrica de los diferentes conceptos, son,
entre otras, algunas de las herramientas con las cuales organizar la reflexian di-
dactica y que aqui se representan.

El profesor de matematicas necesita de autonomia intelectual y capacidad cri-
tica en el ejercicio de su profesion. Con las ideas desarrolladas en =l libro espe-

ramos haber contribuido al progreso en esta direccion.
BBTI‘EH&[B‘Z‘]HGHIIB
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La coleccién CUADERNOS DE FORMACION DEL PROFESCRADO, EDUCACION SE-
CUNDARIA aspira a ser un Instrumento Gtil para la formacion inicial y al servicio del profe-
sorado de Educacién Secundaria en el marco del proceso de implantacion de Ja
L.O.G.S.E. Tres rasgos caracterizan todas las obras incluidas en la coleccién. En primer
lugar, ef esfuerzo realizado por sus autores para refigjar una visidn articulada y coherente
de la Educacién Secundaria, tarto en lo que concierne a las finalidades de las etapas y en-
sefanzas gue la conforman, como a los planteamientos curriculares, didacticos y psico-
pedagdgicos subyacentes. £n segundo lugar, /a apertura hacia nuevos enfoques y plan-
teamientos en la formacién del profesorado de Edticacion Secundatia. Y, finalmente, la
voluniad de compaginar el rigor cientifico y diddctico de los contenidos con una presenta-
¢fon prdctica y concreta de ios mismos orientada a la identificacion, formulacion, analisis y
resolucion de problemas relacionados con el gjercicio profesional de la docencia.
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