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Abstract

The disturbed pendulum’s systems have some invariant objects, which in this project are
studied in some cases. In order to do it, we start by understanding the Floquet’s theorem
and some numerical methods for integrating differential equations. These notions are
applied afterwards in pinpointing periodic orbits, studying its stability and, were that to
happen, the invariant manifolds around them.

Resum

Els sistemes del pendol pertorbat presenten uns objectes invariants els quals en aquest
treball s’estudien en alguns casos. Per a fer-ho, es realitza un treball previ per entendre
el teorema de Floquet i certs metodes d’integracié numerica d’equacions diferencials.
Aquests conceptes sén aplicats posteriorment en la localitzacié d’orbites periodiques, en
un estudi de la seva estabilitat i, si es dona el cas, de les varietats invariants al voltant
d’aquestes.
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1 Introduccio

L’objectiu principal d’aquest treball és, tal i com suggereix el seu titol, estudiar objectes
invariants en els sistemes d’equacions diferencials de pendols pertorbats. Aixo ens portara
a realitzar un estudi de les orbites periodiques d’aquests sistemes i la seva estabilitat.

Pel que fa a l'estructura, podem destacar-ne quatre punts principals. D’aquests, els
dos primers presenten uns conceptes i eines fonamentals per a poder desenvolupar els dos
darrers.

Comencem en I'apartat 2 amb un estudi teoric al voltant del teorema de Floquet, el qual
es servira quan haguem de tractar amb sistemes caracteritzats per matrius periodiques.
En Papartat 3, es presenten uns métodes d’integracié numeérica de EDOs, comencant pel
metode d’Euler i el de Tayor. També s’hi explica ’algoritme de la diferenciacié automatica
i com es pot incorporar al metode de Taylor per a fer-lo més eficient.

En I'apartat 4 ens trobem amb el primer dels dos sistemes de péndol pertorbat que
estudiarem. En aquest cas, ens centrarem en les orbites periodiques prop de l'origen. Veu-
rem com ens sera de gran utilitat ’anomenada aplicacio estroboscopica per a localitzar-
les i analitzar-ne l'estabilitat. També, degut a que el sistema que estudiem depen de
parametres, aplicarem un metode de continuacié per a localitzar més orbites periodiques
i extreure més conclusions sobre el comportament d’aquestes respecte els parametres pre-
sents en el sistema.

Pel que fa a l'apartat 5, estudiarem un sistema de pendol pertorbat lleugerament
diferent a 'anterior. Aqui, el que ens interessara sera l'estudi de les varietats invariants
del punt amb orbita periodica inestable. Ens centrarem en calcular ’angle d’interseccié
d’aquestes, el qual, degut a la pertorbacié, deixa de ser nul. Per a fer-ho, necessitarem
molts dels conceptes tractats en els apartats anteriors aixi com presentar un parell de
metodes per a poder arribar al resultat.

Com a referencies principals d’aquest treball, més enlla de les cites de resultats i
conceptes especifics presents al llarg d’aquesta memoria, calen destacar els segilients:

e L’apartat 2 d’aquest treball s’ha basat en el capitol 3 de [9], més concretament, en
la resoluci6 dels problemes 33 a 36.

e En lapartat 3 s’ha agafat informacié de [10] i [6] per a presentar els metodes d’Euler
i de Taylor i de [7] per a tot el relacionat amb la diferenciacié automatica i la seva
aplicacié en el metode de Taylor.

e Pel que fa als apartats 4 1 5, els raonaments generals han sorgit durant les reunions
amb el tutor del treball.

e Tots els programes necessaris per a obtenir els resultats i grafics dels apartats 4 i 5,
han estat fets per ’autor i implementen I'integrador d’equacions diferencials descrit
en [0], el qual esta basat en el meétode de Taylor amb la diferenciacié automatica
exposat en 'apartat 3.



2 El teorema de Floquet

Estudiar les solucions d’un sistema d’equacions diferencials o’ = A(t)x + b(t) ens resulta
un exercici relativament senzill en el cas de ser un sistema homogeni (b(t) = 0) amb la
matriu A(t) amb coeficients constants (A(t) = A ).

Si estem en aquest cas, amb A una matriu n X n, sent A; un valor propi de A associat
al vector propi v;, es verifica que z;(t) = v;eit és solucié de z' = Az.

També, si tenim n solucions linealment independents d’un sistema d’equacions dife-
rencials podem definir la matriu fonamental del sistema com aquella matriu formada,
per columnes, per les n solucions linealment independents. Aleshores, en el cas d’estar
treballant amb un sistema homogeni definit per una matriu amb coeficients constants la
qual tingui els vectors propis linealment independents, la matriu fonamental esta formada
per columnes per les solucions, ja definides, associades a cada vector propi:

¢(t) = (z1]--- |zn).

Al llarg d’aquest treball es tractaran sistemes d’equacions diferencials que no verifiquen
aquests requisits. De fet, en els sistemes que voldrem estudiar, la matriu A no només
dependra de t siné que, a més, ho fara de manera periodica. Es a dir, A(t) verificara
A(t+T) = A(t) Vt. Direm, doncs, que A(t) és una matriu T-periodica.

Per a poder extreure conclusions basades en ’estudi de les seves solucions, ens cal
presentar primer un resultat que ens relacioni aquestes solucions amb les d’un sistema
definit per una matriu amb coeficients constants: el teorema de Floquet.

Abans de enunciar el teorema de Floquet, comencem per presentar uns resultats que
ens ajudaran a I’hora de demostrar-lo.

Lema 2.1 (Logaritme d’una matriu). Sigui C' una matriu nx n complexa amb detC # 0.

Aleshores, ezisteiz una matriu compleza B tal que C = eB.

Demostracio:

Abans de comencar propiament amb la demostracié del lema, recordem que podem
considerar I’exponencial d'una matriu amb la segiient expressié:

o
B BF
e’ = —_—.
k!
k=0
Ara, observem com podem simplificar la demostracié al relacionar el cas general que
presenta el lema, per a una matriu C qualsevol, amb un cas més concret, les matrius en

forma de Jordan.

Sigui J la forma de Jordan de C. Aleshores, podem expressar J = P~'CP, per una
certa matriu P ([I, p.138]). Observem que, suposant C' = e, es verifica:

J=P 0P =P leBp =P 'BP,



Per tant, demostrar I'existéncia d’una matriu D tal que J = e és suficient per a

demostrar el lema, ja que si J és la forma de Jordan de C'i existeix la matriu D anterior,
també existira la matriu B = PDP~!.

Observem també que la matriu J és diagonal per blocs, amb blocs de dimensid j x j
(j < n) delaforma J; = \;Id + E;, sent A\; un valor propi de C'i E; una matriu nilpotent
de grau j (E] = 0) formada per tot de zeros i la diagonal immediatament superior a la
principal plena totalment per uns.

Aleshores, n’hi ha prou en demostrar el resultat per alguna d’aquestes J;, ja que si de-
mostrem Pexisteéncia d’una matriu D; que verifica J; = ePi, haurem demostrat existencia
de la matriu D que buscavem. La matriu D és també diagonal per blocs amb les matrius
D; com a blocs.

Centrem-nos, doncs, en aquest cas.

Sigui J = AMld+ E de dimensi6 j x j. Com A # 0 (det C # 0 — C no singular), podem
expressar J = A\(Id + %E) Aleshores, de I'expressio:

oo _1 L
log(1+x) = Z (k—i—)l ah
k=0

en traiem:

(=’
i1

1 \it!
N .
(5%)

log(J) = log(A)Id + log(Id + %E) = log(A\)Id + Z
=0

Tenint en compte la nilpoténcia de E (E? = 0), obtenim:

7j—2

R i+1
log(.J) = log(\)Id +> (11)1 <iE> .
=0

Ara bé, ens falta demostrar que log(J) = D, la matriu que buscavem. Per aixo,
comprovarem que es verifica J = e o, el que és el mateix, J = elo8(/).

Definim: -
J— ] i+1
(=D (1
S = —F
Z t+1 \A ’
1=0
aleshores, elog(J) — elog()\)IdJrS —_ elog()\)Id .ed.

En I'dltima igualtat, s’ha utilitzat la seglient propietat de I’exponencial de matrius:

Si AB = BA, aleshores, per a tot t e{ATB) = ¢tA . !B (|8 p.60]).

Es pot demostrar ([3, p.18]) que e® = Id + %E, amb el que podem concloure:

1 1
eosl) = \Id - [Id + XE] =\-[Id+ XE} =J.



Queda, per tant, demostrada l’existencia de el logaritme de la matriu J i, conseqiient-
ment, lexistencia del logaritme d’una matriu C qualsevol.

O
Seguim enunciant i demostrant un corollari relacionat amb el lema anterior.
Corollari 2.2. Sigui D una matriu real no singular. Aleshores, eristeix una matriu real
E tal que D? = €F.
Demostracio:

Comencem recordant els segiients resultats ([9]):
MeR™ s M=M

)

Pel lema anterior, sabem que existeix una matriu B tal que D = e®. Com D és una
matriu real, es verifica D> = D - D = D - D. Llavors:

— B =B — B e RY",

També es cert que D? = e2P aix{ que, si definim F := 2B, ja tenim demostrat I’enunciat
ja que, D? =P i E € R™¥™,

O

Per 1ltim, una proposicié que ens presenta una propietat de la matriu fonamental d’un
sistema d’equacions diferencials caracteritzat per una matriu 7-periodica.

Proposicié 2.3. Sigui ¢(t) la matriu fonamental del sistema x' = A(t)z amb A(t) -
periodica . Aleshores, existeiz una matriu C no singular tal que ¢(t+7) = ¢(t)C. A més,
¢(t + 7) també és matriu fonamental del mateix sistema.

Demostracio:

Comencem veient que ¢(t) := ¢(t + 7) és efectivament matriu fonamental:

St+1)=At+T1)0(t+71)=A)p(t + T),
per tant, ¢'(t) = A(t)p(t), és a dir, ¢(t) és matriu fonamental del sistema 2’ = A(t)z.



Definim C(t) := ¢~ (t)p(t + 7) = ¢ L(t)p(t) i sigui Cp := C(ty). Observem que
wo(t) := ¢(t)Cp també és matriu fonamental:

(6(t)Co)" = ¢'(1)Co = A(t)p(1)Co = p(t) = A(t)o(t)-

Ara bé, @o(to) = ¢(to) aixi que, per la unicitat de la solucid, tenim ¢g(t) = p(t)Vt.
Aleshores, C(t) = Cp, constant en el temps.

També, com hem definit la matriu C(t) a partir de matrius fonamentals del sistema,
aquesta Cp sera no singular.

Hem demostrat, doncs, 'existencia de la matriu C', ja que C' = Cj.

Ja tenim ara els resultats necessaris per a demostrar el teorema de Floquet.

Teorema 2.4 (Teorema de Floquet). Sigui A(t) una matriu T-periodica. Aleshores,
existeiz una matriu P(t) T-periodica i una matriu B, en general complexa, tals que per a
la matriv ¢(t) (matriu fonamental del sistema ©' = A(t)z) es verifica ¢(t) = P(t) - eBt.

Demostracio:

Per la proposicié 2.2, coneixem ’existéncia d’una matriu no singular C' tal que ¢(t +
7) = ¢(t)C. Com C és constant, ¢(1) = ¢(0)C =1d-C = C.

Pel lema 2.1, aplicable a aquesta matriu C, existeix una matriu B tal que C' = € i,

per tant, podem expressar C' = ¢P7 (sent B = Br).

Ara, definim P(t) = ¢(t)e~ Bt Observem que verifica ¢(t) = P(t)-eP?, falta comprovar
que es T-periodica.

P(t —+ 7') = (;S(t + T)e—B(t—i-T) — (;5(75 + T)G_BTG_Bt,

¢t +7) = o(t)C = p(t)e"T,

P(t+7) = ¢(t)ePTe PTe Bt = p(t)e Pl = P(t).

O

Ara que ja hem presentat i demostrat el teorema de Floquet, pot semblar que no ens
serveixi per a 'objectiu que perseguiem: relacionar les solucions d’un sistema d’equaci-
ons diferencials amb una matriu 7-periodica amb les solucions d’un sistema d’equacions
diferencials amb una matriu a coeficients constants.



Aquesta relacid, pero, queda demostrada en el corollari segiient:

Corollari 2.5. Sigui A(t) una matriu T-periodica. Aleshores, existeix una matriu pe-
riodica P(t) tal que la transformacio o(t) — P(t)p(t) transforma biunivocament les so-
lucions de ' = A(t)z a les d’una equacid lineal a coeficients constants ¥’ = Bx.

Demostracio:

Sigui el canvi de variables x = P(t)y, on la matriu P(¢) és la definida en el teorema
de Floquet (P(t) = ¢(t)e~P*). Aleshores, de derivar el canvi de variables i considerar el
sistema de la matriu A(t) obtenim la segiient expressio:

¥ =Pt)y+ P(t)y

o A(t):c} — A(t)x = P'(t)y + P(t)y'.

Substituim =z = P(t)y i calculem la derivada de P(t) a partir de la seva expressi6

(P'(t) = ¢/ (t)e™ P — Bo(t)e P" ):

Ara, tenint en compte que ¢'(t) = A(t)p(t):

APty = A(t)p(t)e Py — Bo(t)e Pty + P(1)y'.

Apliquem de nou I'expressié de P(t) per a reescriure la igualtat:

A(t)P(t)y = A)P(t)y — BP(t)y + P(t)y'.

Reordenant els termes arribem a poder cancellar A(¢)P(t)y i P(t) de tal manera que
ens quedem amb un sistema d’equacions diferencials lineal a coeficients constants:

y’ = By.

O

Ara ja hem trobat el que voliem. La matriu P(t) definida en la demostracié del teorema
de Floquet ens permet realitzar la transformacié de solucions entre el sistema 7-periodic
que estudiarem i un sistema lineal a coeficients constants.



3 Integracié numerica de EDOs

Quan estem davant d’una equacié diferencial:

2'(t) = f(t,z(t)),

amb z(t) € R"i f : R x R® — R", un dels principals problemes que se’ns plantegen és
trobar una funcié ¢ : R — R™ que verifiqui ¢'(t) = f(¢t, p(t)).

En general, donada una equacié diferencial, existeixen infinites solucions ¢(t) d’aques-
ta. D’entre totes elles, sabem que només una verificara el conegut problema de Cauchy o
de valor inicial:

{x'(t) = f(t,(1)),

:L’(t()) = X0-

Del qual suposem que f és una funcié analitica en el seu domini i que x(t) esta definida
per a tot t € I = [to,ty].

La solucié d’aquest problema forma part del conjunt de solucions de 2'(t) = f (¢, z(t))
pero, a més, verifica que a ’avaluar-la en tg ens retorna xy. La distingirem, doncs, de la
resta de solucions utilitzant la segiient expressio:

@(t;to, o),

tot 1 que, en ocasions, també en farem referencia com ¢(t) quan sigui clar que ens estem
referint no a la solucié d’una equacié diferencial, sin6 a la solucié d’un problema de valor
inicial donat.

Aquesta solucié al problema de valor inicial es pot trobar analiticament només en certs
casos. Es per aquest motiu que necessitem metodes numerics aplicables a un conjunt
major de casos per a poder aproximar-la.

El nostre objectiu és, per tant, trobar una aproximacié de la solucié del problema (p(t)
o @(t;to, x0)) en I = [to, ty].

3.1 El meétode d’Euler

Aquest metode, potser el més elemental en quant a integracié de equacions diferencials,
ens permetra calcular una aproximaci6 de ¢(to + h), la qual anomenarem v (tg + h), sent
h un valor que considerem positiu i petit (en comparacié amb I'amplada de l'interval a
integrar: I = [to,ty] ).

Per aplicar aquest metode, aixi com els que s’explicaran posteriorment, hem de suposar
que podem calcular tantes derivades temporals de la solucié ¢(t;tg, z¢) com ens calgui i
que aquestes seran continues en I = [to, ty].



Podem deduir aquest metode a partir de I'aproximacié de la derivada de la solucié en
to (¢(to)) com a diferencies dividides:

o(to +h) — o(to)

(fo+h)—to) Pl
!
o(to + h}i — #(to) ~ f(to, p(to))-

Per a obtenir la segona equacié, hem aplicat que ¢'(t) = f(t,¢(t)). Obtenim doncs,
aillant-la d’aquesta segona expressié, I’aproximacié de ¢(to + h) que buscavem:

p(to +h) = ¥(to + h) = p(to) + hf(to, p(to))-

Els metodes que descriurem no ens serviran per a trobar 'aproximacié de la solucio
P(t) Vt € I = [to,ty], siné que el que trobarem seran els valors de () per a un conjunt
indeterminadament gran de punts, normalment equidistants, inclosos en l'interval I =

[t()vtf]'

Per al metode d’Euler, si definim h := (t; — t9)/n per un n € N, t; := to + ih per
i € [0,n] i1y :=1(t;), calcularem les aproximacions a la solucié 1; seguint la recurréncia
([10, p.435]):

Yo = ¢(to) = o,
Yig1 = Vi + hf(ti, ;) Vi e [0,n —1].

Aquesta resulta d’aplicar ¥ (tg+ h) := @(to) + hf(to, ¢(to)) tenint en compte que per a
i > 1 desconeixem el valor de ¢(t;). Per tant, hem de substituir-lo per al valor aproximat
1; que si tenim calculat.

Una altra manera d’entendre aquesta recurrencia és considerar que estem calculant,
per a cada t;, 'aproximacié a la solucié del problema de valor inicial:

{x'(t) = f(t,x(1)),
x(ti) = i,
en t; + h.

Aquesta, segons els calculs anteriors, és:

Y(ti 4+ h) := i + hf(ti, ¥i),

coincidint, aixi, amb Pexpressié de la recurréncia, ja que ¥(t; + h) = ¥(tiy1) = Yiy1.



3.2 Convergencia dels metodes

Una caracteristica que es raonable demanar que verifiquin els métodes d’integracié com
el d’Euler és que, en el limit h — 0, la solucié aproximada que obtenim (¢ (t)) convergeixi
a la soluci6 real del problema de valor inicial que estiguem estudiant (¢(t)). D’aquesta
manera, podrem aconseguir, teoricament, qualsevol precisié desitjada prenent un valor de
h suficientment petit.

En tal cas, direm que el métode és convergent.

Definicié 3.1 (Metode convergent ). (6, p.26])

Un meétode numeric s’anomena convergent a la solucio ¢(t) d’un problema de valor
inicial donat en t = t* € I = [to,tf] si Uerror global: e, = ¥(t,) — ¢(tn), en t, = t*,
verifica:

len| — 0,

quan h — 0.

Direm que convergeixz a p-ésim ordre si e, = O(hP) per algun p > 0. Farem referéncia
al magjor valor de p que ho verifiqui com a ordre del métode.

Com a norma general, valida en els casos en els quals els aplicarem al llarg d’aquest
treball, el metode d’Euler aixi com els metodes de Taylor que descriurem a continuacié
sén metodes convergents.

3.3 Els metodes de Taylor

Observem que I'aproximacié que obtenim amb el metode d’Euler (1,411 = 1; + hf (i, 1))
és també Dexpressi6 dels primers termes de la serie de Taylor de () a prop de t;:

Yip1 = i + hf (ti, 0i) = Ui + haby.

D’aquesta manera, veiem que lerror que cometem en cada pas d’Euler (error local),
ue és lerror de truncar la série de Taylor, és proporcional a h%. Després de n passos
b )

pero, 'error global comes és:

en < nh? o« h.

Ja que, recordem que hem definit /i de la segiient forma: h := (t; —tg)/n.
El metode d’Euler és, per tant, un metode d’ordre 1.

Vist aixi, sembla clar que si volem reduir aquest error i, per tant, augmentar la precisié
de les nostres aproximacions de ¢(t), hauriem de treballar amb més termes de la seérie de
Taylor. Obtindriem aix{ el metode segiient ([6l, p.37]):



o = (P(tO) = o,
1" (p)
Yipr =i+ b+ R3S+ WS Wie 0,0 — 1),

Aquest plantejament, pero, ens genera uns nous inconvenients. Per comengar, neces-
sitem coneixer 'expressié de les derivades de v; per a poder avaluar-les:

v; = f(ti, i),

= (i) i (bis i) + il2 frp, (i i) + (F, (b 10))?] + oo i) o, (Lo i)+
+ fur(ti, i),

Aquestes expressions cada vegada més intricades faran que no només ens suposi un
esfor¢ major a I’hora de implementar el metode, sindé que també tardarem més temps a
I’hora d’executar-lo.

3.4 La diferenciaciéo automatica

Per a poder treballar amb més termes de la serie de Taylor corresponent sense trobar-
nos amb el problema presentat anteriorment, podem utilitzar un procediment anomenat
diferenciacié automatica. Aquest ens permetra avaluar rapidament les derivades d’una
funcié en un punt donat fins a un ordre arbitrariament alt.

Podrem aplicar la diferenciacié autumatica a qualsevol funcié elemental, és a dir, que
estigui formada per sumes, productes, quocients i composicions de les funcions potencia,
exponencial, logaritmica i trigonometriques. Per a fer-ho, ens cal primer presentar el
concepte de la derivada normalitzada, el qual té un paper fonamental en la diferenciacié
automatica.

Definicié 3.2 (Derivada n-éssima normalitzada). Sigui f :t € I C R — R.

Definim la seva derivada n-éssima normalitzada de la segiient manera:
£ (e) s= 7 1
"ol ’
on fU)(t) és la derivada n-éssima de f ent € 1.

Podem observar que la derivada n-éssima normalitzada de les funcions potencia, ex-
ponencial i logaritmica és facilment calculable a partir de la definicié:

1 n—1 Npa—n .
=« () = 3 wl Hj:o (= j)t si n<a,
== { 0 si n>a.
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o f(t)=¢ = fl(t) = Let .

o f(t)

=In(t) = f[n](t) — 1 (=Di=nrt

n! tn

Anem a veure ara com podem calcular la derivada n-essima normalitzada de funci-
ons que soén formades a partir de les anteriors mitjancant la composicié i les operacions
elementals, aixi com la derivada n-éssima normalitzada de les funcions trigonometriques.

Proposicié 3.3. Siguin a, b i ¢ funcions de classe C" i sigui o € R\ {0}.

1. Sia(t) =

2. Sia(t) =

3. Sia(t) =

4. Sia(t)

5. Sia(t) =

6. Sia(t)

b(t) £ c(t), aleshores:

b(t)c(t), aleshores:

Z b=l ()bl

b(t)

EOL aleshores:

a" () = poTny ( bl (1) Z bl

= b(t)®, aleshores:

a(t) = (na — j(o + 1)) (1)al (1),

e?®) | gleshores:

= logb(t), aleshores:

n—1

0~ L i

=1

7. Sia(t) = cosc(t) i b(t) =sinc(t), aleshores:

al™ (¢ ——*Z]bn il

11



bl (¢ Z]a[n ()l @).

Demostracio:

1. Aquest és trivial, partint de la definici6 de derivada n-éssima, de la propietat que
la derivada d’una suma de funcions es igual a la suma de derivades i de la propietat
distributiva de la suma vers el producte.

2. Recordem que al™(t) = %a(”) (t) .

Apliquem la férmula de Leibniz a a™(t) i obtenim:

" Dy = Lyt n=3) ()l
al"l (¢ mZ() ()(t)_n!jgo(n—j)!j!b( ) ()Y (t).

Introduint =; dins el sumatori, podem cancellar el n! i, amb (n — j)!' i j! podem
recuperar les expressions de la derivada normalitzada:

n

a"l(t) = Z b=l (1) bl (e).
=0
3. Apliquem (2) a b(t) = a(t)c(t):
Zan it = a ()0 (1) + Z (=l ¢
7=0

Aillem al”l(t) per a obtenir el resultat:

[n]() c[O [n] Z [J]

4. Si prenem logaritmes a banda i banda de 1'expressié a(t) = b(¢)* i després derivem,
podem arribar a: a'(t)b(t) = aa(t)b'(t).

Abans de continuar, ens cal tenir en compte que:

1

@)(t) = —a'™(t) = ntl

(n+ 1)|“(n+1)(t) = (n+1)al""l,

Ara apliquem (2) a a/(t)b(t) = aa(t)b'(t) per n — 1.

Per la banda dreta ens queda:

n—1
Nl ) pln—1- J] [J+1] [n—1—7] (¢
(a’)(t)b Ja T (t)b (t).
=0 =0

12



Fem un canvi de variable j — j + 1 per a obtenir un sumatori que puguem unir
amb el que calcularem a continuacié per a la banda esquerra de ’equacié:

Zja[j] ()bl (¢).
j=0

Observem que podem introduir el cas 7 = 0 en aquest dltim sumatori sense alterar-
ne el resultat.

Per a la banda esquerra ens queda:

n—1 n—1
aZam(t)(b’)[”*l —J] O‘Z Yall (sl ().
j=0 j=0

Unim les dues expressions:

n n—1
Zja[ﬂ O (#) = Z ()b (1).
§=0 §=0
Extraiem el cas n del sumatori de I'esquerras:
n—1
na™ ()b (¢) + Zja[J] )bl (¢ Z (n — §)a ()bl (¢).
7=0 7=0
Ja podem aillar al™(t):
n—l ' '
al™(t — j(a+ 1) (1)all(t).
]=O

. Prenent logaritmes i derivant a(t) = e*®) podem arribar a: a/(t) = a(t)b/(t). Ara
apliquem (2) per a n — 1:

n—1
&)1 = 37 ali) g1,
7=0

Com (a')"~1 = nal™ i (¥)"=173] = (n — j)b[*=3], obtenim:

n—1

=3 - alep o).

J=0

a"l(t) =

. Derivant podem arribar a I'expressié: a'(¢)b(t) = b'(t). Ara apliquem (2) per an—1
i, analogament al cas anterior, obtenim:

13



Traiem el cas j = 0 del sumatori:

n—1
b () = nal ()b (E) + > (n — j)pV (H)al" (1),
§=0
Ara alllem per a obtenir:
1 1 n—1
n] () = [n] - _ [n (¢
0= e | n;” 2 Q

7. Derivant podem arribar a a'(t) = —b(t)/(t) 1 b'(t) = a(t)(t). Apliquem (2) a les
dues expressions per a n — 1. Fent uns calculs analegs als del cas (5), ens queda:

al™ (¢ :——Zjbnj I,

bl (1) Z]a[n ()l @).

O

Veiem ara un exemple de com aplicar les formules de la proposicié anterior per a
calcular la derivada n-eéssima normalitzada d’una funcié donada. Ho farem a partir de
les funcions que formen un sistema d’equacions diferencials. Més endavant, veurem com
podrem incloure aquestes derivades normalitzades a ’hora d’implementar un metode de
Taylor i els beneficis que aix6 ens comportara.

Exemple 3.4. Calcularem la derivada n-eéssima normalitzada de les funcions del sistema
que descriu el moviment d’un peéndol pertorbat:

8
<
—~
~
S~—

y(t),

" g = ¢esin
x"(t) + w” sin(z(t)) = esin(t) —>{ y'(t) = —w’sin(z(t)) +esin(t).

Per a poder aplicar la proposicio, ens cal modificar el sistema fent s de variables
auxiliars de la segiient manera:

14



Les variables wus(t) i ug(t) ens caldran per a poder aplicar el punt 7 de la proposicié.

Ara, calculem els valors ugn] (t) segons la proposicié anterior:

£
o

£
3

<
3

<
3

<
S 0D e

o3

n =0,
n=1,
n>1,

]]Ju?J%quux
g @),
I(t),
J]auyj<wu?u»
= 1Ju7n J]( )U:[),ﬂ(t%

ul () + uf(8),

Per a obtenir aquest resultat hem utilitzat I'exressié de la derivada n-éssima normalit-
zada de la funcié potencia, els punts 1 i 7 de la proposicio i el fet que, degut a la definicié
de derivada n-éssima normalitzada, es manté la propietat que les constants ”surten”fora

la derivada.

Podem obtenir els valors de z["*1(¢) i

curréncia:

Aixi, doncs:

y"t1(t) necessaris per a reinicialitzar la re-




) = ),
g = i)

Fixem-nos que el que hem construit és una recurréncia per a calcular 2" (t) i y(t) per
a una n qualsevol a un temps t donat, sempre i quant existeixin i estiguin ben definides les
2l (t)1 ym (t) per a 0 < j < n. Aquest procés recursiu és el que anomenem diferenciacié
automatica.

3.5 Metodes de Taylor amb diferenciacié automatica

Hem vist que plantejar els meétodes de Taylor de la segiient manera:

Yo = p(to) = o,
" (P)
Yipr =i+ bl + B35+ WPl Vi e [0,n — 1],

ens generava problemes a ’hora de calcular les derivades. Ara bé, fent 1s de la diferenciacio
automatica, podem plantejar-los:

Yo = ¢(to) = xo,
Yis1 = Y0 vV (8 Vie[0,n—1].

Podem ara, doncs, augmentar 1'ordre del metode (p) sense necessitat de realitzar més
calculs explicits de les successives derivades de 1;, només fent més iteracions de la re-
currencia que calcula les derivades normalitzades. D’aquesta manera, ja no se’ns presenta
el problema de calcular i avaluar intricades expressions. De totes maneres, 1’algoritme de
la diferenciacié automatica ens pot suposar un esfor¢ computacional, el qual en alguns
casos pot ser innecessari.

Prenem com a referencia la descripcié del metode de Taylor amb les derivades norma-
litzades:

o = p(to) = o,
Yip1 = 1;:0 %m (t;)h? Vi e [0,n — 1].

Tal i com hem comentat en la descripcié del metode d’Euler, es pot interpretar aquesta
recurrencia com la resolucié d’un problema de valor inicial relacionat amb el sistema de
equacions diferencials corresponent. Aixi, en cada pas coneixem l’aproximacié v¢; a t; i
ens preguntem, donada la condicié inicial ¢(t;) = 1;, quina és 'aproximacié a t; + h.

Fixem-nos que, d’aquesta manera, al llarg de les n iteracions estem mantenint un pas
h iun ordre p constants. Aquest fet resulta contraproduent ja que es pot donar el cas que
per a un t;, no ens sigui necessari arribar a ordre p per a garantir la precisié desitjada, o
que per a un t; ens calgui augmentar aquest ordre. També, si podem augmentar el pas h
entre dues iteracions, podrem acabar reduint el nombre total d’iteracions necessaries per
arribar a integrar tot l'interval I = [to,tf].
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Per tant, en termes de reduir el nombre de calculs a realitzar i obtenir aixi un algoritme
el més eficient possible, en cada iteracié ¢ del metode entre tg i ¢y haurfem de trobar un
ordre (p;) i un pas (h;) dOptims. Es a dir, un ordre el més baix possible i un pas el més
gran possible que ens permetin mantenir la precisié que necessitem.

3.6 Ordre i pas optims
Una condicié que han de mantenir aquests valors p; i h; és:

|10 (tig1) — Yiga] <e.

Proposicié 3.5. Suposem que la funcié z — (t; + z) és analitica en un disc de radi p;.
Sigui A; una constant positiva tal que:

] < Vj eN.

x|

Aleshores, si la precisid requerida € tendeiz a 0, els valors de h; i p; que ens donen la
precisio € 1 minimitzen el nombre global d’operacions tendeixen a:

1 €
i = —=In(—) — 1.
p 2ln(Az)

P

hz—g )

Cal notar que els valors optims de pas i ordre que ens dona la proposicié anterior, ho

sén només si la cota A—j no pot ser millorada. Si, per exemple, podem reduir el valor de
p.

3
A; o si 9(t) és una funcié entera, els valors deixen de ser optims.

Aquesta proposicié tampoc ens serveix a nivell practic, ja que els valors de A; i p;
no son facilment calculables. Per tant, determinarem els valors de h; i p; de la segiient
manera:

Siguin g, 1 &, les tolerancies absoluta i relativa de lerror. Si &, ||1);|| < &4, controlarem
I’error absolut amb &, i, en cas contrari, controlarem I’error relatiu amb e,.. Cal notar
que en tots dos casos estem igualment controlant l’error absolut per max{eq, e ||¢i| }-

Comencem calculant ’ordre:

Definim g;:

o Ea si erllYilloo < €,
! e altrament.

Aleshores,
1
D = [—2ln€i + 1—‘ )
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Pel que fa al calcul del pas, definim p(j ).

i

7 . .
o_| (@), wrosise weiukse
Py = ' 1
) J
(W) per 1<j<p altrament.

Per tant, el radi de convergencia és: p; = min{pz(}p*l)7 PP} 1 tenim:

Pi
h; = =.
(3 62

Aixi, a l'introduir la diferenciacié automatica en el metode de Taylor, per a obtenir

un metode eficient en quant a nombre de calculs a realitzar, substituim la descripcié amb
un ordre p i un pas h constants:

o = (to) = o,
Yis1 = Yot Wieo,n—1].

Per una en la qual I'ordre i el pas sén calculats en cada iteracid, tal i com s’ha explicat,
per a obtenir els seus valors optims (p; 1 h;):

1/}0 = Qo(to) = 1’0', '
Yis1 = Y00V (1) k] Vi e [0,n — 1.
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4 El péendol pertorbat

En aquest apartat buscarem i estudiarem les orbites periodiques d’un péndol pertorbat
aprofitant els conceptes presentats en els dos primers apartats.

Considerem ’equacié d’'un pendol pertorbat:

2" + w?sin(z) = esin(t).

Per a poder treballar aplicant els conceptes presentats anteriorment, ens convé rees-
criure aquesta equacio en forma de sistema d’equacions diferencials ordinaries de primer
ordre:

z' =y,
y = —w?sin(z) + esin(t).

4.1 Motivaci6 de ’estudi

Analitzem la segiient equacié d’un pendol:

2" + w?sin(z) = 0,

la qual resulta de considerar ’equacié presentada a l’inici d’aquest apartat amb un valor
de € = 0. Prop de lorigen (x = 0), podem aproximar-la linealment i obtenir:

2 4+ Wz = 0.

Aquesta equacié diferencial té solucions de la forma A cos(wt) + Bsin(wt), les quals
tenen una freqiiéncia w. A lintroduir la pertorbacié esin(¢) amb una ¢ # 0, hi estem
incorporant una funcié de freqiiencia 1. Aquest fet ens genera un comportament peculiar
quan estem en el cas w = 1, quan les dues freqliencies coincideixen.

Per a poder veure-ho millor, comencem per buscar les solucions de:

2" + w?x = esin(t),

en el cas w # 1. Com hem comentat, les solucions de ’equacié diferencial homogenia
associada (la que obtenim quan £ = 0) sén de la forma A cos(wt) + Bsin(wt). També
podem veure que la segiient és una solucié particular de ’equacié diferencial que estem
estudiant:

3

in(t).
o sin(t)
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Per tant, donat que si a les solucions de I’equacié homogenia associada els hi sumem una
solucié particular de ’equacié que estem estudiant obtenim totes les solucions d’aquesta,
ens resulta que z” 4+ w?x = esin(t) té solucions periodiques de la forma:

A cos(wt) + Bsin(wt) + sin(t).

w? -1

Ara bé, en el cas w = 1, tot i que es mantenen les solucions de ’equacié homogenia
associada (A cos(t) + Bsin(t)), canvia la solucié particular. Aquest fet era esperable ja
que £/(w? — 1) estd només ben definit en el cas w # 1. Per w = 1, una solucié particular
és:

%t cos(t).

D’aquesta manera, la solucié general per a w = 1 no és periodica:

Acos(wt) + Bsin(wt) — %t cos(t).

Ens trobem aixi, pel que fa a les solucions periodiques, que el sistema del péndol
pertorbat estudiat en la seva aproximacié resultant de linealitzar-lo prop de l'origen,
presenta una singularitat en w = 1. Mentre que per a altres valors de w totes les solucions
sén periodiques, per a w = 1 cap solucié ho és.

Aquest fet ens convida a investigar quin comportament tenen les orbites del sistema
del pendol pertorbat prop de l'origen i per a valors de w propers a 1.
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4.2 Orbites periodiques

Evoluci6 de les orbites d'un péndol no pertorbat

4
X
Figura 1

Evolucio de les arbites d'un péndol pertorbat
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Si analitzem les dues imatges anteriors, les qual mostren, respectivament, les orbites del
sistema del peéndol sense pertorbacions (w = 11 e = 0) i les del sistema del péndol
pertorbat (per w = 1.1 i ¢ = 0.01) projectades al pla (z,y), podem observar poques
diferencies. De fet, principalment, només podem apreciar el que sembla una lleugera
dillatacié en la direccié y en la Figura [2| respecte la Figura |1} la qual és conseqiiéncia
d’introduir un valor w > 1.

Aixi doncs, aquests grafics, aixi com 'estudi de ’evolucié de les orbites de diferents
punts, no ens poden proporcionar informacié sobre I'existencia d’orbites periodiques en
cada un dels casos.

Necessitem, per tant, una eina que ens permeti determinar si un punt pertany, o no,
a una orbita periodica.

Fixem-nos que si considerem un punt p € R?, p = (xq,y0) i denotem (t;tg,p) a la
solucié del problema de Cauchy associat al sistema de equacions diferencials del pendol
pertorbat amb condicions inicials ¢g i p, aleshores p estara en una orbita periodica de
periode 27 si:

o(to + 2m;to, p) = p.

Ja que, si es verifica la condicié anterior, passat el periode de 27 tornem a trobar-nos
en les mateixes condicions inicials i, per tant, si seguim avangant en el temps tornarem a
descriure la mateixa orbita.

Definim ara la coneguda com Aplicacié Estroboscopica o Aplicacié de Poincaré:

P:Y Y,

sent ¥ un subespai transversal al flux associat al sistema que estem estudiant ([I, p.71]).

En el nostre cas, podem considerar ¥ = {(z,y,t) € R3|t =t} i, degut a la periodicitat
de sin(t), també es verifica que ¥ = {(z,y,t) € R3|t =ty + 27}.

Aixi, 'aplicacié estroboscopica és una aplicacié que, donat un punt p € R?, la imatge
que ens retorna sigui un punt de l’orbita de p que estigui a 27 unitats de temps més
avancat. Es a dir:

P(p) = p(to + 2m;to, p).

Observacio6 4.1. El valor 27 s’aplica en aquest cas ja que el sistema del pendol pertorbat
esta format per funcions que tenen un periode respecte ¢ de 27 (sin(t¢)). En un cas general,
si les funcions del sistema tinguessin un periode 7', tindriem: P(p) = p(to + T';to,p) -

Ara, fixant-nos en la definicié d’orbita periodica i de ’aplicacié estroboscopica, podem
afrontar el problema de trobar orbites periodiques del pendol pertorbat com el problema
de trobat punts fixos de la aplicacié estroboscopica. Aquets punts fixos de P tindran una
orbita de periode 2.
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Evolucio de les imatges per P en un péndol no pertorbat
3 . r . . . T T

Figura 3

Si observem ara els grafics resultants de representar imatges consecutives de ’aplicacid
estroboscopica en el cas del péndol sense pertorbar (Figura [3]) i el pendol pertorbat (Fi-
gura , si s’aprecien clares diferencies. Podem intuir I’aparicié de dos nous punts fixos de
P a lintroduir la pertorbacid, situats sobre 1’eix z = 0. Aquests dos grafics corresponen
a valors de w i € respectivament iguals que en els grafics de les Figures[1]i[2]
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Evolucio de les imatges per P en un péndol pertorbat
3 . r . . . T T

Figura 4

El nostre objectiu, ara, és determinar quins sén aquests punts fixos. Per a fer-ho,
aplicarem el metode de Newton per a buscar zeros de la funcié:

Recordem que, per a aplicar el métode de Newton, ens cal una aproximacié inicial z(©)
a partir de la qual calcularem les segiients aproximacions reiterant el procediment:

Sent w solucid de:

DF (2w = —F ().

Necessitem, doncs, determinar DF'(z).

Partim de 'expressié de F(z) i obtenim que DF(z) = DP(z) — Id. Aixi, el que hem
de trobar és DP(z). Per a aconseguir-ho, farem ts dels segiients resultats:
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Teorema 4.2 (Equacions variacionals). Sigui f : Q C R x R” x R™ — R", amb Q obert,
una funcié que depén d’un parametre X € R™.

Suposem que f és continua i C1(Q) respecte v € R™ i \.

Aleshores, p(t;tg, xo, A) (solucid del problema de Cauchy: ©' = f(t,x,\); x(ty) = xo)
és Ct respecte totes les variables.

......

M(t) € M™*™ la matriu de derivades parcials de ¢(t) respecte la condicio inicial xo € R™.

Aquesta €s solucié del problema matricial:

X' = A(t)X,
X (to) = Id.

On A(t) = Dxf(ta @(ta to, o, A)? >‘)

Observacié 4.4. La matriu M (t) de la proposicié anterior és la matriu fonamental prin-
cipal del sistema 2’ = f(t,x, \).

Per al nostre cas, podem considerar que el sistema del péndol pertorbat té la forma:

r = fl(taxay) =Y,
Y = folt,z,y) = —w?sin(z) + esin(t).

Aleshores, la matriu que busquem, DP(z), és la matriu M (t) de la proposicié anterior
avaluada en ty = 27 i, per a trobar-la, necessitem la matriu A, la qual, segons la descripcié

de la proposicid, és:
T 0 1
A=\ 54 ofh | = ( 2 ) :
zTJ;Q T;;Q —w”cos(z) 0

A partir d’aquesta forma de la matriu A, no podem obtenir directament la matriu
DP(z). Per a obtenir-la, ens caldra fet s del metode de Taylor per a evolucionar de
to = 0 fins a ¢ty = 27 el sistema:

(@' = filt.2,y) =,

Y = folt,z,y) = —w?sin(z) + esin(t),
V! = AV,

:L'(to) = X,

y(to) = o,
| V(to) = Id.

Podem reescriure el sistema anterior com a un sistema d’equacions diferencials de

25



primer ordre si considerem V = ( ) Obtenint, d’aquesta manera, el sistema

seglient:

o = fi(t,z,y) =y,

y = fo(t,r,y) = —w?sin(x) + esin(t),
a =c,

W= d,

d = —w?cos(z)a,

d' = —w? cos(x)b,

z(to) = wo,

y(to) = vo,

a(to) =1 =d(to),

b(to) = 0 = c(to)

\

Aleshores, si , com hem dit, tp =01i z = ( :;Eg >, temin:

Ja tenim, doncs, tot el necessari per a aplicar el metode de Newton i trobar els punts
fixos de l'aplicacié estroboscopica P(z).

4.3 Estabilitat de les orbites periodiques

Una vegada hem trobat els punts fixos (zp) de l'aplicacié estroboscopica P(z), els quals
tenen orbites periodiques en el sistema del pendol pertorbat, ens interessa coneixer quina
és lestabilitat d’aquestes orbites trobades. Comencem presentant la definicié d’orbita
estable.

Definicié 4.5 (Orbita estable). ([12, p.315]) L'orbita d’un punt z (la qual denotarem
per ¥(zo)) s’anomena estable si, donat un entorn qualsevol U(7y(z0)) d’aquesta, existeix
un altre entorn V(v(z0)) C U(v(z0)) tal que qualsevol solucié que comenci en V(v(zp)),
es mantindra en U(y(z0)) Vt >0 .

Per a estudiar l'estabilitat de les orbites periodiques, estudiarem primer l’estabilitat
dels punts fixos de P(z).

Sigui zp un punt fix de P. Si fem una pertorbacié (zo + h), podem considerar la seva
imatge per P:

P(z0 + h) = P(z0) + DP(20)h + Oxz([|R])-

Tenint en compte que P(zp) = 2z¢ i quedant-nos amb ’aproximacié lineal, després de
n iteracions tenim:
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Pn(ZO + h) =2z + DP(Zo)nh.

D’aqui en traiem un criteri per a ’estabilitat de zy com a punt fix de P:

e 2y és un punt estable si tots els valors propis de DP(zp) tenen modul menor o
igual a 1.

e 2y és un punt inestable si DP(zp) té algun valor propi amb médul major a 1.

Analitzem, doncs, com sén els valors propis de DP(zp).

Teorema 4.6 (Férmula de Liouville). ([12, p.83]) Sigui M la matriu de solucions de
' = A(t)x pert € I C R. Aleshores, Vt € I:

det (M (1)) = det(ﬂ4(t0))exp)j[ttr(/i(s))ds.

to

A Taplicar la Férmua de Liouville al sistema d’equacions per a trobar DP(zp) (el que
ens resulta de les equacions variacionals), ens trobem que tr(A(s)) = 0. Recordem que:

AZ(-&&wgé>'

Per tant, tenim:

det V(27) = det V(0),

det DP(z9) = det Id = 1.

Tenint en compte que el producte dels valors propis és igual al determinant, en el
nostre cas se’ns presenten dues possibilitats:

1. Els valors propis sén reals:

En aquest cas, 'un és invers de laltre: Ay = )\% Si no sén iguals a 1, aquest és el
cas inestable, ja que un dels dos tindra modul major a 1.

2. Els valors propis sén complexos conjugats:

En aquest cas: A\ = a+ bi i Ay = a — bi, per tant:

Ma=1, —  (a+bi)a—bi)=1, — a*+b*=1.

Els dos valors propis tenen modul igual a 1. Es, per tant, un cas estable.
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Veiem ara com el Teorema de Floquet (Teorema 2.4) presentat en la seccié 2 ens sera
de gran utilitat per a relacionar l'estabilitat de les orbites amb els valors propis de la
matriu DP(z).

El sistema de les variacionals del pendol pertorbat esta format per equacions amb
periode 27. Aix0 és aixi degut a que x(t) i, per tant, també la matriu del sistema A(t),
tenen aquesta periodicitat, en estar estudiant-ho en una érbita periodica. Aleshores, per
el Corollari 2.5, sabem que podem transformar biunivocament, a través d’una matriu
Q(t) 2m-periodica, les solucions d’aquest sistema a les d'un sistema lineal a coeficients
constants definit per una matriu B: u’ = Bpu.

El Teorema de Floquet ens dona una relacié entre aquesta matriu B i la matriu fona-
mental del sistema del peéndol pertorbat, ¢(t):

Sabem que ¢(27) = DP(z), aix{ que, per a relacionar les matrius B 1 DP(z), ens cal
coneixer Q(27). Per a fer-ho, partim de la proposici6 2.3:

ot +27) = $(1)C,

per una matriu C' no singular. D’aqui podem deduir:

#(0 + 27) = ¢(21) = ¢(0)C = IdC = C.

Ara, reordenem I’equaci6 del Teorema de Floquet i 'avaluem a 27:

Q(27) = ¢p(2m) - e B2 = €. 7B = B2 o= B2 _ g,

Ja que, recordem que en la demostracié del Teorema de Floquet estipulem que C' =
eP?m . Aixi doncs, hem trobat la relacié entre les matrius B i DP(z):

eB?™ = DP(%).

D’aqui n’extraiem que:

Avap de DP(zy), —

vap de B.
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Podem concloure, doncs, que un valor propi de DP(zp) de modul menor a 1 correspon
a un valor propi amb part real negativa de B i un valor propi de DP(zy) de modul major
a 1 correspon a un valor propi amb part real positiva de B.

Tornant als dos casos possibles que teniem de valors propis de DP(zp) i aplicant el
resultat anterior, obtenim les dues possibilitats seglients:

1. Si els valors propis de DP(zp) son reals, la matriu B tindra un valor propi amb part
real positiva i un amb part real negativa, és el cas inestable.

2. Si els valors propis de DP(zy) sén complexos conjugats, els valors propis de la matriu
B tindran part real 0, és el cas estable.

Podem concloure, per tant, que el criteri d’estabilitat dels punts fixos de DP(zp)
coincideix amb el criteri d’estabilitat en el sistema de les variacionals i, consegiientment,
amb el criteri d’estabilitat de les orbites periodiques.

4.4 Metode de continuacio respecte w

El sistema d’equacions diferencials ordinaries de primer ordre que estem estudiant:

' =y,
y = —w?sin(z) + esin(t),

presenta una clara dependéncia de dos parametres (¢ i w). Aquest fet ens permet, una
vegada trobada una orbita periodica per a un valor donat de € i w, aplicar un metode de
continuacié respecte un dels parametres per a veure com es modifiquen aquestes orbites
respecte la modificacié del parametre.

El meétode de continuacié que aplicarem és el metode predictor-corrector amb
pseudo-parametre arc ([I1], p.63]) i 'aplicarem respecte el parametre w.

El que estem buscant és una corba en l'espai R?® parametritzada amb el parametre
arc s tal que ¢(s) = (x,y,w) compleixi que (x,y) dona una orbita periodica del sistema
del pendol pertorbat per al valor w corresponent, amb un valor de ¢ fixat. Aleshores, el
metode predictor-corrector amb pseudo-parametre arc consisteix en el seglient:

1. Prediccié.
U = ¢(sp) el punt de partida (una orbita periodica ja coneguda) i v = ¢/(sq)

0. Aleshores, donat un pas h, la prediccié sera:

Sigui ¢
el vector tangent a la corba en ¢
1) = O + hy.

2. Correccio.

(1,0

Partint del punt ¢(10 i, aplicant el métode de Newton, busquem un punt que veri-

fiqui:

a) Ser un punt de la corba.
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b) Estar a distancia h de c°.

Abans d’aplicar el metode de continuacié descrit, com ens cal partir d’'una orbita
periodica coneguda, haurem d’aplicar el metode de Newton per a trobar-la, partint, tal i
com s’ha explicat, d’'una aproximacio inicial.

Una vegada coneguda una orbita periodica, analitzem com implementem la prediccio.
Donada la funcié:

F(z)=P(z) — z,

la qual ja hem utilitzat en el metode de Newton per a trobar el punt fix, ens n’adonem
que derivant 'expressié F'(c(sgp)) = 0, obtenim:

DF(c(s0)) - ¢ (s0) = 0,

on DF(c(sp)) és una matriu 2 x 3 la qual conté, per columnes, la diferencial de F' respecte
x, y, 1 w. Les dues primeres columnes ja hem vist que sén iguals a DP(z) — Id i que les
hem de calcular fent s de les equacions variacionals per a la condicié inicial.

Per a calcular I'altima columna, necessitarem fer s de la proposicié segiient:

Proposicié 4.7 (Equacions variacionals per al parametre A € R™). Sigui N(t) € M"*™
la matriu de derivades parcials de p(t) respecte al parametre X € R™.

Aquesta és solucid del sistema no homogeni:

X' = A()X + B(t),
X (tg) = 0.

On A(t) = Drf(ta (p(t;tOMan )‘>7 )‘) i B(t) = D)\f(t7 (p(t; t0>x07 )‘)7 A)

En el nostre cas, m = 1. El sistema que tenim és:

/
Amb la condicid inicial < ;((i((;)) > = ( 8 >
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Aquestes equacions les inclourem al sistema que teniem per a calcular P(z) i DP(z) i
al qual apliquem el metode de Taylor. Aixi doncs, ara haurem de treballar amb el segiient
sistema:

x' = fl(tvxvy) =Y
y = fo(t,r,y) = —w?sin(x) + esin(t),

a =c,

W= d,

d = —w?cos(x)a,

d' = —w? cos(x)b,

e = f,

f' = —w?cos(z)e — 2wsin(x),

z(to) = o,

y(to) = Yo,

a(ty) =1 =d(ty),

b(to) = 0 = c(ty),
Le(to) = 0= f(to).

......

corresponen a la imatge de sy per ¢ (corresponen a una orbita periodica, al ser un punt
de la corba que estem buscant), obtenim:

Ara, tornant a lexpressié DF(c(sg)) - ¢/(sg) = 0, podem veure que si DF(c(sg)) té
rang 2, podem calcular ¢/(sg) fent el producte vectorial de les dues files de DF(c(sp)).
Per a fer la prediccio, ens caldra normalitzar-lo i multiplicar-lo per el pas h escollit.

Estudiem ara com realitzar la correccié. Com ja hem comentat, consisteix en aplicar

el metode de Newton a:
F(z)=0,
|z =I5 = h* = 0.

Sent z = ( :;8 ) Per la qual cosa tornarem a necessitar anterior calcul de DF(z).

Com hem dit, aquest metode de continuacié ens permet anar trobant nous punts
(20, y0) que ens donen oOrbites periodiques per al respectiu valor de w que anem variant.
Una vegada trobades aquestes orbites, les podem estudiar amb els criteris d’estabilitat
presentats en el punt anterior.

Per al cas particular de ¢ = 0.01, si realitzem dues vegades el metode de de continuacio
ja descrit, partint de zp = (0,0) com a primera aproximacié per a trobar la primera orbita
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en els dos casos, per a valors inicials de w = /2, % respectivament i dirigint-nos en els

dos casos cap a valors de w més propers a 1, obtindrem els resultats presentats en el grafic
posterior (Figura . Per obtenir-lo, hem utilitzau un valor de h = 0.001 i hem realitzat
N = 2000 repeticions del metode predictor-corrector.

Cal notar que en aquest grafic només hi sén representats els valors de yg que ens donen
una orbita periodica per al valor de w corresponent. Pel que fa al valor de zq, aquest es
manté constant i igual a 0.

També cal destacar que el nombre d’orbites periodiques no es manté constant, mentre
que per a valors de w inferiors a 1 només en tenim una i és estable, a mesura que anem
a valors de w més grans ens trobem amb una bifurcacié del tipus sella-node: apareixen
dues orbites periodiques més, una d’estable i una d’inestable.

Continuacio respecte w - Estabilitat

15+ _

05 + .

05 .

0.7 0.8 0.9 1 11 1.2 1.3 14 15

[ Esiable Inestable

Figura 5

En la taula de la pagina segiient (Taula 1) es pot apreciar, mitjancant grafics que mos-
tren ’evolucié de les imatges per 'aplicacid estroboscopica, com es modifiquen i apareixen
nous punts fixos, seguint el que hem vist a la Figura

Podem observar com el punt fix de la primera grafica, evoluciona cap a valors de g
cada vegada més baixos, situant-se per sota dels nous dos punts fixos que apareixen, tots
sobre l'eix = 0. També veiem com el punt fix estable que apareix evoluciona cap a tenir
un valor de yg proper a 0 i com el punt fix inestable el trobem a valors de yg creixents.
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Aquests resultats plasmats el els grafics de les Figures 5] [6]1[7, a més, concorden amb
el segiient teorema:

Teorema 4.8. Sigui la funcio F(z) = P(z) — z, sent P(z) lUaplicacié estroboscopica
associada al sistema del péndol pertorbat (depenent de w i ).

Siw # 1 ie és prou petit, aquesta funcié F(z) té una dnica solucid a prop de z = (0,0).

Demostracio:

Durant aquesta demostracié, per emfatitzar la dependencia de F'(z) del parametre €,
la denotarem per F.(z).

Sabem que si e =0, zg = (0,0) és soluci6 de Fy(z). El que volem és intentar continuar
aquesta solucid.

Per a fer-ho, utilitzarem el teorema de la funcié implicita, el qual podem aplicar
partint de les condicions anteriors. Aquest teorema ens implica que si D, F'(zg) és regular,
aleshores Ve tal que | — 0| < tol existeix un z. el qual és soluci6 de F¢(z).

Aleshores, per a demostrar el teorema, només ens falta veure que D, F(zy) és regular.

Ja hem vist anteriorment que DF(z) = DP(z) — Id. Per saber si és regular, doncs,
podem analitzar quins sén els valors propis de DP(zp). Recordem que DP(zy) 'obtenim
del sistema de les variacionals, el qual en zy = (0,0) presenta la segiient forma:

v o )r

Hem vist que DP(zp) sera la matriu fonamental principal del sistema avaluada en 2.
Per tant:

DP(29) = exp [( _2}2 (1) ) (zﬂ)] .

2wt ,—27Twi
9 } 17

Els seus valors propis seran, per tant, {e e com estem suposant el cas
w # 1, aquests valors propis no seran iguals a 1. D’aqui en traiem que DF(zy) no tindra
valors propis nuls, sent, per tant, una matriu regular.

O
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5 Interseccio de les separatius

Considerem, ara, un pendol pertorbat amb la segiient equacié:

t
2" + sin(z) = psin <> ,
€

la qual podem reescriure en forma de sistema d’equacions diferencials ordinaries de primer
ordre:

=y,
y = —sin(z) + psin (1).

Per a poder seguir un procediment analeg a l’exposat en la seccié anterior per a
localitzar orbites periodiques i estudiar-ne la seva estabilitat, hem de tenir en compte
una serie de qliestions.

Per comencar, aquest sistema no té una periodicitat de 2m, siné de 27e.

A I’hora de calcular les variacionals respecte la condicié inicial, necessaries per a ’estudi
de D’estabilitat, ens trobem amb una lleugera modificacié del sistema a solucionar. En

aquest cas:
T W 0 1
— X
A= % %—;;2 <—cos(w) O)’

Aixi doncs, el sistema a resoldre és:

r' =y,

y = —sin(z) 4 psin (1),
a =c,

b= d,

¢ = —cos(x)a,

d' = — cos(x)b,

z(to) = wo,

y(to) = yo,

a(ty) =1 = d(to),

b(to) = 0 = c(to)

\

Obtenim aixi el mateix sistema per a les variacionals que en ’equacié anterior, pero
amb w = 1.

Isitg=01z= < i(t) ),temin:
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= (369 ) v - (169 )

L’equacié del pendol pertorbat que estem estudiant es converteix en ’equacié del
pendol sense pertorbar en el cas u© = 0. Recordem que el sistema del pendol sense
pertorbar:

' =y,
y' = —sin(x),

té un punt fix en < 8 >, < _OW > i ( 7(; > els qual sén un centre i dos punts de sella

respectivament. També hi ha dues separatius que uneixen els dos punts de sella.

Per a valors prou petits del parametre u, el sistema del pendol pertorbat que estem
estudiant té un punt (z9) amb orbita periddica inestable el qual podem trobar partint de
la condicié inicial z = _OW . En aquest punt, DP(zp) té, tal i com s’ha explicat, dos
valors propis reals sent I’'un I'invers de ’altre. Tenim, doncs, dues varietats, una d’estable
i una d’inestable, al voltant d’aquest punt.

El que ens interessa estudiar és ’angle d’interseccié de la varietat inestable d’aquest

punt amb la varietat estable d’un punt amb orbita periodica inestable proper a z = < 7(; > .

Recordem la definicié de varietat estable:

Definicié 5.1 (Varietat estable de zy). Conjunt de punts z € R? tals que:

lim P"(z) = zp.

n—oo

I la definicié analoga de varietat inestable:

Definicié 5.2 (Varietat inestable de zp). Conjunt de punts z € R? tals que:

lim P"(z) = z.

n——oo

Com hem comentat, per 4 = 0 hi ha una separatiu continua, pero a l'introduir la
pertorbacié, aquesta també es veu afectada i, com es manté la simetria del sistema (el
sistema es manté invariant amb el canvi © — —x, t — —t), les dues varietats s’intersequen
en l'eix x = 0.

El que farem a continuacié sera calcular I’angle de tall entre aquestes dues varietats.
Com a referéncia, tenim la segiient férmula pel valor d’aquest angle:

Teorema 5.3. (2, p.433]) Per ae >0, e — 0 i u — 0, considerem la segiient formula
per al valor de l’angle entre les separatius:

m H 2
=—[14+0 )
@ 2¢ cosh (2“—8)[ + O, &)
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5.1 Aproximacié lineal

Per a determinar numericament aquest angle, el primer que necessitem és trobar un
interval fonamental de la varietat inestable, és a dir, un conjunt de punts a partir dels
quals i mitjancant iteracions de l’aplicacié estroboscopica podem obtenir tots els punts
de la varietat.

L’ideal seria coneixer un punt ¢ de la varietat proper al punt fix, aixi calculariem
P(q), que també formaria part de la varietat. Podriem considerar, per tant, tots els punts
pertanyents a la varietat i situats entre ¢ i P(q) com a interval fonamental, ja que les
seves imatges successives per l’aplicacio estroboscopica ens donarien tota la varietat. El
problema, pero, és que no coneixem a priori cap punt d’aquesta varietat. El que farem,
doncs, sera descriure dos procediments que ens permetran aproximar un punt ¢ de la
varietat inestable aixi com un conjunt de punts pertanyents a 'interval fonamental.

Un primer metode per a determinar aquest interval consisteix en aprofitar I’aproxima-
ci6 lineal de la varietat que ens dona el vector propi associat al valor propi de modul més
gran que 1 (inestable). Sigui zg el punt fix i siguin Aj i v; el valor i vector propi inestable,
donat un § > 0 calculem el punt g:

q = 2o+ 0v1.

A partir d’aquest punt calculem els segiients dos punts:

P(q) i q' = 20 + A1dvy.

L’objectiu és trobar una § prou petita tal que es verifiqui:

[P(q) —q'll2 < tol,

per una tolerancia (tol) fixada.

Si aixd es compleix, podem considerar ¢’ & P(q) i, per tant, el segment entre ¢ i ¢ ens
serveix com a interval fonamental de la varietat.

Una vegada tenim un interval fonamental de la varietat, ens cal trobar quina és la
poténcia (pot) de l'aplicacié estroboscopica (P) que trasllada aquest interval proper al
punt fix a un interval que interseca l’eix x = 0. Com hem dit, I'interval és el segment
entre ¢ i ¢’. Per tant, per a trobar aquesta poténcia és suficient anar calculant imatges
consecutives de ¢’ per I'aplicacié estroboscopica i veure quina és la primera vegada que
la component = de la imatge pren un valor positiu. El nombre d’imatges que haguem
calculat sera el valor de la potencia que buscavem.

Ara sabem que, aplicant PP°* a I'interval, hi ha punts que tenen imatge amb component
x tant positiva com negativa. Per a trobar I'angle entre les varietats, necessitem trobar
el punt qo de 'interval fonamental que verifiqui que PP°!(go) tingui component z nulla.

Per a obtenir una primera aproximacié, comencem amb una particié de I'interval amb
N punts:
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Qi:q+>\1501% vie {0,1,...,N}.

I busquem d’entre aquest punts g; el que tingui la imatge per PP amb component
x més propera a 0 pels positius i el que la tingui més propera a 0 pels negatius. Per a
fer-ho, podem anar calculant PP°(¢;) per i = 0,1,2,3,... i, quan detectem un canvi de
signe en el valor de la component x ens quedem amb aquell punt i I’anterior, el qual tinda
imatge amb component x negativa. Anomenem «a i b a aquests dos punts.

Per a millorar aquesta aporximacio, apliquem el metode de la secant, buscant el valor
del parametre ~y tal que PP%(a(1 — =)+ by) tingui component z nulla. D’aquesta manera
tenim una aproximacié molt més refinada del punt qq.

Hem arribat, doncs, a trobar un punt de la varietat amb component z nulla: PP (qq).
Per a trobar ’angle de tall entre les varietats, necessitem el vector tangent a la varietat
en PP!(qq). Per a obtenir-lo, partim del vector tangent a la varietat en qg, el qual podem
aproximar al vector propi v; o, equivalentment, al vector entre els punts a i b que hem
utilitzat com a condicions inicials del metode de la secant.

Amb aquest vector tangent en gy podem calcular el vector tangent en PP°(qq), al
multiplicar-lo per DPP°!(qg). Amb el vector tangent a PP!(qg) ens és facil calcular I'angle
de tall entre les varietats el qual, per simetria, sera el doble de ’angle que aquest vector
tangent forma amb I’horitzontal.

5.2 Parametritzacio de la varietat

Un procediment analeg per a calcular ’angle d’interseccié entre les varietats consisteix en
partir d’un interval fonamental no basat en I'aproximacié lineal de la varietat al voltant
del punt zg, siné en una aproximacié en serie de potencies d’ordre superior. Per a poder
aplicar-lo, ens cal una manera de determinar aquesta nova aproximacio.

El métode de la parametritzacié ([4] p.9]) ens permetra trobar-la:

Considerem K (u) = ag + aju + asu® + azu® + - - la parametritzacié de la varietat.
Anem a determinar els coeficients a; d’aquesta parametritzacio.

Com K(0) = zp, tenim ag = zp.

També, com ag 4+ aju correspon a ’aproximacié lineal, tenim a; = wv;, vector propi
unitari de valor propi A;.

La resta dels coeficients de la parametritzacié queden determinats en imposar la
seglient propietat (o condicié d’invariancia):

P(K(u)) = K(\u).

Si definim K; = ZLO a;u’ i suposem coneguts tots els coeficients a; Vi = 0,1,2, ..., 4,
podem determinar a;1:
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P(K; (1) + ajequd ) = PUK;(w)) + DP(K;(u)(ag107+) + O(ui*?) =

J
= PK; () + DPlay + 3 (a0 ) + 00 ) =
i=1

= P(K;(w)) + DP(20)(aj 10/ ) + O(u/ ).

Tenint en compte que P(K;(u)) = ap+A1aju+A3agu?+- - - )\714ajuj—f—bj_i_lu]""l—|—(9(uj“‘2)7
obtenim:

J
P(Kj(u) + aji1u/ 1) = Z Naju' +bj 197 + DP(20)(aj 10/ ™) + O ?).
i=0

Ara imposem, P(K;(u)+a;j 10/ t1) = ag+MayutAagu?+- - N ajuit +O(wit?)
(la condici6 d’invariancia).

Igualant els coeficients de u/*! obtenim:

bjs1 + DP(z0)aj11 = M ajia.

Aix{ doncs, podem trobar el coeficient a;1 resolent:

(DP(z0) — M Id)aji1 = —bjy1.

En aquest sistema, DP(zg) i A1 sén elements coneguts. Pel que fa a b; 1, aquest és el
coeficient de grau j + 1 del desenvolupament en serie de Taylor de P(K;(u)) i el podem
obtenir amb el jet transport ([4, p.5]). A la practica, aquest coeficient el calcularem amb
el programari descrit en [5].

Una vegada tenim parametritzada la varietat al voltant de zy (fins a un cert ordre k),
podem procedir a trobar un interval fonamental.

Comencem buscant un valor de u tal que [aju®|| < 10™™, per un m € N:

lagu®(| <107, = flagflul* <1077, = logig [|akll + klogg [ul < —m.
Per tant,

—m—logyq [lagll

lu| <10 k =1.
A la practica, els coeficients a; amb k senar i k parell tenen un decaiment diferent.

Per evitar tenir problemes de precisid, demanarem la condicié anterior per a ki k — 1 i,
dels dos valors de n obtinguts, ens quedarem amb el més petit.
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Ara, sigui ug = 5L, es verifica que || P(K}(uo)) — Kx(A1uo)|| és suficientment petit com
per a poder considerar els punts Kj(u) amb u € [ug,n] interval fonamental de la varietat.

Una vegada determinat aquest interval fonamental, procedim de manera analoga a
I'explicat anteriorment.

Comencem buscant la poténcia (pot) de P que ens permatra traslladar aquest interval
fins a intersecar I'eix x = 0. Ho fem, com s’ha explicat anteriorment, analitzant el signe de
la component x de la imatge de Ky(n) per diferents iteracions de I’aplicacié estroboscopica.

Per a trobar el punt de la corba que té component x = 0, comencem amb una particié
de linterval fonamental. En aquest cas, fem la particié de N punts a [ug, 7], la qual
quedara reflectida en l'interval en aplicar Kj:

Kk(ui):Kk<u0+7]—uo)]i[> Vie0,1,...,N.

Una vegada determinats dos punts a i b (a = u;_1, b = u;) amb imatges per PP% o K},
amb component x negativa i positiva, apliquem el metode de la secant per a trobar el
valor (79) del parametre v tal que PP°(Kj(a(1 — ) + by)) tingui component z nulla.

Per a trobar el vector tangent en PP°(Ky(a(l — o) + b)), hem de partir del vector
tangent en Ky(a(l — v9) + byo). Aquest, donat que K(u) és una série de poténcies, el
calculem derivant aquesta serie:

J
K,’C(u) = Z iau~t

=1

Com hem fet abans, el traslladarem multiplicant-lo per DPP!( Ky (a(1l — 7o) + byo)) i
aixi ja podrem calcular I’angle d’interseccié entre les dues varietats.

5.3 Resultats

Aquests sén els resultats d’implementar els métodes descrits en els apartats anteriors.
Comencem amb I’aproximacié lineal de la varietat.

Partim d’una aproximacié inicial del punt fix zyp = (—,0) i el trobem amb el metode
de Newton amb una precisié de 10714, La tolerancia per a determinar la ¢ la fixem en
10—, fem una particié de I'interval fonamental amb N = 500 punts i refinem la primera
aproximacio del punt amb imatge amb component x nulla amb el metode de la secant
amb una precisié de 107, En tots els passos utilitzem el metode de Taylor amb un ordre
maxim de 16.

Obtenim aix{ els resultats que es mostren en la taula 2.
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€ Angle Trobat Angle férmula assimptotica | Factor L

1/4 | 1.4663172552198997¢-03 1.4666809769146745e-03 4.876e+05
1/8 | 1.3694713151729969e-06 1.3694761408356832¢-06 1.013e+05
1/16 | 1.2291584129470704e-12 2.3879160759059986e-12 3.121e+4-04

1/32 | 9.5650360792339978e-13 1.4520388387220488e-23 2.107e+04

Taula 2: Aproximacié lineal de la varietat

En aquesta taula, aixi com en les segiients, s’hi mostren el valor del parametre £ que
s’ha utilitzat (no es mostra el valor del parametre p ja que en tots els casos s’ha fixat
p = €2), Iangle d’interseccié de les varietats que s’ha trobat i ’angle d’interseccié de les
varietats que ens dona la férmula asimptotica del Teorema 5.3. El factor L, ens indica,
en cada cas, per a quin factor s’ha multiplicat la norma del vector tangent a la varietat
al comparar-lo en go i en PP%(qp).

Presentem ara els resultats del meétode de la parametritzacio per a poder comparar-
los amb els anteriors.

Per aplicar el metode de la parametritzacié, comencem igualment amb una aproximacio
inicial del punt fix z9 = (—m,0), a partir de la qual apliquem el metode de Newton amb
una precisié de 10714, Calculem la parametritzacié de la varietat fins a ordre 16 (Kig),
busquem el valor uy amb una m = 16, la particié de I'interval la fem, en aquest cas, amb
N = 50 punts i el metode de la secant I’apliquem amb una precisié de 10713, En tots els
pasos utilitzem el metode de Taylor amb un ordre maxim de 16.

Obtenim els resultats de la taula 3.

€ Angle Trobat Angle férmula assimptotica | Factor L

1/4 | 1.4663172625543489¢-03 1.4666809769146745e-03 8.212e+00
1/8 | 1.3694680465579333e-06 1.3694761408356832¢-06 8.212e+-00
1/16 | 2.3997784622377963¢-12 2.3879160759059986e-12 5.569¢e+-00

1/32 | 1.0027283467998178e-15 1.4520388387220488e-23 4.594e+-00

Taula 3: Parametritzacié de la varietat

Podem veure que amb el métode de la parametritzacié aconseguim més precisié en
el calcul de I’angle, sobretot millorant el valor per a e = 1/16. Aquest fet és degut fo-
namentalment a que, al tenir la parametritzacié de la varietat al voltant del punt amb
orbita periodica inestable (zg), hem pogut realitzar els calculs partint d’un interval fo-
namental més allunyat d’aquest punt zy. Per aquest motiu, hem necessitat, en general,
menys iteracions (pot) de I’aplicacié estroboscopica per fer que aquest interval fonamental
intersequi l'eix x = 0 i aix{ ha quedat reflectit en valors del factor L significativament
menors. Aquest fet ens ha suposat un augment en la precissié dels valors obtinguts al
traslladar U'interval fins a creuar x = 0 i, per tant, hem pogut aplicar el metode de la
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secant demanant una precisiéo major.

Veiem, pero, que encara no tenim tota la precisié necessaria per a poder donar una
bona aproximacié de 'angle en el cas ¢ = 1/32. Per a solucionar-ho, podem realitzar
els calculs del metode de la parametritzacié amb una aritmetica de quadruple precisié en
comptes de la de doble precisié que hem utilitzat en els casos anteriors.

Al fer aquest pas, podem demanar més precisié en els processos que realitzem. Co-
mencem igualment amb una aproximacié inicial del punt fix zyp = (—m,0), a partir de la
qual apliquem el metode de Newton ara amb una precisié de 10732, Calculem la para-
metritzacié de la varietat fins a ordre 30 (K39), busquem el valor uy amb una m = 32, la
partici6é de l'interval la mantenim amb N = 50 punts i el metode de la secant I'apliquem
amb una precisié de 10730, En tots els passos utilitzem el metode de Taylor amb un ordre
maxim de 30.

Obtenim els resultats de la taula 4.

€ Angle Trobat Angle férmula assimptotica | Factor L

1/4 | 1.4663172625545283e-03 1.4666809769146744e-03 8.212e+00

1/8 | 1.3694680508393990e-06 1.3694761408356826e-06 8.212e+00
1/16 | 2.3879159970462720e-12 2.3879160759059964e-12 5.569e+-00
1/32 | 1.4520388384020293¢-23 1.4520388387220459¢-23 5.569¢+-00

Taula 4: Parametritzacié de la varietat - Float128

Observem que hem aconseguit una millora en la precisié dels resultats per a ¢ = 1/16
i una bona aproximaci6 per a € = 1/32.

En aquesta ultima taula, podem apreciar que els valors de I'angle trobat sén més
exactes, més semblants als calculats amb la forula del teorema 5.3, a mesura que anem
disminuint el valor de €. Aquest fet pot ser explicat, ja que el teorema ens presenta la
férmula com assimptotica i, per tant, ens proporciona un valor més exacte com més proper
a 0 és el valor de ¢.
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6 Conclusions

Finalitzat ja el treball, puc considerar que ’objectiu d’estudiar objectes invariants en els
sistemes d’equacions diferencials de pendols pertorbats ha estat assolit en els casos en
els quals m’he centrat: localitzar orbites periodiques, estudiar-ne ’estabilitat i aproximar
varietats invariants al voltant d’un punt amb orbita inestable.

Durant el temps que m’ha portat completar aquest treball, he estat aplicant coneixe-
ments obtinguts en diverses assignatures del grau de matematiques en noves situacions.
També he ampliat coneixements previs, com en I’ambit de la integracié numerica d’equaci-
ons diferencials i n’he obtingut de nous, com la diferenciacié automatica i la programacio
amb aritmetica de quadruple precisié.

Una part inmportant del treball ha estat la programacié dels procediments teorics
descrits en aquesta memoria. Aquest proces m’ha servit, sobretot en 'apartat 5, per a
entendre la importancia de tenir cura de la precisié amb la que es treballa en siuacions
que presenten caos.
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Annex: Programes

El que es presenta en aquest annex és una seleccié dels programes que s’han fet per obtenir
els grafics i resultats presents en aquest treball.

Se’n pot trobar una més amplia colleccié en el segilient enllag: |Programes.

Tots els programes utilitzen l'integrador d’equacions diferencials descrit en [5].

Continuacio

El programa que realitza la continuacié treballa junt amb un programa generat pel pro-
gramari [5] que integra les equacions presents en el segiient fitxer:

extern double w, eps; /% declare some external vars =/

/* Sistema del pendol =/
diff(x,t) = y;
diff(y,t) =— w x w % sin(x) + eps * sin(t);
/+* Variacionals respecte condicio inicial %/
diff(a,t) = c;
diff(b,t) = d;
diff(c,t) =— w x w % cos(x) * a;
diff(d,t) =— w x w % cos(x) * b;
/* Variacionals respecte parametre w */
diff (E,t) = F;
diff(F,t) = — w * w % cos(x) * E— 2 % w x sin(x);

Equacions

Aquest és el programa que realitza el metode de continuacié descrit en I'apartat 4.4
d’aquest treball.

/* Salvador Font i Bergada
Curs 2023 — 2024
Contunuacio amb predictor—corrector
Distingirem entre punts fixos estables i inestables

*/

#include <stdio.h>
#include <stdlib .h>
#include <math.h>

#include 7 taylor.h”
double w, eps;

void constructvec(double z[2], double M[2][3], double v[8]);

void destructvec (double v[8], double z[2], double M[2][3]) ;

void F(double z[2], double DF[2][3]);

int prediccio (double h, double z[2], double vtanterior [3]);

int correccio (double h, double z0[2], double w0, double z[2], int kmax, double
prec);

int resoldre (double A[3][3], double b[3], double x[3]);

int stabilitytest (double z[2]);

int main (void){
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https://drive.google.com/drive/folders/1d9GSkmiNex3FdiH8nN6FIlFbF0GU9wBS?usp=sharing

double t, tfinal, h_return, wO, h, N, prec, kmax;

double err, precNewton = le—12, det, detx, dety, tr, discriminant;
int parada = 0, test, iterNewton=0, i;
double z[2], DF[2][3], zpost[2], z0[2], vectan[3];

double nb;

char sresul[]=7res.resul.stable”, uresul[]="res.resul.unstable”;

FILE *sfresul , xufresul;

/* Obertura fitxers sortida =/
sfresul = fopen (sresul, "w”);
ufresul = fopen (uresul, "w”);

/*Parametres x/
//w = 1./sqrt(2.0);
w=sqrt (2.0) ;

eps = 0.0025;

h = 0.001;
N = 2000;
prec = le—12;
kmax = 8;

/+* Partint de condicions inicials , busquem un punt fix =/
zpost [0] = 0.0;
zpost [1] = 0.0;

tfinal = 2xM_PI;
/* Metode Newton x/
while (parada =— 0){
iterNewton++;

t = 0.0;

z[0] = zpost [0];
= zpost [1];

F(zpost, DF);

/% Solucio sistema 2x2 x/

det = DF[0][0]*DF[1][1] — DF[0][1]*DF[1][0];
detx = —zpost [0]*DF[1][1] + DF[0][1]*zpost [1];
dety = —DF[0][0]* zpost [1] + zpost [0]*DF[1][0];

zpost [0]
zpost [1]

|
N N
= O

/+ Criteri Parada x*/
err = sqrt( pow(z[0]—zpost[0], 2) + pow(z[l]—zpost[1l], 2) );
if (err < precNewton){
parada = 1;
}

}

z[0] = zpost [0];
z[1] = zpost[1];

/* Ja tenim un punt fix */
/% Apliquem el metode predictor—corrector per a fer continuacio de w %/

/% Cal inicialtizar el vector tangent de manera que dirigim la
* correccio cap a w mes propers a 1 x/

vectan [0] = 0;

vectan [1] = 0;

vectan [2] —1; /+ Sentit de la continuacio x/

/* Repetim el proces N vegades x/
for(i=1; i<=N; i++){

20[0] = z[0];
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z0[1] = z[1];

w0 = w;
test = prediccio(h, z, vectan);
if(test = 1){

printf (?ERROR: ha fallat la prediccio\n”);
return 1;
}
test = correccio(h, z0, w0, z, kmax, prec);
if(test = 1){
printf (?ERROR: ha fallat la correccio\n”);

return 1;

}

if(stabilitytest (z)==1) {
fprintf(sfresul ,”%24.151le %24.15le\n”, w, z[1]);

}else{
fprintf(ufresul ,”%24.15le %24.15le\n”, w, z[1]);
}

}

fclose (sfresul);
fclose (ufresul);
return 0;

}

/+ Funcio que omple un vector v amb la info de z i M
* en l’ordre pertinent segons les equacions de Taylor s/
void constructvec(double z[2], double M[2][3], double v[8]){
v[0] = z[0];
v[l] = z[1];

v[2]
v[3]
v[4] =
]

]

]

v[5
v[6
v[T7
}

/* Funcio que realitza el proces invers a la funcio anterior =/
void destructvec (double v[8], double z[2], double M[2][3]){
z[0] = v[0];

z[1] = v[1];

M[O][0] = v[2];
M[O][1] = v[3];
MIL][0] = v[4];
M[1][1] = v[5];
M[0][2] = v[6];
M[1][2] = v[7];

/+ Funcio que evalua F(z):= P(z)—z, on P(z) es 1 aplicacio de Poincare

* la qual s’evalua evolucionant les condicions inicials amb el metode

* de Taylor

% Tambe obtemin els valors de les derivades de F respecte les condicions
% inicials 1 el parametre w x/

void F(double z[2], double DF[2][3]){

double t, tfinal;
int test;
double v[8], pz[2], det;

/* Condicions inicias per aplicar Taylor =/
pz[0] = z[0];
pz[1] = z[1];

DF[0][0] = I;
DF[0][1] = 0;
DF[1][0] = 0;
DF[1][1] = 1;
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0;
0;

DF[0][2]
DF[1][2]

tfinal = 2xM_PI;
t = 0;

constructvec (pz, DF, v);
/* Taylor =/
while (test=taylor_step_pendol( &t, v, 1, 1, —16, —16, &tfinal , NULL, NULL, NULL)
— 0);
if (test = —1){
printf (?’ERROR en taylor\n”);

destructvec (v, pz, DF);

/x F(z)=P(z)—z x/
z[0] = pz[0] — z[0];
211 = pz(1] — 2[1];

/* DF = DP — Id =x/

DF[0][0] = DF[0][0] — 1;
DF[1][1] = DF[1][1] — 1

/% Funcio que implementa la prediccio =/
int prediccio (double h, double z[2], double vanterior [3]) {
double tol = le—5, DHx[2][3], co, v[3], Fz[2], normav, prodvect;

Fz[0] = z[0];
Fal1] = 2[1];
F(Fz, DHx);

/* Comprovacio rang de DHx x/

co = DHx[0][0]*DHx[1][0] + DHx[0][1]*DHx[1][1] +
co co / (sqrt(pow(DHx[0][0],2)+pow(DHx[0][1],2)
co = co / (sqrt(pow(DHx[1][0],2)4pow(DHx[1][1],2)
if (fabs(co—1.)<tol){

return 1;

/* Vector tangent (producte vectorial files DHx) x*/
v[0] = DHx[0][1]*DHx[1][2] — DHx[0][2]*DHx[1][1];
v[1l] = DHx[0][2]*DHx[1][0] — DHx[0][0]«DHx[1][2];
v[2] DHx[0][0]+*DHx[1][1] — DHx[0][1]+*DHx[1][0];

DHx[0][2]*DHx[1]]
pow (DHx [0] [2] ,2;
,2

15
)
)

+
+

2
)
pow (DHx[1][2],2))

normav = sqrt (pow(v[0],2)+pow(v[1l],2)4+pow(v[2],2));

/* Verificacio del sentit de la prediccio
* Si vanterior % v < 0 hem de conviar el signe de vx/
prodvect = vanterior [0]*v[0] 4+ vanterior[1]*v[l] 4+ vanterior[2]*v[2];
if (prodvect < 0.){
v[0] = —v][0]
v[l] = —v[1]
vi2] = —v[2]
¥

/* Prediccio x
z[0] = z[0] +
z[1] = z[1] +

Jr

w =W

/% Reescribim vanterior amb v %/
vanterior [0] = v[0];
vanterior [1] vi[l];
vanterior [2] vi[2];

return 0;
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/+* Funcio que implementa la correccio (Newton) x/
int correccio (double h, double z0[2], double wOc, double z[2], int kmax, double
prec){
int iter=0, i;
double DA[3][3], b[3], error, Fz[2], DHx[2][3], x[3];
double nb;

do{
Fz[0] = z[0];
Fz[1] = z[1];
F(Fz, DHx);
b[0] = —Fz[0];
b[1l] = —Fz[1];
b[2] = —(pow(z[0]—2z0[0],2) + pow(z[1]—2z0[1],2) + pow(w—wOc,2) — pow(h,2));
for (i=0; i<3; i++){
DA[O][i] = DHx[O][1];
, DA[1][i] = DHx[1][1];

for (i=0; i<2; i++){
DA[2][i] = 2%(z[i]-20[i]);

}
DA[2][2] = 2x(w—wO0c);

nb=sqrt (b[0]*b[0]+b[1]*b[1]+b[2]*b[2]);

resoldre (DA, b, x);
error = sqrt(pow(x[0],2)+4pow(x[1],2)+pow(x[2],2));

for (i=0; i<2; i++){
z[i] = x[i] + z[i];

w=x[2] + w;
iter = iter 4+ 1;

}while ((iter < (kmax+1)) && (error > prec));

if ((iter = (kmax+1)) && (error > prec)){
/* no s’ha convergit =/
return 1;

}

return 0;

/* Funcio per a resoldre sistemes lineals 3x3 Ax=b x/
int resoldre (double A[3][3], double b[3], double x[3]){
double detA, detO, detl, det2, tol = le—5;
double r[3]; int i,j;
/* Resolucio per Cramer: calculem els determinants necesaris */
detA = A[O][0]*A[1][1]=A[2][2] + A[2][1]*A[1][0]*A[0][2] + A[2][0]=A[O0][1]*A
[1][2];
detA = detA — A[2][0]*A[1][1]*A[0][2] — A[1][0]*A[O0][1]*A[2][2] — A[O][O0]*A
[1][2]+A[2][1];

if (fabs(detA)<tol){
return 1;

}

det0 = b[0]*xA[1][1]*A[2][2] + A[2][1]*b[1]*xA[0][2] + b[2]*A[0][1]*xA[1][2];

det0 = det0 — b[2]*A[1][1]*A[0][2] — b[1]*A[0][1]*xA[2][2] — b[O]*xA[1][2]*A
[2][1];

detl = A[0][0]*b[1]xA[2][2] + b[2]*A[1][0]*A[0][2] + A[2][0]*b[0O]*xA[1][2];

detl = detl — A[2][0]*Db[1]*xA[0][2] — A[1][0]*b[0]«xA[2][2] — A[O][0]*A[1][2]xDb

[2];




det2 = A[0][0]*A[1]]
det2 = det2 — A[2]]0
[(2][1];

1]*b[2] + A[2][1]*A[1][0]*b[0] + A[2][0]*A[0][1]*b[1];
]*«A[1][1]*b[0] — A[1][0]*A[O0][1]*b[2] — A[O][0O]*b[1]*A

x[0] = det0/detA;
x[1] = detl/detA;
x[2] = det2/detA;

return 0;

}

/+ Funcio que ens diu si el punt fix es estable o inestable
Retorna 1 si es estable i 0 si es inestable x*/
int stabilitytest (double z[2]){
double t, tfinal, det, tr, discriminant;
int test;
double DP[2][3], v[8];

DP[0][0] = 1;
DP[0][1] = 0;
DP[1][0] = 0;
DP[1][1] = I;
DP[0][2] = 0;
DP[1][2] = 0;

constructvec(z, DP, v);
/* Taylor =/
while (test=taylor_step_pendol( &t, v, 1, 1, —16, —16, &tfinal , NULL, NULL, NULL)
— 0);
if (test = —1){
printf (?’ERROR en taylor\n”);

destructvec(v, z, DP);

/+ Estudiem la estabilitat de 1’orbita x/
/* Busquem els vaps de DP(z) =/

det = DP[0][0]*DP[1]
tr = DP[0][0] + DP[1
(t

discriminant = pow

1] — DP[0][1]«DP[1][O0];

[
1L
r,2) — 4xdet ;

if (discriminant < 0.0){
/% Cas estable x/
return 1;

}else{

/* Cas inestable x/
return 0;
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Angle entre separatius amb aproximacié lineal de la varietat

El calcul de 'angle entre separatius amb una aproximacio lineal de la varietat s’ha realitzat
amb 3 programes executats de forma consecutiva. Per a obtenir el resultat per al valor
de € desitjat, només cal modificar-lo en el primer programa, els altres dos no requereixen
cap modificacié.

Els tres necessiten de l'integrador per a les equacions del sistema:

extern double mu, eps; /+ declare some external vars =/

/% Sistema del pendol =/
diff(x,t) = y;
diff (y,t) = — sin(x) + mu * sin(t/eps);

/* Variacionals respecte condicio inicial =/
diff(a,t) = c;
) = d;
) = — cos(x)
)

= — cos(x)

Equacions

Aquests sén els tres programes.

/* Salvador Font i Bergada
Curs 2023 2024
Trobar punts fixos i analitzar la seva estabilitat

*/

#include <stdio.h>
#include <stdlib .h>
#include <math.h>

#include 7 taylor.h”
double mu, eps;
int main (void){

double t, tfinal;

double err, precNewton = le—14, det, detx, dety, tr, discriminant;
double vapl, norm;

int parada = 0, test, iterNewton=0, ij;

double z[2], pz[6], zpost[2], vep[2];

double DP[2][2];

char resul[]="res.resulpl”;

FILE xfresul;

/* Obertura fitxer sortida */
fresul = fopen (resul, "w”);

/*Parametres x/

eps = 1./32;

mu = eps*eps;

/+* Condicions inicials x/
zpost [0] = —M_PI;

zpost [1] = 0.0;

tfinal = 2xM_Plxeps;

/% Metode NEWION s/
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while (parada = 0){

iterNewton++;
t = 0.0;

= zpost [0];
z[1] = zpost[1];
p2[0] = 2[0];
pa1] = 2[1];
pz[2] = 1.0;
pz[3] = 0.0;
ps[4] = 0.0;
pz[5] = 1.0;

/+ Taylor */
while (test=taylor_step_pendol( &t, pz, 1, 1, —16, —16, &tfinal , NULL, NULL,
NULL) = 0);

if (test = —1){
printf (?ERROR en taylor\n”);
break;

}

DP[0][0] = pz[2];

DP[O][1] = pz[3];

DP[1][0] = pz[4];

DP[1][1] = pz[5];

/% Solucio sistema 2x2 Cramers/

det = ((DP[O][0] —1)*(DP[1][1] —1)) — (DP[0][1]*DP[1][0]);
detx = ((z[0] —pz[0])«(DP[1][1] —1)) — (DP[O][1]*(z[1] —pz[1]));
dety = ((DP[O]J[0] =1)*(z[1]—pz[1])) — ((2[0] —pz[0])«DP[1][0]) ;

zpost [0]
zpost [1]

/* Criteri Parada x*/
err = sqrt( pow(z[0] —zpost[0], 2) + pow(z[l]—zpost[1l], 2) );
if (err < precNewton){

parada = 1;
}
}
printf(” Newton Iter: %d \n”, iterNewton);
printf(” Newton Err : %27.16le \n”, err);
printf(” (x, x’) = (%27.16le , %27.161le ) \n”, zpost[0], zpost[1l]);
printf(” \n\n”);

/* Estudiem la estabilitat de 1’orbita x/
/* Busquem els vaps de DP(z)=x/

det = DP[0][0]*DP[1][1] — DP[0][1]*DP[1][0];

tr = DP[0][0] + DP[1][1];

discriminant = pow(tr,2) — 4xdet ;

printf(” Det de DP(z): %27.16le \n”, det);

f(discriminant < 0.0){
printf(” El punt fix trobat NO es inestable \n”);
exit (1);

}else{
printf(” Els vaps de DP(z): \n”);
printf(”? %27.16le \n”, (tr 4+ sqrt(discriminant))/2.0);
printf(” %27.16le \n”, (tr — sqrt(discriminant))/

printf(” \n”);

/* Trobem els veps de DP(z) en el cas del equilibri inestable:
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% Coneixem els vaps vapl i vap2 aleshores,
x vepli = ( -DP[0][1] , DP[0][0] — vapi )

* %/
vapl = (tr + sqrt(pow(tr,2) — 4xdet))/2.0;
vep [0] = —(-DP[0][1]);
vep [1] = —(DP[0][0] — vapl);

/*Normalitzem el vepx/
norm = sqrt (pow(vep[0],2)+pow(vep[1l], 2));
vep [0] = vep[0] / norm;
vep [1] = vep[l] / norm;

printf(” vap inestable: %27.161le \n”, vapl );
printf(” vep inestable: %27.16le , %27.16le \n”, vep[0], vep[l] );

/+ Dades pel fitxer de sortida:
% eps 1 mu; punt fix; vap i vep inestable; DP x/

fprintf(fresul , 7 %27.16le %27.161le \n”, eps, mu);
fprintf(fresul , 7 %27.16le %27.16le \n”, zpost[0], zpost[1l]);
fprintf(fresul , 7 %27.16le \n”, vapl);

fprintf(fresul , 7 %27.16le %27.16le \n”, vep[0], vep[1l]);
fprintf(fresul , 7 %27.16le %27.16le \n”, DP[0][0], DP[0][1]) ;
fprintf(fresul , ” %27.16le %27.16le \n”, DP[1][0], DP[1][1]) ;

fclose (fresul);
return 0;

programal.c

/% Salvador Font i Bergada
Curs 2023 — 2024
Trobar varietat inestable
(dos punts que seran extrems de l’interval fonamental)
Trobar la potencia de P que trasllada aquest interval a
intersecar 1’eix x=0
Trobar dos punts dins aquest interval , relativamet propers,
amb imatges per P pot a banda i banda de 1’eix x=0
*
/

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>

#include ”taylor.h”
double mu, eps;
int main (void){

double pfix[2], q[2], qlineal[2], pq[2], pz[6], vep[2];
double a[2], b[2], pma[2], pmb[2];

double vap, delta, t, tfinal, err;

int i, test, j, potencia;

char in[]="res.resulpl”, resul[]="res.resulp2”;

FILE *fin, *xfresul;

/% Obertura fitxers entrada i sortida x/
fin = fopen (in, "r”);

fresul = fopen (resul, 7

w5

/* Lectura dades fitxer entrada =/

fscanf (fin, 7 %1f %lf”, &eps, &mu);
fscanf(fin, ” %lf %lf”, &pfix[0], &pfix[1]);
fscanf(fin, ” %1f 7, &vap);
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fscanf(fin, 7 %lf %l1f”, &vep[0], &vep[1l]);
tfinal = 2xM_Plxeps;

/% sigui q = pfix + delta = vep =/
/% Busco un delta tq 1’error entre pfix + delta * vap * vep i P(q)
% sigui menor que le—14x/
test = 0;
delta = le—4;
err = 1.;
printf(” vap inestable: %27.161le \n”, vap );
printf(” vep inestable: %27.16le , %27.16le \n”, vep[0], vep[l] );
i=0;
while (err > le—14){
delta = delta=*0.9;

ql0] = pfix [0] 4+ delta * vep[O0];
q[l] = pfix [1] + delta * vep[1l];
qlineal [0] = pfix [0] + delta * vap * vep[0];
qlineal [1] = pfix[1] + delta * vap * vep[l];
pz [0] = q[0];
pz[1] = q[1];
pz[2] = 1.0;
pz[3] = 0.0;
pz[4] = 0.0;
pz[5] = 1.0;
/% Taylor =/
t = 0.0;

while (test=taylor_step_pendol( &t, pz, 1, 1, —16, —16, &tfinal , NULL, NULL,
NULL) = 0);

if(test = —1){
printf (”ERROR en taylor\n”);
break;

pq[0] = pz[0];
pq[l] = pz[1];
err = sqrt( pow(qlineal[0]—pq[0],2) + pow(qglineal[l]—pq[1l],2) );
printf (”%27.16le %27.16le \n”, err, delta);
it
}
printf(”iterdelta: %d\n”, 1i);
printf(” q: %27.16le , %27.161le \n”, q[0], q[l]);
printf(” ql: %27.16le , %27.16le \n”, qlineal [0], qlineal[1l]);

/% Ara podem considerar el segment entre q i glineal com a interval
* fonamental de la varietat.
* Iterarem un nombre de punts d’aquest segment per a trobar—la =/

/* Busquem la potencia de P que fa que el segment tingui imatges amb

* x negatives 1 positives (creui eix de les y)

Pasara quan la imatge de qlineal per una potencia de P tingui x positiva =/
pz[0] = pfix[0] + delta % vap * vep[0] ;

pz[1] = pfix[1] + delta * vap % vep[l] ;
pz[2] = 1.0;
pz[3] = 0.0;
pz[4] = 0.0;
pz[5] = 1.0;
i=0;
while (pz[0] <0.){

J++

/xTaylors*/
t = 0.0;

while (test=taylor_step_-pendol( &t, pz, 1, 1, —16, —16, &tfinal , NULL, NULL,
NULL) = 0){

if(test = —1){
printf (?ERROR en taylor\n”);
break;

}
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printf(” pot: %d \n”,j);
potencia = j;

)

/* Iterant ’potencia’ vegades P(z) ja trobem punts amb valors de x (pz[0])
positius
* Busquem els dos punts (a i b) tals que la seva imatge per ’'potencia’
iteracions de P(z)
* sigui mes propera a 0 tant pels positius com pels negatius */
pma[0] = —10;
pmb[0] = 10;
for (i=1; i<500; i++){
pz[0] = q[0] + delta % vap * vep[0] = i / 500;
pz[1] = q[1] + delta % vap * vep[l] * i / 500;
pma[0] = pmb[0];
pma[l] = pmb[1];
for (j=1; j<=potencia; j++){
pz[2] = 1.0;
3] = 0.0;
4] = 0.0;
] = 1.0;
/«Taylors/
t = 0.0;
while (test=taylor_step_pendol( &t, pz, 1, 1, —16, —16, &tfinal , NULL, NULL
» NULL) = 0){

if(test = —1){
printf (”ERROR en taylor\n”);
break ;
}
}
}
pmb[0] = pz[0];
pmb[1] = pz[1];
1f(pz[0]> 0.0){

/+*Hem trobat el punt que creua x=0.
Aquest i 1’anterior son els que busquem x/

b[0] = q[0] + delta * vap = vep[0] * 1 / 500;
b[1l] = q[l1] + delta % vap = vep[l] * i / 500;
a[0] = q[0] 4+ delta x vap * vep[0] * (i—1) / 500;
a[l] = q[1] + delta % vap % vep[l] =% (i—1) / 500;
break;
}
}
printf(” a: %27.16le , %27.16le \n”, a[0], a[l]);
printf ("pma: %27.16le , %27.16le \n”, pma[0], pma[l]);
printf(” b: %27.16le , %27.161lec \n”, b[0], b[1]);
printf(”pmb: %27.16le , %27.16le \n”, pmb[0], pmb[1]);
printf(” j: % \n”,potencia);
/+ Dades pel fitxer de sortida: =/
fprintf(fresul , ” %27.16le %27.16le \n”, eps, mu);
fprintf(fresul, 7 %d \n”,potencia);
fprintf (fresul , 7 %27.16le %27.16le \n”, a[0], a[l]);
fprintf (fresul , » %27.16le %27.16le \n”, b[0], b[1]);

fclose (fin);
fclose (fresul);
return 0;

programaz2.c
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/* Salvador Font i
Curs 2023 — 2024
Trobar 1’angle entre

Bergada

les separatius

Partint dels punts a i b trobats en el
metode de la secant ,
segment ab, tal que P pot(c)
"nulA-la”

Amb aixo i DP"pot(c), poderem calcular

*/

#include
#include
#include

tingui

<stdio .h>
<stdlib .h>
<math.h>

#include 7 taylor.h”

double mu, eps;

int main (void){

double
double
double

pz[6];

a[2], b[2], cl[2],
lambdal, lambda2,
double normvtl, normvt2;
int i, test, j, potencia;
char in[]="res.resulp2”;
FILE *fin;

c2 [2} ’

f1, f2, aux,

/% Obertura fitxers entrada i
fin = fopen (in, "r”);

/* Lectura dades fitxer de entrada =/
fscanf (fin, 7 %1f %lf”, &eps, &mu);
fscanf(fin, 7 %d”, &potencia);

fscanf (fin, 7 %lf %1f”, &al0], &a[l]);
fscanf(fin, 7 %lf %lf”, &b[0], &b[1]);
printf(” a: %27.161le
printf(” b: %27.161le
printf(”pot: %d \n” ,potencia);

, %27.161e \n”,

tfinal 2xM_Plxeps;

lambdal
lambda2

0.
= 1.

)
)

/* Metode de la secant x/

/* Busquem el lambda tq P"10(axlambda + bx(1—lambda))

while ( err > le—11){

trobarem un punt c,

vtan [2],
angle ,

, %27.16le \n”, b

programa?2.c, amb el

del
component x

1’angle

vtanfinal [2];
t, tfinal,

err 1;

sortida =/

(0], b[1]

sigui 0 =/

cl[0] = a[0]*(1.—lambdal) + b[0]x*(lambdal);
cl[1] = a[l]x(1.—1lambdal) + b[1l]*(lambdal);
c2[0] = a[0]*(1.—lambda2) + b[0]x*(lambda2);
c2[1] = a[l]x(1.—lambda2) + b[1l]*(lambda2);
/+ Calculem les seves imatges per P potencia x/
pz[0] = c1[0];
pz[1] = 1 [1];
pz[2] = 1.0;
pz[3] = 0.0;
pz[4] = 0.0;
pz[5] = 1.0;
for (j=1; j<=potencia; j++){
/*Taylor=/
t = 0.0;
while (test=taylor_step_pendol( &t, pz, 1, 1, —16, —16, &tfinal , NULL, NULL
» NULL) = 0){
if(test = —1){

printf (”ERROR en taylor\n”);
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}
}
f1 = pz[0];
pz[0] = c2[0];
pz[1] = e2[1];
pz[2] = 1.0;
pz[3] = 0.0;
pz[4] = 0.0;
pz[5] = 1.0;
for (j=1; j<=potencia; j++){
/«Taylors/
t = 0.0;
while (test=taylor_step_pendol( &t, pz, 1, 1, —16, —16, &tfinal , NULL, NULL
, NULL) = 0){
if(test = —1){
printf (”ERROR en taylor\n”);
break ;
}
}
}
f2 = pz[0];
aux = lambda?2;
lambda2 = aux — f2x*(aux—lambdal) / (f2—f1);
lambdal = aux;

err = fabs(f2);
}
printf(” lambda fnal: %27.16le \n”, aux);
printf(” c: %27.16le , %27.16le \n”, c2[0], c2[1]);
printf(” pc: %27.16le , %27.16le \n”, pz[0], pz[l]);

/#* Busquem el vector tangent a la varietat en x=0 */
/* En ¢ es b—a: x/

vtan [0] = b[0]—a[0];

vtan[1l] = b[l]—a[l];

normvtl = sqrt(pow(vtan[0], 2) + pow(vtan[1l], 2));

/* En P"potencia(c) es DP"potenciax(b—a) x/
vtanfinal [0] = pz[2] * vtan[0] + pz[3] * vtan[1l];
vtanfinal [1] = pz[4] % vtan[0] + pz[5] * vtan[1];
normvt2 = sqrt(pow(vtanfinal [0], 2) + pow(vtanfinal[l], 2));

printf(” DP vtani\n 7);
printf(” %27.16le , %27.16le | %27.16le \n”, pz[2], pz[3], vtan[0]);
printf(” %27.16le , %27.16le | %27.16le \n”, pz[4], pz[5], vtan[1l]);

printf(” vtan: %27.16le , %27.16le \n”, vtanfinal[0], vtanfinal[1l]);

angle = atan(vtanfinal [1] / vtanfinal [0]);
angle = 2.0 * angle;

printf(” angle : %27.16le \n”, angle);
printf(” angle formula: %27.16le \n”, (M_PI/(2xeps))=*(mu/cosh(M_PI/(2xeps))));

printf(” la norma del vtan s’ha multipicat per: %27.16le \n”, normvt2/normvtl);

fclose (fin);

return 0;

programag.c
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Angle entre separatius amb parametritzacié de la varietat

Per a calcular ’angle entre separatius fent una parametritzacié de la varietat, també
s’han realitzat 3 programes. Els que es presenten a continuacié sén els que implementen
Paritmetica de quadruple precisié (float128) i sén analegs als que treballen amb aritmetica
de doble precisié. Per a obtenir el resultat per al valor de € desitjat, només cal modificar-lo
en el primer programa, els altres dos no requereixen cap modificacié.

Aquests programes necessiten de dos integradors diferents. Un per a les equacions:

extern MYFLOAT mu, eps; /* declare some external vars x/

/* Sistema del pendol =/
diff(x,t) = y;
diff (y,t) = — sin(x) + mu * sin(t/eps);

/* Variacionals respecte condicio inicial =/
diff(a,t) = c;

diff(b,t) = d;
diff(c,t) = — cos(x) * a;
diff(d,t) = — cos(x) * b;

Equacions

I un altre que, a part d’integrar les equacions del sistema, realitza els calculs del jet
transport:

extern MYFLOAT mu, eps; /+ declare some external vars x*/
/* Sistema del pendol x/

diff(x,t) = y;

diff(y,t) = — sin(x) + mu * sin(t/eps);

jet x,y symbols 1 deg 30;

Equacions i jet

Aquests sén els tres programes.

/* Salvador Font i Bergada
Curs 2023 2024
Trobar punts fixos i analitzar la seva estabilitat

*/

#include <stdio.h>

#include <stdlib .h>

#include <math.h>

#include <quadmath.h>

#include ”taylor.h”

__float128 mu, eps;

int main (void){
__float128 t, tfinal;

__float128 err, precNewton = le—32q, det, detx, dety, tr, discriminant;
__float128 vapl, norm;
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int parada = 0, test, iterNewton=0, ij;
__float128 z[2], pz[6], zpost[2], vep[2];
__float128 DP[2][2];

char resul[]="res.resulpl”;

char buf[128];

FILE xfresul;

/% Obertura fitxer sortida =/
fresul=fopen (resul ,”wb”);
if (fresul = NULL) {puts(”no puc obrir prova.res per escriure”); exit(1);}

/«Parametres x*/
eps 1.0q/32.0q;
mu = eps*eps;

/* Condicions inicials x/
zpost [0] = —M_PIq;
zpost [1] = 0.0q;

tfinal = 2.0gxM_Plgxeps;
/* Metode NEWTONsx /

while (parada = 0){
iterNewton++;

/* Taylor x/
while (test=taylor_step_pendol( &t, pz, 1, 1, —34, —34, &tfinal , NULL, NULL,
NULL) = 0);

if(test = —1){
printf (”ERROR en taylor\n”);
break;

}

DP[0][0] = pz[2];

DP[0][1] = pz[3];

DP[1][0] = pz[4];

DP[1][1] = pz[5];

/* Solucio sistema 2x2 — Cramerx/

det = ((DP[0][0] —1.0q)*(DP[1][1] ~1.0q)) — (DP[0][1]«DP[1][0]);
detx = ((2[0]—pz[0]) +(DP[1][1] ~1.04)) — (DP[0][1](#[1]—pz[1]));
dety = ((DP[0][0] —1.0a)*(z[1]—pz[1])) — ((2[0]-pz[0])+DP[1][0]) ;
zpost [0] = z[0] + (detx / det);

zpost [1] = z[1] + (dety / det);

/* Criteri Parada x/
: err = sqrtq ((z[0] —zpost[0]) *(z[0] —zpost [0]) + (z[l]—zpost[1])*(z[l]—zpost[1])
7if(err < precNewton) {
parada = 1;
}
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printf(” Newton Iter: %d \n”, iterNewton);

printf(” Punt fix: (7);

quadmath_snprintf(buf, sizeof(buf), ”"%35.30Qf” ,zpost [0]) ;
printf (?%s, 7 ,buf);
quadmath_snprintf(buf, sizeof(buf), ”%35.30Qf” ,zpost [1]) ;
printf (”%s )\n” ,buf);

/* Estudiem la estabilitat de 1’orbita x*/
/* Busquem els vaps de DP(z)=x/

det = DP[0][0]«DP[1][1] — DP[0][1]«DP[1][0];
tr = DP[0][0] + DP[1][1];

discriminant = trxtr — 4.0qgxdet ;

if (discriminant < 0.0q){
printf(” El punt fix trobat NO es inestable \n”);
exit (1);

/% Trobem els veps de DP(z) en el cas del equilibri inestable:
*+ Coneixem els vaps vapl i vap2 aleshores,

* v;}pi = ( -DP[O][1] , DP[O][0] — vapi )
vapl = (tr + sqrtq(tr*tr — 4.0q*det))/2.0q;
vep [0] = —(-DP[0][1]) ;

vep[1] = —(DP[0][0] — vapl);

/+*Normalitzem el vepx/
norm = sqrtq(vep[0]*xvep[0] + vep[l]*vep[1l]);
vep [0] = vep[0] / norm;
vep[1l] = vep[l] / norm;

printf(” Vap inestable: 7);
quadmath_snprintf(buf, sizeof(buf), ”%35.30Qf” ,vapl);
printf (”%s\n” ,buf);
printf(” Vep inestable: ;
quadmath_snprintf(buf, sizeof(buf), ”?%35.30Qf” ,vep[0]) ;
printf(?%s, 7 ,buf);
quadmath_snprintf(buf, sizeof(buf), ”"%35.30Qf” ,vep[1]);
printf ("%s )\n” ,buf);

”

/+* Dades pel fitxer de sortida: =/

fwrite(&eps,sizeof (__float128),1,fresul);
fwrite(&mu, sizeof (_-_float128),1,fresul);
fwrite(&zpost [0], sizeof (__float128),1,fresul);
fwrite(&zpost [1],sizeof (__float128),1,fresul);
fwrite(&vapl, sizeof (__float128) ,1,fresul);
fwrite(&vep [0] , sizeof (__float128) ,1,fresul);
fwrite(&vep[1], sizeof (-_float128),1,fresul);
fwrite(&DP[0][0] , sizeof (__float128),1,fresul);
fwrite(&DP[0][1],sizeof(_-_-float128),1,fresul);
fwrite(&DP[1][0] , sizeof(_-_float128),1,fresul)
fwrite(&DP[1][1], sizeof(_-_-float128) ,1,fresul)

)
)

)

fclose (fresul);
return 0;

programal.c
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/* Salvador Font i Bergada
Curs 2023 — 2024
Calcular coeficients parametritzacio

*/

#include <math.h>
#include <stdio.h>
#include <stdlib .h>
#include <quadmath.h>

#include 7 taylor_pdj.h”
__float128 mu,eps;
void sistema (-_-floatl128 M[2][2], --floatl28 a[2], __floatl28 b[2]);

int main(void)
{
int i, j, ordre;
__float128 t, tf, vap, det, detx, dety;
__float128 x[2], A[2][31], pfix[2], vep[2], DP[2][2], M[2][2], b[2], a[2];
MY_JET xjet [2]; /x declarar el vector de 2 jets x/
char in[]="res.resulpl”, resul[]="res.resulp2”;
char buf[128];
FILE *fin, *xfresul;

taylor_initialize_jet_library (); /* inicialitzar la llibreria de jets x/
taylor_initialize_jet_variable(xjet); /*xinicialitzar variables x/
taylor_initialize_jet_variable (xjet+1); /«inicialitzar variables x/

/% Obertura fitxers entrada i sortida x/
fin=fopen (in,”rb”);

if (fin = NULL) {puts(”no puc obrir prova.res per llegir”); exit(1);}
fresul=fopen (resul ,”wb”);
if (fresul = NULL) {puts(”no puc obrir prova.res per escriure”); exit(1);}

/* Lectura dades fitxer entrada =/

fread (&eps, sizeof (-_-float128),1,fin);
fread (&mu, sizeof (__float128) ,1,fin);
fread &pflx[ ],sizeof(--float128),1,fin);

(

(
fread (&pfix [1],sizeof(-_float128) ,1,fin);
fread (&vap, S17eof(__f10at128),1,f1n)
fread (&vep [0] , sizeof (_-_float128) ,1,fin);
fread(&vep[1],sizeof(-_float128),1,fin);
fread(&DP[O][O] , bueof(__float128) ,1,fin);
fread (&DP[0][1] , sizeof(-_float128),1,fin);
fread (&DP[1][0] , sizeof (--float128),1,fin);
fread(&DP[l][l],slzeof(__floatl28),l,fin)7

/* Primers coeficients x*/
A[0][0] = pfix [0];
A[1][0] = pfix [1];

A[O][1] = vep[O];
A[T][1] = vep[1];

for (ordre = 2; ordre < 31; ordre++){

/% Amb la crida a la seguent funcio escollim el grau al que anem a
treballar , amb un maxim igual al que hem posat al fitxer
pendol.eq (es a dir, 30). Aquest valor anira variant mentre usem
el metode de la parametritzacio.

*/

taylor_set_jet_variable_degree (ordre);

for (j=0; j<2; j++)

for (i=0; i<ordre; i4++){
xjet [j][1 ]—A[]][ ];5  /x termes constants del jet x/
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xjet [j][ordre]=0.0q;

x[0]= pfix [0];
x[1)= ptix [1];

t=0.0q;

tf=2.0gxM_Plg*eps;

while (taylor_step_pdj(&t,x,1,1,—34,—34,&tf ,NULL,NULL, xjet )==0);

/* Hem de resoldre (DP(pfix) — vap ordre % Id) a_ordre = — xjet_ordre
* per a trobar els components columna _ordre. de la matriu A =/
/* Solucio sistema 2x2 x/

M[0][0] = DP[0][0] — powq(vap, ordre);
M[0][1] = DP[O][1];

M[1][0] = DP[1][0];

M[1][1] =DP[1][1] — powq(vap, ordre);
b[0] = —xjet [0][ordre];

b[1l] = —xjet [1][ordre];

sistema (M, a, b);

[ordre] = a[0];
=a[l];

o
=
(oW
=
@
I

/+* Impresio resultats */
fwrite(&eps,sizeof(_-_-float128) ,1,fresul);
fwrite(&mu, sizeof (__float128) ,1,fresul);
fwrite(&vap,sizeof(__-float128) ,1,fresul);

for (i=0; i<31; i++){
for (=05 1 <2 j 4+
quadmath_snprintf(buf, sizeof(buf), ”"%35.30Qe” ,A[j][i]);
printf (”%s\n” ,buf);
fwrite(&A[j][i],sizeof (__float128),1,fresul);

printf(”\n”);
}

fclose (fin);
fclose (fresul);

return 0;

}
/+ funcio que resol un sistema 2x2 per Cramer x/
void sistema (-_-float128 M[2][2], _-floatl28 a[2], __-floatl28 b[2]){
__float128 detx, dety, det;
det = M[OJ[0] * M[1][1] — M[O][1] * M[1][0];
detx = b[0] * M[1][1] — M[0][1] = b[1];
dety = M[0][0] * b[1] — b[0] * M[1][0];
a[0] = (detx / det);
a[l] = (dety / det);
}
programaz2.c
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/* Salvador Font i Bergada
Curs 2023 — 2024
Calcular Angle entre separatius

Trobar varietat inestable
(u0 i alpha tq. K(u0) i K(alpha) son extrems de
1’interval fonamental)
Trobar la potencia de P que trasllada aquest interval a
intersecar 1’eix x=0
Trobar dos punts dins aquest interval , relativamet propers,
amb imatges per P pot a banda i banda de 1’eix x=0.
Despres aplicar el metode de la secant per a
refinar aquests valors
Amb aixo i DP"pot(c), poderem calcular 1’angle
Fem tambe un test per a la component d’ordre 2 de la
parametritzacio de la varietat
*
/

#include <math.h>
#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <quadmath.h>

#include ”taylor_pdj.h”
#include 7 taylor.h”

void K(_-_float128 Ku[2], -_floatl128 A[2][31], __floatl28 u, int grau);
void dK(_-_float128 Ku[2], __float128 A[2][31], __floatl128 u, int grau);

)

__float128 mu,eps;

int main(void)
{
int i, j, p, ordre = 30, potencia;
__float128 t, tf, vap, u0, alpha, u, ua, ub, norml, norm2, angle;
__float128 lambdal, lambda2, fl1, f2, aux, err = 1., alpha2;
__float128 x[2], A[2][31], Ku0[2], KvapuO[2], Ku[2], dKu[2];
__float128 pz[6], vtanfinal [2];
MYJJET xjet [2]; /* declarar el vector de 2 jets x/
char in[]="res.resulp2”;
char buf[128];
FILE *fin;

taylor_initialize_jet_library (); /* inicialitzar la llibreria de jets
taylor_initialize_jet_variable(xjet); /*xinicialitzar variables x/
taylor_initialize_jet_variable (xjet+1); /«inicialitzar variables x/

/* Obertura fitxers entrada i sortida x/
fin=fopen (in,”rb”);
if (fin = NULL) {puts(”no puc obrir prova.res per llegir”); exit(1l);}

/% Lectura dades fitxer de entrada =/
fread (&eps, sizeof (_-_float128),1,fin);
fread (&mu, sizeof (-_float128) ,1,fin);
fread(&vap, sizeof (__float128),1,fin);

for (i=0; i<31; i++){

for (j=0; j<2; j++){
fread (&A[j][i],sizeof(-_float128),1,fin);
}

/* Busco u tq ||A30%xu”30|| <= le—32
* em quedo amb la cota alpha tq |u|<= alphax/

alpha = —32.0q — loglOq(sqrtq(A[0][30]*A[0][30] + A[1][30]«A[1][30]));
alpha = alpha / 30.0Q;
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alpha = powq(10.0q, alpha);

alpha2 = —32.0q — loglOq(sqrtq(A[0][29]*A[0][29] + A[1][29]«A[1][29]));
alpha2 = alpha2 / 29.0Q;
alpha2 = powq(10.0q, alpha2);

if (alpha2 < alpha){
alpha = alpha2;
}

u0 = alpha / vap;

K(Ku0, A, u0, 30);
K(KvapuO, A, alpha, 30);

printf(” Interval fonamental (u): [ 7);

quadmath_snprintf(buf, sizeof(buf), ”"%35.30Qe” ,ul);
printf (?%s, ”,buf);

quadmath_snprintf(buf, sizeof(buf), ”"%35.30Q¢” ,alpha);
printf (”%s ]J\n\n” ,buf);

taylor_set_jet_variable_degree (0);

tf=2.0qxM_Plg*eps;
while (taylor_step_pdj(&t,x,1,1,—34,—34,&tf ,NULL,NULL, xjet )==0);

printf(”err P(K(u-0)) — K(alpha): 7);
quadmath_snprintf(buf, sizeof(buf), ”%35.30Qe” ,sqrtq ((x[0] —Kvapu0[0]) *(x[0] —
Kvapu0[0]) + (x[1]—KvapuO[1]) *(x[1]—Kvapu0[1])));

printf (?%s\n\n” ,buf);

/* A partir d’aqui, puc utilitzar K(u) amb u de [u0, alpha] com a interval
fonamental
x 1 procedir a buscar 1’angle de tall entre les separatius x/

/*Busquem la potencia de P que fa que l’interval tingui imatges amb
* x negatives 1 positives (creui eix de les y)
x Pasara quan la imatge de K(alpha) per una potencia de P tingui x positiva x/

K(Ku, A, alpha, 30);

p=0;

x[0]=Ku[0];

<[1)=Ku[1]

while (x[0]<0.q9){
p++;
xjet [0][0]=x[0];
xjet [1][0]=x[1];
t=0.0q;

tf=2.0qgxM_Plg*eps;

while (taylor_step_-pdj(&t,x,1,1,—34,—34,&tf ,NULL,NULL, xjet )==0);
}
potencia = p;
printf(”potencia: %d\n”, potencia);

/+ Busquem els dos punts (K(ua) i K(ub)) de 1’interval fonamental
tals que la seva imatge per ’potencia’ iteracions de P(z)
sigui mes propera a 0 tant pels positius com pels negatius */
ub = u0;
for (i=1; i<50; i++){
u = u0 + (alpha — u0) * i / 50.0q;
K(Ku, A, u, 30);
aux = x[0];
x[0]=Ku[0];
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x[1]=Ku[1];
ua = ub;
ub = u;
for (j=1; j<=potencia; j++){
xjet [0][0]=x[0];
xjet [1][0]=x[1];
t=0.0q;
tf=2.0qxM_Plg*eps;
while (taylor_step_pdj(&t,x,1,1,—34,—34,&tf ,NULL,NULL, xjet )==0);

}

if(x[0]> 0.0){
/+*Hem trobat el punt que creua x=0.
Aquest i 1’anterior son els que busquem =x/
break;

printf(” Interval reduit: [ 7);

quadmath_snprintf(buf, sizeof(buf), ”%35.30Qe” ,ua);
printf ("%s , 7 ,buf);

quadmath_snprintf(buf, sizeof(buf), ”%35.30Qe” ,ub);
printf ("%s ]J\n\n” ,buf);

printf(” Component x imatges per P pot dels extrems de 1’interval: \n”);
quadmath_snprintf(buf, sizeof(buf), ”"%35.30Qe” ,aux);

printf(” %s , 7 ,buf);
quadmath_snprintf(buf, sizeof(buf), ”%35.30Qe” ,x[0]) ;

printf (?%s \n\n” ,buf);

/* Metode de la secant x*/
/* Busquem el lambda tq P"potencia(K(ua*(1.0g—lambda) + ubx(lambda))) sigui 0 x*/
lambdal = 0.0q;
lambda2 = 1.0q;
while ( err > 1e—30q){
K(Ku, A, uax(1.0g—lambdal) + ub*(lambdal), 30);

/#* Calculem les seves imatges per P potencia x/
x[0] = Ku[0];
x[1] = Ku[l];
for (j=1; j<=potencia; j++){
xjet [0][0]=x[0];
xjet [1][0]=x[1];
t=0.0q;
tf=2.0qxM_Plg*eps;
while (taylor_step_pdj(&t,x,1,1,—34,—34,&tf ,NULL,NULL, xjet )==0);

u = uax*(1.0g—lambda2) + ubx(lambda2);
K(Ku, A, u, 30);
x[0] = Ku[0];
x[1] = Ku[l];
for (j=1; j<=potencia; j++){
xjet [0][0]=x[0];
xjet [1][0]=x[1];
t=0.0q;
tf=2.0gxM_Plgxeps;
while (taylor_step_-pdj(&t,x,1,1,—34,—34,&tf ,NULL,NULL, xjet )==0);

f2 = x[0];
/ *
printf(” lambdal:”);
quadmath_snprintf(buf, sizeof(buf), "%35.30Qe” ,lambdal) ;
printf("%s\n” ,buf);
printf(” f1:7);
quadmath_snprintf(buf, sizeof (buf)
printf(”%s\n” ,buf);
printf(” lambda2:”);

?%35.30Qe” , f1) ;
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quadmath_snprintf(buf, sizeof(buf), "%35.30Qe” ,lambda2) ;
printf("%s\n” ,buf);
printf(” f2:7);
quadmath_snprintf(buf, sizeof(buf), "%35.30Qe”,f2);
printf("%s\n” ,buf);

*/

aux = lambda?2;

lambda2 = aux — f2x*(aux—lambdal) / (f2—f1);
lambdal = aux;

err = fabsq(f2);

}
/* Final metode sacant s/
printf(” secant_-resul(u): \n”);

quadmath_snprintf(buf, sizeof(buf), ”%35.30Qe” ,u);
printf (?%s\n\n” ,buf);

K(Ku, A, u, 30);
printf(”x P pot(K(u-0)) : 7);

quadmath_snprintf(buf, sizeof(buf), ”%35.30Qe” ,x[0]) ;
printf ("%s\n\n” ,buf);

/* Angle x/
/+ Calcul DP"potencia x*/
p2[0] = Ku[0];
pr1] = Ku[1];
pz[2] = 1.0q;
pz[3] = 0.0q;
pz[4] = 0.0q;
pz[5] = 1.0q;
for (j=1; j<=potencia; j++){

/«Taylor amb DPx/
t = 0.0q;
tf=2.0gxM_Plg*eps;
while (taylor_step_pendol ( &t, pz, 1, 1, —34, —34, &tf, NULL, NULL, NULL) =—
0);
}

/* Vector tangent al punt de sortidax/
dK(dKu, A, u, 30);
norml = sqrtq(dKu[0]+*dKu[0] + dKu[1l]+*dKu[1]) ;

/* Vector tangent a 1’arribada =/
vtanfinal [0] = pz[2] % dKu[O0] 4 pz[3] * dKu[l];
vtanfinal [1] = pz[4] * dKu[O0] + pz[5] * dKu[l];
norm2 = sqrtq(vtanfinal [0]* vtanfinal [0] + vtanfinal[1]*vtanfinal[1]);

angle = atanq(vtanfinal[1] / vtanfinal[0]);
angle = 2.0q * angle;

printf(” eps: 7);
quadmath_snprintf(buf, sizeof(buf), ”%35.30Qe” ,eps);
printf (?%s\n\n” ,buf);

printf(” Angle: 7);
quadmath_snprintf(buf, sizeof(buf), ”%24.16Qe” ,angle);
printf (?%s\n\n” ,buf);
printf(” Angle teoric: 7);
quadmath_snprintf(buf, sizeof(buf), ”%24.16Qe” ,(M_Plq/(2.0q*eps) ) *(mu/coshq (
M_PIq/(2.0qxeps))));
printf (?%s\n\n” ,buf);

printf(” la norma del vtan s’ha multipicat per: 7);
quadmath_snprintf(buf, sizeof(buf), ”%35.30Qe” ,norm2/norml) ;
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printf (”?%s\n\n” ,buf);

/* TEST per a verificar els components d’ordre 2 de la parametritzacio
el resultat , errA/errB, hauria de ser 2°3 = 8 %/
alpha = 1.0q;
__float128 errA = 1, errB;
while (errA > le—5q){
alpha = alpha * 0.99q;
K(Ku0, A, alpha, 2);
K(KvapuO, A, alphaxvap, 2);

tf=2.0gxM_Plgxeps;
while (taylor_step-pdj(&t,x,1,1,—34,—34,&tf ,NULL,NULL, xjet )==0);

errA = (x[0] —Kvapu0[0]) *(x[0] —Kvapu0 [0]) + (x[1]—KvapuO[1]) =(x[1]-Kvapu0[1]);
errA = sqrtq(errA);

}

K(Ku0, A, alpha/2.0q, 2);
K(Kvapu0, A, alphaxvap/2.0q, 2);

x[0]=Ku0[0];

x[1]=Ku0[1];

xjet [0][0]=x[0];

xjet [11[0]=x[1];

t=0.0q;

tf=2.0qgxM_Plg*eps;

while (taylor_step_-pdj(&t,x,1,1,—34,—34,&tf ,NULL,NULL, xjet )==0);

errB = (x[0] —Kvapu0[0]) *(x[0] —KvapuO[0]) + (x[1]—KvapuO[1]) *(x[1] —KvapuO[1]);
errB = sqrtq(errB);

printf(” errA/errB: 7);
quadmath_snprintf(buf, sizeof(buf), ”%35.30Qe” ,errA/errB);
printf (?%s\n” ,buf);

fclose (fin);

return 0;

/+ Funcio que retorna el valor de K(u) fins a un cert grau x/

void K(_-_float128 Ku[2], _-_float128 A[2][31], __floatl28 u, int grau){
int i;

/% Avaluacio amb Horner x/

Ku[0] = A[0][grau];

Ku[1] = A[1][grau];

for (i=grau—1; i>=0; i—){
Ku[0] = A[0][i] + Ku[0] * u;

Ku[l] = A[1][i] 4+ Ku[l] * u;
}
}
/+* Funcio que retorna el valor de K’(u) fins a un cert grau x/
void dK(--float128 Ku[2], -_float128 A[2][31], __-floatl28 u, int grau){
int i;

/* Avaluacio amb Horner s/
Ku[0] = grau = A[0][grau];
Ku[l] = grau = A[1l][grau];
for (i=grau—1; i>=1; i—){
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programad.c
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