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Abstract

This project studies the following problem: If the eigenvalues of two Hermitian matrices
are known, we want to find the eigenvalues of the sum of these two matrices. The necessary
conditions that we will find are inequalities between the different eigenvalues. Horn’s
conjecture says that these necessary conditions are, in fact, sufficient.

Resum

Aquest treball estudia el problema segiient: Coneguts els valors propis de dues matrius
Hermitiques, volem trobar els possibles valors propis de la suma d’aquestes dues matrius.
Les condicions necessaries que trobarem sén desigualtats entre els diferents valors propis.
La conjectura de Horn ens diu que aquestes condicions necessaries sén, de fet, suficients.
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Introduccio

En l'extens camp de les matematiques, certs problemes i conjectures han perdurat en el
llarg del temps, entre elles, es troba la conjectura de Horn.

El nom de la conjectura ve donat pel matematic america Alfred Horn (17 de Febrer
de 1918 - 16 d’Abril de 2001). Va enunciar la conjectura I’any 1962, i no va ser demos-
trada fins a prop de I'any 2000 per A. A. Klyachko, A. Knutson i T. Tao ([7], [8]), i els
seus resultats van ser resumits per W. Fulton ([3]).

L’objectiu d’aquesta memoria és enunciar i demostrar la conjectura de Horn per ma-
trius de tamany més petit o igual a 4.

La conjectura de Horn neix de la seglient pregunta:

Qué es pot dir dels valors propis de la suma de dues matrius Hermitiques (o reals
simetriques), en termes dels valors propis dels sumands?

Es a dir, si tenim matrius A, B € C™*" Hermitiques, amb valors propis «q,...,qy,,
b1, - .., Bn respectivament, i denotem per 1, .. ., ¥, els valors propis de A+ B, la pregunta
seria:

Qué podem dir de v en termes de o i B¢

Aquesta pregunta va ser originalment un problema d’algebra lineal, perd es va resol-
dre utilitzant altres camps de les matematiques com la geometria algebraica, geometria
simplectica i combinatoria. El problema també esta relacionat amb la interseccié de varie-
tats Schubert, entre d’altres temes. Pero, els matematics que treballaven en la conjectura
de Horn en aquell temps, no estaven familiaritzats amb el calcul de Schubert i van de-
mostrar casos especials de les desigualtats utilitzant només 1’algebra lineal.

En aquest projecte ens centrarem principalment en estudiar 'article de Horn ([4]), en
el qual, va plantejar una conjectura general, on diu que: una condicié necessaria i su-
ficient per tres seqiiéncies de nombres reals, ordenades de manera decreixent, tals que
aquestes son valors propis de tres matrius Hermitiques, on una és la suma de les altres
dues, és que aquestes seqiiencies han de satisfer un conjunt de desigualtats.

El primer resultat el va donar H. Weyl al 1912, va trobar un conjunt de desigualtats
anomenades desigualtats de Weyl (Capitol 1). Amb aquest primer resultat, podrem es-
criure un petit exemple per un cas particular amb matrius d’ordre 2. Tot i aixo, amb el
que haurem vist en aquest punt del treball encara no tindrem la certesa d’haver trobat



tots els possibles valors propis de la matriu que resulta de fer la suma de les dues matrius
Hermitiques, més endavant veurem que si que sén tots (Capitol 3).

A continuacié, K. Fan, va trobar les anomenades desigualtats de Fan i V. B. Lidskii i H.
Wielandt, les desigualtats de Lidskii-Wielandt (Capitol 2). Aquests resultats ens perme-
tran veure un exemple d’un cas particular per matrius d’ordre 3, pero, igual que en el cas
n = 2, no sabrem fins més endavant si hem trobat totes les possibilitats o només unes
quantes.

Les desigualtats de Weyl, Fan i Lidskii-Wielandt sén totes de la mateixa forma:

ZWC SZO@-FZ@‘, (0.1)

keK iel jeJ

on I, J i K son subconjunts de {1,2,...,n} amb el mateix cardinal.

Davant d’aquest fet, ens preguntem si totes les desigualtats que relacionen les tres seqiiencies
de valors propis sén d’aquesta forma i comencem a investigar-ho (Capitol 8). Per fer-ho,
definirem el segiient:

Siguin I = {1 <3 <ig < - <ip <np, J={1<j <jo<: -+ <jpr<n}i
K:{1§k1<k’2<---<k‘7«§n}.

e Anomenem S)” al conjunt de seqiiencies d’enters (I, J, K), que representen els subindexs
dels valors propis «, 8 i« tals que es satisfa (0.1).

e Anomenem 77" al conjunt de seqiiencies d’enters (I, J, K), tal que:

(1) (il;jl;kl)eT{Lsilgilgn,1§j1§n,1§k1§nii1+j1:k1+1.

(2) (ila"'air;jlv"'ajT;klv"'akT) S Tyzl si 1 < Z.1 < - < ir < n, 1 < jl <
< g S 1<k <<k < nidi Al gy =
ke 4y + T

(3) Tenim ty, ++ - +iy,+Jo, ++ +iv, < kwy+-- '—i—kws—i—s(s;l), quan (u;v;w) € T,
pertot 1 <s<r—1.

Veurem que 77" C S} per r = 1,2,3. Tot i que, el reciproc no és cert, és a dir, no totes
les desigualtats que compleixen els valors propis estan a 7;".
Ara, definim E i F:

e Definim E com el conjunt de v = (v1,...,7,) tals que y4 > -+ > 7,, 1 v és la
seqiiencia de valors propis de

diag(ay,...,an) + U"diag(By,. .., Bn)U,
on U € C™*" és una matriu unitaria qualsevol.
e F és el conjunt de (v1,...,7,) amb v > -+ >, tals que
Nt Fwm=at B+ B,
Yoy + Ve S+ + By o+ By

on (I,JJK)eT?, 1<r<mn-—1.

Amb aquestes definicions, Horn diu que 7" C S} és equivalent a £ C F. Finalment,
veurem que F' C E i per tant, que £ = F.



Notacid i preliminars

Primerament, recordem algunes definicions de conceptes i fixem la notacié que utilitzarem.

Denotem per C"*" el conjunt de matrius n x n de nombres complexos.

Definicié 0.1. Diem que A € C™*™ és una matriv Hermitica si compleix que A = A*,
on A* és la matriu transposada conjugada.?
Si A € R"™", és a dir, la part imaginaria de A és 0, aleshores A = A?.

Definicié 0.2. Diem que U € C"*™ és unitaria si
U'U =U0U" = Id,,

on Id, € C"" és la matriu identitat 1 U* la transposada conjugada de U.
La matriu U € R™"™ és ortogonal si la seva inversa coincideiz amb la seva transposada,
és a dir, U=t = U,

Recordem algunes propietats espectrals de les matrius Hermitiques:

1. Valors propis reals: Totes les matrius Hermitiques tenen valors propis reals. Si
A € C™*™ és Hermitica, llavors té n valors propis reals.

2. Vectors propis ortonormals: Les matrius Hermitiques tenen una base de vectors
propis ortonormals.

3. Teorema Espectral: Tota matriu Hermitica A € C"*™ és diagonalitzable mit-
jancant una matriu unitaria. Es a dir, existeix una matriu U unitaria tal que
UAU* = D, on D és la matriu diagonal que conté els valors propis reals de A.

En quant a notacio, fixem el segiient:

e Denotem per (x,y) = z*y el producte escalar usual de dos vectors, on x* denota el
transposat conjugat del vector x.

e Denotem per ||z|| = /(x,x) la norma vectorial de z.

2La matriu transposada conjugada d’una matriu A és una matriu A*, obtinguda prenent la transposada
de A i després prenent el conjugat complex de cada entrada de la matriu, és a dir, canviant de signe les
parts imaginaries pero no les parts reals.






Capitol 1

Primeres desigualtats associades
al problema de Horn

Siguin A, B i C' € C"™*" Hermitiques, on C = A + B. Denotem els valors propis de A, B
i C com:

a=(ag,...,qn) amb oy > ag > -+ > g,

B=(B1,...,0n) amb f; > o > -+ > B, i
Y= (V1y.-,Yn) amb 1 > y9 > - >y,

respectivament.

Coneguts els valors propis de A i B, volem saber quins sén els possibles valors propis
de C.
La primera relacié entre els valors propis «, 8 i v ve donada per la propietat

tr(A+ B) =tr(A) + tr(B),

on tr() denota la traca d’una matriu. Sabem que la traca d’una matriu coincideix amb
la suma dels seus valors propis, per tant:

tr(A) = a1 +---+ay

tr(B):ﬁ1+..,_|_ﬁn}:>tT(C)=tT(A+B):a1+-..+an+lgl+...+ﬁn.

Hem trobat doncs una primera relacié entre els valors propis de A, B i C:
n n n
S =Y+ s i
i=1 i=1 i=1

1.1 Desigualtats de Weyl

En aquesta seccié veurem la definicié de rang numeric d’una matriu i propietats que
aquest satisfa. La qual cosa ens permetra trobar desigualtats entre els valors propis, que
juntament amb el Principi min-max i el Principi de monotonia de Weyl, ens permetran
obtenir les desigualtats de Weyl.



Definicié 1.1. Sigui A € C"*". Definim el seu rang numeric, W(A), com el conjunt:

W(A) = {2* Az | z € C™ ||z = 1}.

Teorema 1.2. ([6]) Donada A € C"*", W(A) és invariant per transformacions unitaries.

Demostracié. Si U € C™™ unitaria (U* = U~!), tenim que:

aceW(A) <= a=a"Ax =2"U(U"AU)U"x.

Definim y = U*z, aleshores com que ||z|| = 1 i U unitaria, tenim que ||y|| = 1 i podem

escriure a = y*(U*AU)y i aixi doncs tenim que

a € W(A) <= acW(U"AU).

O

Teorema 1.3. ([6]) Sigui H € C"*™ Hermitica amb valors propis a1 > ag > +++ > Qu,.

Llavors es satisfa que W(H) = [o, a1].

Demostracio. Pel Teorema 1.2 podem suposar que

a1 0 0
g=|" @ € Cvm,

SO

0 0 «ap

: nx1 : * — N . — s — n
Per tant, si z € C"*" tenim a*Hx = )| Tjoga; = > 0| ;T =

Jj=1 J

Posant &; = |zj| podem veure que com que ||z[|? =1 = ||z||* = |z1]? + 22|+ +|zn]* =

€2 4+ ... 4+ €2 =1, aleshores

n
Yo <ailéf 4+ &) = ai,
j=1

n
i > an( +-+E) = an.
j=1

Hem vist que W(H) = (an, 1), perd volem veure que 'interval és tancat. En efec-
te, ay € W(H), per x = (1,0,...,0)! aleshores a; = zHz* i ||z|| = 1. Analogament,
a, € W(H) agafant z = (0,...,0,1)!, es satisfA o, = xHz* i ||z|]| = 1. Per tant, en

particular tenim

Q1 = MaT g =1 (T, Az)

Qn = MiN||z|=1 (T, AT).

(1.2)

(1.3)



Utilitzant el Teorema 1.2 i les equacions (1.2) i (1.3), tenim que:
Y1 = Max|g=1 (T, Cz) = maz =1 (z, (A + B)z) <
< Maz ||y =1 (7, Ar) + maz |, =1 (v, Bx) =
=a+ 5=
=7 < a1+ B (1.4)

Yo = Nz =1(x, Cx) = min|z = (v, (A + B)z) >
> Min||z|=1(z, Az) + min |, =1 (zr, Br) =
=ap+ Bn =
= Tn = an + Bn. (1.5)

Observaci6 1.4. A vegades utilitzarem )\j(A) per denotar el valor propi j de A, quan els

valors propis de A estan ordenats de manera decreivent. En el nostre cas, oj = )\j(A).

Observacié 1.5. Les desigualtats anteriors (1.4) i (1.5) no son independents. Notem
que si «; €s un valor propi de A, llavors —«; és un valor propi de —A i per tant, per
1<j<n,

N (=A) = =X (A) = =Aj(4) (L6)

on )\;(A) indica que l’enumeracid dels valors propis de A és en ordre creizent. Usant
aizo, es pot veure que les equacions (1.2) i (1.3) son equivalents i (1.4) i (1.5) també sén
equivalents.

El teorema que veurem a continuacié generalitza el resultat anterior.

Teorema 1.6. (/2]) (Principi min-maz). Sigui A € C"*™ Hermitica amb valors propis
ay > - > ay. Donat un subespai vectorial V- C C", tenim que V 1 < j < n,

a; = max min (z, Az) = min max (z, Az). (1.7)

VcCr zeV vcer eV

dimV=j ||z[|=1 dimV=n—j+1|[z[=1
Demostracid. Escrivim A = ) ajuju; € C" i W = (uj,...,u,) el subespai generat
pels vectors uj,...,uy, amb dim(W) =n—j+ 1. Si V C C" és un subespai qualsevol

amb dim(V') = j,
dim(V + W) <mn,

i per Grassman,
dim(V+W) = dim(V)+dim(W)—dim(VOW) = n+1—dim(VNW) = dim(VNW) > 1.
Sigui z € C™*! un vector unitari, pel Teorema 1.3 tenim que (z, Az) € [ay, oj]. Per tant,
Hgllli‘r/l (x, Az) < o.
z]=1

SiV = (uy,...,u;) tenim la igualtat. Aix{ doncs, queda provada la primera igualtat. La
segona igualtat es demostra de manera similar.

O



Observacié 1.7. Una conseqiiéncia del teorema anterior és que podem ordenar les ma-
trius Hermitiques de manera natural.
Concretament, si A i B € C™*™ Hermitiques,

A< B si (z,Az) < (z,Bzx), Vr e C™!,
Corotari 1.8. ([2]) (Principi de monotonia de Weyl). Si A < B, aleshores Af(A) <
1 )
A;(B), per tot j.
Exemple 1.9. Prenem les segilients matrius Hermitiques

12 0 41 2%9
A_{O 3],3_[2 5]6@ .

Veiem que satisfan que A < B.
Tenir A < B és equivalent a 0 < B — A. Sabem que aix0 passa si 0 < (z, (B — A)z),
Yz € C™!| que és equivalent a z*(B — A)x > 0.
Si A= B, clarament B— A=01x"(B— A)x =0.
Si A < B, hem de veure z*(B— A)z > 0, que és equivalent a veure que (B — A) és definida
positiva. Tenim que

B-A= [2 1] .

2 2

Veiem que és definida positiva:

e 2>0
2 1
° 9 2‘—4—2—2>0.

Un cop vist que A < B, fixem-nos en els valors propis de les matrius A i B. Els valors
propis de A sén
a1 =3 1 as=2.

Calculem els valors propis de B a través del polinomi i obtenim
pr=6 1 B2=3.
I per tant, A?(A) < )\j(B), per j = 1,2.
El Principi de Monotonia de Weyl (Corol-lari 1.8) i varies relacions entre els valors

propis de A, B i C' van ser trobades per Hermann Weyl en un paper molt famés al 1912
([10]). Particularment, nosaltres ens centrarem en la familia de desigualtats segiient:

Teorema 1.10. (/2]) (Desigualtats de Weyl) Siguin A, B € C"*™ Hermitiques i oy >
cee >y, B1 > - > By els seus valors propis respectivament. Si vy > --- > 7y, SOn els
valors propis de A + B, tenim que

Yirj—1 <o+ B, peri+j—1<n. (1.8)

5 Vi — . B — vt i — ww* v i
Demostracid. Escrivim A = Y- ajujuj, B =3 Bjvjv; i A+ B = ) vyjwjwj, on uj,v; i
w;j son els vectors que generen els tres subespais

S1 = (Ujy ...y Up),



Sy = (vj,...,vp) 1
53 = (wl, Ce ,wk>,
respectivament, amb dimensions
dim(S1)=n—1+1, dim(S2) =n—j+1 1 dim(S3) = k.

Sik =i+j—1 tenim que dim(S1)+dim(S2)+dim(S3) = 2n+1 i per tant S1NS2NS3 # 0.
Si € C™! és un vector unitari, pel Teorema 1.3, tenim que

(x, Ax) € [an, o],

(x, Bz) € [By, Bj] i
(z,(A+ B)z) € [k, ]

Per tant,
Tk < (2, (A+ B)z) = (z, Az) + (z, Bz) < a; + ;.

O

Observacié 1.11. Notem que la desigualtat obtinguda en (1.4) v1 < aq + f1 €s una de
les Desigualtats de Weyl (1.8).

Com a conseqiiéncia de (1.8) tenim que
;i + Bn <vi <o+ B, per 1 <@ <n.

La segona desigualtat
vi <o+ P, per 1 <i<n

es veu facilment prenent j =1 en
Yirj—1 <o+ B, i+j—1<n.

La primera desigualtat
a;+ P <7, per 1 <i<n

no es troba a simple vista.
Fixem 1 <7 < n, com que 1 > --- > 3, aleshores

o+ Bn < o + B

Fixem-nos que
Yit+j—1 < Vi, perj =1,

jaquey; > -+ > . Per tant, per j = n tenim que

Vitn—1 < & + Bn < .

A continuacié repassarem les desigualtats trobades fins ara i estudiarem si resolen un
cas particular quan n = 2.



1.2 Elcasn=2

Considerem A, B € C™*™ amb valors propisay > -+ > ay, f1 > + -+ > P, respectivament.

Introduim el problema per n = 2.
Si 1 179 amb 1 > 9 sén els valors propis de A + B, llavors sabem que els valors propis
de A, B i A+ B han de complir les segiients desigualtats

m < a1+ B,

Y2 < a1 + B, (1.9)
Y2 < ag + B,
a1+ ag + B1+ B2 =71 + e,

onaj > ag, f1 > P2im > 2.
Coneixent « i 3, volem trobar els possibles v. Considerem
ar =4, ag =1,
pr=3, B2=-2.
Usant (1.1), en primer lloc tenim que
M+ 72 =6,
és una recta en el pla R? i y; > 79 ens restringeix part d’aquesta recta.

De (1.9) tenim

/71_7a
"2 = 4
Yo < 4.

L’dltima desigualtat és redundant, per tant
Y1 <T1y<2

Ara, veiem que quan ; = 7 tenim 9 = —1, i quan 2 = 2 tenim vy, = 4.

Per tant, el conjunt de parells de nombres {v1,72} esta format pels punts del segment
que té com a extrems (7,—1) i (4,2).

10



¥y=T—

5F Y +1,=6

Figura 1.1: Segment donat per les desigualtats de Weyl.

Volem veure que cada punt del segment correspon als dos valors propis d’'una matriu
Hermitica C' = A+ B, on A té valors propis (4, 1) i B té valors propis (3, -2).

Com que els valors propis sén invariants per canvi de base, podem considerar les

matrius
4 0 3 0
a=lo ] =l %)

i Uy € C?>*2 una matriu de rotacié

Uy = {cos@ —sm@] .

sinf  cosf
Llavors podem considerar la familia de matrius ortogonals parametritzades per § € R

By = U@BUUg, Cy = A+ By.

0740'+3 0] [7 0
"7 lo 1] "o —2/ |0 —1]°

Per 6 = 0, tenim

i per § = 7, tenim

i per tant
4 0 -2 0 20
0’5—[0 1]+[0 3}_{0 4]‘
Tenim doncs que els valors propis de Cp s6n

M=71v%=-1,

iels de Cz son
m=41r=2
Per tant, els dos extrems del segment corresponen a (A%(C’g), A%(Cg)), per 0 =0i6=7.

11



Observacié 1.12. /\f(C’g) és una funcio continua en 6.

Pel Teorema del Valor Mig, cada punt del segment entre (7,—1) i (4,2) és un parell
de valors propis de Cy per algun 0 < 6 < 7.

Per tant, amb aquest exemple per n = 2 hem trobat solucions de «. De fet, en el
capitol 3 veurem que hem trobat totes les solucions.

12



Capitol 2

Desigualtats de Fan i Lidskii

En aquest capitol introduirem els conceptes de majoritzacié entre vectors i les matrius
doblement estocastiques. La majoritzacié ens permet obtenir representacions del vector
majoritzat en termes del vector que el majoritza, i a la vegada impliquen una familia
de desigualtats entre les components d’ambdds vectors. Aquests conceptes ens perme-
tran trobar les desigualtats de Fan i Lidskii. Finalment, aplicarem aquestes desigualtats,
juntament amb les obtingudes en el capitol 1, a un cas particular quan n = 3.

2.1 Majoritzacio i matrius doblement estocastiques

La comparacié de dos vectors sovint ens porta a desigualtats que es poden expressar
mitjancant la majoritzacio.

Sigui x = (z1,x2,...,7,) € RY". Denotem per z+ = (m%,xé, . ,x%) el vector obtin-

gut reordenant les components de z de manera decreixent.

Definicié 2.1. Siguin x iy € R tals que
k

J

k
v5< > yr perl<k<n,
1 =1

aleshores diem que y majoritza débilment a x, ho denotem com T < Y.

Six <yw Y, i a més
n n
v 1
2T =2
j=1 j=1

diem que y majoritza a x © ho denotem com x < y.

Observacié 2.2. L’ordre de les entrades dels vectors no afecta a la majoritzacio. Per
exemple, (1,3) < (0,4) és equivalent a (3,1) < (4,0).

Exemple 2.3.
1. (1,2,3,4) < (0,2,4,4) < (0,0,0,10))

2 (4, 3) < (o 55.0) < (1,0, 0).

13



4 (

S =
S|
~—
A
g
/N
3
| (=
—
]
| =
Ju
—_
N—

Definicié 2.4. Definim [’envolvent convexa d’un conjunt de punts X = (x1,...,zk) on
x; € R com la interseccid de tots els conjunts convexos que contenen X .
FEs a dir, ’envolvent convexa de X és

k k
C(X) = {Zalxl ‘ Z; € X,Oéi S R,Oéi > O,ZO@ = 1} .
i=1 i=1
Definicié 2.5. Una matriu S = (s;;) € R™*™ és doblement estocastica si

57 20, peri,j=1,...,n,

Zsij =1 Vi,

J
ZSZ']' =1 Vj
i

Exemple 2.6. L’exemple més senzill d’'una matriu doblement estocastica és la matriu
identitat

10 ... 0
0 1 0
0 0 1
Un altre exemple és la matriu
11 1
11 1
n n n c R’I’LXTZ
11 1
n n n

Hi ha una estreta relacié entre la majoritzacié i les matrius doblement estocastiques.
Ho mostrem en els segilients teoremes.

s

Teorema 2.7. ([1]) Una matriu S € R™™ és doblement estocastica si, i només si,
Sx < x, per tot vector x € R™*1,

Demostracié. Suposem primer que Sz < x, per tot vector x € R™¥!. Denotem per
e el vector (1,1,...,1) i per e; els vectors que tenen totes les components 0 menys la
component i que és 1. Sigui S = (s;;) € R"*™. Comencem veient que si Se; < eq, tenim

(811,821,831, .. .,Snl) < (1,0,0, .. .,0).

Podem suposar que s11 > s91 > -+ > Sp1. Aleshores per la definicié de majoritzacio
tenim que
s11 <1,
s11+ 821 < 1,
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511 + s21 + 8531 < 1,

n

Z S;1 — 1.

(]
Tenim doncs que s1; > 0, ja que si s31 < 0 aleshores s9; < 0,...,s,1 < 0, i no pot ser
ja que siné no es satisfan les desigualtats anteriors. Analogament, si so; < 0 aleshores
s31 > 0, perd no pot ser perque hem suposat s;1 > S91 > S31 > --- > Su1. Per tant,
S91 > 0. De la mateixa manera veiem que la resta de components son > 0. Fent el mateix
per la resta de e;, i = 2,...n obtenim que tots els coeficients de la matriu sén > 0 i
> sij =1 Vj. Ara, si Se < e aleshores tenim

n n n
Zslj,ZSQj,...,ZSnj -<(1,1,...,1),
J J J

i necessariament » . s;; =1 Vi.

Suposem ara que S € R™*"™ és doblement estocastica. Sigui y = Sx. Per veure que y < x,
podem suposar que y+ = (y%,y%, A y;LZ) iat= (x%,x%, .. ,:B#) Com que y = Ax tenim
que

k n
0= s
j=1 j=1i=1
Si posem
k n
ti = Z.S’Z'j, aleshores 0 < ti < 11 Zti = k.
j=1 i=1

Tenim doncs que

k k n k
IR IEDNEES W
j=1 i=1 i=1

j=1
n k n

- Ztixi - le + (k- th)ﬂﬁk =
i=1 i=1 i=1

n

k
= Z(tz‘ — (@i —zp) + Y tilwi — ) <0.

i=k+1
Finalment, si k = n, tenim la igualtat ja que S és doblement estocastica. 1 per tant,
Yy <x.

O
Escrivim z! = (a:I, . ,le) pels vectors dels quals reordenem les components x; en
ordre creixent, és a dir, x{ <. < xﬁ Notem que ZL‘; = 37*7 1 Aleshores, y majoritza
x si i només si,
>3yl 1<k<n (2.1)
j=1 j=1
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Teorema 2.8. (/2]) (Teorema de Schur-1923). Sigui A € C™*™ Hermitica amb valors
propis a = (Q1,..., Q) @ sigui d = (a11,...,any,) €l vector que conté els elements de la
diagonal de A. Llavors

d =< a.

Demostracid. Pel Teorema Espectral, existeix una matriu unitaria U € C™*" tal que
A=UDU*, on D = diag(ou,...,oy). Per tant, si U = (u;;) tenim que

n
Qi3 — Z |uij|2aj 1 S ) S n.
7=1

Es a dir, (a11,...,ann)? = Sal, on S és una matriu amb coeficients s;; = |u;;|2. Com
que U és unitaria aleshores S és doble estocastica, i per tant, pel Teorema 2.7 tenim que
d < a.

O

2.2 Desigualtats de Fan

L’objectiu en aquesta seccié és obtenir les Desigualtats de Fan. Per fer-ho, préviament
enunciarem i demostrarem el Principi del maxim de Fan.

Teorema 2.9. (/2]) (Principi del mazim de Fan). Sigui A € C"*™ Hermitica amb valors
propis a = (au, ..., ), aleshores

k k
Zaj = max }Z(xj, Azj), 1<k<n. (2.2)
j=1

t {x;
ortonormal{x; =

Demostracio. Pel Teorema 2.8 tenim que
k

J

k
<:Ej, Al‘]> < Z Q;.
1 Jj=1

La igualtat es dona quan els z; sén els vectors propis de A amb Ax; = ajx;.

O

Corolari 2.10. (/2]) (Desigualtats de Ky Fan - 1949). Quan k = 1 en la desigualtat
anterior (2.2) obtenim
Q1 = Max|y|=1 (v, Ar)

i quan k =n els dos costats de la igualtat sén iguals a tr(A).
Per tant, obtenim les desigualtats

Z%SZapLZﬁj, 1<k<n, (2.3)
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Notem que quan k = 1, la desigualtat anterior es redueix a

v < o1+ B,

i quan k£ = n obtenim la igualtat

n n n
SRR RS ot
i=1 i=1 i=1
Observaci6 2.11. En termes de majoritzacid, podem expressar (2.3) com

MA+ B) < XH(A) + 2\4(B). (2.4)

2.3 Desigualtats de Lidskii

En aquesta seccié veurem les Desigualtats de Lidskii-Wielandt i la relacié d’aquestes amb
les Desigualtats de Fan obtingudes en la seccié anterior.

Teorema 2.12. (/2]) (Desigualtats de Lidski- Wielandt). Considerem A i B € C™*"
Hermitiques i C = A+ B, amb valors propisay > - > Qp, f1 > - 2> Bp 71 >+ > Yo,
respectivament. Sigui 1 <k <n il <i; <--- <ix <n. Aleshores,

k k k
D i £ 0+ ) By (2:5)
=1 =1 =1

Demostracio. Fixem els indexs 1 <141 < -+ < i < n.
Considerem les funcions f,g: R — R, definides per

f(z) = 27 = maz{0, 2},

g(x) =z~ = maz{0, —z}, per z € R.

Aleshores, definim
By = f(B) e C.™",

B_ = g(B) € C,"",

que sén la part positiva i la part negativa de B respectivament. Sigui {v;},i =1,...,n
una base ortonormal de C™ tal que

zn: B, = Z?:l,)\i(B)ZO Ai(B)vivy
B = )\Z(B)’UZ’U;k =
i=1 B =301 x(m)<o ~Ni(B)uiv]

Ara, volem demostrar que

k k

Y I (A+B) = AL (A)] <Y X(B). (2.6)

j=1 j=1
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Podem substituir B per B — )\t(B)I i per tant podem assumir que )\i(B) = 0. Sigui
B = By — B_ la descomposicié de B en les seves parts positives i negatives. Com que
B < By, pel Corol-lari 1.8 sabem que /\fj (A+B) < )\%J_(A + B.). Per tant,

k k k
> A (A+B) - <D N (A+By) - < IN(A+BL)—X(A)] = tr(By).
7=1 7=1 7=1

Tots els sumands sén més grans o iguals que 0. Com que hem suposat que )\t(B) =0,

tenim que
k
= 2%
j=

I per tant, queda provada la desigualtat (2.6).
O

Observacié 2.13. Prenent i; = j en les desigualtats de Lidskii- Wielandt veiem que les

desigualtats de Fan
D<) i) By 1<k<n

son un cas particular de les desigualtats de Lidskii- Wielandst.

Observacio6 2.14. Utilitzant
+ i
)\j(—A) = -\

1 les desigualtats de Lidskii- Wielandt, tenim que

k k k
Z’Yn—ij—i-l > Z On—j;+1 + Z ﬁn—j—l—l)
j=1 j=1 j=1
llavors obtenim la relacio segiient
M(A) + A(B) < AM(A+ B). (2.7)

A continuacié estudiarem si les desigualtats trobades fins ara resolen un cas particular
quan n = 3.

24 Elcasn=3

Siguin A, B € C3*3 Hermitiques i C = A + B, amb valors propis a; > ag > as,
B1 > B2 > B3 171 = 2 > 73, respectivament.

Quan n = 3 tenim les segiients desigualtats:

e 6 desigualtats de Weyl:
71 < a1+ B,

v2 < oy + Bo,

18



v2 < o + B,

73 < g + B, (2.8)
73 < az + B,
73 < a1 + fBs.
e 1 desigualtat de Fan:
11+ 72 < a1+ ag+ B+ Po. (2.9)

e 4 desigualtats de Lidskii-Wielandt:
Y1+ 73 < ar+az+ B+ B,

Y2+ 73 < ag + a3z + B + Ba,
7+ <o+ e+ B+ B, (2.10)
Yo+ 73 < g + oo+ B2+ B

Observacié 2.15. Les dues ultimes desigualtats les obtenim utilitzant la simetria entre
A i B, és a dir, utilitzant que

k k k
Z%j < Zﬁij + Zo‘j‘
= = =

Horn va demostrar (veure [4]) que hi ha una altra desigualtat valida,

Y2 +73 < a1 +ag+ P+ Bs. (2.11)

Les 12 desigualtats que hem trobat, juntament amb

a1 +oag+az+ B+ P2+ B3 =71 +72 +3,

s6n suficient per trobar tots els possibles triplets de nombres reals (vy1,72,73), donats
(1,0, 3) 1 (B1, B2, B3)-

Considerem doncs
a = (4737 _2)7 ﬂ = (27 _17 _6)

La relacié entre traces ens déna el segiient pla de R3:

7+ v +73=0.
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Figura 2.1: Part del pla {71 + 72 + 73 = 0}, hexagon petit = {|yx| < 1}.

Per comoditat rotem el pla de la Figura 2.1 a un pla X — Y.

La condici6 1 > 2 > =3 ens déna part del pla de la Figura 2.2 (segiient pagina).

De les 6 desigualtats de Weyl (2.8), tenim que
71§67 fy2§37 72§57 73§_27 73§O i ’}/3§27

que es redueixen a
<6, 12<3iy< -2

Aixo restringeix v al pentagon de la Figura 2.3.
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=

=3

Figura 2.2: 71 > 2 > 3, hexagon petit = {|yx| < 1}.

=1 1,=3

15=Y3

v,=8

1=-2
Figura 2.3: El pentagon de Weyl en el pla {v; + v2 + v3 = 0}.
Tenim una altra restriccié de la desigualtat de Fan (2.9),

7+ 72 <8,

que restringeix v a estar dins de ’hexagon de la Figura 2.4.
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=T

Yy +Y=8

1513

Y, =6 1= -2

Figura 2.4: L’hexagon de Ky Fan en el pla {7y, + 72 + 73 = 0}.

Les 4 desigualtats de Lidskii-Wielandt (2.9),
M+ <3 12+t <2,

T1+73 <8172+ <0,

es redueixen a
M+ <317+ <0

Aquestes desigualtats no imposen cap restriccié nova, per tant la Figura 2.4 es manté
igual.
La desigualtat addicional (2.11) de Horn,

72 + Y3 < _27

talla verticalment ’hexagon, de manera que ens queda un heptagon en la Figura 2.5.
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1=t

1,=3
=0
or 72+y3:0 TotVa= -2
Ty H,=8
VyH1y=3
1=y
¥,=6 Ty= -2

Figura 2.5: L’heptagon de Horn.

Les condicions de majoritzaci6 (2.4) i (2.7) per aquest cas ens donen la relacié
(—2,2,0) < v < (6,2,-8).

En el pla v + 72 + 73 = 0, el conjunt de v < (6,2, —8) es mostra en la Figura 2.6 i el
conjunt (—2,2,0) < v en la Figura 2.7.
La interseccié d’aquests dos conjunts ens dona un hexagon.
La desigualtat de Weyl
72 <3

imposa una condicié que no estava inclosa en les majoritzacions anteriors, per tant amb
aquesta condicé addicional obtenim la Figura 2.5.
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=1

1=V,

T =6

Figura 2.6: El conjunt que conté totes les «y tal que v < (6,2, —8).

1=

=3

Ty+Y,=8

=1

¥,=6 Y+1=2

Figura 2.7: Part de la regié que conté els v que majoritzen (2, 0, -2).
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Un cop trobades aquestes solucions ens preguntem si hem obtingut totes les possibles
solucions en aquest exemple per n = 3. En el capitol 3 veurem que la resposta és que si.
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Capitol 3

La conjectura de Horn

Comencem aquest capitol fent un petit resum del que hem vist fins ara.
Desigualtats de Weyl

Vitj—1 <o+ B, peri+j—1<n.

Desigualtats de Fan

k k k
Z’yj§2aj+26j, 1<k<n
=1 j=1 j=1

i les Desigualats de Lidskii-Wielandt, per 1 <i; <--- <1 <n

Observem que les desigualtats de Weyl, Fan i Lidskii-Wielandt sén totes de la forma:
S <Y et Y6 (31)
keK iel jed

on I, J i K son subconjunts de {1,2,...,n} amb el mateix cardinal.

Aix0 ens fa preguntar-nos si totes les desigualtats que compleixen «, 5 i 7y seran de la
forma (3.1).

3.1 Més desigualtats associades al problema de Horn

En aquesta seccié definirem els conjunts S i S}?, que ens permetran trobar més desi-
gualtats entre o, 5 1. Veurem també que les desigualtats de Lidskii-Wielandt es poden
escriure a partir de S}.

Definicié 3.1. Siguin
I={1<i1<ig<--<i, <n},

J={1<j1<jo<-<jr<n},
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K={1<k <ky<- <k, <n}.

Si es satisfa

Ve Yk S Qg A i+ By e+ B, (3.2)

pels valors propis de A+ B, amb A i B € C"*™ Hermitiques amb valors propis oy >« -+ >
ap 11> > ap, aleshores diem que (I,J,K) € S".

Definicié 3.2. Si en comptes de tenir (3.2), tenim

Yoyt Yy = Qg

oy, + By o+ B,
aleshores diem que (I,.J,K) € S*.
Exemple 3.3. Sin =21

a=(4,1), =

Sir =1, en aquest cas tenim que

(3,-2), v=(7,-1).

1,1,1) € 52, ja que, 7 < 4+ 3,
¢ S? jaque, 7T£1—2,
¢ S%, jaque, 7¢£4—2,
¢ S? jaque, 7% 1+3,

€ S%, ja que,

€ 5%, ja que,

N N = =
N = N =
NN

(
(
(
( € 5%, ja que,

Teorema 3.4. ([}]) Les condicions segiients son

1
1
1
)€ S%, jaque, —1<4+3,
) —1<4-2,
) 1<1+43,
) 1<1-2

equivalents:

(i) (I,J,K) € S

(ii) (n—ir+1,...,n—ir+1; n—jr+1,....n—j1+1; n—ke+1,...,n—k +1) e S"
(iii) (ki,... . ky; n—jr4+1,...,n—j1+1; i1,...,0,) € 8"

(w) (I',J' K"y € 8", on I', J' i K' sn els complementaris de I, J i K respecte n.

Demostracid. Observem que A+ B = (', és equivalent a —A — B = —

En primer lloc volem veure que

Yoy +o Ve Ly oy, + B+ B, =
= Ykl Tt Ykl 2 Qi1 T+ Qi1+ Bl o+ Brjitl
Com que /\ﬁ(—A) = —An—j+1(A) aleshores
Yoy F o+, Loy ooy, + B+
= kel T T Yokl S Qi1 — o~ Qg gl — — Bn—ji+1
= Vnk41t ot Ykl 2 Qi1 ot Qg1+ Bt o+ Bt
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Aixo prova l'equivaléencia de (i) amb (7).

De manera semblant, com que '’equacié A+ B = C' es pot escriure també com A = C'— B,
aixo prova l’equivaléncia (i) amb (i7i). L’equivalencia de (i) amb (iv) és immediata per
la condicié de la traga (1.1).

O

Observacié 3.5. Si A € C™"*" és Hermitica amb valors propis oy > -+ > oy, @ M és un
subespai vectorial de dimensio n — 1, definim Ay = PA, on P és la projeccid ortogonal
a M.

Apr és Hermitica i (A+ B)y = Ay + B

Els valors propis 04; de Ay separen els valors propis de A, és a dir,

api1 < ap, <ap, perl<p<n-—1

Una conseqiiéncia immediata del Principi min-maz (Teorema 1.6 ) és que si {x1,...,xp}
és una seqieéncia ortonormal de vectors propis corresponents a (o) ¢ {z1,...,Tm} C
M, aleshores o)) = ap per 1 < p < m, ja que (Ayz,z) = (Az,z) per v € M. Si

i
{Tma1,. .., w0} C M aleshores aj, = apy1 perm <p <n—1.

En el segiient teorema veurem que S és independent de n.

Teorema 3.6. ([4]) Si (I,J,K) € S}' per algun n aleshores i, < k;, i j, < ky, per tot p, i
(I,J,K) € S} per tot n > k.

Demostracio. Suposem que (I, J, K) € S)' per un cert n, aleshores

Vo T Yk, S 06y G+ By A+ By

Si 8 =0, aleshores
Vet Ve Syt
Com que a1 > -+ > ap iy > -+ > vn, per a que es compleixi la desigualtat anterior
necessariament o, > 7y, , 1 aixo implica que
ip < kpijgp <k Vp

Si A, B € CFr*Fr aleshores podem considerar

{A 0] [B 0]:[A~|—B 0

nxn
0 —Ad| " |0 —\Id 0 —2)\Id]e(c ’

i per tant, (I,J, K) € Skr.

Finalment hem de veure que (I,.J, K) € SPt1,
Siguin ara A, B € C*Dx(+1) amb valors propis (ay) i (8,) respectivament. I sigui
M = (z1,...,2,) una base ortonormal de vectors propis de A+ B corresponent als valors
propis (7). Si (a3,), (8,) i (7,) sén els valors propis de Ay, Bar i (A + B)y (veure
Observacié 3.5), per hipotesi tenim que
Vo A SO A B+ B

I com que 7,’% = My a;p <a, i B;p < Bj, per 1 < p <r, tenim que (I, J, K) € SP+t.

]
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En el seglient teorema veiem com a partir d’una desigualtat en podem generar d’altres.

Teorema 3.7. ([{]) Si

1. (I,J,K) € ST

2. u,v,w son enters tals que
1<u<r+1,

1<v<r+1,

1<w<r
3. iy + Jo = ky—1 + kr +2
aleshores
(i1, oy tutyiut 1y oo ip 1 G1, oo Jomts Jot Ly oo oL Kty oo kw1, ko1, .. k1) € SO
Definim kg = 0 4 ip41 = jrg1 = kr + 1. En particular,
(i + 1,0+ 1541, g ki + 1, ke +1) € ST

Demostracié. Pel Teorema 3.6 podem suposar que n = k,. Siguin (xp), (yp), (2p), amb
1 < p < n+1, seqiiencies de vectors propis ortonormals corresponents als valors propis
(ap), (Bp) 1 (7p) de A, B1 A+ B.
Com que iy, + jy > kyw—1 + n + 2, existeix un subespai M de dimensié n que conté els
vectors

Tp, u +1<p<n+1,

Yp, Jvt1<p<n+l,
Zp; 1< b < k’wfl-
Siguin (ay,), (8,) 1 (v,) els valors propis de Ans, Bas i (A + B)uy (veure Observacié 3.5).

Per hipotesis tenim

Yoy + o Sl o + B+ 5

I com que
Vo= Per L<p<ky_1, Y1 <7, per ky <p<m,
Oé;SCEp, per 1 <p <iy-1, a;:ap-i-l: per i, < p <n,
By < Bp, per 1<p<ijy1, f,=7ppr1, per jy <p<n.

Queda demostrat el teorema.
O

En el segiient Teorema retrobem les desigualtats de Lidskii (Capitol 2). Ara, ho
demostrem d’una manera diferent, a partir del conjunt S}’

Teorema 3.8. ([4]) (Lidskii-Wielandt). Sil <p; <--- <p, <mn, llavors
(P10 Loy p1,...,pp) €S
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Demostracié. Es evident que (1,...,r; 1,...,7m; 1,...,7) € S
Com que i1 + jra11 =41+ k- +1 > k. +2 = ko + k + 2, podem aplicar el Teorema 3.7.
Aplicant-lo p; — 1 vegades amb u = w =1, v = r + 1 tenim que

(pr,p1+1,....;0+7—1; 1,...,1; pl,pl—i-l,...,pl—i—r—l)GSfﬁT*l.

Com que ig + jry1 =d2+ kr +1 > i1 + k. +2 = k1 + k. + 2 podem tornar a aplicar el
Teorema 3.7. Aplicant-lo ps — (p1 + 1) vegades amb u = w = 2, v = r + 1 i obtenim

(p1,p2,p2—|—1,.-.,p2+7"—2; 1,...,T; p17p27p2+17"'7p2+r_2)'
Seguint aixi continuadament, arribem a

(p1y--spr; 1,007 p1,...,pp) €SP

I finalment, pel Teorema 3.6 tenim que (p1,...,pr; 1,...,7; p1,...,pr) € SP.

O
3.2 La Conjectura de Horn per matrius amb n=1,2,3
En aquesta seccid definirem els conjunts 7" i T ™, 1 enunciarem la Conjectura de Horn.
A més, veurem que 17" = ST 1T* C S, per r = 2,3.
Definicié 3.9. Definim el conjunt T," inductivament:
o Diem (i1;51;k1) €T si1<i3<n,1<j1<n, 1<k <niii+j =k +1
o Diem (i1, ... ir;J1y--esdr;ky.. k) €T si1<igp < - <ip<n, 1 <j; <+ <
Gr <, 1 <ky <o <kp <nidideeAipt iAot je = kit kTG

o Tenim iy, + - -+ ty, + Jo, + -+ Jo, <k‘wl+---—|—kws—|—s(s2+l), quan (u;v;w) € T7,

pertotl <s<r—1.

Exemple 3.10. Sigui n >4 1ir = 2. Veiem un exemple d’un conjunt (I, J, K) € T3
Prenem
i1 = 17 19 = 37

J1=2, j2 =23,
ki =2, ke =4

Es satisfan les condicions 1 < i1 <io <n, 1 <j1 <jo<nil <k <ky <n, per tant de
moment podem seguir.
Veiem també que satisfan i1 4+ is + j1 + jo = k1 + ko + 3, ja que

9=14+3+24+3=2+4+3=09.

Finalment, hem de veure que per tots els ui,v1, w; tals que

(D 1<u;<2,1<0,<2il<w <2
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(2) ur+vi=wp+1

es satisfa que
Ty + Jvy < Ky + 1.

Veiem si en els cassos que es satisfan les condicions de wq,v1 1 wy es satisfa 'iltima
condicio dels i, j, k:

e Siuy =wv =w; =1, volem veure si 11 + j1 < k1 + 1,

1+2<24+1 v

e Siuy =wi; =21v; =1, volem veure si 1o + j1 < ko + 1,

3+2<4+1 Vv

e Siuy =11iwv; =w; =2, volem veure si i1 + jo < ko + 1,

1+3<4+1 v

I per tant, hem vist que
(1,3; 2,3; 2,4) € Ty

Utilitzant el Teorema 3.4 (i7), podem definir el conjunt segiient.
Definicié 3.11. Definim inductivament T :
e Diem que (i1;j1;k1) € TI” sii1+j1=ki+n
r(r—1)
2

o Diem que (I,J,K) € TP siig 4 +ip+ g1+ +jr =k +-+k +nr—

o Tenim iy, +- - +iy,+ju, + +jv, = kwl—l—'--—i-kws—}-ns—@ quan (u;v;w) € T
Observacié 3.12. (I,J,K) € T, si i només si,
(n—ip+1,....n—i1+1; n—jo+1,....n—j+1; n—k.+1,....,n—k +1) e T"

I per tant, pel Teorema 3.4 tenim que T)" C S]' és equivalent a TT" C gﬁ

La conjectura de Horn. Alfred Horn va conjecturar que si «, 3 sén valors propis
de les matrius Hermitiques A, B € C™*", llavors C = A + B té valors propis -, si i només
si, es satisfan les desigualtats

n n n
Z%‘ Zzai+25i 1
i=1 i=1 i=1
DwD) it > B

keK iel jeJ

per qualsevol (I, J, K) € T, per tot r < n.

Horn va demostrar la conjectura per n = 3 i n = 4. Quan n = 2, les condicions es
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redueixen a les tres desigualtats de Weyl (1.9). Quan n = 3, es redueixen a les dotze
desigualtats (2.8), (2.9), (2.10) i (2.11). Quan n = 7, hi ha 2062 desigualtats donades per
aquestes condicions (poden no ser totes independents).
En primer lloc veiem que 17" = ST.
Teorema 3.13. ([4]) (i1;j1; k1) € ST per n > ki, si i només si,
1 S Z.1 S kla
1<j1 <k

i1+j1 =k +1.

Demostracié. La suficiencia és per Weyl (Teorema 1.10).
Necessariament i1 < k1 i j1 < k1 pel Teorema 3.6.
Sidiy+j1 > k1 + 2 i definim

A= , B= 0 € Chrh

tal que la A té iy — 1 unsila B en té j; — 1.

Com que hem suposat que i1 +j; > k142, aleshores k1 —(j1 —1) = k1 —j1+1 <i;—1,1iper
tant tots els valors propis de A+ B sén > 1. Per tant, v, > 1, mentres que oy, = 5, = 0,
que és una contradiccié del fet que (i1;j1; k1) € SF.

O

Veiem a continuacié que 75" C S5

Teorema 3.14. ([4]) Siguin I = {1 < i3 < ia < n}, J ={1 < j1 < jo < n}i
K ={1 <k <ky<n}, tals que

i1+ <k +1,

i1+ J2 < ke + 1,
to+j1 <ko+1 1
i1+ 2+ j1+J2 = k1 + k2 + 3,
aleshores (I, J,K) € S%.
Demostracio. Pel Teorema 3.6 podem suposar que n = ko.
Farem la demostracié per induccié sobre n.

Sin = 2, surt de la igualtat de la traca.
Ara suposem que es satisfa I’enunciat per tota n < N, on N > 2, i ho demostrem per
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n=N.
Per hipotesi
1<y <ig<n, 1<j1<je<n, 1<k <ky<mn,

t+n<ki+1, a1+jo<ka+1, do+j1 <ks+1,

tenim 77 < k‘l, 19 < k‘g, jl < k‘l 1]2 < kjg.
Suposem i1 > 1, aleshores els parells (i1 — 1,i2 — 1), (j1,J2) 1 (k1 — 1, k2 — 1) satisfan totes
les desigualtats de ’enunicat del teorema, i per la hipotesi d’induccié tenim que

(i1 — 1,9 — 15 j1,jo; k1 — 1, ko — 1) € SY—L,

Si apliquem el Teorema 3.7 amb u = w = 1, v = 3, obtenim que (I;J;K) € S¥.
Analogament pel cas j; > 1.
Finalment sii; = j1 =11

(i1,i2 — 15 ji,52 —1; ki — 1, kg —1) € SY 71, (3.3)

1o + jo < 3+ ko, (3.4)

aleshores pel Teorema 3.7 amb u = v = 2, w = 1 tenim que (I, J, K) € S&.

La condici6 (3.4), que és necessaria per poder aplicar el Teorema 3.7, també garanteix la
condicié (3.3), ja que (i1,i2 —1; j1,72—1; k1 —1,ka—1) ¢ Sév_l quan es satisfa alguna
de les segiients condicions:

En efecte, si tenim () aleshores ia+j2 = 2+7j2 < 24 ko, contradient aixi ia+jo < 3+ka.
Si (i7) aleshores ig + jo = i2 +2 < 2 + ko.
Si es satisfa (4i7), com que hem suposat que i; = ip = 1 aleshores i1 + i2 + j1 + jo =
24+1io+ jo=ki+ ko+3=ko+4o0is+ jo=ko+ 2, contradient aixi io + jo < 3 + ko.
I finalment, la condicié (iv) implica la condicié (7i7), ja que hem suposat que i1 = ig = 1.
Per tant, podem suposar que
1o + jo < 2+ ko. (3.5)

Si i > k1 + 2, per hipotesis d’induccié tenim que
(i1,d2 — 15 j1,jo; ki, ke —1) € Sy

i aplicant el Teorema 3.7 amb u = w = 2, v = 3 tenim que (I, J, K) € S¥.
Per tant, suposem que
o <ki+1 1 jo<k +1.

Ara, les igualtats
i1 +i2+J1+Jo=k1+ka+3 i

11 =142=1
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impliquen
1o+ Jo = k1 + ko + 1.

I aquesta ultima desigualtat, juntament amb 9 4 jo < 2 + ko impliquen que k1 = 1.

Per tant, per definicié dels I, J, K i com que i < k1+11 jo < k141, tenim que io = jo = 2,
i per tant, i3 = j; = 1.

Usant i1 + i3 + j1 + jo = k1 + ko + 3, obtenim que k9 = 2, que és contradiccié amb N > 2.

O

Finalment, veiem que 73" C S%.
Teorema 3.15. ([4]) Siguin I = {1 <i1 <ig <izg<n}, J={1<j1 <jo<jz<n}i
K ={1 <k <ky<ks<n}, tals que
i1+ 1 < ki +1,

i1+ jo2 < k2 + 1,
ig+j1 < k2 +1,
i1+ Jj3 < ks +1,
ig+j2 < ks +1,
i3+J1 < ks +1,
i1 +i2+ 1+ J2 < ki + ke + 3,
i1+t g1+ 73 < ki + ks + 3,
i1 +i3+J1+J2 < k1 + ks + 3,
i1+i2+j2+ g3 < ka+ks+ 3,
ig+ i3+ j1+j2 < ko + k3 + 3,
i1+is++i3<ka+ks+3 1
i1 + 12 + i3 + J1 + Jo + j3 = k1 + k2 + k3 + 6,
aleshores (1,J,K) € S%.
Demostracid. Podem suposar que n = k3, i ho demostrem per induccié sobre n.
Quan n = 3, tenim i1 = j1 = k1, 12 = jo = ko = 2, i3 = j3 = kg = 3 i el resultat surt de
la igualtat de la traca.

Ara suposem que es satisfa ’enunciat per n < N, on N > 3.
Com al Teorema 3.14, suposem que 73 = j; = 1. Si

(i17i2_1ai3_1)7 (jl’anjiS_]-)v (k1_17k2_17k3_1) (36)
satisfan les desigualtats de I’enunciat i si
1o + j3 > ks + 3, (3.7)

aleshores per la hipotesis d’induccié i el Teorema 3.7 amb u = 2, v = 3, w = 1 obtenim el
resultat.
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Tornem a veure que la condicié (3.7), que és necessaria per poder aplicar el Teorema 3.7,
garanteix que es compleixi (3.6). Per exemple k1 — 1 > 1, ja que si k1 = 1, aleshores per

i1 42+ j1+J3 < ki + ks + 3,
i1+iz+J+je<ki+k3+3 i
iw=7J1=1,

tenim que
ig+ j3 < k3 + 2,

contradient aix{ (3.7).
Les desigualtats
ig+jo < k3 + 1,

o+ j3>ks+3 i
J3 < ks,
garanteixen que j3 — 1 > jo. Per tant, podem suposar que
o+ 73 <ks+2 i izg+jo<ks+2. (3.8)
També podem suposar que
0 <ki+11i jo<k +1,

ja que si iy > ki + 2, aleshores (i1,i2 — 1,43 — 15 j1,Jj2,73; ki, ko — 1, k3 —1) € Sév_l iel
Teorema 3.7 amb u = 2, v = 3, w = 2 ens dona que (I, J, K) € S¥.
De manera semblant, també podem suposar que

ist+Js<ki+ks+2, ig<ka+1 i jg<ky+1 (3.9)
Ara, agrupant totes les desigualtats de I’enunciat, més i1 = j; = 1 i les desigualtats
i+ j3 < ks +2, i3+j2<k3+2
i <ki+1, jo<ki+1,

i3 +J3<ki+ks+2 i3<ky+1 i jzg<ko+1,

impliquen que

ki + ko = ks,
ig = jo = k3 + 1,
i3 =7J3 =k +1,
k1 +1<ky <2k.
Per tant, només hem de veure que es sarisfa
(Lp+Lp+q+1; Lp+Lp+qg+1; p,p+gq,2p+q) €Sy

per1<g¢<pi2p+q=n.

Siguin A, Bi A+ B € C™*™ amb valors propis (o), (8p) 1 (7p), respectivament. Tenim
que

QVp <Y+ Y1+ Vp—rt1,
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WVp+q < Vprq T T Vps1 1

AV2p+q = Voprq t o+ Y2p

Per tant,
q(Vp + Yptg T y2p+1) StH(A+B) — (1 + -+ Yp—g + Vptgr1 T+ Y2p)-
De manera semblant també es té
qlon + apy1 + opig1) = tr(A) = (agr1 + -+ op + Oprogr1 + -+ Q2pig),
i per les B’s tenim que
a(B1 + Bp+1+ Bprge1) = tr(B) = (Bgwr + -+ + Bp + Bptage1 + -+ + Baptq)-
Conseqiientment, només hem de demostrar que

(¢+1,...,p,p+2q+1,... . 2p+q; q+1,....p,p+2¢+1, ..., 2p+q; 1,....,p—q,p+q+1,...,2p) € S5, o,

Aix0 quedara demostrat pel Teorema 3.4, si veiem que
(1,..,p—¢,p+q+1,....2p; 1,...,p—q,ptq+1,...,2p; q+1,...,p,p+2q+1,...,2p+q) € Sy, o,

Pel Teorema 3.8 tenim que

(L,...,2p—2¢; 1,...,p—q,p+1,...,2p—q; 1,...,p—q,p—|—1,...,2p—q)65225:3(1.

Ara, podem aplicar el Teorema 3.7 ¢ vegades ambu=w=p—q+1,v=2p—2¢+1
i obtenim
2
(Loosp=q,p+1,.. . 2p—q; 1,...,p—q,p+1,... . 2p—q; 1,...,p—q,ptq+l,...,2p) € Sy) o

Finalment, aplicant el Teorema 3.7 ¢ vegades més, amb u = v =p—qg+ 1, w =1
obtenim

(1,...,p=¢,p+q+1,...,2p; 1,...,p—q,p+q+1,...,2p; q+1,...,p,p+2q+1,...,2p+q) € S5, o,

que és el que necessitavem veure per acabar la demostracio.

Hem vist doncs que T;* C S;' per r = 1,2, 3.

El cas r = 4 es pot demostrar de manera similar, pero veient la dificultat per » = 3,
ja es veu que queda una demostracié molt complicada.

3.3 Conjunts admissibles

En aquesta seccié definirem els conjunts E' i F' de (y1,...,7,), que ens permetran demos-
trar la Conjectura de Horn per n = 1,2, 3, 4.
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Definicio 3.16. Siguin o, 8 amb ay > -+ > oy, t f1 > - > Bn.
Definim E com el conjunt de v = (V1,...,7V) tals que y1 > -+ > v, i 7 €s la seqiiéncia
de valors propis de

diag(ay,...,an) + U"diag(By, ..., Bn)U,

on U € C™*™ és una matriv unitaria qualsevol.

Definim E' com el subconjunt de E tal que les matrius U sén ortogonals.

Definicié 3.17. F és el conjunt de (vy1,...,7) amb vy > -+ > vy, tals que
M+t m=ar+ B+ By 0
7k1+".+’7k7‘Sail+.“+ai7‘+6j1+“.+/3jr7

on (I, JK)eT, 1<r<n-—1.

A la seccié anterior hem demostrat que ' C F per n < 4, ara volem demostrar que
E = F per n < 4 i haurem demostrat la Conjectura de Horn per n = 1,2, 3, 4.

El conjunt E’ és un subconjunt tancat de E. Com que F' és tancat i convex aleshores
si la frontera de E’ esta continguda a la frontera de F', tindrem que E’ = F' i que per tant
E=F.

Teorema 3.18. ([/]) Si vy és un punt de la frontera de E' amb coordenades diferents
aleshores, existeizen un enter positiu r < n i seqiéncies I = {1 <iy <is < -+ <i, <n},
J={1<jp<jo<-<jr<n}i K={1<ky <ky<--- <k, <n} tals que

(’ykla”'afykr)EEl(ai17"‘7air; /le)"'aﬂjr)7
(PYkﬁ’ o 7’71611_T) € El(ai'lu R 7ai%_r; lev B 7/8j;_r)7
on I',J i K' sén els complementaris de I,.J, K respecte n.

Teorema 3.19. ([4]) Sigui v un punt de la frontera de E' amb coordenades diferents.
Llavors existeizen seqiiencies I, J, K que satisfan el Teorema 3.18 i a més,

r(r—i—l)‘

I R o O

Un punt de la frontera de E’ amb almenys dos coordenades iguals és un punt de la
frontera de F'.
Si v és un punt de la frontera de E’ amb coordenades diferents, aleshores 7 té associat
un (I, J, K) satisfent les condicions del Teorema 3.19.

Teorema 3.20. ([4]) Si~v és un punt de la frontera de E' amb seqiiencies (I, J, K) d’ordre
r associades, aleshores per qualsevol (x;y;z) € S}, no pot existir (u;v;w) € S tal que

ey, < Tptup—1, Jy, Syptvp—1 0 ky < zptwy

per 1 < p<m.
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Demostracié. Per comoditat escriurem a(p) en comptes de oy,. Per hipotesis existeixen
matrius Hermitiques A1, By 1 A; + By amb valors propis (a(ip)), (B(jp)) 1 (v(kp)), p =
1,...,rimatrius Hermitiques Ag, By i Az+ Bg amb valors propis (a(iy)), (B(j,)) 1 (v(ky)),
p=1,...,n—r,on,j ik’ sén els complementaris de i, j, k respecte n.

Si existeix (u;v;w) € Sp7" tal que iy, < i;p, Jyp < j{}p ik, < k;,p, 1 < p < m, aleshores
tenim que

Yo alic,) + ) Bly) < D Aks,) <D (k) <D ali)+ Y B3
p=1 p=1 p=1 p=1 p=1 p=1

La qual cosa és impossible ja que a(iz,) > a(i, ) 1 B(jy,) < B(jy,)- Per tant, només falta
demostrar que
ip <P+q—1=ip <i

Si i, < p+q—1, aleshores almenys p termes de la seqiiéncia ¢ sén < p + ¢ — 1, per tant,
com a molt ¢ — 1 enters positius < p + ¢ — 1 no estan en la seqiiencia 7. Aix{ doncs,
g >p+q—12>7ip

O

Teorema 3.21. ([4]) Si v és un punt de la frontera de E' amb seqiiéncies d’ordre r
(I, J, K) associades, aleshores

iz + Jy > k. + 71, per qualsevol (x,y,z) € Tr.

Generalitzant, si x +y > z +r, aleshores i, —x + jy, —y > k, — 2.

Demostracié. Tenim que n > r+ 1> 2. Com que (z;y;x+y —7r) € T{ - 5”1", aleshores
(z;932) € ST

Siguiu=ti,—x+1l,v=4,—y+1liw=k, —z aleshoresu>1,v>1iw<n-—r,ja
que k1 —1<ky—2<---<k.—r<n-—r.

Falta veure que u +v > w+2: siu+v < w+ 1, aleshores w > 1, u < wiv < w, per
tant, (u;v;w) € T"™", contradient el Teorema 3.20.

0

Teorema 3.22. ([4]) Si v és un punt de la_frontera de E' amb seqiiéncies d’ordre r
(I,J,K) associades i per qualsevol (x,y,z) € T{ tenim que iy + jy > k. + 1.
Sin >r+2, aleshores

iy gy gy Gys > Koy + ks +2r — 1, per qualsevol (z,y,z) € T.

Demostracio. Tenim que
r1ty22z1+7r, vty 22+, v2ty2 > 22+,

T1+T2+y1+y2 =21 +22+2r —1.

Siguin ap = iz, —xp + 1, by = Jy, —Yp + 1, ¢ = wy, — 2p, per p = 1,2. Pel Teorema 3.21,
ar+by>c1+2, az+br>c1+2 1 ax+by>co+2.
Suposem a1 + as + by + by < ¢4 + ¢ + 3, llavors,

a1 +b1 <c1+1 (310)
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ai +by <cog+1 (3.11)
as+by <cog+1, (3.12)

1<ai <az, 1<b1<by i cg<n—r.

Per (3.10) sabem que ¢; > 1, amés, ¢1 +2 < a; + by < co+ 1, per tant ¢; +1 < co. Siguin
ara
up = ay, uz =max(az,a; + 1),

v1 =b1, vy = maa:(bz, by + 1),

Es pot veure que
up+vy <wy+1, up+ve<we+1, upg+vy <we+1 i

Ui + ug +v1 + v < wy 4+ we + 3.

Existeix doncs un parell (w],w}) tal que w} < wq, wh < wa i (u;v;w) € T, 1 aixo
contradiu el Teorema 3.20.

(]

Usant la versié generalitzada del Teorema 3.21, és pot veure que
iwl +i$2 +ix3 +jy1 +jy2 +jy3 2 kzl +k722 +k723 +r+r—1+r-2

per qualsevol (z;y;2) € TV, n > r + 2.

Teorema 3.23. ([4]) Si~y és un punt de la frontera de E' amb seqiiéncies (I, J, K) d’ordre
r=1,2,3 o n— 1 associades, aleshores (I,J,K) € T".

Demostracio. Per r =1 és evident.
Per r = n — 1, les seqiiéncies complementaries respecte n son d’ordre 1 i satisfan

i+ J =K+ n.

Per tant, (i';j';k') € T. Com que si (i;5;k) € TP, aleshores (i';5';k') € T? ,, tenim
(i;5:k) € Tln Pels casos n = 3, 4 és facil veure-ho. Suposem ara que r = 2, hem de provar
que es satisfan les desigualtats

il + jl < kl + 17

i1+j2§k2+17
19+ 71 < ko + 1.

Aix0 vol dir que hem de provar que i, + j, > k. + 2, per qualsevol (z;y;z2) € Tf, pero
aixo surt del Teorema 3.21. Suposem ara que r =3 in > 5. Per

t1+ie+is+i1+je+i3s=k+ka+ks+6
i utilitzant els Teoremes 3.21 i 3.22, tenim que

i1+ <k +1,
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i1+ jo < ka2 + 1,

i +j1 < ko + 1,

i1+ J3 < ks + 1,

ig + jo < k3 + 1,

i3+ 1 < ks +1,
i1+ + 1+ 72 < ki + ke + 3,
i1 +i2+ 1+ J3 < k1 + ks + 3,
i1+i3+ 71+ 7o < ki +ks+3,
i1+l +j2+ 3 < ko + k3 +3,
igt+i3+J1+J2 <kathks+3, i
i1 +i3+ 1+ 73 < ka4 k3 + 3,

ja que si (z;y;2) € Tg aleshores (z;y;2') € Tg’fq, p=1,2.

El Teorema 3.23 completa la demostracié de la igualtat £ = F per n < 4.
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Conclusions

L’objectiu principal d’aquest projecte era estudiar el treball de Horn i les tecniques que
va utilitzar per demostrar la conjectura de Horn per matrius de tamany més petit o igual
que 4. Podem afirmar que aquest objectiu ha estat assolit.

No hem inclds la demostracié de la conjectura de Horn per matrius de tamany més gran
que 4, degut a l'extensié d’aquesta part. Per aquest motiu, recomano continuar la lectura
de [2].

Comentar també, que hi ha un problema relacionat amb la conjectura de Horn que segueix
obert: El problema invers de Horn (veure [9]).

En quant a ’ambit més personal, el fet d’haver dedicat tantes hores a llegir articles
matematics m’ha fet adonar-me que soc capag d’entendre més del que em pensava en un
inici. A més, haver de reescriure part dels articles [2] i [4] m’ha obligat a aprendre a
escriure de manera formal i organitzada i a fer que la lectura d’aquest projecte sigui lo
més comprensible possible.
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