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Abstract

This Bachelor’s Thesis provides a rigorous introduction to the fundamental concepts of
celestial mechanics from a mathematical standpoint. The text explores the foundational
principles governing the motion of particles due to their gravitational interactions in space.
Key concepts such as Kepler’s laws, conservation of energy, and the n-body problem are
addressed. Special emphasis is placed on the latter, as well as its particular cases of two
and three bodies, with an analysis of the inherent challenges in accurately predicting the
trajectories of these systems.

Resum

Aquest Treball de Final de Grau ofereix una introduccié rigorosa als conceptes elementals
de la mecanica celeste des d’'un punt de vista matematic. El text explora els principis
fonamentals que regeixen el moviment de les particules a causa de les seves interaccions
gravitatories a ’espai. S’aborden conceptes clau com les lleis de Kepler, la conservacid
de D’energia o el problema de n cossos. Es dedica un émfasi especial en aquest ultim, aixi
com als seus casos particulars de dos i tres cossos, i s’analitzen les dificultats inherents de
la prediccié precisa de les trajectories d’aquests sistemes.
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iii
Contingut

El segiient treball de final de grau és un estudi elemental i introductori del problema de
tres cossos.

El treball esta dividit en tres grans capitols: al primer capitol, el problema de la forca
central, estudiarem amb detall el moviment d’una particula relatiu al camp de forces al
que es troba sotmesa. A partir de les lleis de Newton, aconseguirem alguns resultats basics
com la conservacié del moment angular o la conservacié de ’energia. També, demostrarem
les tres lleis de Kepler. Al final del capitol, farem un estudi exhaustiu de la posicié de la
particula a la seva trajectoria segons el valor de I'energia.

Al segon capitol, el problema de dos cossos, afegim una segona particula a 1’estudi del
moviment i, mitjancant un canvi de coordenades, podem tractar aquest problema com el
problema de la forca central.

Al tercer capitol, el problema de tres cossos, introduirem el problema general de n cos-
sos, tot fent els calculs analegs realitzats per una particula, ara per n. Després, passarem
a estudiar el problema general de tres cossos i algunes de les seves solucions particulars
obtingudes per Lagrange i Euler. Finalment, estudiarem el problema restringit de tres
cossos, un cas particular del problema de tres cossos, que facilita una mica més 'estudi
del moviment i també veurem algunes solucions particulars d’aquest.

Objectius i metodologia

Em vaig interessar pel problema dels tres cossos llegint una novel-la de ciéncia-ficcié que
parla del tema. El meu objectiu principal era fer un treball formatiu que em permetés
estudiar de manera elemental el plantejament del problema i alguns dels resultats més
destacables. Consultant algunes referéncies inicials, es fa evident que el problema de tres
cossos avui en dia s’aborda amb eines matematiques més avancades que les que poden
apareixer en aquest text. A causa de la meva falta de coneixements previs en la materia,
el tutor d’aquest TFG, el doctor Angel Jorba, va recomanar la lectura del llibre de Harry
Pollard, Celestial Mechanics?, que ha resultat ser un bon text per a no iniciats en la
mecanica celeste, ja que no utilitza eines matematiques de molta complexitat pero si una
gran astucia. Es per aixo que, tot i haver consultat altres fonts per la realitzacié d’aquest
treball, el llibre de Pollard ha estat la principal guia pel que fa al contingut i I’estructura
d’aquest. Tot i aix0, he procurat aportar més rigorositat en molts dels resultats que al
llibre es donen per certs i, en general, I’estil d’escriptura vol ser una mica més metodic.

2Pollard, H.: Celestial Mechanics, The Carus Mathematical Monographs No. 18, The Mathematical
Association of America, 1976, ISBN 0883850192
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Capitol 1

El problema de la forca central

Volem descriure el moviment d’una particula @@ de massa m. Aquesta es veu atreta cap
a un centre fixat O amb una forga mf(r) proporcional a m i depenent de la distancia r
entre Q i O. Per fer-ho, ens situem a R3. Asumirem que tant O com @ sén punts de R3.

Notacié 1. Per no recarregar el text, generalment utilitzarem la notacid T per referir-
nos a 7(t), sobreentenent que el vector depén del temps. Pel que fa al sew modul ||7]|, el
representarem amb la lletra r. El mateix valdra per altres vectors depenents del temps.

1.1 Formulacié del problema

Definicié 1.1.1. Siguit € I C R el valor d’un instant de temps. El vector #(t) € R3/{0}
de classe C? amb origen a O determina la posicié de la particula Q. S’anomena vector
posicié o moviment.

r: I — R3, r(t) = (z(t), y(t), 2(t))

Definicié 1.1.2. Un camp de forces central és un camp vectorial F: R3/{0} — R? de
la forma

P() = = ()7

on f:(0,00) > R. Quan f <0, l'origen és repulsor i quan f > 0, l'origen és atractor.

Ens interessa el cas d’origen atractor d’acord amb com estem plantejant el problema.
En altres camps de la fisica, com l’electromagnetisme, trobem casos en que les forces
que actuen al camp central poden ser repulsores, com per exemple al trobar carregues
electriques de mateix signe.

A partir d’ara, ens situem en el suposit que la nostra particula ) es mou dins un camp
de forces central amb f > O:
F() = — ()7

Definicié 1.1.3. La funcic f s’anomena llei d’atraccid.
Asumirem que f és continua per 7 € RT. D’acord amb la segona llei de Newton, tenim

la segiient equacio: )
mr = —mf(r)r 7 (1.1.1)
-1

on 7 és el vector unitari que va des del punt O fins al punt Q.
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Definicié 1.1.4. Definim el vector ¥(t) com

i) = #(t) =

el denotarem com U i ’anomenarem wvector velocitat.

Aixi doncs, podem reescriure I’equacié anterior com:

F=4, U=—f(r) ¥ (1.1.2)

Com podem observar, el valor de m no és rellevant pel sistema. També veiem que
efectivament la segona equacié correspon a la d’un camp de forces central.

Ara volem estudiar les funcions 7(¢) i ¥(t) que compleixen (1.1.2) en un interval de
temps. El cas més important d’estudi és el cas en que la llei d’atraccié és la llei de
gravitacié de Newton.

Definicié 1.1.5. Quan la funcio f és de la forma f(r) = pr=2, on p > 0 constant, f
s’anomena ller de gravitacio.

La constant p només depén de les unitats escollides i en la font d’atraccié particular
de cada cas.

Amb aquesta f, (1.1.2) es converteix en:
F=7, 0=—ur 37 (1.1.3)

Notacié 2. En general, utilitzarem [’expressio problema de la forca central quan ens
trobem en les condicions d’una particula Q a un camp de forces central i el seu moviment
estigui regit per les equacions de (1.1.2).

També, usarem [’expressio cas mewtonia quan la llei f sigui la llei de gravitacié de
Newton i, per tant, el seu moviment estigui regit per les equacions de (1.1.3).

1.2 Moment angular

En aquesta seccid, continuem suposant que 7(t) és soluci6 de l'equacié (1.1.2).
Definicié 1.2.1. El producte vectorial ¢ = ¥ X U s’anomena moment angular.

Lema 1.2.2. Sigui 7,7 un dues funcions vectorials que compleizen (1.1.2). Llavors,
Fxv=0

Demostracié. Suposem que (1.1.2) es compleix per 7, ¥. Ara agafem la segona equacié de
(1.1.2) i multipliquem vectorialment per 7

Fxi=—fr)yr @xr

i per tant 7 x 7=0 ja que el producte vectorial d’un vector per si mateix és 0. U



1.2. MOMENT ANGULAR 3

Proposicié 1.2.3. (Conservacio del moment angular): Sigui 7,V un parell de vec-
tors que compleizen (1.1.2). Llavors, el moment angular

C=7X7T (1.2.1)
és constant.

Demostracié. Considerem la derivada del producte vectorial 7 x .

d(7 x 7)

=FPXTHTXT
dt

Tenim que Fx¥=7x=0. Daltra banda, pel Lema 1.2.2, sabem que 7 x 7 =0. Aixi
doncs, la derivada del producte vectorial és 0 i aixo vol dir que el producte vectorial ha
de ser un vector constant. O

Proposicié 1.2.4. Si ¢ # 0, la particula @ es mou en un pla m. que passa per l'origen

0.

—

i ¢y =7y xvy. Llavors,

I
St

Demostracié. Denotem 7(0) = 7, ¥/(0)

0.

oy
I

S
I

La primera igualtat és certa per la conservacié del moment angular: ¢ = ¢g per tot
t € I. La segona, perque sabem que 7 i ¢ sén perpendiculars. Aixi doncs, es mantenen
perpendiculars durant tot el moviment. Podem concloure que 7 es troba en un pla m,
amb equacio

7-cg=0 (1.2.2)

O

Proposicié 1.2.5. §5i =0, la particula Q) es mou sobre una recta que passa per l’origen

0.

Demostracié. Suposem que ¢ = 0. Sigui @ = u(t) una funcié diferenciable amb modul w.
Com que u? = @ -, si derivem I’expressié respecte el temps obtenim 2ui = @ - 4+ @ - U =
2uu, ésadir,u-u=u-u. Siuz#0

dd du— Ui
dtu uz
Multipliquem numerador i denominador per w.

wu? —du (- @) — (dd)d

u3 u3

Per 1ltim, per la propietat segiient del producte escalar: @ x (5 X ¢) = E(@’. ¢) —éa-b),
prenent ¥ = b i @ = @ = ¢ tenim el segiient:

Prenem ara 7 = 1,
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Utilitzant ’equacié (1.2.1) queda
dr  IxT

- = 1.2.4

dtr r3 ( )

Per tant, com ¢ = 0, %g = 0. Conseqiientment, 7~ és constant i per tant el moviment
de @ esta contingut dins una recta. O

1.2.1 La segona llei de Kepler

Sigui 7(¢) el moviment d’un cos a un camp de forces central.

Sigui a(t) = r(t)(cosB(t),sinf(t)) la seva parametritzacié en coordenades polars, ¢ €
[to, t1], 7,0 : I — R modul i argument respectivament, tal que

0(t) >0, telto,t1], 6(t1)—6(to) <2m

L’area total escombrada per el vector 7(¢) en un cert temps s’obté mitjangant la segiient
expressio:

1

t1
At) = 2/t r2(5)0'(s) ds

Definicié 1.2.6. Definim la velocitat areolar com l’area escombrada pel vector 7(t) per
unitat de temps. O el que és el mateix

dmw—mo—dl/ﬂﬂgwg@ (1.2.5)
a7 dt\2 )/, o
Teorema 1.2.7. (Segona llei de Kepler): La particula Q es mou amb velocitat areolar
constant.

Demostracid. Suposem que ¢ # 0. Per la Proposicié 1.2.4, () es mou en un pla 7 que
passa per l'origen. Considero 7 i ¢ en coordenades polars centrades en O.

7= (rcosf,rsinf,0), ¢=(0,0,c)

Derivo el vector 7

7= (—rfsin, 70 cosh,0)
Per l’equacié (1.2.1) tinc que 7 x ¥ = €. Per tant,
7 x @ = (0,0,r20 cos® 0 + 20 sin? 0) = (0,0, 20)
del que es despren que
0 =c (1.2.6)
Si partim de 'eix X (i.e. 7(tg) = 7(0)), llavors 8(tg) = 0(0),6(t1) = 0(t).

Ara, apliquem la definicié de velocitat areolar, la regla de la cadena, el teorema fona-
mental del calcul i I'igualtat anterior (1.2.6):

. d 1 o(t) . 1 . Is
A = — — 2 = — 2 = —,
) ﬁ<2l®r(@%)ﬂﬂ =

Per la conservacié del moment angular (Proposicié 1.2.3), sabem que ¢ és constant i
per tant § és constant. O
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1.3 La conservacié de ’energia

En aquesta seccié estudiarem una altra constant del problema de vital importancia: 1’e-
nergia.

Per comencar, suposem que 7(t) és solucié de (1.1.2), agafem (1.1.2) i la multipliquem
escalarment pel vector U. Obtenim el segiient:

Vg ( )r- (*- v)
v = —f(r)r-
[
Per tant, tenim el segiient: 1
v = fi(r) + (1.3.1)

on f1(r) és una primitiva de —f(r) i h és una constant d’integracio.

Si f és la llei de gravitacid, tenim el segiient:

fr)= w2 fi(r) = pr!

Definici6 1.3.1. La quantitat

mv2

2

E:

—mfi(r) (1.3.2)
és l’energia total de la particula.

Definicio 1.3.2.

2 . e age .
o T = "}~ s’anomena energia cinética de la particula.
e —U = —mfi(r) s’anomena energia potencial de la particula.

Teorema 1.3.3. (Principi de conservacié de l’energia): En condicions del problema
de la forca central, en el cas newtonia, l’energia total de la particula es manté constant.

Demostracié. Agafem 1’equacié (1.3.1) i multipliquem a cada costat per m:

mv2

- = mfi(r) +mh

Com que h i m son constants, £ = mh també ho és. O
Observaci6 1.3.4. Notem que E=mhique T =FE+U.

Lema 1.3.5. El principi de conservacio de ’energia pot reescriure’s com:
29, 2 _ o2
rér? + ¢ = 2r*(fi(r) + h) (1.3.3)
Demostracio. Si considerem la segiient igualtat vectorial:

(@-b)? + (@ x b) = ab?
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i substituim @ = i b = ¥ ens queda:

(7 0)? 4 (F x ¥) = r*v?
Sabem que 7- ¥ = r - 7 1 hem vist a la Proposicié 1.2.3 que ¥ x ¥ = ¢ amb ¢ constant.
Per tant:

(r-7)%+ (&) = r’v?

r2 52 4 = r20?

Aillem la v?:
v? =72 4 A2 (1.3.4)
Ara, substituim v? al principi de conservacié de I’energia:

T'=U+FE

va

2

72 4 22
5 = filr)+h

272 4+ = 2r%(f1(r) + h)

=mfi(r) + mh

Les equacions (1.3.3) i (1.3.4) ens seran ttils més endavant.

1.4 La primera llei de Kepler

Seguim amb la suposicié de que la particula ) es mou a un camp de forces central i que
f és la llei de gravitacié de Newton. Per tant, suposem que 7(t) és solucié de I'equaci6
(1.1.3). Tornem a escriure-la per conveniéncia:

F=7, U=—u 37 (1.4.1)

Proposicié 1.4.1. Existeiz un vector € que roman constant durant el moviment de la
particula.

Demostracio. Agafem 1'equacié (1.2.4) i la multipliquem per p:

dr Lo
oy = @x9)
arv -
Moy~ Uxe

Integrem a cada membre:

u<r+é'> —Fx& (1.4.2)

on € és una constant d’integracio. O
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Definicié 1.4.2. El vector € s’anomena excentricitat.

Proposicié 1.4.3. Si ¢ # 0, llavors € esta contingut al pla m.. Si ¢ = 0, llavors € es
troba a la mateiza recta que T.

Demostracié. Agafem 1'equaci6 (1.4.2) i la multipliquem escalarment pel vector ¢

M(T.ﬂaa):a(axa
.

Com que €i (¥ x €) sén vectors perpendiculars, ¢- (7 x ¢) = 0.

-c+€e-c=0

S 3y

Com 7+ ¢ =0, tenim que €- ¢ = 0.

Aix{ doncs, si ¢ # 0, €1 ¢ sén perpendiculars. Com que 7 és perpendicular a ¢, € es
troba al mateix pla que 7, és a dir, a m.. Si ¢ = 0, per (1.4.2) tenim que - = —¢. Per

tant, € es troba a la mateixa recta que 7. O
Lema 1.4.4. Sigui ) una particula movent-se segons (1.4.1). Aleshores
2
e Ftr=— (1.4.3)
L
Demostracié. Partim de (1.4.2) i la multipliquem per 7
I N S
u<r-—|—e'r> =r-vXxc
T
p(r+e-7)=rxuv-¢é
pr+e-ry=¢-é
- = C2
er+r=—
1
O

Observacié 1.4.5. Si ¢ =0, llavors e = 1.

Definicié 1.4.6. S’anomena orbita al conjunt de punts de ’espai on podem trobar la
particula Q per algun instant de temps. Es a dir, I’orbita de Q és el conjunt

Oq = {r(t)|vt € I'}
Hem vist que si ¢ = 0, I'orbita de ) és una recta. En cas que ¢ # 0, podem veure com
afecta el valor de e a l’orbita.
Observacié 1.4.7. Si r és constant, ’orbita de () és una circumferéncia.

Proposicié 1.4.8. Sie =0, llavors 'orbita de Q és una circumferéncia i, a més a més,

Q es mou a velocitat constant.
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Demostracio. Sie =0, llavors r = é, constant. Per tant, el moviment és circular. A més
a més, per l'equaci6 (1.3.4) i el fet que r és constant tenim que

cC_Ccuh K
== —= —,
r ¢ ¢
Per tant, la velocitat de la particula és constant. O

Observacié 1.4.9. Amb aquest resultat podem deduir que h < 0. També observem que
2T =U.

Demostracio. Pel principi de conservacié de I'energia:

2
v I3
R T
2 r +
I per tant:
U B Kk
2 r 22 2 2c2
Efectivament, h < 0.
2 2
o1 = 2" :mﬂ—:mH:U
2 c2 r

O

Proposicié 1.4.10. Sigui Q una particula movent-se en el pla m.. Sigui 0 l'angle que
forma el vector ¥ amb l’eix X del pla. Sigui w l'angle que forma el vector € amb leix X
del pla. Si e # 0, llavors l’orbita de Q) queda determinada per I’equacid

A/

= — 1.4.4
" 1+ecosf ( )

on f=60—w.

Demostracid. Per la definicié de producte escalar, sabem que € -7 = ercos f. Agafant
lequacié (1.4.3):

s c?
e r+r=—
.

[\

c

w
c
w

ercosf+r=

[

r(l+ecosf)=

A/

"= 1+ecosf

O

Definicié 1.4.11. Una conica no circular és el lloc geométric dels punts P tals que la
distancia |PF|| a un punt fix F' és € vegades la distancia ||PL|| a una recta fiza L. Es a
dir, una conica es pot definir com el conjunt seqguent:

C={PecR?:d(P,F)=c-d(P,L), &>0}

F s’anomena focus, € excentricitat de la conica i L directriu de la conica.
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Definicio 1.4.12.

e Si0<e<1, Césuna ellipse.
e Sie=1, C és una parabola.

e Sie>1, C és una hipérbola.

Res ens impedeix agafar com a excentricitat de la conica el modul del nostre vector
excentricitat definit abans. Es a dir, e = e = ||€]|.

Pels proposits d’aquest capitol, una conica pot ser tant una circumferéncia com una

conica no circular.

Teorema 1.4.13. (Primera llei de Kepler): En condicions d’atraccid newtoniana en
el problema de la forca central, I’orbita de la particula Q) és una conica.

Demostracid. Si e =0, ja hem vist que I’orbita de Q és circular. Per tant, I’0rbita és una
conica.

Si e # 0, considerem la recta L a distancia ¢2/pe de O, perpendicular a € i situada al
costat que apunta el vector €. Podem reescriure (1.4.4) de la segiient manera:

_
r=
1+ecosf

[\

r(l1+4ecos f) =

ercosf+r=

7;‘C}L\’) t‘(‘:

2
r = — —1recos
1
2

ec
r=——recosf
e

2
rze(—rcosf)
e

~

Aquesta darrera equacié es pot interpretar com HO_QH = eHCfLH. Si entenem que 7 =
|OQ]|, lavors 'equacié compleix la definicé de conica no circular, entenent que la nostra
particula @ és el punt P. O

Observacié 1.4.14. El valor minim de r s’obté quan f = 0 i el maxim quan f = 7 (ja
que e > 0).

Definicié 1.4.15. El vector € apunta a un punt P de la conica que anomenem pericentre.

Observacié 1.4.16. Es facil veure que el pericentre és el punt de la conica que es troba
més a prop del focus.

Definici6 1.4.17. f reb el nom d’anomalia verdadera.
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1.5 Relacions entre constants

En les seccions anteriors hem vist que ¢, €1 h es mantenen constants durant el moviment
i, per tant, queden determinades pel seu valor a ¢t = 0. Denotem #(0) = 7 i ¥(0) = vp.

Lema 1.5.1. Amb condicions newtonianes al problema de forga central tenim la segiient
igualtat:
p2(e? — 1) = 2hc? (1.5.1)

Demostracio. Agafem 1'equacié (1.4.2) i elevem al quadrat els dos costats.

#

Com ¥ i € sén perpendiculars, ¥ X ¢ = ve.

i 1]

2
—1—5) = (7 x &)

[\

p2(e? + =€ 7+ 1) = %
r

Ara utilitzem que v? = 2h + 2% (lequaci6 del principi de conservacié de l’energia multi-
plicada per 2 a cada costat) i I’equaci6 (1.4.3) reescrita com €- 7 = % -

2 (c? 2
u2<e2+<c—r>+1>:(2h+2“) o
r\ r
o o 22 N2 2
wle+—-—1 :<2h+27)c
an r

2

2 2uc

2
ZHC _ ope? +
r r

p2(e? — 1) = 2hc?

pie? = 1) +

Observacio 1.5.2.

e Sie=1, llavors ¢ = 0.

e Sie=0, llavors h = —u?/2c
A més a més, si ¢ # 0, llavors:

ee<1lih<0

eec=1ih=0

ec>1ih>0
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Lema 1.5.3. Sigui a el semieiz major de la conica. Si h #0, ¢ # 0, llavors:
Lo
a=gp |h (1.5.2)

Demostracid. Si h # 0, llavors e # 0. Per tant, tenim dos casos:

0 < e < 1: Ellipse. En aquest cas el semieix major és:

_ Tmaz + Tmin
2

Gracies a I’Observacié (1.4.14), sabem que

c? c?
Tmin = —————, T = —
Aixi doncs,
2
c
a=—
(1 — e?)
Apliquem el Lema (1.5.1) a aquesta ultima equacié:
2 2(,2
—1
R et "

p(l—€2)  2hu(l—e2) 2h

I aquesta expressié es pot reescriure com:
1 -1
a=—ulh
2#\ |

e > 1: Hiperbola. El semieix major en aquest cas és

C2
a=——-——
p(e? — 1)
Apliquem el Lema (1.5.1) novament:
¢ PR -1) _ p

“= u(e? —1) - 2hpu(e? —1) " 2h

I aquesta expressié es pot reescriure com:
1 -1
a= ;pulhl
2

O

Observacié 1.5.4. Podem utilitzar aquest iltim resultat juntament amb el principi de
conservacio de I'energia i obtenim:

=p+L) sin>0
v? =2 sih=0 (1.5.3)
vzz,u(g—%) sih<0
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1.5.1 La tercera llei de Kepler

Definicié 1.5.5. Anomenem periode al temps que triga la particula QQ en recorrer tota
la seva orbita una vegada, o el que és el mateiz, el temps que triga 7(t) en escombrar
l’area de la conica una vegada. Denotem el periode amb la lletra p.

Teorema 1.5.6. (Tercera llei de Kepler): Sota condicions d’atraccid newtoniana en
el problema de la forca central, si 0 < e < 1, llavors el periode p de la particula Q) ve

donar per:

4 2
pr =" g3 (1.5.4)
1

Demostracid. Suposem que 0 < e < 1. L’area de l'elipse és A = ma?y/(1 — €2). Per la
segona llei de Kepler sabem que A = §. Al Lema (1.5.3) hem vist que

2

n(1—e?)

a =

c=+/au(l —e?)

Llavors, el periode és

B é B ra?y/1 — e2 B 2wa?y/1 — e? B 2wa?y/1 — e? B oV a3
P c Van(i—&) Vi

Finalment, ens queda

1.6 Posicio a 'orbita

Continuem amb el problema de la for¢a central amb llei d’atraccié newtoniana. A la
seccié anterior hem vist que g, vy determinen el moviment completament. En particular,
aquests valors ens donen € i ¢, els quals determinen ’0rbita. Ens falta veure com podem
trobar la particula a ’espai per un determinat valor ¢; de temps.

Seria ideal expressar la posicié 7(t) amb una equaci6 explicita en funcié del temps t.
Aixd pot resultar complicat. Per tant, utilitzarem el canvi de variable ¢ = t(u), on u és
un valor de temps fictici.

Per poder localitzar la particula ) haurem de resoldre
tl = t(ul)

pel valor corresponent u;. En el que segueix escollirem ¢ = ¢(u) de manera adequada i
anomenarem v anomalia excéntrica.

Comencem per recordar l'equacié (1.3.3), una altra manera d’escriure la conservaci6
de l'energia. Com que ens trobem en el cas newtonia, f(r) = u/r, de manera que la
podem reescriure com: _

212 4 ¢ = 2(ur + hr?) (1.6.1)
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Escollim la nostra nova variable u de manera que

ro ==k

u:k/th (1.6.2)

7 7(7)
on T, k so6n valors a determinar més endavant.

on k és constant. Per tant,

Si derivem 7 i fem servir la regla de la cadena,

. dr . dr
= @u— @kr

lequaci6 (1.6.1) es reescriu com
E2(r)? + ¢ = 2(ur + hr?) (1.6.3)
on (r') representa la derivada de r respecte u.

Cal fer una distincié de casos segons el valor de h per aquesta darrera equacid, o el
que és el mateix, segons el valor de I'energia de la particula.

1.6.1 Cas h=0

En aquest apartat suposem que h = 0. Escollim la constant k com k? = pu. L’equaci6
(1.6.3) queda aixi:
() + 2 = 2ur + 2hr?

pero com h = 0,
2

el 6
(7“)—i-lu 2 (1.6.4)

Ara, si derivem aquesta expressid, ens queda:

2" = 20!

N/ /
rr’ =r

Si ' = 0, llavors r serfa constant i aixd només passa quan h < 0. Per tant, r’ # 0.
Llavors, tenim que
r" =1

D’aquesta manera, r és quadratica sobre u:

r:%(u7u0)2+A

on A és constant. Substituim r a (1.6.4):

1 " 2 2 2
((2(u—uo)2+A>> +E:§(u—uo)2+2A

2 22 2
<2(u—uo)> +%:§(U—UO)2+2A

2

(ufu0)2+gz(ufuo)2+2A
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d’on traiem que

C2

= o
A més a més, com que u esta determinada només per una constant arbitraria, podem
suposar que ug = 0. Aixi doncs,
1 c?
r=—(u+—
2 Ju

Segons (1.6.2), % = f <= rdu = kdt, i també que u = 0 quan t = T'. Per tant:

t u
k/dt:/rdu
T 0
¢ 2
k/ dt:1/<u2+c>du
T 2 Iz

Com que k? = pu

1 /ud 2
Vu(t =T :(+u)
14 2

Tenim doncs el parell d’equacions segiient:
2
Vau(t =T) = gu? + Su
2
r= % (u2 + %)

Gracies a la primera equacid, observem que t és una funcié estrictament creixent respecte
u. Per tant, aquesta primera equacié té una unica solucié per u en termes de t. Aquesta

(1.6.5)

solucié és pot escriure com u(t). Llavors,

Proposicié 1.6.1. El sistema d’equacions de (1.6.5) satisfa l’equacid diferencial (1.6.1)
quan l’energia de la particula és nul-la.

Demostracid. Suposem que h = 0. Sabem que % = & per (1.6.2). Derivem la segona

—r
equacié de (1.6.5):

du
P =i =u— = ukr—?!
dt

rr = uk
T = \/pu
Substituim 77 a I’equacié 1.6.1 i utilitzem que h = 0:
1 1¢?
(Viu)? + ¢ =2u <2u2 + 2;)

uuQ +c = ,uu2 + ¢?
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Ara, falta interpretar el valor de T

e En cas que ¢ # 0; Si h = 0, llavors e = 1 i obtenim com a orbita, per I'equacié
(1.4.4), la parabola
A/

T:1+cosf

Quan f =0, r = % és el valor minim de r(t) (el vertex de la parabola). Podem
veure per (1.6.5) que aquest és el valor de 7(t) quan u = 0, o el que és el mateix,
quan t = T. En aquest cas, T és el temps en el qual la particula es troba més a

prop de 'origen.

Definici6é 1.6.2. L’instant de temps t = T s’anomena temps de pas pel peri-
centre.

e En cas que ¢ = 0, tenim que 1’0rbita és una recta (ho hem vist a la Proposicié
1.4.3). El sistema de (1.6.5) queda de la segiient manera:

e

ud

—~

t—T)

2

T = 35U

D=

on t = T correspon amb la col-lisié de la particula amb 'origen o la seva emisi6
des de l'origen.

SiT > 0, el pas de la particula per 'origen succeeix després de l'instant inicial ¢t = 0
i només podem considerar el moviment per I'interval de temps —oo < t < T, perque
per t > T el moviment ja no es regeix per les equacions anteriors. En aquest cas,
t = T és 'instant de col-lisié6 de la particula amb ’origen i I'0rbita és una
semirecta amb vertex a l’origen.

Si T < 0, vol dir la particula inicia el moviment a ¢t = T i, per tant, només podem
considerar el moviment per I'interval de temps T' < t < 400, perque per t < T el
moviment no es regeix per les equacions anteriors. En aquest cas, t =T és I’instant
d’emisié de la particula des de ’origen i I’0rbita és una semirecta amb vertex
a lorigen.

En resum: si ¢ = 0, r determina completament la posicié de la particula, ja que la recta
de vector director € que conté el moviment és coneguda. Si ¢ # 0, hi ha dos possibles

valors de f. Sit > T, prenem f > 0. Sit < T, prenem f < 0. En qualsevol cas, les
coordenades (r, f) localitzen la particula Q.

1.6.2 Cash#0

Ara suposem que h # 0. Ja hem vist que si h # 0, tenim les segiients possibles orbites:

e Lineal, si ¢=0.
e Hipeérbola, si ¢# 01 h > 0.

e Ellipse, sic# 01 h < 0.

Primer ens centrem en localitzar ) en un cert temps t.
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Lema 1.6.3. L’equacid diferencial (1.6.3) es pot reesciure com

(#)2 = o (h)p? = —o(h) (1.6.6)
on p = p(u) és una funcié depenent de ’'anomalia excéntrica definida com

eap(u) = a+ o(h)r(u)

p és la derivada de p respecte u i

1 ;h >0
ohy=4 "
-1, sith<0

Demostracié. Primer triem la constant k? = 2|h|, que és el mateix que k? = u/a, per
Pequaci6 (1.5.2). Agafem 'equacié (1.6.3)

K2 ()2 + ¢ = 2(ur + hr?)

i la dividim per k?:

2

2

()% + 2 gar + L
L

(") + — = 2ar + £r2
|l

Com que % =o(h),
N2, ca _ 2
(r')”+ T 2ar 4+ o(h)r (1.6.7)

Si agafem ara l'equacié (1.5.1):
p2(e? — 1) = 2hc?
i substituim ’equacié (1.5.2) a (1.5.1), tenim

2a |h| (¢* — 1) = 2hc?

a(e? —1)o(h) = (1.6.8)

2
W

Ara sumem a?c(h) a tots dos costats de (1.6.7) i substituim c¢2/u pel seu valor de
(1.6.8):
a’o(h) + (r)? + a*(e* — 1)o(h) = 2ar + o(h)r* + a®a(h)

Notem que o(h)? = 1.
()2 + a’o(h)(e? — 1 +1) = a(h)(a® + r* + 2aro(h))

(r")? + a*¢*a(h) = a(h)(a + ro(h))? (1.6.9)
Introduim la funcié p(u):
eap(u) = a+ o(h)r(u)

i derivem respecte u:
/

eap’ = o(h)r
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Substituim = i 7’ a (1.6.9) per p i p':

eap’ \?
<U(h)) + a?c(h)e? = o(h)(a + eap — a)?
e2a®(p')? + a’o(h)e? = o(h)e?a®p?
(0')? +a(h) = a(h)p?
(0')? = a(h)p* = —o(h)

Si resolem I’equaci6 1.6.6 per h > 0:

() —p*=-1
() =p"-1
pr=p-1
dp 5
bl 1
du p

d
Vpr-1
arccoshp=u+k

p = cosh(u + k1)

I ara la resolem per h < 0:

() +p*=1
(P)P=1-p
pl=1-p?
dp
W2
du p

d
/p - /du
V1 — p?
arccos(p) = u + ks
p = cos(u + ko)

A més a més de les dues solucions trivials p=1,p = —1,

_ Jcosh(u+ky) sih>0
~ cos(u+ky) sih<O0

Podem escollir ky = ko = 0 perque sén constant d’integracié lliures, ja que no hem
escollit 1" encara:
~ Jcosh(u) sih>0
cos(u) sih<0

Definici6 1.6.4. Definim una nova constant n com el quocient n = %, al qual anomena-
rem moviment mitja.
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Abans hem vist que k? = £ per tant, podem reescriure n = pl/2q=3/2,

Teorema 1.6.5. En el problema de la for¢a central, quan h #£ 0 i ¢ # 0, la posicio de la
particula Q a cada instant de temps t queda determinada per les equacions seglients:

r =a(ecosh(u) — 1), n(t—T)=esinh(u) —u, sih>0 (1.6.10)
r=a(l —ecos(u)), n(t—T)=u—esin(u), sih<0 (1.6.11)
Demostracio. Si h > 0:
p = cosh(u)
Com que
_a+r
 ea
tenim que
atr_ cosh(u)

ea
a+r = eacosh(u)

r = a(ecosh(u) — 1)

Si fem servir 'equacié (1.6.2) que defineix u i sabent que v = 0 quan ¢t = T, tenim que

/Tt kdt = /Ou rdu
k(t—T) = a/ou(ecosh(T) ~dr
K

E(t —T) =esinh(u) — u

n(t —T) = esinh(u) —u

Sih<O0:
p = cos(u)
Ara, tenim que
a—r
= cos(u
” (u)
r—a = —eacos(u)

r =a(l —ecos(u))

Fent servir de nou l'equacié (1.6.2) i sabent que uw = 0 quan t = T, ens queda

/Tt kdt = /Ou rdu
k(t—T) = a/oua _ ecos(7))dr
K

a(t—T) = u — esin(u)

n(t—T) =u — esin(u)



1.6. POSICIO A I’ORBITA 19

Observacié 1.6.6. En el cas de l'orbita el-liptica, n = 2?”, on p és el periode (per la
tercera llei de Kepler).
Observacié 1.6.7. Siu =0, llavors t =T ir =ale — 1.

Proposicié 1.6.8. L’equacid de l’orbita (1.4.4) es pot reescriure com

_ ale 1] (1.6.12)
~ 1+4ecosf e
Demostracié. L'equacié (1.4.4) es aquesta:
L ln
1+ ecos f
En realitat, volem veure que ¢?/u = a ‘62 — 1‘.
Per (1.5.1), tenim la segiient relacié:
p?(e? — 1) = 2hc?
i, per (1.5.2), tenim que
Lo
=—ulh
a= spulhl
Aixi doncs,
h| = s sih>0
—4- sih <0
Primer, substituim 4= a p?(e? — 1) = 2hc*:
20,2 H 2
==
pie? —1)="c
pa(e? —1) =
wa ‘62 — 1‘ =c?
Ara fem el mateix pero per —4=:
p2(e? —1) = _He2
pa(l —e?) =
wa ‘62 — 1} =c?
U

Per interpretar T, hem de distingir si ¢ # 0 o si ¢ = 0.

Per ¢ # 0, t =T és l'instant de pas pel pericentre, i en els segiients apartats veurem
que passa exactament quan h > 01 quan h < 0.

Perc =0, tenime =1ir =01t =T és l'instant de col-lisi6 de ) amb l'origen o
I'instant d’emisi6é de ) des de l'origen.

Observacié 1.6.9. Per cada valor ¢, les equacions
n(t—T)=esin(u) —u e>1
nt—T)=u—esin(u) 0<e<l1

tenen una solucié tnica. S’anomemen equacions de Kepler.
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1.6.3 Cas h >0

La particula @, en cas que es mogui amb energia positiva (o el que és el mateix, amb
h > 0), pot tenir dues possibles orbites:

Si ¢ = 0, el moviment és lineal, concretament una semirecta amb vertex a ’origen O,
com ja hem discutit previament. En canvi, si ¢ # 0, ’0orbita es tracta d’una hipérbola, ja
que sic# 01 h >0, tenim que e > 1.

Per tant, suposem que h > 0. D’acord amb el Teorema 1.6.5, les equacions que

determinen la posicié de @ son:

r = a(ecosh(u) — 1) (1.6.13)

n(t—T)=esin(u) —u (1.6.14)

Podem determinar 7' a partir de 7, vy coneguts a l'instant incial ¢ = 0.

7ot =rr=rr'u=rr'krt = k' = \/gae sinh(u) = \/paesinh(w)
Per t = 0, ug queda determinat:
70 - V) = /paesinh(ug)
i per tant, si prenem ¢ = 0 a 'equacié (1.6.14), T' queda determinat:

—nT = esinh(ugp) — ug
_ esinh
T Yo~ esin (uo)
n

Si ¢ = 0, 'equacié (1.6.14) és valida per t < T quan T és l'instant de col-lisié de la
particula amb l'origen. D’altra banda, si T' és I'instant d’emisié de la particula des de
l'origen, 'equacié és valida per t > T.

Ara, per un temps t qualsevol, si volem trobar la posicié de @, caldria resoldre (1.6.14)
i substituir el valor de u a (1.6.13).

Si ¢=0, com el moviment és lineal, ja ho tindriem (no cal escollir f). En canvi, si
¢ # 0, hem de considerar dos possibles valors de f de

~ale?—1)
"= 1+ ecos(f)

Com hem vist a la demostraci6 de la Proposicié 1.6.8, si h > 0, llavors ¢?/u = a(e? —1).
Escollim f >0sit>T1if<0sit<T.

Definicié 1.6.10. Anomenem anomalia mitjana a ¢ =n(t —T).
Donat un valor de ¢, £ = e sinh(u) —u, amb el seu corresponent u. Actualment, no hi ha

una soluci6 analitica per u = u(¢) i normalment aquest problema s’adre¢ga numericament
des d’aquest punt.
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1.6.4 Cas h<0

La particula @, en cas que es mogui amb energia negativa (o el que és el mateix, amb
h < 0), pot tenir dues possibles orbites:

Si ¢ = 0, el moviment és lineal, concretament una semirecta amb vertex a ’origen O,
com ja hem discutit previament. En canvi, si ¢ # 0, ’orbita es tracta d’una el-lipse, ja
quesic#01h <0, tenim que e < 1.

Per tant, suposem que h < 0. De nou, d’acord amb el Teorema 1.6.5, les equacions
que determinen la posicié de Q sén:

r =a(l —ecos(u)) (1.6.15)

n(t—T)=u— esin(u) (1.6.16)

Si ¢ = 0, determinem T’ com ho hem fet abans, ja que tenim la mateixa recta sobre €
que ja hem estudiat.

Ara, per determinar T no ho tenim tan facil quan ¢ # 0. Si ens fixem en el punt P al
qual apunta el vector € (el pericentre), la particula passa per P periodicament. Per tant,
T no queda determinada per 79, 9.

Proposicié 1.6.11. Considerem [’el-lipse de la Figura 1.1 inscrita dins una circum-
feréncia de centre C, on O és el centre d’atraccié (i origen) i P és el pericentre. Sigui
Q@ una posicio de la particula quan 'anomalia verdadera és f. Sigui S la projeccio de @
sobre la circumferéncia. SQ és perpendicular a CP. Llavors ’angle comprés entre CP i
CS és u.

Demostracio. Si aillem el cos(u) de 'equaci6 (1.6.15):

r=a(l —ecos(u))
r —a = —aecos(u)
a—1r = aecos(u)
a—r

= cos(u)

Hem de veure que aquesta expressié és equivalent a la que obtenim de la construccio que
hem fet a la Figura 1.1.

Per definicid, el cos(u) és el catet contigu dividit per la hipotenusa. La hipotenusa té
el valor de a perque el semieix major és el radi de la circumferéncia que envolta 'el-lipse.
El catet contigu és la distancia del centre de I’el-lipse C a la recta SQ.

El semieix major de ’el-lipse es pot expressar amb aquesta relacié:

dOC
a=—
e
on dy. és la distancia del centre de 'el-lipse al focus O. Per tant, d,, = ae. Aix0O ens
serveix per determinar el catet contigu: ae + 7 cos(f).

Per determinar el cos(f) considerem l'equacié de la conica:

_a(l—e?)
"= 1+ ecos(f)
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o

Figura 1.1:

Com hem vist a la demostracié de la Proposicié 1.6.8, si h < 0, llavors ¢?/u = a(1—e€?).
Si aillem el cos(f):

r+recos(f) = a(l — €?)

1—e?) -
cos(f) = =)=
re
Aix{ doncs, el cos(u) és:
cos(u) = ae + 1 cos(f)
a
2
ae + a(l—e?)—r
cos(u) = =
a
2 2
1—e2)—
cos(u):ae +a(l—e®)—r
ae
ae’ +a—ae —r
cos(u) =
ae
a—r
cos(u) =
(u) = —
Efectivament, les dues expressions del cos(u) coincideixen. O

Siat=0tenim f > 0, llavors T sera escollit com I'iltima vegada que () ha passat
per P abans de t =0 (de fet T' < 0). Siat =0 tenim f < 0, llavors T sera escollit com
la primera vegada que @ passi per P després de t =0 (T > 0).
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Si prenem els calculs que hem fet abans perd amb el nou valor de 7':
Fov=rr=rru=rr'kr ' = k' = \/ﬁae sin(u) = /pae sin(u)
a

tenim que, per t = 0,
70 - 00 = /paesin(ug)

A més a més, tenim que, en general, a 'interval —7 < u < 7, tenim dues solucions
de up que satisfan 79 = a(1 — e cos(up)), una 'oposada de l'altra. Perd només una satisfa
70 - U) = y/paesin(ug) simultaniament. Es tracta d’agafar aquesta solucié com la nostra
up 1 la substituim a (1.6.16):

—nT = ug — esin(ug)
esinh(ug) — ug

T —
n

Ara, per un temps t qualsevol, si volem trobar la posicié de @, caldria resoldre (1.6.16)
i substituir el valor de u a (1.6.15).
Considerem el dos possibles valors de f en base a l'equacié:

B a(l — 62)
1+ ecos(f)

De nou trobem que una solucié numerica és possible a partir d’aqui. Pero en el cas de
el lipse, també existeixen solucions analitiques!.

!Podem consultar el desenvolupament a: Pollard, H. Expansion in Elliptic Motion. Pollard, H.: Celes-
tial Mechanics, The Carus Mathematical Monographs No. 18, The Mathematical Association of America,
1976, ISBN 0883850192



Capitol 2

El problema de dos cossos

En aquest capitol volem estudiar el moviment de dues particules tenint en compte la
seva mutua atraccié. Aquest problema es coneix com el problema de dos cossos (tot i
que seria més acurat anomenar-lo problema de les dues particules ja que estem fent una
simplificacié dels cossos a dos punts a l'espai).

Ens situem a R3. Sigui O € R? un punt fixat. Considerem dues particules a ’espai
Q11 Q. Siguin mq i mo les seves masses i 1 1 73 els seus vectors posicid respectivament.
Denotem amb r = ||r3 — 77 || la distancia entre les dues particules.

D’acord amb la llei de gravitacié universal de Newton, f(r) = Gmimar=2, on G és
una constant depenent tinicament de les unitats.

Si asumim que els valors inicials de 71,73, 71, 72 sén coneguts, les equacions que gober-
nen el moviment soén les segiients:

- Gmimgry — 11
miri =

2 bl
oo (2.0.1)
- Gmimari — 13
moryg = 7"2 ,

2.1 Coordenades Relatives

Anem a veure que el problema de dos cossos es pot reduir al problema de la forca central,
i aixi podrem utilitzar tots els resultats que hem estat estudiant fins ara.

Proposicié 2.1.1. El problema de dos cossos es pot reduir al problema de forca central.

Demostracié. Dividim la primera equacié de (2.0.1) per m; i la segona equacié per mao:

Gmo 1y — 711

r =

72 r
- Gmyri =13
ro =

r2 r
Ara restem la primera a la segona equacio:

o = Gmiri—ry  Gmary —1i
Tg —T1 = D) — D)
T T r

r

24
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Com que els valors inicials 77, 73,77, 73 sén coneguts, també podem coneixer 7, 7. Sabent
que 7 =719 — 11, llavors —7 =71 — r3 i ¥ = 79 — r{. Substituim a l'expressié anterior:
G

T—3(—m1f’— Tngf")

=y
Il

—ﬁf(ml + mQ)

=y
Il

Si ara fem la substitucié u = G(mi1 + ms), i utilitzem la Definicié 1.1.4 de vector
velocitat, ens queda . '
F=7 U=—ur 3F (2.1.1)

Aquest darrer parell d’equacions es correspon amb el de (1.1.3) amb u = G(m; +ms2). O

Aquest metode s’anomena reduccié a coordenades relatives. Podem entendre
aquest canvi com si la particula ()1 es mogués en una orbita amb centre fix a (s i
viceversa. L’orbita d’una de les particules observada des de 'altre s’anomena orbita
reltativa.

Observacié 2.1.2. L’equacié (2.1.1) no varia si canviem 7 per —7.

2.2 Centre de masses i coordenades baricentriques

Ens motiva trobar una manera d’explicar el moviment de les dues particules de forma
independent. Per fer-ho, primer ens cal definir el centre de masses, un punt que més tard
utilitzarem com a nou origen de coordenades per reescriure les equacions de (2.0.1).

Definicio 2.2.1. Definim el centre de masses de les particules Q1 1 Q2 com el punt
O’ amb vector posicié

—

_ mlﬁ + m2r§ (2 9 1)
mi + ms o

Proposicié 2.2.2. (Conservacio del moment lineal): El centre de masses es mou
sobre una recta amb velocitat constant.

Demostracio. Partim del vector posicié del centre de masses i el derivem

r= —— (mqr} + mory
c m1+m2( 171 + mars)

Tornem a derivar . .
s T+ mard
mi + meo

Per coneixer el valor d’aquesta iltima expressid, agafem les equacions de (2.0.1) i sumem

una a l'altra. oL L
Gmlmg <7°2 — 7 r — 7’2>

miri + meory = 2 2 +

r r

T3 _

. 0, ens queda

Com que 211 +
miri + meory =0

Per tant,
e =10
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Aixo ens permet deduir que
Fo=at+b (2.2.2)

on @, b sén vectors constants determinats per les condicions inicials. Aixi doncs, el centre
de masses O’ es mou sobre la recta 7. a velocitat constant. O
Proposicié 2.2.3. Podem reescriure les equacions de (2.0.1) com

= —(Gm%M_Q)rf?’r_i
- 5 o s (2.2.3)
73 = —(GmyM ™ *)r; °r3

on M = (m1 +m2).

Demostracio. Per comencar, farem un canvi d’origen de coordenades. Fixem l'origen de
coordenades al punt O, el centre de masses. Per tant, a (2.0.1) hem de substituir r per
1 —7Tc1T9 per ro — re:

Com 77 = 0, el canvi deixa igual les equacions de (2.0.1).

A partir d’ara, suposem que l’origen de coordenades queda fixat a O’. Ara, per estudiar
el moviment de les particules Q)1 i Q2 relatiu a aquest nou origen de coordenades, hem de
tenir en compte que 77 i 73 sén vectors posicié relatius a O, de manera que, si r1 = ||77|
iry = |73, lavors

r=ry+ry, miri +mery =0, mir; = mars (2.2.4)

Ara, ens centrem en una de les dues equacions de (2.0.1), per exemple en la primera.
Utilitzant les igualtats anteriors obtenim:

-, sz(a )
r = Ty —7T
1 3 2T
7= G (mary — maori)
1 CEESE 212 271
= —Gm3 (17 + mar?)
ri = miri + mar
YT (mgry +marg)3 2
- Gm% .
Ty = — ri(mi+m
! (mar1 +mary)3 i(m 2)
- Gm% .
"n=——s——>——7
! r3(ma +my)3 !
- Gm% .
r = _3—2 1

i (me +my)
1= —GmiM r%7
r = mo ?”1 T1

on M = (mj1+ms). Prenem p = Gm3M ~2 (notem que és positiva) i tenim el cas newtonia
del problema de la forca central. Per la segona equacio, el desenvolupament és analeg,
prenent p = GmjM 2. 0

Observacié6 2.2.4. Com que 7] i 75 sén vectors linealment depenents (mi7] +mars = 0),
amb una de les dues equacions de (2.2.3) és suficient.
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2.3 Energia

Seguim suposant que 'origen de coordenades és el centre de masses i per tant el moviment
es regeix per (2.2.3).

Seguint el mateix procediment que hem fet servir per arribar a (1.3.1), amb les equa-
cions de (2.2.3) obtenim 'energia del sistema. Comencem per la primera:

ri = —(Gm%M_Z)rl_?’r_i
T = —(Gm%M_2)r1_3(r_ir;)
riry = —(Gm3M~2)r 3 (r1r)
d’l)l _ _ d?“l
[t = [ -@maeey
02
Y G

Si multipliquem aquesta ultima expressié per mi, obtenim:

1 2

mihy = PRELE (Gmym3M )t

Per la segona equaci6 el procés és analeg i ens queda:

1 DN
maohg = §mgv§ — (Gmam3 M 2)r;?

Definici6 2.3.1. Definim l’energia de la particula Q1 com
Ei:=mh =T - Uy
on Ty := %mlv% 1 Uy = (Gmlm%M_Q)rl_l
Analogament, definim ’energia de la particula Q2 com

E2 = m2h2 = T2 — U2

on T := %mgvg 1 Uy = (Gmgm:{’M*Q)rQ_l.

Definicié 2.3.2. Definim [’energia potencial del sistema com —U™, on

U* = Gmymar™! (2.3.1)

Definim l’energia cinética del sistema com T*, on

1
T = E(mlv% + mov3) (2.3.2)

—

on vy =711 iUy =T19.
Proposicié 2.3.3. L’energia cinética i potencial del sistema es poden expressar com

T* =T + Ty, U*=U; +Us (233)
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Demostracio. Per 'energia cinetica, és immediat:

1 1 1
T+ Ty = §m1v% + §m2v§ = i(ml'u% + mQU%) =T

Per I'energia potencial, hem de treballar una mica més:

U +U; = Gmﬂn%M‘%fl + Gmgmi’M_Qrgl

Gmim3 Gmam?3
Ui +Uy = - 2 2 >
(m1+m2)2r1 (Mg + ma)2re
Uy 4 Uy = Gmlmgrl Gmgm:frz

(Tlml + ?”17712)2 (T2m1 + r2m2)2

Amb les igualtats que hem vist a (2.2.4), tenim que miry = mary. Aixi doncs,

U+ Uy — Gmlmgrl Gmgm:{’rg
! 2 (Tgmg + r1m2)2 (T2m1 + T1m1)2

Uy 4 Uy = Gmlm%rl GQOi’T’Q

m3(re +11)2  m2(ra +11)?
U1 i UQ _ Gmlmgrl + Gm2m1T2

(ro 4+ 1r1)?

G

040, = Cmaaln 47
(ro+m1)

De nou, per (2.2.4), r = r1 + ry. Per tant
Uy + Uy = Gmymagr™t = U*
O
Proposicié 2.3.4. La relacio existent entre [’energia de les dues particules obeeix les

seguients equivalencies:
Ey

L _ Ui _m
EQ_TQ_UQ_mQ

(2.3.4)

Demostracié. Primer, notem que si derivem les equacions de (2.2.4), tenim
v=wv1+v2, M0 +mouz =0, mvr = mavy
Si utilitzem aquestes darreres igualtats conjuntament amb les de (2.2.4), obtenim:

T1 _ mlv% . mi1v1V1 . MmooV _ mo

T2 mg’l}% mMovoU9 m1v1V9 mi '

Ur Gmlm%M_Qrfl m3ry _ MaMmary  MaMmiri My

Us Gmgm:{’M—%Q_l m%rl mimiry  mimir;  my
mam _ mo ma (1,

Er Ti-U  mh-320 2(-U) my

Ey, 1T5-U, 15— U, Ty — Us my




Capitol 3

El problema de tres cossos

3.1 Introduccié al problema de n cossos

En aquesta introduccié formularem el problema de n cossos, una generalitzacié del pro-
blema de tres cossos, per després centrar-nos en el problema de tres cossos com a cas
particular.

Volem estudiar el moviment de n particules @); de masses m;, i = 1,...,n respectiva-
ment, que s’atrauen mutuament. Suposem que n > 2. Sigui O € R? un punt fixat a
Pespai, el qual prenem com a origen. Siguin 7;, v; els vectors posicié i velocitat de la
particula @Q; respectivament:

ric T =R () = (z(t), wi(t), (1), i=1,...n
vi T = R3 w(t) =75(t) = (25(8), 5i (1), %(t), i=1,...,n
La llei d’atraccié deriva de la que ja hem estat estudiant fins ara:
F(r) = Gmymyry?

on rj, = |15 — 7| és la distancia entre la particula k-esima i la j-esima.
Per la segona llei de Newton, la particula k-eésima satisfa:

n

; G
miry, =y AR i), k= 1,n (3.1.1)
=1 ik
ik

on la part dreta de I’equacioé representa la forca total sobre la particula k-esima exercida
per les (n — 1) particules restants.

Suposem que 77, v; venen donats a l'instant inicial ¢ = 0 de tal manera que rj; és
positiu.

Observacié 3.1.1. Gracies al teorema d’existéncia i unicitat local de solucions per un
problema de valor inicial, tenim el seglient: a l'interval maxim de temps —to < t < t1,
sigui 7(t) = min_s,<¢<y, {rjx }. Llavors:

1. Existeixen solucions {7;(t)}{i=1,...n} Per les equacions de (3.1.1) a —t2 <t < t;.

29
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2. 75(t) i 0;(t) = 75(t) s6n coherents amb les dades inicials quan ¢ = 0.
A més a més, suposem que si U'interval —to < t < t; no és —oco < t < oo, llavors r(t) — 0

quan t — ty si t1 és finit 1 r(t) — 0 quan t — ty si to és finit. També assumim que no hi
ha col-lisions de particules si r(¢) — 0.

3.1.1 Centre de masses amb n cossos

Definicié 3.1.2. Sigui M =Y, _, my. Definim el centre de masses de les particules
Qi,1=1,...,n com el punt O' amb vector posicié

L (3.1.2)
k

n —

1

Proposicié 3.1.3. (Conservacio del moment lineal): El centre de masses es mou
sobre una recta amb velocitat constant.

Demostracio. Si derivem dues vegades 7:
n
ro =M1 E My
k=1

Prenem el sumatori:

3
3
3

- Gm,;m
A gk o -
mgry = E 77.3 (T‘j — Tk) =0
k=1 k=1j=1  Jk
J#k
perque el parell 7; — 77, es cancel-la amb el parell 73, — 7. Gracies a aquest resultat tenim
que
e =20
del que deduim que
r.=at+b
on a i b sén vectors constants determinats per les condicions inicials. O

Ara, el moviment del centre de masses esta determinat. Seguint el mateix raonament
que al problema de dos cossos, volem determinar el moviment relatiu al centre de masses.

Fem el mateix canvi d’origen que al problema de dos cossos, considerant el nou origen
el centre de masses. Per tant, cal substituir r; per r; — r.. Novament, com r. = 0, les
equacions de (3.1.1) queden inalterades.

Observacio 3.1.4. .
kar}; = O, t e [—tQ,tl] (3.1.3)
k=1

kav_ig =0, te [—tz, tl] (3.1.4)
k=1
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3.1.2 Conservacio de ’energia amb n cossos

Continuem suposant que l'origen es troba al centre de masses.

Definicié 3.1.5. Definim [’energia potencial del sistema com -U, on

v= Y Gmym (3.1.5)
1<j<k<n Ik

Definicié 3.1.6. Definim el gradient de U en la direccid de la particula k-esima com

WG <aU oU 8U>

Proposicié 3.1.7. Les equacions (3.1.1) es transformen en

ou

—_— .
ory, (3.1.7)

MyTY, =

Demostracio. Si calculem la derivada parcial respecte xg:
oUu - Gm,my 1 - Gm;m
T = T2k = Y
Tk |75 — 7k j=1 |75 — 7kl
j#k J#k
D’igual manera obtenim les parcials de y i 2g:

(97U:zn: Gmjmy,

3 Yk
WY = |75 — 7]
j#k
n

oU :Z Gmjmy,

3 2k
D2k j=1 ’T]— k’
J#k
Notem que

oU _ (oU oU oU

ark - &ck’ 6yk’ 82k

aU B Gm]mk e
J?Hf

8rk T ~ %)

ou Z ijmk .
j=1 k
J#k

ou

o = Myl
aTk

Definicio 3.1.8. L’energia cinética del sistema es defineix com

1 n
=3 >y (3.1.8)
k=1
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Teorema 3.1.9. (Conservacio de l’energia): L’energia total del sistema al problema
de n cossos es manté constant.

Demostracio. Gracies a la Proposicié 3.1.7, podem deduir:
oUu drk
RS z g

oS5 oU oU oU dl’k dyk de
Z MEUE -V =
k=1

IIM

aTck’ Ay’ Oz, dt ’ dt’ dt
d [ < 9 OU dwy | OU dy | OU dz
dt (; mkvk) <8xk dt G Oy dt ton Oz, dt
T=U
Aixi doncs,
T=U+FE (3.1.9)
on E és una constant, ’energia total. O

Definicié 3.1.10. Definim el moment d’inercia com 21, on

1 n
=3 > g (3.1.10)
k=1

Proposicié 3.1.11. El principi de conservacid de l’energia es relaciona amb el moment
d’inercia amb la segiient exrpressio:

I=T+E=U+2E (3.1.11)

Demostracid. Partim de la definicié del moment d’inercia:
= lzn:mmg = 1zn:m,y{;(r_;; - TL)
2 kT
k=1 k=1
Derivem 'expressié dues vegades respecte de t:

n n
I= § WM(U%'02)+'§ Th * MET,
k=1 k=1

per les equacions de (3.1.1),

I= kavk + ZZ Gm]mk (75 - 7% — k)

k=1 j=1 Jk
J#k

I=92T+- j{:j{:(;n%Tnk 2—'Ti—‘rk)

k 1j=1 Tjk

J#k
Gm]mk 2 1 e — m]mk Gm]mk
[=2T+3 ZZ b > —*ZZ
k 1j=1 Jk k=1 j=1 k=1 j=1

J#k #k J#k
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Ara, al segon terme de la dreta de la igualtat li canviem l'ordre de k i j perque es pugui
cancelar amb el tercer terme:

n n

. 1 Gm.; 1 o v Gm; 1 o= v Gm;
) WL S S DI I

,
j=1 k=1 k=1j=1 'J k=1j—1 Ik
= Gk ik
n n
feor- Sy y T
h=1j=1 @k
ik

Per la definici6 d’energia potencial amb 'equacié (3.1.5), I"iltim membre de I’expressio
és —U, per tant

I=2T-U
Per (3.1.9), )
I1=2T-U=T+FE=U+2F
O
3.1.3 Moment angular amb n cossos
Definicié 3.1.12. Definim el moment angular amb n cossos com
n
E=Y  my(ri, x ) (3.1.12)

k=1

Proposicié 3.1.13. El moment angular és constant.

Demostracio. Partint de 'equacié (3.1.1), si multipliquem vectorialment per 7 i sumem
per les k particules:

n n n G

Z - = ZZ mymg ., o L - -

mk(rk X ’I"k) = 7713 (Tj X T — T X Tk)

k=1 k=1 j=1 jk
Gk

7, X 7, = 01 a més a més els termes 7 X 7, es cancelen amb 7, x 75 quan apareixen al fer
el sumatori. Aixi doncs,

n
g my(rk x 1) =0
k=1
Com que 7}, = v, si integrem, tenim que
n
g mg (7 X U) =€
k=1

on ¢ és constant. O
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3.2 El problema general de tres cossos
En aquesta seccié tractarem el problema de tres cossos o el que és el mateix, el cas amb
n = 3 del problema de n-cossos. Les equacions del moviment per n = 3 sén:

Gmima Gmazmq

mir] = ——5— (12 —711) + —5—(r3 — 71)
12 713
- Gmima,, . Gmgma, ,
mory = ——5—— (11 —13) + —5— (13 —13) (3.2.1)
12 733
-  Gmgmi, ., . Gmgma, .,
mgry = ——5— (1 —73) + —35—(r2 — 13)
13 723

Per la conservacié del moment lineal, mq7{ + mor3 + msrz = 0, aixi que una de les
equacions és depenent de les altres dues.

3.2.1 Coordenades de Jacobi

Considerarem el moviment de les particules amb un sistema de referencia particular:
Considerem el moviment de la particula de massa msy relatiu a mi mitjancant ¥ = r9 — 7]
i el de ms relatiu al centre de masses O’ de m1 i ma. Aquest centre de masses es troba a
(m1 + ma) " (mari + mar3).

Com que, per la conservacié del moment lineal, mq7{ + mors + mgr3 = 0, tenim que

miT1 + maery mars3

mi1 + mso mi1 + msg

Ara, la posicié g de la particula de massa ms a aquest centre de masses és:

5 msr3

=r _

P 3 mi + ms

o ms3 -

=(1+—— )7

p < +m1+m2> 3

o <m1+m2+m3> -

P=\—" 7|3
mi + ms

p=Mpu '3

on M =my +mo+m3ipu=mi+ ma.

1

Definicié 3.2.1. Els vectors ¥ = v — 11 i@ p = Mu~"r3 s’anomenen coordenades de

Jacobz.

Lema 3.2.2. Els vectors v3 —r{ i 73 — 13 es poden expressar en funcio de les coordenades
de Jacobi.
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Demostracié. Comencem amb 73 — r1. Multipliquem i dividim per g = mq + mao:

— (3 - m1 + ma
mi + ma2
73— 17 = (my(r3 —71) + ma(r3 — 7)) !
= (m173 — M7 + mar3 — marz + mory — mori )t
= ((m1 + ma + m3)13 — marz — myr] — mori)p L
73 — 17 = (M73 4 mors — mori )t
75— 11 = Mp~'75 4 mop” (75 — )
7= map” T
Per 73 — 73, fem el mateix:

m1+m2

Q:)l

r
m1+m2

= (
75— 13 = (my(r — r3) + me(rs —r3))p~"

= (173 — M7 + M3r3 — mar3 + mory — mord)p !

= ((m1 4 ma + ma)r3 — mars — myrs — mor)
73— 1% = (M7 4+ myri — myrs)p
75— 1% = Mp=' (5 — 1)
73— = p

O

Proposicié 3.2.3. El moviment al problema de tres cossos es pot expressar en funcid de
les coordenades de Jacobi amb les equacions:

. G 57— -5 —1F
= Gl o <p mp T p+m2/; 7') (3.2.2)
r53 r13
: GM
5 mq - ma _
p=——" ( (0 map™ ') + = (' — map 17*)) (3.2.3)
M 7"13 T23

Demostracié. Agafem les equacions de (3.2.1). Substituim els valors que hem trobat al
lema anterior i dividim la primera (1) per m; i la segona (2) per ma:

GmQ 5 Gm3

(1): 7= g7+ 5 (f+map™'7)
12 i3
=, Gm . Gm
(2): = () ()
12 33
Restem la primera (1) a la segona (2):
o = —Gmar— Gmor  Gmg, Gm .
(2)— (1) 7 —r = e = T (e map” ) + 5 (= )
T12 13 "3

—

Si tenim en compte que ¥ = 13 — 71,

5 Gp, p—mp ' mop” '
r=ET T Gms < 3 BESEE
23
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1 1

Ara, agafem la tercera equacié de (3.2.1) i la multipliquem per Mp~ " mg":
N Gm1 - _ sz . B
5= —a—(—p— mop” 'F) + —5—(—p+ mip'F)
13 55
15 GMm1 N _ GMm2 _ 3
M'u 17‘3:— 3 (,O"i_mQM 1,,;'>_ - (p_mlu 11:,)
K3 U5
Si tenim en compte que g= Mu =173,
A GM mq, 1o mo , _
pP=—= <3(p +mop ') + - (F— map 177))
#oo\T1s 723

O
Notacié 3. Denotarem les velocitats relatives de les coordenades de Jacobi com =7
p=V.
Proposicié 3.2.4. Amb les coordenades de Jacobi tenim les segiients relacions:
E=gi(Fx0) +ga(fx V)
21 = g17% + gop? (3.2.4)
2T = g11)2 + 92V2

1

on g1 = mimaop "t i go = mauM L.

Demostracio. La demostracio es troba a ’Apendix A del treball. O

Observacié 3.2.5. Es pot comprobar el segiient resultat: Si ¢ = 0, llavors el moviment
dels tres cossos esta contingut dins d’un mateiz pla.

Demostracio. La idea de la demostracié consisteix en veure que el vector perpendicular
a 71 p és constant, i per tant el moviment esta contingut dins un pla. O

3.3 Solucions de Lagrange

Estudiarem un cas especial del problema de 3 cossos per trobar-ne solucions. Suposarem
que les 3 particules es mouen uniformement en cercles, al mateix pla i amb la mateixa
velocitat angular.

Prenem un sistema de coordenades {O;z,y,z}, amb z = 0 com a pla que conté el
moviment. Denotem per (z, yx, 0) les coordenades de la particula de massa my. Suposem,
sense perdua de generalitat, que el centre de masses es troba a l'origen O. Per tant,
rr = (Tk, Yk, 0). A partir de 'equacié (3.2.1), obtenim:

(3.3.1)

j=3
i =G Y 5 (uj — un)
j=1Jk
j#k

on k=1,2,3. Notem que cada suma conté dos termes.
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Definicio 3.3.1. Definim la velocitat angular w d’una particula que es mou sobre una
circumferencia com l’angle recorrequt 0 per unitat de temps t. Fs a dir:

_ @
S dt

w

Sigui w la velocitat angular de les particules que volem estudiar. Com que suposem que
el moviment d’aquestes esta contingut dins un mateix pla, podem introduir un sistema
de coordenades (£,m) que esta rotant a velocitat angular w. Per tant, en aquest sistema
de referéencia, les particules no es mouen.

Lema 3.3.2. Podem reescriure el sistema (3.3.1) amb el nou sistema de referéncia com:

j=3
. m 5
— QW — W& = g
§p — 2wijy, —w g =G Z 3 (& — &)
j=1"Jk
ik
. (3.3.2)
ol — i — M
Mk + 2wEk — Wk GZ 5 (5 =)
j=1Jk
Jk
onk=1,23.
Demostracio. Partim de les segiients relacions:
xp = &k cos(wt) — ny sin(wt)
Yk = &k sin(wt) + ny cos(wi)
Les derivem dues vegades:
Ly = & cos(wt) — Epw sin(wt) — 1jj, sin(wt) — Mpw cos(wt)
Yr = & sin(wt) + Epw cos(wt) + 1jj cos(wt) — Mpw sin(wt)
(2, = & cos(wt) — Epw sin(wt) — Epw sin(wt) — Exw? cos(wt)
— 1, sin(wt) — rjpw cos(wt) — fpw cos(wt) + Npw? sin(wt)
Gie = & sin(wt) + Epw cos(wt) + Exw cos(wt) — Epw? sin(wt)
| +1jk cos(wt) — Tjpw sin(wt) — 7jpw sin(wt) — Nrw? cos(wt)
£y = & cos(wt) — 26w sin(wt) — Epw? cos(wt)
— 1, sin(wt) — 27w cos(wt) + npw? sin(wt)
G = & sin(wt) + 26w cos(wt) — Epw? sin(wt)
+1jj, cos(wt) — 2njpw sin(wt) — Npw? cos(wt)
Ara, substituim els valors de 2% i y; a (3.3.1):
(1) : & cos(wt) — 28w sin(wt) — Epw? cos(wt) — 1, sin(wt) — 2rjpw cos(wt)
=
+ npw? sin(wt) = G Z %(fj cos(wt) — n; sin(wt) — & cos(wt) + Ny sin(wt))
7o
j=1"Jk

ik
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(2) : & sin(wt) + 26w cos(wt) — Epw? sin(wt) + 1, cos(wt) — 2rjpw sin(wt)
j=3
— mw? cos(wt) = G Z ?(@ sin(wt) + n; cos(wt) — & sin(wt) — 1y cos(wt))

Per trobar la primera equaci6é del lema, dividim (1) per sin(wt) i (2) per cos(wt).
Després sumarem les dues equacions resultants i aixi els termes adequats es cancel-laran:

- t) : cos(wt) .. . cos(wt)
" - cos(w 5 B 9 L 2 _
(1) & sin(wt) Skt = G sin(wt) 1Ml 21Tk sin(wt) e
e DAL Cl B S LU T
= 3 (& &) - -3 (0 =
T sin(wt) T
ik i#k
- sin(wt) . sin(wt) .. . sin(wt)
o/ . sin(w 061 £1i? Ly o
@) & cos(wt) 2k = G cos(wt) R cos(wt) Tkt
sz_émj(5 E)Sin(Wt)+G§mj( )
= 385 — Sk 3\ — Tk
st T?k: J cos(wt) st T?k: J
j#k Jj#k

Només ens falta sumar (1) + (2/):

: <cos(wt) N sin(wt)> i, <Cf>S(wt) n Sin(wt)> W%, (COS(Wt) i Sin(w)) —

sin(wt)  cos(wt) sin(wt)  cos(wt)
Jj=3 .

B mj . cos(wt)  sin(wt)

B G% r?k (& = &) (sin(wt) + cos(wt))

i simplificar ’equacié resultant per obtenir ’equacié que busquem. Notem que
cos(wt) N sin(wt) \ 1
sin(wt)  cos(wt) )  \sin(wt) cos(wt)

Multipliquem 'equacié per sin(wt) cos(wt) i ens queda:

=3
& — 2wiy, — w6 =G Y (& — &)
=1k
J#k
Ara, per trobar la segona equacié del lema, seguim el mateix procés pero ara dividim
(1) per cos(wt) i (2) per sin(wt):

- t) .. sin(wt) _ sin(wt)
1" —9 Sln(w _ 2 _ -9 2 —
(1) & — 25w S(h) Ekw™ — 1k cos(t) e I L
&S M 5>G§m%znfmm
— Die.—g) — e .
ot r?k J ot r?’k J cos(wt)
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. t) .. cos(wt) _ cos(wt)
o cos(w 9 _g B _
(2") ¢ &k + 28w Sin(wt) Ekw M Rl e ey
Z: ] &)+ sz:_?’ mj( )cos(wt)
3 & = & 13, 13 Tk sin(wt)
"k j=1"'J
% ik

Restem (2") — (1)
26 <cos(wt) N Sin(wt)) i (C?S((wt

sin(wt) = cos(wt)

) (1let) | sl

sin(wt) = cos(wt)

=m cos(wt)  sin(wt
—oS D -

; r?k (=) (sm(wt) cos(wt )

ik

i simplifiquem ’equacio resultant per obtenir la segona equacié del lema:

7=3

k+2w§k—wnk—GZ M = )
j=1 Jk

0

Proposicié 3.3.3. Siguin zp = &, + ing les solucions de Lagrange, amb k = 1,2, 3.
Llavors, z1, 29, z3 satisfan:

= )\Z (s (3.3.3)

j=1 ]k
J#k

on A= Gw™? irjy,=|z — 2.

Demostracio. Suposem zj = & + ing. A partir del nou sistema (3.3.2), si multipliquem
la segona equacio per ¢ i la sumem a la primera, obtenim:

& + itk — 2wij + 2wily — Wiy — w 77ka§ §]+“7] &k — ink)
J=1 Jk
J#k

Notem que 2wiéy — 2wijy, = 2wi (&), + 7). Llavors, ens queda:

7j=3

2+ Wiz — w2 = G Z — 2k) (3.3.4)
j=1 Jk

on 7k = ||zj — 2xl|.

Com les particules estan quietes en aquest sistema de referencia, cada 2z = 0. Per
tant, 21, 2o, 23 satisfan

—Zk —AZ

j=1 Jk
J#k

on \ = Gw 2. O
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Per acabar la discusié només ens queda desenvolupar les equacions de (3.3.3).

desenvolupem la primera equacid, substituint p; = )\7“2_33, p2 = )\7“1_33 ips= )\7“1_23.

m m
—Z1 = )\72(22 — 21) + )\73(2’3 — 21)

12 713
mo ma ms3 ms3
0= Al + )\722 + )\721 + )\ng + )\721
2 712 713 13

(1): 0= (1— p3ma — pama)z1 + p3maza + pamazs
El mateix podem fer per la tercera equacid, i ens queda:

(2): 0= pamyiz1 + p1maze + (1 — pam1 — p1ma)z3

40

Si

Com que el centre de masses esta fixat a ’origen, la segona equacié es pot substituir per

(3): myz1 +meza+m3z3 =0

Per tant, el nou sistema d’equacions per posicions de Lagrange queda de la forma

seglient:
(1 — p3ma — pama)z1 + pgmaza + pamazzg = 0

pamiz1 + p1maza + (1 — pomy — pyme)zz =0 (3.3.5)

mi21 + mozg +mgzz =0

Per el sistema (3.3.5) tenim dues possibilitats:

1. Els punts z1, 29, z3 per algun instant ¢ no es troben alineats. Pensem en el darrer
sistema d’equacions en el pla. Si considerem z; com vectors de components (&, 7x),
podem pensar les equacions com combinacions lineals d’aquests vectors. Per tant,
hi ha dos d’aquests vectors que sén linealment independents. Sense perdua de
generalitat, suposem que sén z; i z2. La combinacié lineal z3 = A121 + 222, on
A, A2 € R, és tnica llevat de multiplicitat. Per tant, els coeficients de z, sén

proporcionals per les tres equacions. Si usem la proporcionalitat, trobem:

p21m1 pP1M2
(1): =

mi mo
p3Mm2 L1M2
(2) : =
2 ma

Per tant, p; = pa = p3. També:

_ L—pimgy — prmy

P1

mi
p1mi + pima + prms =1
M =1

on M = mj+mg+mg. Per tant, p1 = po = p3 = ﬁ L’tnica solucié que correspon
a aquestes caracteristiques col-loca les masses en els vertex d’un triangle equilater
de costat (GMw=2)'/3. El centre del triangle i el centre de masses no tenen per qué

coincidir, ja que aquest resultat és independent del valor de les masses.

2. Els punts z1, 29, 23 estan alineats per un instant de temps ¢. Discutirem aquest cas

amb més profunditat a la segiient seccid.
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3.4 Solucions d’Euler

En aquesta seccié continuem estudiant zi, 2o, 23 suposant que totes tres es troben sobre
una recta L per un instant de temps t. Com L és una recta, L conté el centre de masses.
I com que L conté el centre de masses, L passa per O. Podem suposar que L és l'eix &.
Llavors totes les components n; s’anul-len. Renumerem les particules de tal manera que

§1 <L <&ire=8—§,m3=8§ &, rn3=§ 1.

Proposicié 3.4.1. Amb aquestes condicions, el moviment de les particules sobre la recta
L queda determinat per:

_ ma2 ms3
—h =2 ((52 —&1)? * (& — 51)2)

(3.4.1)
_ mi m2
S3=A <<53 —ar (G- 52>2>

on A= Gw2.

Demostracio. Sitenim en compte que zx = & +1in, pero g = 0 per tot k = 1,2, 3, llavors
z, = &. Si agafem les equacions de (3.3.3) i substituim z; per &:

—6 = AT (6 — 1) + A (6 — &)
712 13

—&3 = )\%(51 —&3) + A%(& —&3)
13 723

Ara, si substituim els valor de rj, corresponents i notem que ({1 —&3) = — (&3 — &) i

(&2 — &3) = (&3 — &2), ens queda:

B mo ms
“h=A ((52 —&)? - (&3 — §1)Q>

- my ms
=X ((53 B P o §2>2>

mi1&1 +maeds +m3és =0 (3.4.2)

La tercera equacio és

ja que l'origen esta fixat al centre de masses. O

Lema 3.4.2. Si prenem els segiients valors per les diferéncies &2 — & = a, &3 — & = ap,
& — & = a(l+ p), llavors podem reescriure (3.4.2) de dues maneres diferents:

maoa + mza(l + p) = —M&

(3.4.3)
mia(l + p) + meap = M&3

Demostracié. Partint de (3.4.2), sumem m1&3 i ma&s a tots dos costats de I'equacié

m1&1 + maa + m3&3 + mi1&3 + mads = m1£3 + maé3

mi&3 + ma&s + m3&s = mi1€3 — mi&1 + mas — ma&a
i substituim els valors de les diferéncies adequades, obtenim:

M¢gs = mya(l + p) + maap
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D’altra banda, si restem m;&; i m2&; a tots dos costats de (3.4.2):

m11 + ma&a + m3§1 — m1&y — maf3 = —mi§1 — maéy

—mi&1 — ma&i — m3&i = mala — maéy + maés — mséy

—M¢& = maoa + msa(l + p)

Lema 3.4.3.

ma + ma(1+p) 2 _ ma+my(l+p) (3.4.4)

mi(1+p)~2+map=2  my(l+p)+ map

Demostracid. Substituim les diferéncies £;—¢; a les equacions de (3.4.1). Després, dividim
la primera per la segona equaci6 de (3.4.1) i la primera per la segona de (3.4.3). Igualem

—&1/&3:

moa~? 4+ mga2(14+p)™2  maa+mga(l+ p)
mia2(1+4 p)~2 + maa=2p=2  mya(l + p) + maap
my+m3(1+p)"2  ma+ms(l+p)
mi(1+p)~2+mep=  ma(l+p)+map
O
Proposicié 3.4.4. El valor p és arrel de:
p(p) = = (m1 +ma)p® — (3m1 + 2ma)p* — (3m1 + ma)p® (3.45)

+ (mg + 3m3)p* + (2ma + 3m3)p + (ma + m3)

Demostracié. Desenvolupem (3.4.4):

(ma(1+p)* +m3)(1+p)%p* _ mg+ms+map
(L+p?)(mip? +ma(l+p)?)  mi+mip+mep
m2p4+2m2p3 + (ma2 +m3)p2 Mg+ m3+m3p

(m1+m2)p2+2m2p+m2 m1 +(m1 +m2)p

(map® + 2map® + (ma + m3)p*)(m1 + (m1 + ma)p) =
= ((mz + m3) + mgp)((m1 + mg)pQ + 2map + mz)

ma(my +ma)p° + mimap® + 2ma(my + ma)p*

+ 2mymap® + (my + ma)(ma +m3)p® + mi(ma + m3)p?
= ma(my +ma)p® + (ma + mz)(my +ma)p* + 2mamsp®
+ 2ma(me + m3)p + mamgp + ma(ma + mg)

ma(my + mg)p5 + (myma + 2ma(my + mg))p4

+ ((m1 + ma)(ma + m3) + 2m1m2)p3 + mi(ma + m3);02
= ma(my +ma)p°® + ((mg + ms)(my + ma) + 2mams)p?

+ (mams3 + 2ma(ma + m3))p + ma(msa + m3)



3.4. SOLUCIONS D’EULER 43
0= —ma(my + 7TZ2)p5 — (mimg + 2mao(my + mz))p4
+ (m3(m1 + ma) — (mq + mg)(ma 4+ m3) + 2mims)p°
+ ((TRQ + mg)(ml + mz) + 2momsg — ml(mg + mg))p2
+(

mamsg + 2ma(mg + ms))p + ma(mg + ms)

0= —ma(my + mg)p5 — (mimg + 2momy + 2m2m2))p4

(msmi + mams — myma — M3my — Moy — MaMm3 — 2m1m2)p3
2
(mamy + mamsa + mzmy + mama + 2mam3z — mima — mims)p

mams + 2mamsa + 2moms)p + ma(ma + m3)

Després de tots els calculs anteriors i d’observar que hi ha multiples cancel-lacions als
quocients de p? i p?, dividim tota I’expressié per mq i agrupem termes:

— (m1 + mg)p5 — (3my + 2m2)p4 — (3my1 + mg)p3
+ (ma + 3m3)p2 + (2mg + 3m3)p + (ma +m3) =0

O

Volem p > 0 per com hem definit les diferencies al Lema 3.4.2. Si p = 0, llavors
p(0) > 0. Si p — oo, llavors p(p) — —oo. Per tant, pel teorema de Bolzano, p(p) té una
arrel a l'interval (0,00). Per la regla de signes de Descartes, p(p) té com a maxim una
arrel positiva, perquée només hi ha un canvi de signe als coeficients del polinomi. Aixi
doncs, existeix una unica arrel positiva p que satisfa el problema.

Proposicié 3.4.5. El valor a queda determinat per:

(ma + ms(1+ p)?)

a® = \M
(m2 +m3(1+p))

Demostracié. Substituim —&; a (3.4.1) pel seu valor donat per (3.4.3):

(maa + maa(l+ p)) M~ = X(maa™2 + mza™2(1 4 p)~?)
a(mg +ms3(1+4 p)) = AMa"2(my 4+ ms(1 + p)~2)
a’(ma + m3(1 + p)) = AM (ma +ma(1 + p)~?)

(ma +ms(1+ p)?)

a® = \M
(mg + m3(1 + p))

0

Com que a ha quedat determinada, les equacions de (3.4.1) determinen &; i &3 (les
diferencies §; — &, han estat substituides pels seus valors en funcié de p i a). Després,
Eo =& — & + & = a+ & . Aixi doncs, el problema es pot resoldre explicitament.
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3.5 El problema restringit de tres cossos

En aquesta seccié volem estudiar un cas particular més tractable del problema de tres
cossos. Suposem que la particula de massa mg és tant petita que no influencia el moviment
de les altres dues particules, pero aquestes si I’afecten a ella. El que farem sera imposar
ms = 0. Per tant, M = u. Ara, el centre de masses del sistema és el centre de masses de
mq 1 me, també anomenades masses primaries.

Proposicié 3.5.1. Siguin 13 = p1 ires = p2. Les equacions (3.2.2) i (3.2.3) es reescriuen
de la segiient forma: )
7= —Gur 37 (3.5.1)

i 1) (3.5.2)

Il

|
Q
5
=

&
<
+
3
R
3

|
Q
3
N

&
)

|
5
R

Demostracio. Només cal prendre les equacions (3.2.2) i (3.2.3), substituir p; i p2 i imposar
m3 = 0 i per tant també M = pu. O

Observem que la primera equacié es pot resoldre mitjancant la teoria del problema
de la forca central i del problema de dos cossos. Per tant, i és conegut. El moviment
de la particula de massa mg esta totalment determinat per l'equacié (3.5.2). Aquest
plantejament s’anomena el problema restringit de tres cossos.

Com que hem imposat que ms = 0, no podem utilitzar les lleis de conservacié que
hem vist anteriorment. Aixi doncs, fem una altra suposicié important: tot el moviment
succeeix a un pla. L’altima suposicié que fem per adequar el problema encara més és que
les dues masses primaries roten amb un moviment circular uniforme entorn el centre de
masses. Aquest plantejament es diu problema restringit circular de tres cossos.

Utilitzem el mateix sistema de coordenades rotatiu (£, n) descrit a les seccions anteriors.

Segons la tercera llei de Kepler, el periode per les dues masses primaries és p = %7’3/ 2,

Per tant, el moviment mitja és n = \/Gur—3, on r és la distancia entre les primaries. Aix{
doncs, w = n. Imposarem que les dues masses primaries estiguin situades sobre l'eix £ i,
per tant, estatiques. Prenem 1'equacié (3.3.4) i escrivim z3 = z, r13 = p1 1 o3 = po:

54 2wiz — w2z = Gmyp (21 — 2) + Gmapy (29 — 2) (3.5.3)

Com que hem situat les masses primaries a l’eix &, 1 = ny = 0. Llavors, 23 = &1,
z9 = &. També tenim que z = £ + in.

Suposem ara que hem escollit les unitats de tal manera que my +ms =1, r =11
G = 1. Denotem la massa més petita de les primaries amb €. Escollim situar-la a la dreta
de lorigen, a &. Com que és la més petita de les dues, ¢ < 1/2. Per tant, queda establert
que mg=cim; =1-—c¢.
Observacié 3.5.2. La particula de massa m; esta localitzada a les coordenades (—¢,0)
i la particula de massa mg a (1 —¢,0).

Demostracio. Tenim que m1&; +moés =01ir =& — & = 1. Resolem aquest sistema de

dues equacions. & = 1+ &1. Si substituim a la primera equacio:

(1—-e)1+e(1+&)=0
& —e&i+e+e& =0,
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del que es despren que & = —¢i & =1 —¢. Com que 11 = ny = 0, tenim el que voliem
demostrar. O

Observem també que, de la manera en que hem escollit les unitats, n = w = 1.

Proposicié 3.5.3. Sigui

1—
Uv=—"+=
P1 P2
on p1 = |z — z1| i p2 = |z — 22|. L’equacio (3.5.3) es pot reescriure com
-- . ou
§—2n—¢= 5'75
(3.5.4)
DTS ou
i ==
an
Demostracio. Notem que
p1=|z—z|=[+in—&|=|{+in+el
p2=|z—z|=[{+in—&|=[{+in—1+¢]
Calculem primer les derivades parcials de U:
87U_ l—ef{+e ef—-1+¢
¢ piop Py P2
oU l—en. €n.
— == —i— ——1
o piop1 P pe
Ara, si desenvolupem 'equacié (3.5.3) amb els nous valorsw =1, G =1, z; = § = —¢,

o= =1—¢,2=€64+1, m =1—¢cimg=c¢, tenim:

2, = Gm1p1_3(z1 —z)+ Gm2p2_3(zQ —2)

Z4+2wiz —w
F42i5—z2=(1—e)p;3(—e—&—in) +epy (1 —e—&—in)
o o . . 1—¢e)(E+e+in e—14+¢c+1in
f+m+2@§—277—§—z77:—( I 3 ) _ & 3 )
P1 P2
Separem la part real de la part imaginaria de I’equacio:
(1-e)(€+e) e(€—1+¢)
/f;’ P2
. 1—
z‘iy‘+2¢§—m:—@i—¥i
P1 P2

De la segona expressié podem treure factor comi ¢ i ja tenim el que voliem demostrar. [J

E—2m—€=-

Definicié 3.5.4. Definim la integral de Jacobi com 2® — 2 — 12, on
1 1
®=®n) =5 +n") +U+ e(1—¢)

Proposicié 3.5.5. El sistema (3.5.4) és equivalent a

y 0D
§-2i =7

e (3.5.5)
i+ 26 = —

on
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Demostracio. Observem que %—? = %% +<&i ?)—f; = %% +n, i ja ho tenim. O

Proposicié 3.5.6. La integral de Jacobi és constant durant el moviment.

Demostracié. Multipliquem la primera equacié del sistema (3.5.5) per € i la segona per
1. Les sumem per obtenir

T L. dP
££—2€n+2§n+nnzﬁ

Integrem i ens queda: .
E4pP=20-C (3.5.6)

on C' és una constant d’integracié anomenada constant de Jacobi que queda determi-
nada pels valor inicials &y, ng, &o, 7o- O

Podem reduir la dimensié del sistema (3.5.5) encara més si el reescrivim aixi:

77204, 77:/37

. (3.5.7)
a=28+%®, B=-2a+7,

Si dividim les dues primeres expressions per la tercera, podem eliminar la variable tem-
poral:

g o dn B8

da ~ 28+ ®: da 2B+ g

Amb la integral de Jacobi tenim que a? + 32 = 2® — C. Aillant 3 i substituint a (3.5.7),
trobem aquest sistema:

d
iZF(&n,a)
d
o= G m,0)

= g(a). Llavors, a =
E=6o+ fya(r)dr i

Suposem que la solucié ve donada de la seglient manera: £ = f(«),n
¢ = f'(a)a i, teoricament podriem determinar «(t). Després, £(t) =
n=p=g(a)d =ag(a)/f(a); per tant,

L e,
”‘W+A Flar) 7

Aquest metode no ens serveix a la practica, ja que f i g no es poden determinar expli-
citament. Ens haurem d’acontentar a buscar algunes solucions explicites particulars a la
segiient seccio.
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3.6 Solucions d’equilibri

En aquesta seccié buscarem solucions del problema restringit de tres cossos per les quals
la massa més petita, ms3, es manté en repos al sistema relatiu de coordenades amb el
que hem treballat a la seccié anterior. Llavors, £ i  sén constants. Aquestes solucions
s’anomemen solucions d’equilibri. Com que £ i ) sén constants, el sistema (3.5.7)
queda aixi:

0P oD
—_— = = .6.1
o€ an (3.6.1)
Lema 3.6.1. ) )
o= (-e) (Aot ) ve (g +n) (3.6.2)

Demostracid. Sabem que ® = (¢2+n?) + U + 3¢(1 —¢), on U = 12 4+ £ Recordem

pr P2
que z1 = (—¢,0), z2 = (1 —€,0), p1 = |z — 21| 1 p2 = |z — 22|. Afirmo que

(1—e)pf +eps —e(l—e) =&+,
Veiem-ho. Pel teorema de Pitagores, p? = (£ +¢)2 + 721 p3 = (£ — 1 +¢)? + 2. Llavors,

(L=e)pi+eps —c(l—e)=(1-e)((§+)* +n*) +e((§ = 1+€)* +n*) —e(l —¢)
=(1-e)+(1—-e)?+(1—-e)2ec+e+(e—1)%e+2b(e—1)+n?—e(l—¢) =
=P+ (l-e)?+(e—1)%e—e(l—¢)=
=444l 2% e —e+2 =240

Ara, substituim a &:

1—c¢

1 e 1
®=((1—e)pi —eps —c(1-2)) + o tgel-e)=
2

Pl 2

1 _ 1 B
=(1—¢) <2p?+pll> +6(2p§+p21>

O
Proposicié 3.6.2. El sistema (3.6.1) és equivalent a
1 +e€ 1 —1+¢
R L
pr/z i 2 (3.6.3)

1Y\ 7 1Y\ n
O S
pi) p1 p3) p2

Demostracio. Les derivades parcials de ® sén:

0P 1\ Jp1 1\ Op2
_ = 1_ [ —_— _ — _— =
o€ =2 <p1 p%) ¢ +€<p2 p%) oe "
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Com que p1 = /(E+¢)2 + 721 p2 = /(€ — 1+¢)2 +n?, tenim que

Opr _§+e Opp  §-—1+c¢
0§ pr 0% p2
91 _m  Op2 _ 1

o p O pe
0

Per continuar amb la discussié hem de raonar per casos. Si i # 0, llavors traiem 7
factor comu de la segona equacio:

1)1 1)1
o e
pi) m p3) p2

Els termes de € de la primera equacié desapareixen.
1 1—-¢)e 1\ e(-1+c¢
(- 1)Uzt [, Lyetra
P1 P2 P2

Operant i traient factor comt, es transforma en:

1\ 1 1\ 1
p=—g) = (p2= ) =0
P/ P1 P32/ P2
L inica solucié que satisfa ambdues equacions sota aquest suposit és p; = po = 1. Per
tant, si 7 # 0, tenim dues solucions d’equilibri: els vertex Ly i L5 de la Figura 3.1.
Ara, si suposem que 1 = 0, només ens quedem amb la primera equacié de (3.6.3):

_ _ L) Eke B Rl
(1—¢) <p1 p%) o +€<p p§> p 0 (3.6.4)

on p1 = |€+¢|, p2 =1 — 1+ ¢€|. Ara ens trobem amb tres casos:
e a){<—¢: pp=-E€—¢, p=1-E—¢, pp=1+p
eb)je<{<l: p=E&+e, p=1-E€-c p=1-p
ec)é>1—e: pr=&+e, pp=&+e—1, p=p—1

Reescrivim I'equacié (3.6.4) per cada cas:

Per a): Sigui p; = p. Llavors ps = p1 + 1.

oo 3) el

Per b): Sigui p; = p. Llavors po =1 — p.

o))

Per ¢): Sigui p2 = p. Llavors p; =1+ p.

s {ier ) o)
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En els casos a) i ¢) tenim una equacié d’aquesta forma:

—2
p—0p
F = =—c
1(p) p+1—(p+1)-2

on ¢ > 0. Podem comprovar que F](p) > 0, i per tant F és estrictament creixent. A més
a més, F1(07) = —oo i Fi(1) = 0. Aixd vol dir que el valor p pel qual Fi(p) = —c esta
compres entre 0 i 1. Per a) tenim la solucié L; i per ¢) tenim la solucié Ly de la Figura
3.1.

Pel cas b), 'equacié és d’aquesta forma:

:1—;)—(1—;))*2:1—g>1

p—p2 €

Fy(p)

perque € < 1/2. Fy(p) és creixent a l'interval 1/2 < p < 1. A més a més, F(1/2) =1,
Fi(171) = 0o, aixi que el valor 1%5 es dona a l'interval [%, 1). El punt d’equilibri, doncs,
es troba més prop de la massa més petita, excepte quan € = % Es el punt L3 a la Figura
3.1.

Els punts L; s’anomenen punts de libracié. L4 i Ly s’anomenen punts de Lagran-
ge. L1, Lo, L3 s’anomenen punts d’Euler.

n

[N\
ko

o (1-¢ 0)

Figura 3.1: Punts de Libracio
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Conclusions

Hem vist que tant per un com per dos cossos, el problema és relativament senzill de
resoldre, sigui mitjancant metodes numerics o analitics, ja que podem extreure moltes
constants que ens permeten reduir la dimensié del sistema d’equacions a resoldre. El
problema de dos cossos, a més a més, ens dona molta informacié per a casos particulars
del problema de tres cossos, com hem vist al cas restringit. Esa partir de tres cossos quan
el sistema es torna caodtic i el problema no té solucié en general'. Al tercer capitol hem
vist que fem molts esforcos per a reduir la dimensié del sistema d’equacions de moltes
maneres. Tot i aix0, acaba sent insuficient. Per tant, pot ser interessant centrar-se en
solucions particulars que, d’altra banda, també tenen certes aplicacions en altres camps
cientifics com la fisica: per exemple, per situar satel-lits artificials en orbita a la Terra?.

Com que ens hem centrat en els conceptes elementals del problema de tres cossos,
no s’han tingut en compte fonts en que les eines matematiques excedien els proposits del
treball® i s’han exclos alguns conceptes una mica més avancats perd igualment importants
en la historia del problema. Només amb aquest treball ja podem entendre perque el
problema de n cossos és considerat el problema més important de la mecanica celeste, ja
que només hem fregat la superficie d’'un problema tant antic com apassionant.

IExisteix una solucié en forma de série de poténcies donada pel matematic finlandeés Karl Fritiof Sund-
man en termes de ¢'/3. Per desgracia, no aporta més informacié sobre el comportament del sistema i, a més
a més, la convergencia de la série és increiblement lenta, motiu pel qual no té cap mena d’is computacio-
nal. Per més detalls, consultar: Volchan, Sergio B.; Some insights from total collapse, arXiv:0803.2258v1
[physics.hist-ph], 2008, https://arxiv.org/pdf/0803.2258.pdf

ZDionysiou, D.D., Zois, A.K. & Iakovidis, K.G. Artificial satellites and the three-body problem: A
general case. Astrophys Space Sci 186, 101-108 (1991). https://doi.org/10.1007/BF00644623

3Un bon exemple és la Teoria Hamiltoniana, de la qual podem trobar una introduccié i aplicacions
al tercer capitol de Celestial Mechanics.: Pollard, H., Introduction to Hamilton-Jacobi Theory. Pollard,
H.: Celestial Mechanics, The Carus Mathematical Monographs No. 18, The Mathematical Association of
America, 1976, ISBN 0883850192
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Apendix A

Demostracié de la Proposici6 3.2.4

Demostracié. Sabem que 73 = uM 7. A partir del Lema 3.2.2, podem deduir que

7= M= p = mop T = (M — 1) — map '

1

7= pM g — A mip T = (M = 1) g+ myp

Ara, si substituim aquests valors a la definicié de ¢

&=my (7 x 1) +ma(r% X 15) + ma(r3 X 13)

&=mi((pM " = 1) —mop™'F) x (WM~ = 1)V = map™ ')
Fma((UM ™" = D)5+ map™ ') x (WM™ = D)V + myp™')
+mg((uM 1) x (uM V)

F=my(pM ™" =125 x V +my(mop )27 x T —my(uM ™" = Dmop ™ (FX T+ 7 x V)
+ ma(uM ™t =125 % V 4+ ma(mip™ )27 x G4+ ma(uM ™ = D)ymyp Y (G x T+ 7% V)
+ma(uM )25 x V

c= (ml(uM*1)2 —2mipM 4+ my)p X V+ mimamep 27 X T4

(ma(uM ™12 — 2mopM =t + my)j x v+ momimipu”2F X T+
ma(uM )2 x V

((m1 + ma + m3)u®> M2 — 2(my +ma)uM ™" + (my +ma))gx V+

c
((mymamg + mgmlml)u_z) X U
(WM =20 M 4 ) x V + (mama(my +ma)u™ )7 x &

¢=

= p(pM ™ = 2uM™" +1)5 x V + (mymapp~2)7 x ¥
¢=p(—pMt 4+ MM~ 5 x +(m1m2u Y x v
&= pM ™ (—p+ M)(7x V) + g1 (7 x )
F=msuM (Fx V) + q(Fx T
T=g(Fx )+ g(pxV)



Seguim amb 2I = g% + gop?:

21 = mlrf + m2r§ + m3r§

21 = my(uM ™1 = 1)2p% + mimamop %1% — 2mymop  (uM ' —1)p - 7
+mo(uM =t —1)2p% + mamamap2r? + 2momap (uM L = 1)5 - F

+ map M2 p?

ii

21 = (ml(uM’l)2 —2mipM 4+ my + mg(,uM*I)2 — 2mopM Y 4+ mo + mg,u2M’2)p2

+ (m1+ mg)mlmg,u,_er

21 = ((m1 +mg + ma)p >M % = 2uM " (my + ma) + (m1 +ma))p

+ (m1 + ma)mymaop~2r?

oI = (M~ — 20> M 1 + 1) p* + mymop ™o

2

i ja hem vist abans que (= 2M 1 — 2u2M~! + ;1) = go, per tant:

2I = g17% + gop?

Acabem amb 2T = gjv? + g,V
2T = mlrl;{ . rli =+ mgT‘Lé . 7";2 + mgr?, . rL;S,
2T = my (WM™ = )V — map™'0) - (uM ™' = 1)
+ma((upM ™ = D)V +myp™'0) - (uM~' = 1)
+my((pM V) - (pM V)

<y

V — mop ')
V +mip %)
Des d’aqui, els calculs sén analegs als que hem fet per c¢ fins a arribar a:
O = (WM~ = 22M 7 + W)V -V 4+ mymop ™17 @
0T = (M~ — 202 M~ + ) V? + mymop~1v?

i per tant aixo és:
2T = g1v* + gV
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