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Abstract

Hoare’s logic is one of the main methods for verifying the partial correctness of pro-
grams. With it, it can be reasoned whether, starting from some initial conditions and
assuming the execution ends, an output that meets the expected final conditions can be
obtained. The main objective of this paper is to study the soundness, incompleteness and
completeness in the sense of Cook of Hoare’s system. In addition, other methods rela-
ted to program verification and program termination will be presented, accompanied by
practical examples.

Resumen

La légica de Hoare es uno de los métodos principales para la verificacién de la correc-
cién parcial de programas. Con ella se puede razonar si partiendo de unas condiciones
iniciales y suponiendo que termina la ejecucién, se puede obtener una salida que cumpla
las condiciones finales esperadas. El objetivo principal de este trabajo es estudiar la co-
rreccion, la incompletitud y la completitud en el sentido de Cook del sistema de Hoare.
Ademas se presentaran otros métodos relacionados con la verificaciéon y la terminacion de
programas acompanados de ejemplos practicos.
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1. Introduccion

En principio, las consecuencias de ejecutar un programa en cualquier entorno se pueden
encontrar partiendo del propio coédigo del programa a partir del racionamiento. Por ello,
es de gran interés desarrollar y estudiar métodos que permitan razonar sobre cémo sera
la salida de los programas y si coincide con los resultados que se esperan obtener de ellos.

En 1967, Robert Floyd propuso una técnica para verificar la correccién de la salida de
los programas, conocida como el método de aserciéon inductiva o método de Floyd, que
indica que “un diagrama de flujo es correcto respecto a las aserciones finales e iniciales si
se pueden encontrar aserciones intermedias validas” [8]. Para demostrar que es correcto,
pues, basta con encontrar las condiciones intermedias y demostrar la correccién de los
fragmentos del programa entre las condiciones intermedias [2].

En 1969, basdndose parcialmente en el método de Floyd, Charles Antony Richard
Hoare [9] introdujo un nuevo método para la verificacién de programas: la 1égica de Hoare.
Un sistema formal que proporciona una serie de reglas de verificacién para razonar sobre
la correcciéon de programas imperativos, el cual ha tenido un gran impacto en los métodos
utilizados para el disefio y verificacién de programas [1].

A pesar de que el método de Hoare supone una mejora respecto al método de Floyd,
sigue sin garantizar la terminacién del programa. Por lo que, en caso de querer analizar
un programa a partir de estos métodos, es necesario complementar la verificacién de la
correcciéon del programa con métodos para la verificacion de la terminacién de este. Como
son por ejemplo, el método de los contadores o el método de Floyd. No obstante, como
el problema de parada es irresoluble, ni estos métodos, ni cualquier otro, sirven de forma
general para estudiar la parada de todos los programas.

Cabe remarcar que, aunque el estudio de la verificaciéon abarca toda clase de progra-
mas, este trabajo se centra en la verificacion de programas iterativos.

Estructura de la Memoria

En esta memoria se tratan los conceptos que se han considerado mas relevantes para
ofrecer una introduccién a la verificacién de programas.

En la seccion 2 se presenta el andlisis de programas. Se explica y ejemplifica el método
de Floyd para analizar la correccién de programas y se dan nociones para el calculo de
la complejidad de los programas. También se presenta el problema de la parada y se
demuestra que no puede existir una funciéon que determine la parada de todo programa.

En la seccién 3 se introducen los lenguajes de primer orden. Se dan los conceptos de
sintaxis y semantica que se necesitaran en la seccion 4.

La seccién 4 es el cuerpo del trabajo. En ella se definen las reglas del calculo de Hoare y
se aplican a la verificacion de diversos programas. Y, ademas, se demuestra la correccion,
la incompletitud y la completitud en el sentido de Cook del sistema de Hoare.

Y en la seccién 5 se tratan dos métodos para estudiar la terminacién de los programas:
el método de Floyd y el método de los contadores. Para poder explicar el método de
Floyd, primero se introducen ciertos conceptos de conjuntos ordenados.



2. Analisis de programas

Un programa consiste en una secuencia finita de instrucciones u 6rdenes no ambiguas

basadas en un lenguaje de programacién que una computadora interpreta para resolver
un problema o tarea especifica.
Las caracteristicas esenciales que un programa debe poseer son correccion, eficiencia y
claridad. Para analizar un programa se deben estudiar las caracteristicas de este. En este
primer apartado, se ofrece una introduccién al analisis de la correccion, la eficiencia tem-
poral y la parada del programa.

2.1. Correccion de programas

La correccién es una de las caracteristicas esenciales que debe poseer un programa y
consiste en garantizar que el programa desempene la labor para la que fue desarrollado.
A simple vista, podria parecer que el testeo de los programas es una herramienta suficien-
te para garantizar la correcciéon del programa. Sin embargo, no es asi, pues solo puede
demostrar que este contiene errores. Para demostrar que es correcto, se deberian testear
todas las entradas admisibles, pero no es factible para la gran mayoria de programas. En
su lugar se pueden utilizar determinados métodos de verificacion.

A continuacién se presentard el método de Floyd (véase [2]) -también conocido como
método de asercién inductiva- como método para garantizar la correccion de los progra-
mas iterativos. Y mas adelante se mostrara el método de Hoare de demostracion formal
de la correccién de programas.

Previamente, debe conocerse el concepto de invariante.

Definiciéon 2.1. Un invariante es un predicado que describe los distintos estados por
los que pasa un bucle en un programa, estableciendo una relacién entre las variables que
intervienen en este. Debe cumplir las siguientes condiciones:

= Se satisface antes de empezar el bucle, es decir, antes de la primera iteracién.
= Se mantiene al ejecutar el cuerpo del bucle.

= Se cumple al salir del bucle.

Para aplicar el método de Floyd se debe dibujar el diagrama de flujo del programa e
identificar la asercién inicial y final. Si el programa tiene bucles, se definen los invariantes
de estos. Para demostrar la correccién del programa, se hace una induccién sobre el
nimero de vueltas de los bucles y se demuestra sus invariantes.

Ejemplo 2.2. Verificacion del algoritmo de la divisién entera a través del método de

Floyd. Ver figura 1.

El invariante del bucle es (x = qy+7Ar > 0). En la vuelta 0 , partiendo de la asercién
inicial (z > 0 A y > 0) y haciendo las asignaciones ¢ := 0; 7 := x, se cumple el invariante.



Supéngase que se cumple el invariante en la vuelta k, partiendo de (1) y haciendo
la comprobacién r > y para entrar en el bucle. Si no cumple la condicién, se obtie-
ne (x = qy+r Ay >r > 0), que coincide con la post condicién. En el caso de que
se cumpla y entre en el punto (2), se tiene (x = qy+7r Ar = 0Ar > y). Tras el
cuerpo del bucle, r :=r —y y q := ¢+ 1, se puede expresar r y ¢ en funcién de sus
nuevos valores como r + y y ¢ — 1 respectivamente. Por lo que, al volver a (1) se tie-
neque (z = (@—y+@r+y) A(r+vy) > 0A(r+y) > y), que es equivalente a
(r=qy—y+r+yAr+y > 0Ar+y > y), se observa que el invariante (z = qy+7rAr > 0)
se sigue cumpliendo, llegando a la vuelta k+1.

Como se observa que para cualquier entrada el algoritmo parard y llegara a la post-
condicién (z = qy +r A0 < r < y), queda demostrada la correccion.

(x=0Ay>0)

q:=0; r:=x

————— () (z=qy+rAr=>0)

No
<>y (x=qy+rAN0<r<y)

(2) Si

\—| ri=r-y; q:=q+1 |

Figura 1: Diagrama de flujo de un programa para calcular divisiones enteras.

Ejemplo 2.3. Verificacién de un algoritmo que calcula el médximo comin divisor, a través
del método de Floyd. Ver figura 2

Al principio, en la vuelta 0, es evidente que partiendo de la asercién inicial (x >
0 A y > 0) y haciendo las asignaciones a := x; b := y, se satisface el invariante del bucle
(med(a,b) = med(z,y)).

Supéngase que se cumple el invariante en la vuelta k y partiendo de (1). Si al hacer la
comprobacion a # b se sale del bucle, se consigue que a = b, por lo tanto med(a,b) = a = b,
llegando a la postcondicion (med(z,y) = a = b). En el caso de que a # b se cumpla y
entre en el punto (2), se llega a (mcd(a,b) = med(z,y)) A (a # b). Se presentan dos casos
segun si a > b.

Si se cumple a > b (3), se tiene (mced(a,b) = med(z,y)) A (a > b) y tras a := a — b, se
puede expresar a en funcién de su nuevo valor a + b. Al volver a (1) con (mcd(a+b,b) =



med(z,y))A(a+b > b), ya que med(a+b,b) = med(a,b), se obtiene med(x,y) = med(a, b),
por lo que se llega a la vuelta k—+1.

Si no se cumple a > b (4) , entonces (med(a,b) = mcd(z,y)) A (a < b) y tras
b := b — a, se puede expresar b en funcién de su nuevo valor b + a. Al volver a (1)
con (med(a,b+a) = med(z,y)) A (a < b+ a) se obtiene med(z,y) = med(a, b), por lo que
se llega a la vuelta k+1.

Como se observa que para cualquier entrada se saldra del bucle, se llegara a la post-
condicién (med(x,y) = a = b).

(x=0Ay=>0)

a:=x; b:=y

—— (1) (mcd(a,b)=mcd(x,y))

No
<7é b (med(x,y) = a =b)

Figura 2: Diagrama de flujo de un programa para calcular el méaximo comun divisor.

Ejemplo 2.4. Verificacién de un algoritmo con dos bucles anidados, que calcula la po-
tencia z¥, a través del método de Floyd. Ver figura 3

A diferencia de los ejemplos anteriores, este programa tiene dos bucles anidados, por
lo que se deberan realizar dos inducciones sobre el nimero de iteraciones en cada bucle.

Se iniciard resolviendo el bucle interno. Si se cumple el invariante del primer bucle
(zxu” =2Y Av > 0) y se entra en este cumpliendo v # 0, entonces en la vuelta 0 del
bucle (2) se cumple (zxu? = z¥ Av > 0).



(x=20Ay=0)

|z::1; w:=X; V::y|

—— (1) (z*xu" =2 Av>0)

v:=v/2; w:=u*u |V::V—1; z::z*u|

) J

Figura 3: Diagrama de flujo de un programa para el calcular potencias.

Supongase que se cumple el invariante en la vuelta k del bucle interno y partiendo del
invariante (z % u” = z¥ Av > 0). Si al hacer la comprobacién 2|v, no se cumple, pues v es
impar, entonces se sale del bucle llegando a (4) con (z *u” = z¥ Av > 0) A (2 fv). Si se
cumple 2|v, se llega a (3) con (z *u” = ¥ Av > 0) A (2|v). Tras hacer las asignaciones
v:=v/2 y w:=u*u, se puede expresar v en funcién de su nuevo valor como 2*v, pues v
es par, y expresar u como uz. Por todo ello, (z * (u%)% = 2¥ A 2v > 0), que equivale al
invariante de (2) (z % u” = 2¥ Av > 0), llegando a la vuelta k+1 del bucle (2).

Ahora resuélvase el bucle externo. En la vuelta 0, con las condiciones iniciales x,y > 0
v haciendo las asignaciones z:=1; u:=x; v:=y, se observa que se satisface el invariante
(zxu’=zYANv >0).

Supongase que se cumple el invariante en la vuelta k del bucle externo. Si no se cumple
v # 0, entonces (2 *u” = 2¥ Av = 0). Por lo tanto, como 2% = zxu’ = zxu’ = zx 1 = 2,
se llega a la conclusién final (z = z¥). Si si se cumple v # 0, se alcanza al invariante
del segundo bucle (z x u¥ = z¥ A v > 0). Cuando se salga del segundo bucle en (4), se
obtendra (z*u” = 2¥ Av > 0) A (2 fv) y las asignaciones v:=v-1 y z:=z*u. Expresando

z
vy z en funcién de sus nuevos valores v+1 y z/u, se obtiene (= x uv*1 = 2¥ Av +1 > 0).
u



Como z¥ = = * utl = sxuxu’ = zxu"y al estar trabajando con enteros v +1 > 0 es
equivalente a v > 0, se llega al invariante del bucle (1) (zxu’ = 2Y Av > 0) y a la vuelta
k+1.

2.2. Analisis de complejidad

El analisis de la complejidad de un programa consiste en estudiar como de eficiente-
mente consume sus recursos. Por ejemplo, el tiempo de ejecuciéon o la memoria necesaria
para ejecutarse. En este apartado se explicaran algunos de los conceptos que aparecen en

[10] y [5].

En vez de centrarse en el coste real de un algoritmo, implementado y ejecutado en
un lenguaje y una maquina en particular, se le da relevancia a como depende el consumo
de recursos con respecto al tamafio de los datos de la entrada que el programa tiene que
procesar.

Denotando, pues, T'(n) a la funcién del tiempo de ejecucién de un programa con
entrada de tamano n, T'(n) representa el nimero de operaciones elementales que realiza
el algoritmo para obtener la solucién. Se llamara funciones de coste a la funciones de
la forma f : N — R* donde R* = {0} UR™. Toman como argumento nimeros natura-
les, representando el tamano de los datos, y devuelven ntimeros reales no negativos que
representan el coste correspondiente. f y g representaran funciones de coste.

Como el tiempo de ejecucién exacto depende de varios factores, cuando se dice que
T'(n) es una determinada funcién f(n), se quiere indicar que T'(n) es proporcional a f(n).
Pues, de estas funciones no interesan los valores concretos que pueda generar, sino su
forma de crecimiento, lo rapido que crecen cuando se aumenta el tamano de los datos.
Por ello, se utiliza la notacién asimptoética.

Definicién 2.5. El orden de la funcién de coste f, escrito O(f), es la clase formada por
todas aquellas funciones de coste que estén acotadas superiormente por un miltiplo de
f. Es decir, g € O(f) si existe un niimero natural ng y un nimero real positivo ¢ tal que
para todo n = ng, se tiene que g(n) < cf(n).

Cuando se dice que T'(n) € O(f(n)), la velocidad de crecimiento de T'(n) estd acotada
superiormente por f(n).

Calculo de la complejidad

Cuando se analiza la complejidad de un programa, es necesario poder expresar su fun-
cién de tiempo de ejecucién y obtener el orden de compejidad. A la hora de descomponer
un programa en sus componentes, se pueden considerar cuatro tipos diferentes: operacio-
nes elementales, secuencias de operaciones, sentencias condicionales y bucles.

Operaciones elementales Es el conjunto de operaciones béasicas de un lenguaje im-
perativo como C. Como es, por ejemplo, la asignacién para datos de tipo primitivo,
operaciones aritméticas basicas, operaciones boleanas béasicas, acceso a la posicion de un



vector o fichero, las instrucciones de lectura, y escritura y la instruccion return. Cada una
de estas operaciones tiene un coste constante, por lo que pertenecen a O(1).

Secuencias de operaciones El tiempo total de I1; > es la suma de los tiempos de
Il y IQ.

Sentencias condicionales de la forma if (B) I else Iy; o if (B) I;. El coste es la
suma del coste de evaluar la condicién booleana B mas el tiempo de la instruccién I; o
I5 con la complejidad mas alta.

Bucles de la forma while (B) I;. Para calcular el coste del bucle, hay que calcular el
nimero de iteraciones del bucle y multiplicarlo por el tiempo de ejecucién de la iteraciéon
de mayor coste mas el coste de evaluar la condicién del bucle.

Para analizar la complejidad de un algoritmo recursivo es frecuente que aparezcan fun-
ciones de coste recursivas, llamadas recurrencias, donde se separa el coste bésico del coste
del caso recursivo. En este ultimo, se usa la misma funciéon para representar el coste de
la llamada recursiva.

Ejemplos 2.6. Calculo de la complejidad de dos programas disenados para
calcular el n-ésimo término de la sucesion de Fibonacci.

Version iterativa:

int fibonl (int n){
int i, x, y, z;

x=1;

y=1;

for (i=3; i<=n; i++){
7=y ;
y = X+ty;
X=7;

}

return y;

}

Se calcula T} (n), la primera parte de la funcién fibonl es una serie de operaciones bésicas
que tendrd un coste constante c;. El coste del bucle serd el coste del cuerpo y de la
evaluacién de condicidn, que es una constante ca, y serd multiplicado por el ntimero de
iteraciones, en este caso se puede simplificar y decir que seran n iteraciones. Por lo que
el coste del bucle sera con. Finalmente, se le suma el coste del return, el cual es una
constante cs3.

El tiempo de ejecucién T7(n) del programa fibonl tiene complejidad lineal, pues:

Ti(n) =c1 +ncg +c3 € O(n)

Version recursivas:

int fibon2(int n){
if (nm=1 || n= 2){



return 1;
}else{

}

return fibon2(n—1) + fibon2(n—2);

Si se denota T(n) al tiempo de ejecucién del programa fibon2, se tiene que:
& st n<2
TQ(’II) =
To(n—1)+To(n—2)+cy si n=3

Por lo tanto:

To(n)=To(n—1)+To(n —2) + co =To(n —2) +To(n — 3) + co + Ta(n — 2) + o
=2T5(n —2) +Ta(n — 3) + 2c2 = 2(To(n — 3) + To(n — 4) + c2) + To(n — 3) + 2¢2
=3Ta(n —3) +2To(n —4) + 4eca = 3(Ta(n — 4) + Ta(n — 5) + c2) + 2To(n — 4) + 4eo
= 5T5(n —4) + 3T5(n — 5) + Tca = 5(Te(n — 5) + To(n — 6) + c2) + 3T2(n — 5) + Tea
=8T%(n —5) +5T2(n — 6) + 12¢2 = ... =
fibonacci(i + 1)To(n — i) + fibonacci(i)Ta(n — (i + 1)) + (fibonacci(i + 2) — 1)co

donde fibonacci(i) es el i-ésimo término de la sucesion de Fibonacci. Tomando i=n-2 se

llega al caso basico

T»(n) = fibonacci(n — 1)T2(2) + fibonacci(n — 2)T(1) + (fibonacci(n) — 1)c2
= fibonacci(n — 1)¢y + fibonacci(n — 2)c; + (fibonacci(n) — 1)ca
= (fibonacci(n — 1) + fibonacci(n — 2))c; + (fibonacci(n) — 1)ca

= fibonacci(n)c; + (fibonacci(n) — 1)ca

Por la férmula de Binet, se sabe que

n_ (1—q)" 1
fibonacci(n) = at—(1-a) donde a = — V5
Vb 2
Por lo tanto:
a—(1—-a)"
Tr(n) = E/g(q +c2) —c

Como 1 < a < 2, se deduce que Tx(n) € O(2")

2.3. El problema de parada

Ademés de estudiar la correcciéon y la complejidad, una caracteristica importante a
analizar de un programa es su capacidad de parada. La parada de los programas sin bu-
cles esta garantizada, pero al introducir operaciones iterativas cabe la posibilidad de que
el programa, bajo ciertas entradas, jamés finalice. Se dice que un programa para, si el
cémputo de P termina en un nimero finito de pasos.

Seria interesante ver si hay alguna funcién general para todos los programas. Hay
muchas formas de demostrar que esta funcion no existe; en este caso se probara codificando
un programa en C mediante una tira de 0’s y 1’s, basandose en la demostracion utilizada
en [7].



Codificaciéon a 0’s y 1’s de un programa en C

Se define la funcién inyectiva:

Cédigo: {programas en C} — {0,1}* (2.1)

En C se distinguen los siguientes simbolos: letras, digitos, simbolos de puntuacién y
palabras reservadas. A continuacién, se les asigna sus correspondientes codificaciones 2.1.

Codificacién de las letras:

Colocando las mintsculas en su orden clasico, seguidas de las mayusculas segin la
misma ordenacién, se puede numerar cada letra con un niimero que comienza por 10 y es
proseguido de tantos 1’s como indique su posicién comenzando a por el puesto 1.

a b z A A
101 1011 ... 101..2»1 101..@Y1 ... 101..521

Codificacién de los digitos:

Al igual que con las letras, se ordenan los digitos crecientemente y se les asigna un
nimero, que en este caso empezara por 100 para diferenciarlos de las letras y sera prose-
guido por tantos 1’s como indique el digito mas uno extra.

0 1 2 9
1001 10011 100111 ... 1001..®1

Codificacién de los simbolos de puntuacién:

Considerando los simbolos de puntuaciéon que pueden aparecer en un programa escrito
en C -como son . ;, () -, se les puede asignar un orden arbitrario y un nimero que
empiece por 1000 y continie con tantos 1’s como indique su posicién.

g1 g2 g3 On
10001 100011 1000111 ... 10001...("=2)1

Codificacion de las palabras reservadas:

El lenguaje C tiene palabras reservadas que se deben diferenciar de una simple tira de
caracteres como son las palabras “while”, “for”, double”, “void”... Se les puede asignar un
orden y un nimero que empiece por 10000 y sea seguido por tantos 1’s como indique su
posicion.

o1 09 o3 Om
100001 1000011 10000111 ... 100001..."=2)1

Observacion 2.7. Considerando un programa P en C, como una tira de simbolos P =
01...0k, se define la codificaciéon de P como:

Cédigo(P) = Codigo(oy)...Cédigo(oy) (2.2)



Problema de la parada

Existe un programa que decida, dado un programa cualquiera P y una entrada x, si
P para sobre la entrada x?

A continuacion, se demostrard que un programa asi no puede existir.

Demostracion:

Se define la funcién HALT: N2 — {0,1} como una funcién que, dado un programa
codificado y una entrada, devuelve 1 si el programa para sobre la entrada y 0 en el caso
contrario.

1 si y =Cébdigo(P) y el programa P para sobre la entrada x
HALT (x,y) =
0 en el caso contrario

Supoéngase que el problema de parada es resoluble. Entonces, se tiene que la funcién
HALT es computable.

Por lo tanto, se puede definir la funcién H(x) := HALT (x,x), que también serd compu-
table.

Considérese la siguiente funcion F:

int F (int x1){

int x2;

x2 = H(x1);

if(x2 = 0){
return x2;

telse{

while (x2 = 1){}
}

La funcién F o bien escribe 0 o entra en un bucle infinito. Sea yo = Cédigo(F) y x un
natural, entonces:

HALT(z,y0) =1+ F(z) =0
Por lo tanto,
HALT (yo,y0) =1 <> F(yo) =0
Por la definicién de F se sabe que
F(yo) =0+« H(yo) =0
Por lo que se obtiene
HALT (yo, y0) = 1 <> F(yo) = 0 <> H(yo) = 0 <> HALT (yo,90) = 0

llegando a contradiccién. Por lo tanto, la funcién HALT no es computable.
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3. Lenguajes de primer orden

Los conceptos y teoremas de esta seccién pueden consultarse en [7], serdn esenciales
para comprender mas adelante la légica de Hoare.

La légica de primer orden o légica de predicado se puede entender como una extensiéon
de la légica proposicional, incluyendo conceptos adicionales como los cuantificadores, los
sfmbolos de funcién y los simbolos de predicados, y permitiendo, asi, formalizar aserciones
que no se pueden expresar con la légica proposicional.

Definiciéon 3.1. El alfabeto de un lenguaje de primer orden Ag contiene los siguientes

simbolos:

= Variables: vg, vo, vs, ..., Un, ...

= Constantes: a, b, c, ..., ag, bo, co, -+, An, bn,y Cn,y o

= Simbolos de funcién: f, g, h, fo, 90, hoy -y fry Gns Any -

= Simbolos de relacién o predicados: A, B, ..., Z, Ag, By, ..., Zo, ..., An, Bny ooy Zp, .
= Conectores —, A, V, —, <>

= Cuantificadores 3,V

= Simbolos auxiliares: paréntesis y comas

Definiciéon 3.2. Un vocabulario es un conjunto S de simbolos de constantes, simbolos
de funcién y simbolos de relacién. Por tanto, S es la unién disyunta de Cg, Fg y Rg,
donde Cg es el conjunto de constantes de S, Fg el conjunto de simbolos de funciéon de S
y Rg el conjunto de simbolos de relacién de S.

Tanto los simbolos de funcién como los simbolos de relacién tienen asociado un ntimero
natural n > 1, su ariedad. Para denotar que un simbolo de funcién f es n-ario se escribira
f™ v para denotar que un simbolo de relacién R es n-ario se escribird R™. Se denota como
VAR al conjunto de variables. Se denota por A el conjunto de simbolos de la variables,
conectores, cuantificadores y auxiliares. Ag = AU S donde S es un vocabulario.

3.1. Términos y féormulas

Definiciéon 3.3. Los S-términos o términos de Ag son una sucesién finita de simbolos
de Cs U Fg UV AR que se pueden definir por recursién de la siguiente formas:

Las variables z; € VAR son términos.
Las constantes ¢ € C's son términos.

Si f es un simbolo de funcién n-ario f € Fg y ti,...,t, son términos, entonces fti...t,
es un término.

Definiciéon 3.4. Una ecuacidon es una expresién de la forma t; = t5 donde ¢; y to son
términos de S.

Definiciéon 3.5. Las férmulas atémicas de Ag son las ecuaciones y las expresiones de
la forma Rt;...t, donde R es un simbolo de relaciéon n-ario de S y ¢y ... ¢, son términos

de Ag.
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Definiciéon 3.6. Las S-férmulas o férmulas son las expresiones que se definen recursi-
vamente de la siguiente manera:

Las férmulas atémicas son férmulas

Si ¢ es una féormula, entonces —¢ también es una férmula.

Si ¢, ¥ son férmulas y * € {A,V,—, <>}, entonces (¢ * 1) es una férmula.
Si ¢ es una féormula y x una variable, entonces Jxp y Vrp son férmulas.

Definicién 3.7. Se define Lg, o L(S), el lenguaje de primer orden asociado al alfabeto
Ag como el conjunto de formulas de Ag.

Definiciéon 3.8. Una ocurrencia de una variable x en la férmula ¢ es libre si no esta
dentro del alcance de ningiin cuantificador que ligue la variable x. Si lo estd, se trata de
una ocurrencia ligada.

Definicion 3.9. Las variables libres de una férmula ¢ son las que tienen al menos una
ocurrencia libre en ¢. Las variables ligadas de ¢ son las que tienen todas las ocurrencias
ligadas en (.

Cuando z1, ..., z,, es una lista de variables distintas, se usa la notacién t(x1, ..., x,)para
referirse a un término cuyas variables aparecen en esa lista y ¢(z1, ..., z,) para referirse a
una férmula cuyas variables libres aparecen en la lista. Las formulas sin variables libres
se llaman enunciados o sentencias. También se llaman férmulas abiertas a las férmulas
con variables libres y formulas cerradas a los enunciados.

3.2. Sustituciones

Se busca definir la sustitucion de forma que ¢ exprese lo mismo de x que ¥ de t, siendo
1 la férmula obtenida al sustituir en ¢, la x por t.

Ejemplo 3.10. En este ejemplo se ilustra el objetivo y se muestra por qué hay que
proceder con cuidado

pi=Tzztz=x

En N, la formula dice que x es par. Si se sustituye x por y en ¢, se obtiene la férmula
dz z+z = y, que dice que y es par. Pero si se sustituye x por z, se obtiene la féormula
dJz z4+z = z, la cual no esta diciendo que z sea par. El significado ha sido alterado porque
donde la ocurrencia de la variable x era libre, la ocurrencia de z esta ligada.

Definicion 3.11. t(;g:::txi) es el término obtenido al sustituir simultdneamente cada

aparicién de las variables xg...x, por los términos ...t respectivamente.
tr

Definicién 3.12. cp(;(f:::mr) es la férmula obtenida al sustituir simultdneamente cada
aparicion libre de las variables xg...z, por los términos ty...t,.. Se define la sustitucién con
la siguiente induccién:

[t, :t,] to...tyr ': t/ to...t, :t/ to...tyr
O " Nz ) T N\zoez,) ~ \ag..z

to.t, to.t, to..t,
Rty..t! = Rt tn—1
[Rtg-ty] <x0...xr) N\zg...zr " TQ...Ty
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el () =i (2 )
toetr\ [ toets to...ty
o] (mo...xr> o SD(JU@...@) i w<$o...xr>

donde x € {V, A, —, < }.

Supéngase que z;,, ..., Z;, , son todas las variables z; entre z, ..., x, que son libres en
Jxp v x; # t;. Entonces, se define:

to...t ticsonti
[Engo]( ") = Fufp T
Q.. Ly Tig-Ljg_1 T
donde u es la variable x si no hay ocurrencia de x en t;,,...,t;,_, vy si no, es la primera
variable la la lista vg,v1,v2..., la cual no tiene ocurrencias en ¢, t;,, ..., t;,_,.

Al introducir la variable u, se garantiza que la ocurrencia de ninguna variable en
tiys ---» ti, , caiga en el alcance de un cuantificador. En el caso de que no haya ningin x;
tal que sea libre en 3z y z; # t;, se tiene que s=0 y [Fxy] (;gz) = Jxfp (i)]

Ejemplo 3.13. Sean f y P binarios.

[Puo forve] (20 0) = Puo foav

[Fvg Pvg foivs] (“47;57;12”1) = Jug[Pvo furve (fq;gv%”o)], pues vg no tiene ocurrencia en fvjvy,

E|’U[) [P’Uof’UlUQ (f’vu)l ’UO)] = Elvonofvl fv1 V1

v2,V0

[Fug P fuivg] (:j?g;gg) = Jug[Pug fuivg (z(l’zé)], pues tig, ..., ti,_, €s vg. Jva[Pvg fvive (g‘;gé)] =
E|U4PU4fU0’UQ

Hasta el momento, se ha centrado la atencién en la sintaxis. A continuacion, se pro-
cedera a explicar la seméntica de primer orden.

3.3. Estructuras e interpretaciones

Definicién 3.14. Una estructura de vocabulario S o S-estructura es un par 4 = (4, a),
donde A es un conjunto no vacio llamado el universo de la estructura y a es una aplicacién
cuyo dominio es S y cumple las siguientes condiciones:

Para cada constante ¢ en S, a(c) es un elemento de A.

Para cada simbolo de funcién n-ario f en S, a(f) es una funcién n-aria de A a(f) :
A" — A

Para cada simbolo de relacién n-ario R en S, a(R) es una relaciéon n-aria de A a(R) C
A",

Notacién 3.15. Si 4 = (A, a), se suele usar la notacién &4 o €4 en vez de a(¢) para
cualquier simbolo £ € S. Por tanto, se puede poner { = (A, fu)ges.
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Definicién 3.16. Una asignacion en il es una funcién a cuyo dominio es el conjunto de
variables de A y cuyo recorrido es un subconjunto de A.
a:{v, | neN} = A

Definicién 3.17. Una S-interpretacién o interpretacion del lenguaje L=L(S) o L-
interpretacién es un par J = (4, ), donde 4l es una S-estructura y « es una asignacién
en il

Definiciéon 3.18. Si J es una S-interpretacién con una asignaciéon « en 4 y x es una

variable, se define J%, como la interpretacién J% = (4, o), donde ¥ es una asignaciéon

igual a «, salvo en la imagen de la variable x, que pasa a ser o (z) = a
aly) si y#x
a st y==x
La satisfactibilidad caracteriza la relaciéon que hay cuando una férmula resulta ser

verdadera bajo una interpretacion.

Definiciéon 3.19. Como paso preliminar, para un término t y una interpretaciéon J =
(L @), se define la evaluacién de t bajo J como un elemento J(t) del dominio A de la
siguiente forma:

Para una variable x de i, J(z) := a(x)
Para una constante c¢ de L, J(c) := c*!

Para un simbolo de funcién n-ario f € L y los términos to, ..., tn—1, I(f(to...tn—1)) :=
fu(j(to)a sy j(tn—l))
Definiciéon 3.20. Usando la induccién sobre la féormula ¢, se da una definicién a la
relacién J es un modelo de ¢, escrita como J = ¢:

Sea J = (U, o) una interpretacién cualquiera.
= to =t1 siy solosi J(to) = JI(t1)
= Rtg...t,_1 siy solo si R*JI(tg)...3(tp_1)

(SR I G W

- si y solo si J no modeliza ¢ (i.e. T }£ ¢)
(pAY)siysolosiTE ey TEY
(pV)siysolosiTE oI EY

= (p — ) si y solo si, si J = ¢, entonces J =
= (p<«> ) siysolosi, TEpsiysolosiJ
= Vzp si y solo si para todo a € A 7% |= ¢

(SR

(SRS B B
LI L | [ R

= Jzp si y solo si hay algin a € A tal que 37 | ¢
J = ¢ también se puede leer como J modeliza ¢ o J satisface ¢
Observacion 3.21. Si J |= ¢, entonces ¢ es un enunciado verdadero bajo la interpreta-

cién J.

Notacién 3.22. Para una S-férmula ¢ y una S-interpretacién J = (4, «), la validez de
 bajo J tan solo depende de la asignacién de las variables libres de ¢ y la interpretacion
de los simbolos de S en 4l.
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Se puede utilizar la notacion U = p(a(vy), ..., a(v,)) en vez de (U, ) = . Si ¢ es una
sentencia, se escribe H = .

Definiciéon 3.23. Sea ® un conjunto de férmulas. Se dice que J es un modelo de &,
escrito J = @, si J |= ¢ para todo ¢ € ®.

Definiciéon 3.24. Una formula ¢ es satisfactible, escrito Sat ¢, si existe una interpre-
tacién J tal que J = ¢.

Un conjunto de féormulas ® es satisfactible, escrito Sat ®, si existe una interpretacion
J tal que J = .

Si @ no es satisfactible, se dice que ® es insatisfactible.

3.4. La relacién de consecuencia légica

Definicion 3.25. Sean ¢ € L y & C L. Se dice que ¢ es consecuencia logica de @,
escrito @ |= ¢, si toda interpretacién J, que es un modelo de @, es también un modelo de
©.

Definicién 3.26. Los axiomas del calculo de primer orden en un vocabulario L son los
siguientes:

o= (=)

(
(g = (W —=x) = (g =)= (¢ —=x))
(= = =) = ((mp = ¥) = )

(Vo — ¢((%))), donde x es libremente sustituible por t en ¢
(Vz(p = ) = (Vop — Vay))

(¢ — V), donde x no esta libre en ¢

m =2

(L) = =t — w((i)))), donde ¢ es una férmula atémica de L, x es una

x
variable y t,t’ son términos de L

Definiciéon 3.27. Modus Ponens es la Unica regla de inferencia del cdlculo que permite
inferir ¢ a partir de ¢ y (¢ — ).

Definiciéon 3.28. Una deduccién con premisas en ® es una sucesion finita de féormulas
©1...¢p, donde cada ¢; puede ser o un axioma o una férmula de ¢ o una férmula obtenida
mediante Modus Ponens de formulas anteriores.

Los teoremas y definiciones que apareceran a continuacién seran muy importantes para
entender el apartado de la légica de Hoare. Seran especialmente relevantes en los subapar-
tados de Correccién y Completitud de H. Para un desarrollo més detallado, consultar [7].

Definiciéon 3.29. Una férmula ¢ es deducible de ® y se escribe ® - ¢, si existe una
deduccién con premisas en ¢ cuya tltima féormula es ¢.

Teorema 3.30. Teorema de Correccion y Completitud

Sea ¢ una formula y ® un conjunto de formulas. Entonces ® |= ¢ si y solo si ® - .
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Definiciéon 3.31. Un conjunto de férmulas es finitamente satisfactible si todo sub-
conjunto finito suyo es satisfactible.

A partir del Teorema de Correccién y Completitud, se obtiene en forma de corolario
el Teorema de Compacidad.

Teorema 3.32. Teorema de Compacidad Si un conjunto de férmulas es finitamente
satisfactible, entonces es satisfactible.

Definicion 3.33. Sea 4 una S-estructura. Se define la teoria de la estructura  como
Th(h) :== {p : ¢ es una S-sentencia AL = p}.
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4. Loébgica de Hoare

El método de Hoare, o légica de Hoare, es un sistema formal que proporciona una
serie de reglas para razonar sobre la correccién de programas iterativos. Este método,
parcialmente basado en el método de Floyd [9], presenta varias ventajas ante su predecesor,
como no necesitar representar el programa como un organigrama, ser mas facil de aplicar
para programas con bucles anidados y ser sistematizable. Gracias a que es sitematizable,
algunos lenguajes de programacién, como Dafny, CSP, o JML, incorporan la logica de
Hoare para estudiar la correcciéon de los programas.

4.1. Programas iterativos

Sea L=L(S) un lenguaje de primer orden. Se denota por ¢, v, Y, ... a las férmulas de
L; la letra b denotard una S-férmula libre de cuantificadores; y el conjunto de variables y
términos se representard como V' y T respectivamente. Sea Z2(S) la clase de programas
definida por las siguientes reglas:

1. Siz e VyteT, entonces (x :=t) € &

2. Si P, P, € &, entonces (Py; Py) € &

3. Sib € L es libre de cuantificadores y P € &, entonces (if (b) P)e &

4. Si b€ L es libre de cuantificadores y P;, P, € &2, entonces (if (b) P; else P») € &
5. Si b € L es libre de cuantificadores y P € &, entonces (while (b) P )e Z.

A los elementos de Z se les llama programas iterativos [1].

4.2. El calculo de Hoare

Tal y como se explica en [1], en la 16gica de Hoare se manejan ternas del tipo {¢}P{u},
llamados programas asertados, donde se fija un vocabulario S y el lenguaje L=L(S),
P e P(S)y v, € L(S) describen el estado inicial y final del programa P. El sistema
logico donde ¢ y 9 se expresan se llama lenguaje de aserciones.

Intuitivamente, el programa asertado, {¢}P{1}, es verdad si y solo si, cuando la pre-
condicion ¢ se verifica antes de la ejecucion de P y P termina, entonces la postcondicién
1) se verifica después de la ejecucién de P.

El calculo de Hoare consta de las siguientes reglas [10]:

(RO) Regla del programa vacio:

{v} {e}

donde ¢ es una S-férmula.

(R1) Regla de la asignacién:
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{e()}e = t{e}

donde ¢ es una S-féormula, x aparece libre en ¢ y ¢ es un término. Las apariciones libres de
X en @ se sustituyen por t. Después de ejecutarse x := t, x satisface la misma propiedad
que satisfacia t antes de ocurrir la asignacion.

Ejemplo 4.1.
{r4+y>2tr =2+ y{zx > 2}

{Fi(z = 2j)}z = 2{3j(z = 2j)}

(R2) Regla de la composicion:

{erP{x} , {x}2{v}
{p}(Pr; P){v}

donde ¢, x,v son S-férmulas y Pi, P» € £(S). La composicién secuencial de dos ins-
trucciones P, y P», denotada Pp; P, se utiliza para encadenar computos. El estado final
producido por P se convierte en el estado inicial de P». Esta regla puede ser generalizada
del siguiente modo:

{etP{xat {atPefxat, - {xn-1} Pu{9}
{o}(Pr; Pos ... Po) {0}
Ejemplo 4.2. Aplicando la regla (R2), se tiene, por ejemplo, {x = aAy = [} aux:=x; x:=y;
yi=aux {y = a Az =1}.

(R3) Regla de la consecuencia:

(= ¢1) , {1} P{Yn}, (P = ¢)
{e}P{y}

donde ¢, ¢1,1,11 son S-formulas y P € Z(S).

(R4) Regla condicional simple:

{oAOrP{Y}, ((pA—b) = 9)
{¢} (if (b) P) {¢}

donde b es una S-férmula libre de cuantificadores; ¢, son S-formulas y P € Z(S).

Ejemplo 4.3. Teniendo {a = 3eAe+1 (mod 2) =0} e:x=e+1 {a =3eAe (mod 2) =0}
como (a =3e Ae (mod 2) =0) — a (mod 2) =0, aplicando (R3), se obtiene {a = 3e A
e+1 (mod 2) =0} e:=e+1 {a (mod 2) =0}. Como (a =3eA—=(e+1 (mod 2) =0)) —

a (mod 2) = 0, entonces, aplicando (R4), se obtiene {a = 3e} (if ( e+1 (mod 2)=0 ) e:=e+1)
{a (mod 2) = 0}.

(R5) Regla condicional compuesta:

{enviPi{y}, {p A-b}Pa{¢}
{w} (if (b) Py else P ) {y}
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donde b es una S-féormula libre de cuantificadores; ¢, ¥ son S-férmulas; y Py, P, € Z(S).

Ejemplo 4.4. Teniendo {x —y > 0Nz —y =z —y}lz=xy{r—y > 0 A z =
x—yl,comozx 2y = (zr—y=>20ANz—y=z—y),yyaque (z—y =0A2=
x —y) — z = |x — yl|, aplicando (R3), se obtiene {x > y} zi=x-y {z = |z — y|}.
Andlogamente, se obtiene {—x > y} zi=y-x {z = |z — y|}. Aplicando (R5), se obtiene
{ true } if (z > y) z:=x-y; else z=y-x; {z = |z — y|}.

(R6) Regla iterativa while:

{o Ab}P{p}
{¢} (while (b) P) {p A —b}

donde b es una S-férmula libre de cuantificadores, la S-formula ¢ es el invariante del bucle

y P e 2(9).

Ejemplo 4.5. Teniendo {0 <2 +1<n Ay+y =21 Az # n} xi=x+1; y:=y+y {0 <
r<nAy=2% comoy=2% = y+y=2"ytambién (0 <z <nAz#n)—0<
x4+ 1 < n, al aplicar (R3), se tiene {0 <z < nAy=2" Ax #n} xi=x+1; y:=y+y {0 <
x <nAy=2%} que cumple las hipdtesis iniciales de (R6), siendo 0 < x < n Ay =27 el
invariante y x # n la expresion booleana. Al aplicar (R6), se obtiene {0 < z < nAy =
27} while (z # n) xi=x+1; yi=y+y {0 <z < nAy=2" Az =n}.

A partir de las reglas anteriores, se obtienen las reglas derivadas de Hoare, como son
la regla del do while y la regla del switch case.

Ejemplo 4.6. Derivacién de la regla iterativa do while.

{orP{v}, WAD) =
{¢} do P while (b) {¢) A —b}

donde b es una S-férmula libre de cuantificadores; ¢ y ¢ son S-férmulas; P € Z(S) y (do
P while (b)) = ( P; while (b) P).

Gracias a las premisas, se tiene

(1) {e}P{e}

(2) (WAb) =

Aplicando la regla de la consecuencia (R3) a (1) y (2), se obtiene

(3) {¥ Ab}P{y}

Al aplicar la regla iterativa (R6) a (3), se tiene

(4) {v} while (b) P {¢) A —b}
Finalmente, al utilizar la regla de la composicién (R2) a (1) y (4), se obtiene

(5) {¢} do P while (b) {1 A —b}
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Ejemplo 4.7. Derivacién de la regla condicional switch case.

{e AN }Pi{Y}, i {o A=by A—ba A oo Abp—1 FPo—1{0}, { A =by A —ba A oo A —by—1 }Pp{?}
{¢} switch (x) case c¢1: P; break; ... case ¢,—1: P,,—1 break; default: P, {4}

donde ¢ y ¥ son S-férmula, b; es una S-formula libre de cuantificadores de la forma = = ¢;,
siendo ¢; una constante, P; € &2(5) y la instruccién ( switch (x) case ¢;: P break; ... case
¢n—1: Pn—1 break; default: P, ) es equivalente a ( if (by) Py else (... (\if (byp—1) Pp—1 else

Aplicando la regla de la condicional compuesta (R5) a {¢pA—by A=baA...Aby—1 } P 1 {00}
y {eA-b1 A=baA... A=y 1} P {1}, se obtiene {@oA—bi A—baA.. . Abp_2} if (bp—1) Pr—1 else P, {¢}.
Al resultado obtenido se le aplica (R5) junto la premisa que hace referencia al pro-
grama P,_5. Este proceso se repite hasta alcanzar la premisa {¢ A b1} P1{t¢}, obteniendo
finalmente

{e} (if (b1) Py else (... (if (bp—1) Pp—q else P, )...) {¢}

Como (if (b1) Py else (... (if (bp—1) Pnp—1 else P, )...) es equivalente a ( switch (x) case
c1: Py break; ... case ¢,—1: P,_1 break; default: P, ), se tiene

{¢} ( switch (x) case ¢1: Py break; ... case ¢,—1: P,_1 break; default: P,) {1}

Ejemplo 4.8. Sea maxComDiv un programa escrito en C que calcula el maximo comuin
divisor de dos naturales distintos de cero.

void maxComDiv () {
int a, b, x, y;
scanf(” d”,&x);
scanf ("%d” &y ) ;

a=x;
b=y;
while (al=b){
if (a>b){
a=a—Db;
telse
b=b—a;

}
}

printf(”el med,es %d” ,a);
return;

}

Para verificar este programa, se demostrard {0 < z A0 < y} mazxComDiv {a = b =
med(a,b) = med(z,y)} a través del método de Hoare de la siguiente forma:

A través de las reglas (R1) y (R2), se tiene

(HD{0<zANO<yAhz=zAy=y}la=xb=y{0<azA0<yAa=zxAb=y}
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Se identifica med(x,y)=mcd(a,b) como el invariante del bucle. Como (0 < z A0 < y) —
O<zANO<yANz=zAy=y)yO0<zAO<yAa=z Ab=y)— (mcd(z,y) =
med(a,b)), aplicando (R3), se obtiene

(2) {0 <z A0 <y} a=x; bi=y {med(x,y) = med(a,b)}
A través de (R1), se tiene

(3) {mcd(x,y) = med(a — b,b)} a:=a-b {mecd(z,y) = mcd(a,b)}

(4) {mcd(x,y) = med(a,b — a)} b:=b-a {mcd(z,y) = mecd(a,b)}

Utilizando la definicién de méximo comun divisor, se tiene que si a>b, entonces med(a,b) =
med(a — b,b), pues med(a,b) es un divisor comin de a-b y b, y med(a-b,b) es un divisor
comin de a y b. Por lo tanto, se cumple la implicacién (med(z,y) = mecd(a,b) N a #
bAa>0b)— (mecd(x,y) = med(a — b,b)). Andlogamente, se demuestra que (med(z,y) =
med(a,b) Na#bAa<b)— (med(x,y) =med(a,b— a)).

Aplicando (R3) a (3) y (4), usando estas implicaciones, se tiene

(5) {mecd(x,y) = med(a,b) Na#bAa> b} a=a-b {med(z,y) = mecd(a,b)}

(6) {mecd(z,y) = med(a,b) Aa #bAa < b} bi=b-a {med(z,y) = med(a, b)}
Aplicando (R5) a (5) y (6), se tiene
(7) {med(z,y) = med(a,b) A a # b} if (a>b) a:=a-b else bi=b-a {med(z,y) = med(a, b)}
Al aplicar (R6) a (7), se tiene

(8) {mcd(x,y) = med(a,b)} (while (a # b) if (a>b) a:=a-b else b:=b-a )
{mcd(z,y) = mecd(a,b) N a = b}

Como (mecd(x,y) = mecd(a,b) Na = b) — (a = b = med(z,y) = med(a,b)), aplicando
(R3) a (8) y (R2) a (2) y (8), finalmente se tiene

(9) {mcd(z,y) = med(a,b)} maxComDiv {a = b= mecd(z,y) = med(a,b)}

Ejemplo 4.9. Considérese potencia un programa escrito en C que calcula, z¥ siendo x e
y naturales.

void potencia(){
int x, y, z, u, v;
scanf ("%d”,&x);
scanf ("%d” &y );
z=1;
u=x ;
V=Y ;
while (v!=0){
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while (v %2==0){
/* division entera v//2 x/

v=v/2;
u=u*u;
v=v—1;
Z=7%U;

}
printf(”la,potencia,de,x,elevadoyayyyesy%d” ,z);
return;

Para verificar este programa, se demostrara {0 < z,y} potencia {z = z¥} a través del
método de Hoare de la siguiente forma:
Se identifica zu¥ = z¥ como el invariante del bucle externo. A través de las reglas (R1) y
(R2), se tiene

(1) {0 < z,y AlaY =2} z:=1; w=x; vi=y {20’ = 2¥}
El invariante del bucle interno es zu®” = ¥ A v # 0. Aplicando (R1) y (R2), se tiene
(2) {0 £ v A z(u?)2 = 2¥} vi=v/2; w=u? {0 #£ v A zu’ =2}

Como (0 £ vAzu’ = a2¥ A2 | v) — (0 # vAz(u?)z = aV), se aplica (R3) a (2), obteniendo
{0 £ vAzu’ =29y A2 | v} vi=v/2; w=u? {0 # v A zu’ = 2¥}. Al aplicar (R6) a esta
condicién, se tiene

(3) {0 £ v Azu’ =2Y} (while (2 |v) vi=v/2; w=uu ) {0 ZvAzu’ =2Y A2 fv}
Aplicando las reglas (R1) y (R2), se tiene

(4) {zuu’' = 2¥} vi=v-1; z:=zu {zu’ = 2¥}

Como (0 # v A2 fuAzu’ = 2¥) — (zuu’"! = 2¥), al aplicar (R3) a (3), se obtiene
{0 # v A zu? = 2¥} (while (2 | v) vi=v/2; w=uu ) {zuu’~! = 2Y}. Al aplicar (R2) a este
programa asertado y a (4), se tiene

(5) {zu” = 2¥ Av # 0} (while (2 | v) vi=v/2; w=uu ); vi=v-1; z:=zu {zu" = 2}
Aplicando (R6) A (5), se tiene

(6) {zu” = ¥} (while (v # 0) (while (2 | v) vi=v/2; w=uu ) v:=v-1; zz=zu )
{0 =vAzu"=2aY}

Finalmente, aplicando (R3) y (R2) a (1) y (6), se tiene
{0 < z,y} potencia {z = z¥}

Ejemplo 4.10. Sea divReal un programa escrito en C que calcula, con un error fijado e,
la divisiéon de dos reales a y b.
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void divReal (){
float a, b, e,
scanf ("%f”,&a);
scanf ("%f” &b );
scanf ("%t” ,&e)

Z, 2Z, Y, VY,

)

z=0;
77 =0;
y=1;
yy=b;
while (y>e){
y=y/2;
yy=yy/2;
i (2rtyy<=a){
Z=721Y ;
Z272=27Z+YY ;
¥
¥

printf(”a/byuin [%f, %) ,z,2+e);
return;

}

Se quiere verificar lo siguiente: (0) Sean a, b y e tres reales no negativos donde e no es cero
y b es estrictamente mayor que a. Si divReal termina su ejecucién, entonces la division de
a y b en los reales esta acotada inferiorente por z y estrictamente acotada superiormente
por z+e. Para verificar este programa, se demostrard {0 < a < bA 0 < e}divReal{z <
? < z+ e} a través del método de Hoare de la siguiente forma:

Se tiene que el invariante del bucle es INV = 2z < aAzz = bxzAyy = bxyAa < zz+yy.
A través de las reglas (R1) y (R2), se obtiene

({0<an0=bx0ANb=bx1Aa <0+ b} z=0; zz2=0; y:=1; yy:=b; {INV}

(2) {zz<aNzz=bxzAyy/2=bxy/2 Na < zz+2yy/2} y:=y/2; yy:=yy/2;
{zz<aNzz=bxzANyy=bxyANa<zz+2yy}

B){zz<aNzz=bxzANyy=bxyNa<zz+yy+yyANzz+yy <a}
z:=z+y; zz:=zz+yy {INV}

Como
(4) (zz<aNzz=bxzANyy=bxyNa<zz+yy+yyAzz+yy>a)— INV,
se puede aplicar la regla condicional simple a (3) y (4) y obtener

(5){zz<aNzz=bxzAyy=bxyAa<zz+2yy}if (zz2+yy < a) z=z+y;
zz:=zz+yy {INV}

Aplicando (R2) a (2) y (5), se obtiene el cuerpo del bucle

(6) {zz<aNzz=bxzAyy/2=bxy/2 Na < zz+ 2yy/2} y:i=y/2; yy:=yy/2;
if (zz 4+ yy < a) z=z+y; zz:=zz+yy {INV}
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Como
(7) INVA=(y <e)) = INV
Aplicando (R3) a (6) y (7), se obtiene
(8) {INVA=(y <e)} yi=y/2; yyr=yy/2; if (22 + yy < a) zi=z+y; zz:=zz+yy {INV}
Al usar la regla iterativa (R6) en (8), queda

(9) {INV} (while (-y < e) y:=y/2; yy:=yy/2; if (22 + yy < a) zi=z+y; zz:=22+yy )
{INVAy<e}

Por lo tanto, al aplicar (R2) a (1) y (9), se obtiene

(10) {0<aAN0=bx0ANb=bx1Aa<0+b} =0; zz:=0; y:=1; yy:=b;
(while (my < e) y:=y/2; yy:=yy/2; if (22 + yy < a) zi=z+y; zz:=z2z+yy) {INV Ay < e}

y como se tienen las siguientes condiciones

(11) (0<a<bA0<e) = (0<aA0=bx0Ab=bx1Aa<0+b)

a
(12) (zz<a/\zz:b*z/\yy:b*y/\a<zz+yy/\y<e)—>(z<g<z+e)

pues si se cumple INV Ay < e, se tiene que z = 22 < § < mTyy = @ =z+y<z+te.

Aplicando (R3) a (10), con (11) y (12), se obtiene

(13) {0 <a<bAO<e}divReal{z < - < z+ ¢}

SallS]

Cabe remarcar que la regla de la consecuencia (R3) y la regla condicional simple (R4)
fuerzan a incluir aserciones entre las férmulas de la l6gica de Hoare.

4.3. Correccién de H

En este apartado se adaptardn y desarrollaran los conceptos de la correccién de H [1].

Sea H el sistema obtenido a partir de las reglas (R0)-(R6). Se le atribuirdn las férmulas
de Th(A) para alguna S-estructura A.

Notacién 4.11. Sea ® C L(S) un conjunto de férmulas. Se escribe ® -y {¢} P{y} para
indicar que existe una demostracién de {¢}P{¢} en H a partir de las férmulas de ®.

En el ejemplo anterior 4.10, se puede ver {(4), (7),(11), (12)} Fg (13). El objetivo de
esta demostracién es poder interpretar (13) como (0). Para poder hacerlo, es necesario
introducir primero la nocién de verdad de un programa asertado en una S-estructura A
de un lenguaje L(S).

Sea A una S-estructura con dominio D no vacio.
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Definicion 4.12. Un A-estado es una funcién § que asigna a cada variable x un valor
del dominio D de A, § : VAR — D. Se utilizaran las letras §, 7 para denotar los estados.

Definicién 4.13. Se dice que en una S-estructura A, se verifica ¢ € L(S) para un A-
estado 0 si (A,0) | ¢, normalmente escrito como A = ¢(9).

Se define S(A) como el conjunto de los A-estados y se define Ay(p) := {J : 0 €
S(A) tal que A = ()}

Definicién 4.14. ¢ € L(S) es verdad en A, escrito A = ¢, si para todo A-estado 9,
se tiene que A |= ¢(9) se verifica.

Si un programa P € Z(S), A es una S-estructura y S(A) es el conjunto de los A-
estados, se define la funcién de ejecucién como la funcién parcial MY : S(A) — S(A)
que determine el significado del programa P en la estructura A de la siguiente manera:
M f (0) = 7, significa que si se considera la ejecucién del programa P en la estructura A,
entonces si d(v;) es el valor inicial de v; y P termina su ejecucién, se tiene que 7(v;) es el
valor final de v;.

Una vez aclarado el concepto de funcion de ejecucion, se puede dar una definicién
formal de la correccion parcial.

Definicién 4.15. Se dice que un programa asertado {¢}P{¢} es verdadero en A,
A |= {}P{}, si para todos los estados 6,7 € S(A), si A |= ¢(8) y MY (8) = 7, entonces

A= ().
Un programa asertado es valido si es verdadero en toda estructura A.

Observacion 4.16. Es necesario remarcar que, aunque {¢}P{1} sea verdadero en A, no
hay garantia de que P termine. Es por ello que, para dejar margen a la no terminacion,
se define M f como una funcién parcial de estado a estado. Ademads, la terminacién del
programa P depende de la estructura A.

Definicion 4.17. Una regla de demostracién es correcta si para toda S-estructuras A,
si las premisas de las premisas de la regla son verdaderas en A, entonces la conclusién de
la regla es verdadera en A.

Proposicion 4.18. Las reglas de demostracion de H son correctas.

Demostracion:

(RO) es correcta si {¢}{¢} es verdadera en toda estructura A. Es verdadera en A
si sean 0,7 € S(A) los estados tales que A = p(8) y MY (5) = 7, entonces A = ¢(7).
Como el programa P es el programa vacio, entonces para toda d se tiene que M f (6) =0,
es decir, que 6 = 7. Por lo tanto como A = ¢(6), entonces A = (7).

(R1) es correctasi {¢(’)} x:=t {} es verdadera en toda estructura A. Es verdadera
en A si 6,7 € S(A) son tales que A = @(;)(5) y M%(8) = 7, entonces A = (7). Como
el programa P es x:=t, entonces para toda d se tiene que M%5=(8) = 5(?), donde 5(?)

es un estado definido igual que ¢, salvo la variable x que tiene como imagen t“. Como

A (1) (5), entonces A = o(5(%))).

(R2) es correcta si para toda estructura A el programa asertado {¢}(Pr; P2){¢}
preserva la veracidad en A de los programas asertados {¢}Pi{x} v {x}P{v}.
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Supéngase que {p}Pi{x} v {x}P{¢} son verdaderos en A. Entonces para todos los
estados 01,71 € S(A) tales que A E ¢(d1) v Mfl (61) = 71, se tiene que A = x(m1), y
para todos los estados 62,72 € S(A) tales que A = x(d2) y M§2((52) = Ty, se tiene que
A | (r2).

F} Py; Py) {1} serd verdadero en A si para §,7 € S(A) estados tales que A = ¢(9) y
M1, (6) = 7, se tiene que A = ¥(7).

Sea 11 el estado tal que M 51(5) = 71. Como {¢}Pi{x} es verdadero en A, entonces
A E x(m1). Como Mf“PQ((S) = 7 es igual a Mf(Mfl(é)) = 7, entonces se tiene que
M*2(m1) = 7. Como A |= x(11) v {x}Pa{®} es verdadero, llegamos a que A = 9(7).

(R3) es correcta si para toda estructura A el programa asertado {¢}P{t} preserva
la veracidad en A del programa asertado {1} P{11} y la verificacién en A de (¢ — ¢1)
y (1 = ).

Como se tiene que (¢ — 1) v (Y1 — 1), entonces se cumple Ag(p) C Aa(e1) ¥y
Aa(tp1) € Aa(y). Supongase que {¢1}P{11} es verdadero en A, entonces para J,7 €
S(A) estados tales que A = ¢1(0) y ME(8) = 7, se tiene que A |= 1 (7).

Sean §,7 € S(A) estados tales que A = ¢(0) y ME(§) = 7. Como § € Aa(p) y
Aa(p) € Aa(p1), entonces § € Aa(pr), es decir, A = ¢1(6). Para el estado 7 tal que
MZE(8) = 7, como {p1}P{t;} es verdadero en A se tiene que A |= (7). Por lo tanto
T € Aa(11), como Ay(1) € Aa(v), entonces A |= (7). Por lo tanto {p}P{v} es ver-
dadero en A.

(R4) es correcta si para toda estructura A el programa asertado {¢} if (b) P {¢}
preserva la veracidad en A del programa asertado {¢ A b}P{¢} y la verificacién en A de

(o A =b) — .

{p}if (b) P {} es verdadero en A si para §,7 € S(A) estados tales que A = ¢(4) y
Mj(b)P(é) = 7, entonces A |= (7).

Supongase §, 7 € S(A) estados tales que A = ¢(d) y Mg(b)P(é) =7, como Ag(p) =
Aa(pe ANb)UAA(p A —b) hay dos opciones: o bien § € Aa(@ Ab) o bien § € Ag(p A —b).

Sid € Ax(pAb), entonces A = (pAb)(0) y T = Mg(b)P(d) = M¥(5). Como {@oAb}P{1}
es verdadero en A, se llega a A | (7).

Sid € Aa(p A —b), como (¢ A —b) — 1), se tiene Ayg(p A —b) C Ax(y), entonces

d € Ag(h). Como § € Ayg(p A —b) implica que 7 = Mg(b)P((S) = Ma(d) = 9, pues es la
operacion vacia, se tiene que 7 € A4 (1)), que equivale a A = (7).

(R5) es correcta si para toda estructura A el programa asertado {¢}P{t} preserva
la veracidad en A de los programas asertados {¢ A b}Pi{y} v {¢ A ~b}P>{¢}, donde P
representa el programa if (b) P; else Ps.

{o}P{1} es verdadero en A si para §,7 € S(A) estados tales que A |= ¢(§) y MY () =
T, entonces A = (7).

Supéngase §,7 € S(A) estados tales que A = ¢(5) y MY (5) = 7. Como § € Aa(p A
b) U Aa(e A —b) hay dos opciones, o bien 6 € Aa(p Ab) o bien 6 € Aa(p A —b). Si
5 € Ax(p Ab) se resuelve igual que en (R4) y 6 € Ag(p A —b) es andlogo al otro caso,
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pero para el programa asertado {¢ A —b} Pa{1)}.

(R6) es correcta si para toda estructura A el programa asertado {@}W{p A —b}
preserva la veracidad en A del programa asertado {¢ A b} P{p}, donde W representa el
programa while (b) P.

{@}W{p A —b} es verdadero en A si para 0,7 € S(A) estados tales que A = p(d) y
MY (8) = 7, entonces A = (¢ A =b)(7). Se demostrara iterando el niimero de vueltas del
bucle.

Supéngase que el programa W hace 0 vueltas antes de terminar su ejecucién y que
8,7 € S(A) estados tales que A = ¢(8) y M}V (§) = 7. Como no se ha entrado en el bucle,
se sabe que 7 = MY (§) = Ma(6) = 6 y que § € As(p A —b). Por lo tanto, se obtiene
A= (o A=b)(7).

Supéngase que se ha demostrado que {p}W{p A —=b} es verdad en A cuando W es un
bucle de K iteraciones.

Supongase que el programa W hace K41 vueltas antes de terminar su ejecucién. Como
hace al menos una vuelta del bucle, W es equivalente a (P; Wy ), donde Wi es el programa
W que hace K vueltas. Para 6,7 € S(A) estados tales que A = ¢(8) y MY (§) = 7, como
W hace necesariamente al menos una vuelta, entonces § € Aa(@ Ab) y {¢ Ab}P{p} y
{@}Wk{e A —b} son verdaderos en A. Aplicando (R2), se llega a A |= (o A =b)(7).

La proposicién 4.18 implica el siguiente teorema:

Teorema 4.19. Sean ® C L(S), A una S-estructura y o un programa asertado. Si ® g o
y Al ®, entonces A = o.

Por consiguiente, para cualquier S-estructura A y cualquier programa adertado o,
Th(A)Fgo— AkEo.

4.4. Incompletitud de H

La cuestién natural que surge tras haber tratado la correccién de H es si el sistema H,
ademaés de correcto, es también completo. No obstante, como ya se vera més adelante, el
sistema H es incompleto.

Se puede intentar probar que cualquier programa asertado que sea verdadero en una
estructura A del lenguaje del programa es deducible en H. No obstante, por lo general,
es imposible demostrar este teorema de completitud. Ademas, el lenguaje de aserciones
puede ser incapaz de expresar los invariantes de los bucles.

En esta seccién, se demostrara el resultado de la incompletitud de Wand para la logica
de Hoare [12].

Teorema 4.20. H es incompleto

Demostracion:

Sea S = {f!, P1,Q', R'}, y A la S-estructura A = (D, f4, P4, Q4, R*) donde:
El dominio D es {a, : n € N} U {b, : n € N}, donde {a,, : n € N} U{b, : n € N} es un
conjunto de elementos distintos dos a dos,
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flap) =ap,=1y f(bn) = by=—1,donde x~y = x—y sixz > yy, en caso contrario, z -y = 0,
Px sii x = ag,
Qx sii x = by,

Rz sii x = arw+1) para algin k € N.
2

P R R R
ag al ao as a4 a5 ae
Q
: bo b1 b bs b4 bs be

Figura 4: Diagrama de la estructura A, basado en [12].

Para poder demostrar la incompletitud, se utilizara la siguiente definicién:

Definiciéon 4.21. Si & y % son S-estructuras, un S-isomorfismo h : & — % es una bi-
yeccién A — B tal que para cada constante ¢ € L(S) h(c?) = ¢” para cualquier simbolo
de funcién n-ario f € L(S) y a1,...,an € A, h(f¥(a1,...,an)) = fZ(h(ar),...,h(an)), ¥

para cualquier simbolo de relacién R n-ario R (a1, ..., a,) sii RZ(h(ay), ..., h(ay)).

Observacion 4.22. Si hay un S-isomorfismo h : &/ — A, entonces Th(</) = Th(A).
Si Sy C Sy y &y A son Sp-estructuras, entonces &7 y % pueden ser Si-isomorfas y no
So-isomorfas.

Un S-isomorfismo &/ — & se llama S-automorfismo.

Proposicién 4.23. {a, : n € N} no es definible en L(S).

Demostracién: Supéngase que existe x € L(S) que define {a, : n € N}. Es decir, tal
que para toda x € D, A |= x(z) siy solo si z € {a, : n € N}.

Sea S' = SU{U'},y A’ = (D,fA/,PA,,QA/,RA,,UA') la S’-estructura donde f4 = f4,
PA = pA QY =QA RY =RA, y U¥z sii ¢ € {a, : n € N}.

RP UR U UR U U UR
ag al ao as a4 as ae
Q
: bo b1 b bs b4 bs be

Figura 5: Diagrama de la estructura A’, basado en [12].

Entonces

A Va(x(x) & Ulx)),
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Th(A) | Va(x(z) < U(z)).

Sean A' y BT S’-estructuras tales que AT, BT = Th(A'). Si h : AT — BT es un
S-isomorfismo, entonces h preserva U , pues x*' (z) sii 2" (h(z)), implica U4 (z) sii
UB™ (h(z)) y, por lo tanto, h es un S’-isomorfismo.

Sin embargo, se puede ver que existe un modelo de Th(A’) con un S-automorfismo que
no es un S’-automorfismo, lo cual contradice la existencia de la féormula x.

Sea

S"=85"U{ch:neZU{d,:nel}

® = Th(A") U{=Pcy, A =Qcy AN —Rey ANUcpy A f(cp) = cpe | n € Z}
U{=Pd, N =Qdy, N —Rd, N =Ud, A f(dy) =d,~1 | n € Z}

Cualquier subconjunto finito &y de ® se satisface en A’ asignandole a los ¢,’s que apa-
recen en ®( elementos ay’s, dejando espacio suficiente entre los elementos que cumplen
R y asignando los d,,’s a elementos b;. Aplicando el teorema de Compacidad 3.32, ® es
satisfactible y tiene un modelo A”.

Se define h : A” — A” de la siguiente manera. Si v € A",

7 . ,
d4" si x = ¢ para alginn € Z
" . " ,
h(z) =< ¢ si z=d2 paraalginn € N
T en otro caso

Obsérvese que h(f(ci")) = h(cA:)) = d¥ | = f(d2") = f(h(c]")). Y ademds, como
A” es un modelo de ®, entonces:

Sin embargo, h no preserva el simbolo de relacién U, pues U A”cn, pero U A//dn, por
lo tanto UA"¢,, 4 U2 h(cy).

Como se ha visto que h es un S-automorfismo, pero no un S’-automorfismo, queda
demostrado 4.23 [J

Demostrada la proposicién y retomando la demostracién de la incompletitud, se obser-
vaque A = {Rz} while (=Pxz A =Qz) x:=f(x) {Px}. SiTh(A) ¥ {Rx} while (—=Pz A —=Qx)
x:=f(x) {Pz}, entonces se tiene que H es incompleto.
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Proposicion 4.24. Th(A) ¥y {Rz} while (wPx N —-Qx) z:=f(z) {Px}

Demostracién: Supéngase que { Rz} while (—-Px A =Qx) x:=f(x) {Px} es demostrable
en H a partir de Th(A). Entonces la demostracién tendra la siguiente forma, donde x es
el invariante del bucle:

(1) (x A ~Pz A Q) = x (f;@)

@ (") xt0 0

(3) {x A =Pz A-Qr} x:=f(x) {x}
(4) Rz — x(z)
(5) (x(z) A (PzV Qx)) = P
(6) {x(z)} while (=P A —Qu) x:=f(x) {x(z) A (PzV Qx)}

(7) {Rz} while (-Pz A ~Qz) x:=f(x) {Px}

Se puede observar que las férmulas (1), (4) y (5) pertenecen a Th(A).

Se demuestra que x es cierto en a, Vn € N. Sin € Ny m € N son tales que m>n y
Ra,,, aplicando (4), se tiene que y es cierta en a,,. Aplicando (1) m-n veces, se llega a
que X es cierta para a,.

A continuaccion, se demuestra que x es falso en b, Vn € N. Por (5) se sabe que x es
falsa en by, pues como se cumple Qby, pero no Pxg, x debe ser falsa en by. Aplicando (1)
n veces, se deduce que x es falsa en b,.

Por consiguiente, x define en A al conjunto {a,, : n € w}, lo cual es una contradiccién
por la proposicién 4.23. Por ello, queda demostrado que Th(A) ¥ { Rz} while (-Px A —=Qx)
x:=f(x) {Pz} y, por lo tanto, también queda demostrado que el sistema H es incompleto.

4.5. Completitud de H en el sentido de Cook

Tal y como aparece en [1], una forma para poder hablar de la completitud del sistema de
Hoare sorteando los problemas anteriores es utilizar el concepto de completitud utilizado
por Cook.

Definicién 4.25. Si S es un vocabulario, A una S-estructura, ¢, € L(S)y P € £(9),
se define

posta (i, P) := {1 € S(A) : B[A |= 9(8) A ML () = 7]}

pre,(P¢) = {5 € S(A) : ¥7[MA(8) =7 — A= w(7)]}
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Observacion 4.26. Los conjuntos anteriores se caracterizan por las siguientes equiva-
lencias:

A= {p}P{y} siysolosi {d: A ¢(d)} C pres(P,) siy solo si posty(p, P) C {0 :
AEp(d)}

Definiciéon 4.27. Sea &2y un conjunto de programas y A una S-estructura. Se dice que
un lenguaje L=L(S) es expresable respecto a A y & si para toda asercién ¢ € L(S)
y programa P € & existe una aserciéon ¢ € L(s) que define post 4(¢, P) en L. Es decir,
que {0 : A |=¢()} = posty(p, P). Si A es tal que L sea expresable respecto a A 'y P,
entonces A es expresiva y se escribe A € Exp(L, Z).

Definicion 4.28. H es completo en el sentido de Cook si para todo vocabulario S
y toda S-estructura tal que A € Exp(L(S), Z(95)) y para todo programa asertado o, se
tiene que si A |= o, entonces Th(A) g o.

Teorema 4.29. H es completo en el sentido de Cook.

Demostracion:

La demostracién se hard por induccién sobre la estructura de los programas. Sea S un
vocabulario y A un S-estructura A € Exp(L(S), Z(S)).

Si A = {¢}z = t{¢}, entonces necesariamente A = ¢ — 9(’). Por la regla de la
asignacién, se tiene Th(A) Fg {¢ (;) tr = t{yp}. Y por la regla de la consecuencia y

AE o —(l), se tiene Th(A) by {p}z == t{y}.

Si A | {¢}Pi; Po{¢}, entonces A = {¢}Pi{x} v A E {x}P2{¢}, donde x define
post 4(¢, P1). Por la hipétesis de induccién, se tiene Th(A) by {p}Pi{x} v Th(A) by

{x}P2{v}. Aplicando la regla de la composicion, se tiene Th(A) Fu {¢}Pi; P2{¢}.

Si A= {e} if (b) Pp else Py {1}, entonces A ={p Ab}Pi{} vy A= {p A -b}Pa{¢}.
Por la hipétesis de induccién, Th(A) g {@ Ab}Pi{} vy Th(A) by {p A -b}P{¢y}. Y
por la regla condicional compuesta, Th(A) Fg {¢} if (b) Py else Py {¢}.

Si A | {p} while (b) P {¢)} se debe encontrar y -un invariante del bucle tal que
AE{XAbP{x},AEF ¢ > xy AE xA-b— 1-, pues, aplicando la hipétesis de
induccion, se tendra que Th(A) Fg {¢} while (b) P {¢}. Pues si A = {x Ab}P{x}, por
la hipétesis de induccién, se tiene Th(A) g {x Ab}P{x}. Y por lo tanto, usando (R6), se
tiene Th(A) g {x} while (b) P {x A —b}. Como ademds A=y — xy A= xA-b— 1,
se deduce a través de (R3) que Th(A) kg {¢} while (b) P {¢'}.

Queda por demostrar que el invariante y existe.

Sea C' = {5 : dk, dg, ..., 5k[(5 =0 NA ': (p(éo)/\Vi <k [Mf(&z) =01 NA ): b(dl)]]} Se
observa que ¢ € C' siy solo si existe un computo tal que empiece en un estado que satisface
v que alcanza el estado § tras un nimero finito de vueltas en el bucle. Se demuestra que
C es definible en A. Sean y1,y2, ..., yn las variables libres en ¢, b, P 6 ¥. Y sea x1 € L(S5)
la asercién que define post( ¢, while (bA (=(y1 =21) V...V =(yn = 2) ) ) P ), donde
21, ..., zn son nuevas variables. Por la definicién de C, si A | 3z, ..., z,x1(9), entonces
d € C. Por otro lado, si § € C, entonces A |= Jz1, ..., z,x1(0), donde los valores elegidos
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de z; son 0(y;) para i=1,...,n. Por lo tanto, la formula 3z, ..., z,x1 define C en A y es el
invariante y que se buscaba.

4.6. Refinamientos del teorema de Cook

El contenido de este apartado se ha obtenido principalmente de [11].

Definiciéon 4.30. Sea S un vocabulario. Una S-especificaciéon es un conjunto de férmu-
las Az C L(S), tal que todas las variables de las féormulas estan ligadas a cuantificadores
universales.

Sea Ax una S-especificacion, A una S-estructura y ¢ € L(S5).
Definicién 4.31. A es un modelo de de Ax, A |= Az, si A |= ¢ para todo ¢ € Ax.

¢ es una consecuencia légica de Ax, Az | ¢, si A = Az implica A = ¢ para
cualquier S-estructura A.

Definicién 4.32. La teoria de la S-especificacién Ax es Th(Ax) := {¢ : ¢ es una S-sentencia
A Az b 6}

Definicién 4.33. Sea S un vocabulario. PCA(S):= {{¢}P{v} : ¢,v € L(S),P €

Definicién 4.34. Un programa asertado o es una consecuencia légica de Ax, Az |= o,
si o es verdadero para todo modelo de Ax.

Definiciéon 4.35. Se definen como teoria de la correccién parcial de A y teoria de la
correccion parcial de Ax a los conjuntos

HTh(A):={o:0 € PCA(S) NAEo}
HTh(Ax) :={0:0 € PCA(S) NAz o}

Definicién 4.36. Dr(Ax):= {¢ € L(S) : Az F ¢} es el conjunto de férmulas formalmente
derivables a partir de Ax. Se define como teoria de Hoare a

HDr(Ax) :=={o:0 € PCA(S) NAzFpyo},
que corresponde al conjunto de programas asertados derivables a partir de Ax en la l6gica
de Hoare, es decir, usando las férmulas de Dr(Ax) como premisas.
Notacién 4.37. HDr(A) representa HDr(Th(A)).

Por el teorema de completitud, se sabe que Dr(Ax)=Th(Ax). Y por la correccién de
H, también se sabe que HDr(Ax) C HTh(Ax).
Definicion 4.38. La légica de Hoare es relativamente completa con respecto a

Ax, cuando HDr(Ax) = HTh(Ax).

Definiciéon 4.39. La légica de Hoare es relativamente completa con respecto A,
cuando
HDr(A) = HTh(A).

Teorema 4.40. Teorema de Bergstra y Tucker [3][12]:
Sean Ay, Ag S-estructuras y Axy, Azg C L(S) S-especificaciones. Entonces HTh(Ay)=HTh(As)
si y solo si Th(Ay1)=Th(As), y HTh(Az1)=HTh(Axy) si y solo si Th(Axy)=Th(Axs).

32



Por tanto, HTh(A) = HTh(Th(A)), es decir, la teorfa de la correccién parcial de una
S-estructura A es idéntica a la teoria de la correccién parcial de su teoria.

Tal y como se define en 4.27, fijado un vocabulario S, A es una S-estructura expre-
siva si para todo programa P € Z2(S), post4(p, P) es definible en A para toda asercién
¢ € L(S). No obstante, también se puede definir requiriendo la definibilidad de pre 4 (P, 1)
para toda asercién ¢ € L(S).

El teorema de completitud de Cook 4.29 demuestra que la logica de Hoare es relativa-
mente completa con respecto a cualquier estructura expresiva. A continuacion, se daran
las bases para un refinamiento de este teorema.

Sea S un vocabulario, A una S-estructura, Py, P», P € Z(S), ¢,1,x € L(S), b una
S-férmula libre de cuantificadores y d,7,& € S(A).

Definicién 4.41. Un conjunto de estados £ C S(A) es una propiedad intermedia
para {@}P;; Po{1} si se cumple (Mfl(é) =TANAE @) >TEEY (M§2(’7') =E(NT E
B)— A = (e).

Definicién 4.42. Un conjunto de estados £ C S(A) es una propiedad ivariante para
{¢} while (b) P {4} si (AE¢(0) 20 € E), (M{(§)=TA6€ ENAEDbS)) »TEE
y(te ENAELT)) = AEY(T).

Definiciéon 4.43. Una S-especificacion Ax es débilmente expresiva si cumple las
siguientes condiciones:

» Para cualquier {¢} P1; P» {¢} € HTh(Ax) hay una férmula y € L(.S) definiendo una
propiedad intermedia en cada modelo A de Ax.

» Para cualquier {¢} while (b) P {¢} € HTh(Ax) hay una férmula x € L(S) definien-
do una propiedad invariante en cada modelo A de Ax.

Definicién 4.44. Una S-estructura A es débilmente expresiva si Th(A) es débilmente
expresiva.

Teorema 4.45. La ldgica de Hoare es relativamente completa con respecto a una S-
especificacion Az si y solo si Ax es débilmente expresiva. Y en particular, es relativamente
completa con respecto a una S-estructura A si y solo si A es débilmente expresiva.

Proposicién 4.46. Dada cualquier especificacion Az C L(S) se cumple

» Az {p} x:=t {¢} si y solo si Ax F (p — w(;)), donde p,v € L(S), x aparece
libre en ¢ y t es un S-término.

w Az F {p} P1; P, {¢} si y solo si para alguna asercion intermedia x € L(S) Az
{¢} Pi{x} vy Az F {x} P2 {¢}, donde p,¢ € L(S) y P1, P» € Z(S).

» Az F {p} if (b) P else Py {3} si y solo si Ax = {@ ANb} PL{v} y Az F {o A
b} Py {¢}, donde p,vp € L(S), P, P € Z(S) y b una S-férmula libre de cuantifi-
cadores.
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» Az = {p} while (b) P {3} si y solo si para alguna asercion invariante x € L(S)
Az F (p = x), Az = {x Ab} P{x} y Az = ((x A =b) — ), donde p,¢ € L(S5),
P e Z(S) y b una S-féormula libre de cuantificadores.

Indicacién de la demostracién del teorema 4.45:

Para la primera implicacién, se asume que Ax es débilmente expresiva. Para demos-
trar que H es relativamente completa con respecto a Ax, como se sabe que HDr(Ax)
C HTh(Ax), basta con demostrar que HTh(Ax) C HDr(Ax). Se asume que {¢} P {¢} €
HTh(Ax) y se usa la proposicién 4.46 y la induccion sobre P para verificar que {¢} P {¢} €
HDr(Ax). Si P es una asignacion, es trivial. Si P es un condicional, basta con aplicar la
hipétesis de induccién a los componentes de P. Y si P es una composiciéon o una iteracion,
como Ax es débilmente expresiva, se aplican sus condiciones y la hipdtesis de induccion.

Para la segunda implicacién, se asume que HTh(Ax)=HDr(Ax) y que {p} P {¢} €
HDr(Ax), donde P es una composiciéon o una iteracién. Por la proposicién 4.46, si P
es una descomposicién de la forma (Pp; P;), hay una asercién intermedia x € L(S) tal
que AX F {o} Pi{x} y AX F {x} P1 {¢}, si P es una iteraciéon de la forma (while (b)
P), hay una asercién invariante x € L(S) tal que AX F (¢ — x), Az - {x A b} P{x}
y Az F {x A =b} P{¢}. Como la logica de Hoare es correcta, y define la propiedad
intermedia o invariante en cada modelo de Ax y, por tanto, Ax es débilmente expresiva.
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5. Meétodos para la verificacion de terminacion de progra-
mas

La verificaciéon de terminaciéon de programas iterativos no es facilmente reducible a
esquemas formales. A continuacién se presentan dos métodos que lo intentan en cierta
medida: la técnica de Floyd y la técnica de los contadores propuesta por Luckhamm y
Suzuki [6].

Observaciéon 5.1. Ni el método de Floyd ni el método de los contadores se pueden usar
para estudiar la terminacién de todos los programas, tan solo son aplicables en algunos
casos. En el apartado 2.3 ya se demostrd que no es posible a causa del problema de parada.

Conjuntos Ordenados

Para poder explicar el método de Floyd, es conveniente hacer primero una introduccién
al concepto de conjunto bien ordenado.

Definicién 5.2. Sea X un conjunto no vacio. La relacién < es una relacion de orden
en X si cumple las siguientes propiedades:

= Reflexiva: ¢ < z,Vxr € X
= Antisimétrica: Si x < y e y < x, entonces z = y.

» Transitiva: Si z,y,z € X son tales que x <y e y < z, entonces x < z.

Si < es una relacién de orden en un conjunto no vacio X, entonces (X,<) es un con-
junto ordenado.

Definicién 5.3. Se dice que un conjunto ordenado (X,<) estd totalmente ordenado,
o que < es total, si todo par de elementos de X es comparable a través de la relacion, es
decir, cuando z <y 6y < x, Vx,y € X

Definicién 5.4. Se dice que (X,<) estd bien ordenado, o también que < es un buen
orden en X, si todo subconjunto no vacio M de X tiene elemento minimo.

Observacion 5.5. Si (X,<) es un conjunto bien ordenado, no existe ninguna sucesién
infinita {z,, }ren tal que x, € X e 41 < zp, Vn € N.

Proposicién 5.6. Si (X,<) es un conjunto bien ordenado, entonces (X,<) es un conjunto
totalmente ordenado.

Demostracién: (X,<) es un conjunto totalmente ordenado si para cualquier z,y € X, x
e y son comparables.

Considérese C={z,y} C X un conjunto no vacio. Como (X,<) es un conjunto bien
ordenado, entonces C tiene un minimo m en (X,<). Como m es un elemento de C, ha de
ser m=x 6 m=y. Si m=x, entonces x < y. Si m=y, entonces y < x. Por tanto, en ambos
casos x e y son comparables y, por consiguiente, (X,<) es totalmente ordenado.

Observacién 5.7. El reciproco de la proposicién anterior no es cierto; que (X,<) sea
totalmente ordenado no implica que sea un conjunto bien ordenado. Por ejemplo, el orden
usual en R es total y no es un buen orden.
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5.1. Meétodo de Floyd para la terminacién

Esta técnica consiste en lo siguiente:

(1) Definir un dominio B con una relaciéon de orden <, que sea un buen orden en B,
pues garantiza que no existan sucesiones decrecientes infinitas.

(2) Definir, en los puntos A de paso repetido de un ciclo del programa, aplicaciones
de la forma f: D™ — B, donde D es el conjunto de estados del programa (ver definicién
4.12), de tal manera que para cada estado de la informaciéon X 4 al pasar por el punto A
estd definida su imagen en B f(X4).

(3) El proceso es tal que cada vez que se pasa por el punto A ocurre f(X41) > f(Xa2),
donde X 41 y X 49 son los estados correspondientes a pasos consecutivos por el punto A.

Por tanto, para aplicar este método, es necesario encontrar un dominio B con un buen
orden y una funcién f de forma que pueda demostrarse la propiedad (3). En ese caso, cada
vez que se repite el ciclo y se pasa por el punto A, se genera un término de la sucesion:

f(Xa1) > f(Xa2) > ... > f(Xan) > ...
Como (B,<) es un conjunto bien ordenado, no puede ser una sucesién infinita y, por lo

tanto, el proceso necesariamente terminara.

Sea A(V7) la condicién previa a una iteracién, A(V3) la misma condicién tras la itera-
cién formulada en el mismo punto, y P(Vi, V2) la condicién representativa del efecto del
tramo de programa entre el estado inicial V; y final V5 de un paso por el bucle.

Para la verificacién parcial, basta demostrar como valida

(AWV) APV, Vo) ) = A(Va) (5.1)

Para la verificacién de la terminacién basta con demostrar,

(A1) AP(V1, Vo) ) — f(V1) > f(V2) (5.2)

Observacién 5.8. La funcién f puede ser parcial, en ese caso solo los elementos de un
subconjunto de D™ pueden tener imagen mediante f. Cuando esto ocurre, la estructura
del proceso dentro de la iteraciéon debe garantizar que los estados resultantes pertenecen
al subconjunto y por lo tanto tiene imagen mediante f.

Si el subconjunto de D™ con imagen por f se define por la condicién C(X), entonces el
invariante en A debe implicar C, es decir, 14(X) — C(X) debe ser vélida.

Si se denomina R(V1,Va) al predicado f(V1) > f(V2), la formula 5.2 es formalmente

demostrable en el calculo de predicados, introduciendo una axiomatica descriptiva de las
propiedades de f y la relacién <.
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Ejemplo 5.9. Verificar la terminacién con el método de Floyd del programa de la funcién
de McCarthy 91.

El programa representado a continuacién en un diagrama de flujo calcula la funcién:

z — 10 si x> 100
M(x) =
M(M(z+11)) si x <100

Se puede demostrar que M(x)=91 para toda x < 100.

€N

x < 100

S1

|X:zx+11; y:=y+1 | |x::x—10; y:=y-1 | @

Figura 6: Diagrama de flujo del programa McCarthy 91 (corregido), adaptado de [6].

Se elige como dominio el conjunto bien ordenado de los naturales N con la relacién
usual <.

El vector de estado estd construido por (x,y), ambos enteros, por lo que el dominio
de referencia es I?, donde I es el conjunto de enteros. Por lo tanto, es preciso definir
f:I?> = Ntal que si (z1,y1) es el estado en A en una iteraciéon y (x2,y2) es el estado en
A en el paso siguiente, entonces f(x1,y1) > f(z2,y2).

Para conseguir f, se supondrd que es lineal en x e y: f(z,y) = ax + by + c¢. Y que
satisface axy + by; + ¢ > axo + bys + ¢ Va1, 0, y1, 92 € [ yar +by+c e NVzr,y €

Como al punto A se puede llegar desde dos caminos distintos, se podra formular xo
e yo en funcién de x1 e y; de dos formas distintas. Si es por el camino z < 100, enton-
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cesxyg = x1+11 eys = y1+1. Sies por el camino y # 1, entonces xo = z1—10eyo, = y1—1.

Por lo tanto, f debe cumplir que:
ar1 +by1 +c>alx1 +11)+b(y1 +1) + ¢
ari +byr +c>a(zy —10) +b(y1 — 1) + ¢
0 equivalentemente:

1la+b<0

—10a—b<0
La funcién f(x,y)=ax+by+c cumple ambas condiciones si a y b cumplen a < 0 y —10a <
b < —1la. En este ejemplo, se elegird a=-2 e b=21. Para definir ¢, primero se debe precisar
el invariante del bucle que permite definir el subconjunto de valores posibles de x e y que
pueden presentarse en A. Una vez definido este subconjunto de los enteros, se define ¢

de manera que necesariamente -2x+21y-+c sea un niimero natural para cualquiera de sus
elementos.

El invariante del bucle en A es I4(z,y) : (x < 111) A (y = 1).

Si el bucle va por el camino de z < 100, la condicién de relacion entre estados inicial
(z1,y1) vy final (x9,y2) es (x1 < 100) A (x2 =21 + 11) A (y2 = y1 + 1). Por tanto, se debe
comprobar que es correcta la estructura deductiva

Ia(z1,y1), (1 < 100), (vg = 21 + 11), (yo = y1 + 1) — La(w2,52)

Sustituyendo I4 por su formulacién y reduciendo las conjunciones de la férmula a sus
componentes, basta con demostrar que es correcta la siguiente deduccién:

({El < 111), (yl > 1), (.%‘1 < 100), ({I,‘Q =x1 + 11), (yg =1y + 1) — (JIQ < 111) A (yg > 1)

Se puede hacer la verificacién formal de esta férmula introduciendo como premisas propie-
dades concretas que sean pertinentes de la relacién < en el dominio de niimeros enteros.
En este caso se han adoptado las siguientes propiedades.

(T1) Fe<a—z+b<a+b

(T2) F(z>2aANb=20)—z+b>a

La demostracién es inmediatas:
Partiendo de las premisas

(1) 21 <111

2) ;m=1
(3) o =21+ 11
(4) ya=y1+1

(5) 1 < 100
se aplica (T1) a (5), obteniendo

(6) 21 <100 — 1 + 11 < 111
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Como se tiene (5) y (6), por Modus Ponens se infiere
(7) @1+ 11 < 111.

Aplicando la regla de inferencia de identidad a (3) y (7), se tiene

(8) w2 < 111,
Al aplicar (T2) a (1)

Q) ppzlom+1>1

Se aplica Modus Ponens a (2) y (9), obteniendo

(10) y1+1>1
Aplicando la regla de inferencia de identidad a (4) y (10), se tiene

(11) y2 > 1,
A partir de (8) y (11), se obtiene
(12) (2 <111 A (g2 > 1),

concluyendo la demostracién de la deduccién y comprobando que (z < 111) A (y > 1) es
el invariante del bucle.

Queda ver que el invariante se cumple inicialmente, a partir de la precondicién del
proceso. y > 1 se verifica porque se inicializa a 1 y si x vale mas de 111 no entraria al
ciclo y terminaria, y si entra en el ciclo por el camino x < 100, entonces x < 111.

Por lo tanto, en el bucle del camino x < 100, al pasar por A, el subconjunto de valores
de (x,y) se describe por (z < 111) A (y > 1).

Queda demostrar que la funcién f(x,y)=-2x+21y-+c definida en este subconjunto tiene
imagen en N. El valor minimo de f en este subconjunto se alcanza para x maximo e y
minimo de los valores posibles. En este caso, esos valores son x=111 e y=1, por lo que
f(111,1)=-2014c es el valor minimo. Para que la funcién, en el subconjunto, tenga imagen
en los naturales, todos sus valores deben ser positivos. Este requisito se cumple imponien-
do que f(111,1)>0 y por tanto ¢>201.

Si el bucle va por el camino de y # 1, se demuestra que la invariancia (z < 111)A(y > 1)
es correcta si se demuestra que es correcta la deduccién

(331 < 111), (y1 = 1), (1’1 > 100), (y1 75 1), (:L'Q =T — 10), (yg =Yy — 1) — (xg < 111) N (yg = 1).

Y se puede deducir formalmente si se introduce como premisa (T1) en el dominio de los
enteros. Partiendo de las premisas

(1) z; <111

(2) ;=1
(3) 21 > 100

(4) nn #1
(5) T9 = X1 — 10

(6) Y2 =4y _17

39



se aplica (T1) a (1), obteniendo
(7) 21 <111 — 2, — 10 < 101
Por Modus Ponens en (1) y (7), se infiere
(8) x1 — 10 < 101

Aplicando la regla de inferencia de identidad a (5) y (8), se tiene

(9) x5 < 101
Como

(10) =2 < 101 — zo < 111

es valida, entonces, por Modus Ponens en (9) y (10), se infiere

(11) 25 < 111
Como

(12) th 2 DA #1) > >1

es valida, al aplicarle Modus Ponens con (2) y (4), se infiere

(13) y1 >1
Como

(4) p>1 =y —12>1
es valida, entonces, por Modus Ponens en (13) y (14), se tiene
(15) y1 —12>1

Aplicando a (15) y (6) la regla de inferencia de identidad, se tiene

(16) y2 >1
Obteniendo, finalmente, a partir de (9) y (16),

(17) (z2 <UL A (y2 > 1)

Para calcular ¢, cabe tener en consideraciéon que puede pasarse por A en el bucle de y # 1
con x>111 para valores iniciales de los que se saldria inicialmente del bucle. En estos
casos siendo ¢>201, podria ocurrir que -2x+21y+c<0 si ¢ < 2%;pniciar — 21. Por lo tanto ¢

debe ser mayor que 201 y que 2%;nicial — 21.

Queda demostrado, pues, que para cualquier entrada el programa termina en un nu-

mero finito de pasos.

En el ejemplo anterior se ha visto que la construccién de la funcién f puede ser delicada

y en algunos casos no sistematizable.
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5.2. Meétodo de los contadores

Este método consiste en introducir una variable contador por cada bucle que haya,
inicializarlos fuera y modificar su valor una unidad en cada pasada por el mismo punto
interno al bucle.

Observacion 5.10. Si se demuestra que la variable contador i estd acotada, es decir,
1 < L donde L es fija, entonces el nimero de veces que se ejecuta un bucle estd acotado
y, por lo tanto, este termina.

El limite L puede ser una constante o una expresiéon independiente del bucle.

La verificacién de la terminacién con contadores se reduce a demostrar que la estruc-
tura del programa garantiza que todo contador de ciclo i est4 acotado.

La técnica de utilizacién de contadores es menos formalizable que el método de Floyd.
No obstante, es mas sencilla y permite evaluar limites superiores del ntimero de iteraciones
de un ciclo, lo que resulta 1til a efectos de estimacién de rendimientos en la ejecucién del
proceso.

Ejemplo 5.11. Verificar la terminacién con el método de los contadores del programa
de la funcién de McCarthy 91.

El programa representado en la figura 7 en la pagina 42 es una adaptacién de la figura
6 para aplicar el método de los contadores.

Los contadores i y j cuentan las veces que se pasan por el bucle del camino x < 100 e
y # 1 respectivamente. El contador n cuenta las veces que el proceso pasa por el punto
(A), independientemente del camino del bucle por el que lo haga.

Nétese que en el camino x < 100 se le suma 1 a y en cada pasada y en el camino y # 1
se le resta 1. Como y se inicializa como y=1, necesariamente y=i-j+1.

Anélogamente, x aumenta en 11 y disminuye en 10 en los caminos z < 100 e y # 1
respectivamente. Por lo tanto, si xg es el valor inicial, entonces x = x¢ + 117 — 10j.

En el andlisis realizado por el método de Floyd en el ejemplo 6, 4 > 1 es un invariante
en A por lo tanto i — j + 1 > 1, de donde 7 > j, que implica que el camino x < 100 se
ejecutara mas veces que el camino y # 1.

Como claramente n=i+j, si se demuestra que n estd acotado superiormente, entonces
queda verificada la terminacién del programa sin la necesidad de acotar iy j.

A continuacién se acotard superiormente n. Como 4,5 > 0 y como se ha demostrado
que z = xg + 119 — 105 y que i > j, se pueden encontrar dos limites inferiores de x de la
siguiente formas:

r=ux9+ 117 — 107
x=z9+ 117 — 105

zo+ 11t — 107 = zg + ¢

=
> 20+ 115 — 105 = 20 + j
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Sumando estos resultados, se obtiene 2z > 2x9+ 4+ j, que es equivalente a 2z > 2x9 + n.
Para poder acotar n, se deberan estudiar los posibles valores que pueden adoptar x y xg.

Si zg > 100, el programa acaba con xy— 10, pues y=1 y, por lo tanto, n=1. Si g < 100,
entra en el bucle y, como en el ejemplo 6 se ha demostrado que x < 111 es invariante,

entonces n < 222 — 2xg.
Por lo tanto, como n estd acotado superiormente y como la serie de valores de n es cre-

ciente, entonces el proceso termina.

|Xzzx+11; y:i=y+1 | |X::X—10; yi=y-1 | 7:=x-10
i:=i+1 EE z= M(z)

- J

Figura 7: Diagrama de flujo del programa McCarthy 91 adaptado al método de los con-
tadores [6].
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6. Conclusiones

Esta memoria ha buscado dar una introduccién autocontenida al tema de verificacién
de programas. Como entre los articulos referenciados variaba la notacién y algunas de
las definiciones utilizadas, para facilitar la comprensién al lector, se ha adaptado la infor-
macién obtenida de los documentos para que sea consistente a lo largo de toda la memoria.

Se han mostrado diversos ejemplos de cémo aplicar el método de Floyd y la logica de
Hoare para verificar la correccion parcial. Al querer prestar especial atencion a la logica
de Hoare, se han demostrado las cuestiones de correccién, incompletitud y completitud
en el sentido de Cook del sistema H. A pesar de haberse fundamentado principalmente
en el trabajo de Apt [1], en este trabajo se ha utilizado la demostraciéon de Wand [12] de
la incompletitud, en vez de la demostraciéon que utiliza Apt, basindose en [4], pues esta
demostracién usa conceptos que no se han tratado en esta memoria.

Como no se ha tratado la verificacién de la correccién total -la cual indica que un
programa termina y es correcto- en el tema de métodos para la verificacién de la termina-
cién, se han presentado herramientas para complementar la verificacién de la correccién
parcial. Por ello, una ampliacién natural de este trabajo seria profundizar en el tema de
la verificacién de programas elaborando el tema de la correcciéon total.

Otras continuaciones interesantes para esta memoria podrian ser estudiar la verifica-
cién de otros programas a parte de los iterativos, como por ejemplo los recursivos y en
paralelo, o introducir el tema de verificacién automatica. En el caso de que querer trabajar
el tema de verificacion automatica, también se tendrian que introducir los lenguajes de
logica temporal.
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