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Resumen

Una secuencia de enteros positivos es gráfica si esta es la secuencia de grados de
un grafo simple. Decimos que este grafo realiza la secuencia. Además, si solo un
grafo y sus grafos isomorfos realizan dicha secuencia, la secuencia es una secuancia
gráfica con realización única. A lo largo de este trabajo analizaremos diferentes
teoremas y algoritmos parar identificar este tipo de secuencias. Posteriormente,
veremos un código elaborado por mi mismo para encontrar las secuencias deseadas.
Finalmente, usaré todo el trabajo previo para crear la siguiente cota inferior del
número de secuencias gráficas con realización única de longitud n.

Teorema. Sea p(i) el número de particiones del entero i. Dado un entero n � 7.

Si n es impar, el número de secuencias de grados gráficas con realización única
verifica:

u(n) � 2n�5
u(5) +

nX

i=6

2n�i+1
p(i)�

nX

i=6

i2n�i �
n�7
2X

i=0

(4i+1 + 3 · 4i)

Si n es par, el número de secuencias de grados gráficas con realización única
verifica:

u(n) � 2n�5
u(5) +

nX

i=6

2n�i+1
p(i)�

nX

i=6

i2n�i �
n�8
2X

i=6

(22i+1 + 6 · 4i)� 2n�5
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Abstract

A positive integer sequence is graphic if it is the degree sequence of a simple graph.
We say this graph realizes the sequence. In addition, if up to isomorphism only
one graph realizes the sequence, the sequence is a graphic sequence with unique
realization. Throughout the work we will analize several theorems and algorithms
used to identify this type of sequences. Following that, we will see code done by me
to make it easier to find the desired sequences. Finally, I will use all the previous
work to create the following lower bound of the number of single realization graphic
sequences of length n.

Teorema. Be p(i) the number of partitions of the integer i. Given an integer n � 7.

if n is odd, the number of graphic sequences with unique realization verifies:

u(n) � 2n�5
u(5) +

nX

i=6

2n�i+1
p(i)�

nX

i=6

i2n�i �
n�7
2X

i=0

(4i+1 + 3 · 4i)

if n is even, the number of graphic sequences with unique realization verifies:

u(n) � 2n�5
u(5) +

nX

i=6

2n�i+1
p(i)�

nX

i=6

i2n�i �
n�8
2X

i=6

(22i+1 + 6 · 4i)� 2n�5
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Caṕıtulo 1

Introducción

1.1. Motivación

La teoŕıa de grafos ha sido una rama de las matemáticas que siempre me ha
llamado la atención. Además de recibir infuencia de muchas otras áreas, está muy
presente en una gran cantidad de ámbitos debido a su gran número de usos.

El art́ıculo de Ichishima y Muntaner-Batlle [10] introduce el concepto de que un
único grafo realize una secuencia de grados. Juntando esto con mi interés por la
teoŕıa de grafos, encontré un buen punto de partida de mi trabajo.

1.2. Objetivos y desarrollo del trabajo

El objetivo de este trabajo es encontrar una cota inferior del número de secuen-
cias gráficas con una única realización. Para ello dividiré el trabajo en dos partes,
una base teórica que me permita trabajar en la creación de la cota y la creación de
la cota en śı.

La primera parte se basa principalmente en la introducción de definiciones refe-
rentes a grafos y particiones, enunciación de criterios que nos permitan encontrar
que secuencias son gráficas y de los teoremas que nos permitan reconocer cuales
tienen una única realización y cuales no.

La segunda mitad del trabajo parte de la creación de un código que me permi-
ta ver que estructura comparten las secuencias que buscamos, el análisis de los
resultados que obtengo y las familias de secuencias que puedo identificar ah́ı, a
parte de las familias que conoćıa anteriormente. Finalmente, busco la cantidad de
secuencias en cada familia y las intersecciones entre cada familia. Juntando todo lo
anterior defino la cota inferior.
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Caṕıtulo 2

Resultados previos

2.1. Conocimientos básicos sobre grafos

A continuación veremos unos conceptos básicos y proposiciones sobre grafos que
nos aydarán a entender mejor que es un grafo. En el libro de West [19] podemos
encontrar esta información.

Definición 2.1.1. Un grafo G es una tripleta consistente en un conjunto de vértices
V (G), un conjunto de aristas E(G) y una relación que asocia cada arista con dos
vértices no necesariamente distintos.

Definición 2.1.2. Diremos que la arista es incidente a los vértices de V (G) aso-
ciados con ella.

Definición 2.1.3. Dados dos vértices u, v 2 V (G), diremos que los vértices son
vecinos si existe una arista e 2 E(G) incidente a u y v.

Definición 2.1.4. Un loop es una arista incidente a un solo vértice. Aristas mul-
tiples, son aristas incidentes a los mismos vértices.

Ejemplo 2.1.5. Sea el grafo G con V (G) = {a, b, c, d} y E(G) = {1, 2, 3, 4, 5}, con
representación gráfica:

Definición 2.1.6. Un grafo simple es un grafo que no tiene loops ni aristas múlti-
ples.
Especificamos un grafo simple por su conjunto de vértices y de aristas, tratando el
conjunto de aristas como un conjunto de pares de vértices no ordenados.

3



4 CAPÍTULO 2. RESULTADOS PREVIOS

Ejemplo 2.1.7. Sea el grafoG con V (G) = {a, b, c, d} y E(G) = {(a, d), (a, c), (d, c)},
su representación gráfica es:

Este grafo es un grafo simple ya que no tiene ni loops ni aristas, no como el grafo
del ejemplo anterior.

Definición 2.1.8. El complemento Ḡ de un grafo simple G es el grafo simple con
conjunto de vértices V (G) y conjunto de aristas definido por uv 2 E(Ḡ) si y solo
si uv /2 E(G).

Ejemplo 2.1.9. Sea G el grafo del ejemplo 2.1.7, Ḡ será

Definición 2.1.10. Un grafo G es bipartito si V (G) es la unión de dos conjuntos
independientes y disjuntos (posiblemente vaćıos) de G.

Definición 2.1.11. Un subgrafo de un grafo G es un grafo H tal que V (H) ✓ V (G)
y E(H) ✓ E(G) y con la asociación de vértices para las aristas igual a la de G.
Entoces escribimos H ✓ G y decimos que G contiene H.

Definición 2.1.12. Un grafo copleto es un grafo simple donde todos los vértices
son vecinos unos con los otros. Si el grafo completo tiene n vértices, lo denotamos
como Kn.

Definición 2.1.13. Una clique es un subconjunto U de los vértices de un grafo
simple G donde para todo u, v 2 U , (u, v) 2 E(G).

Definición 2.1.14. Un grafo bipartito completo es un grafo bipartito simple donde
dos vértices son vecinos si y solo si pertenecen a diferentes conjuntos de la partición.
Cuando los conjuntos tienen tamaño r y s, lo denotamos como Kr,s.

Definición 2.1.15. Un isomorfismo de un grafo simple G a un grafo simple H es
una biyección f : V (G) �! V (H) tal que uv 2 E(G) si y solo si f(u)f(v) 2 E(H).
Decimos G es isomorfo a H, y lo escribimos como G ⇠= H si existe un isomorfismo
de G a H.
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Proposición 2.1.16. La realción de isomorfismo es una relación de equivalencia
en el conjunto de grafos simples.

Demostración. Propiedad reflexiva: la permutación identidad en V (G) es un iso-
morfismo de G a si mismo. Por lo tanto, G ⇠= G.

Propiedad simétrica: si f : V (G) �! V (H) es un isomorfismo de G a H, en-
tonces f�1 es un isomorfismo de H a G. Entonces, G ⇠= H implica que H ⇠= G.

Propiedad transitiva: Supongamos que g : V (G) �! V (H) y f : V (F ) �! V (G)
son isomorfismos. Tenemos que uv 2 E(F ) si y solo si f(u)f(v) 2 E(G), xy 2 E(G)
si y solo si g(x)g(y) 2 E(H). Como f es un isomorfismo, para todo xy 2 E(G) po-
demos encontrar uv 2 E(F ) tal que f(u) = x y f(v) = y. Esto significa que
uv 2 E(F ) si y solo si g(f(u))g(f(v)) 2 E(H). Por lo tanto, la composición g � f es
un isomorfismo de F a H. Hemos demostrado que F ⇠= G y G ⇠= H juntos implica
F ⇠= H. ⇤
Definición 2.1.17. Una clase de isomorfismos de grafos es una clase de equiva-
lencia de grafos respecto la relación de isomorfismo.

Definición 2.1.18. Un grafo es autocomplementario si es isomorfo a su comple-
mento.

Definición 2.1.19. La unión de los grafos G1, ..., Gk escrita como G1 [ ...[Gk, es
el grafo con conjunto de vértices

S
k

i=1 V (Gi) y conjunto de aristas
S

k

i=1 E(Gi).

Corolario 2.1.20. En el caso que tengamos un grafo G y un vértice v /2 V (G), el
grafo G [ v es el grafo con conjunto de vértices V (G) [ {v} y conjunto de aristas
E(G).

Definición 2.1.21. Sea G un grafo y v 2 V (G), el grafo G\v es el grafo que tiene
por conjunto de vértices el conjunto V (G)\{v} y por conjunto de aristas el conjunto
E(G)\{e 2 E(G) : e es incidente a v}.

Definición 2.1.22. Sea G un grafo con conjunto de vértices V (G) y conjunto de
aristas E(G) y v un vértice tal que v /2 V (G).
Definimos G+ v como el grafo con conjunto de vértices V (G) [ {v} y conjunto de
aristas E(G) [

S
u2V (G){(v, u)}.

Definición 2.1.23. El grado de un vértice v en un grafo G, escrito como dG(v) o
d(v), es el número de aristas incidentes a v, excepto que cada loop cuenta por 2. El
grado máximo es �(G) y el grado mı́nimo es �(G).

Proposición 2.1.24. Dado un vértice v 2 V (G), y un isomorfismo f : V (G) �!
V (H), entonces dG(v) = dH(f(v)).

Demostración. Para todo u 2 V (G) tal que uv 2 E(G) tenemos que f(u)f(v) 2
E(H). Además, para todo w, t 2 V (G), f(w) = f(t) () w = t ya que f es una
biyección. Por lo tanto, dG(v)  dH(f(v)).
Usando el mismo argumento en la otra dirección encontramos que dG(v) � dH(f(v)).
Aśı que dG(v) = dH(f(v)). ⇤
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Definición 2.1.25. Dado un grafo G, diremos que un vértice es apex si es vecino
de todos los otros vértices del grafo. Diremos que un vértice es aislado si no es
vecino de ningun otro vértice.

Proposición 2.1.26. Sea G un grafo con n vértices y v 2 V (G). Si G es simple y
d(v) = n� 1 entonces v es apex. Si d(v) = 0 entonces v es aislado.

Demostración. Si d(v) = 0, v no tiene ningún vecino y por lo tanto es aislado.
Si G es un grafo simple, G no tiene aristas múltiples ni loops y como d(v) = n� 1,
v es vecino de todos los otros vértices. Por lo tanto, v es apex. ⇤

Proposición 2.1.27. Si G es un grafo, entonces

X

v2V (G)

d(v) = 2e(G)

Donde e(G) es el número de aristas de G.

Demostración. Sumando los grados contamos las aristas dos veces, ya que cada
arista es incidente a dos vérties y contribuye al grado de los dos. ⇤

Definición 2.1.28. La secuencia de grados de un grafo es la lista de los grados de
sus vértices, normalmente escrita en orden no creciente d1 � ... � dn.

Definición 2.1.29. Una secuencia gráfica es una lista de números no negativos
que es la secuencia de grados de un grafo simple. Un grafo simple con secuencia de
grados d realiza d.

Observación 2.1.30. Dada una secuencia gráfica, podemos tener dos grafos no
isomorfos que la realizan. Por ejemplo, la secuencia 3,3,2,2,1,1 está realizada por
almenos los siguientes grafos:

Si fueran isomorfos, como los isomorfismos conservan el grado de los vértices, los dos
vértices de grado 3 debeŕıan ser vecinos, pero no lo son. Por lo tanto, no podemos
crear un isomorfismo entre ellos, y por ende no son isomorfos.

Proposición 2.1.31. Sea G un grafo simple con secuencia de grados d1, ..., dn,
entonces el grafo Ḡ tiene secuencia de grados n� dn � 1, ..., n� d1 � 1.

Demostración. Sea G un grafo simple con secuencia de grados d1, ..., dn.
Sea v 2 V (G) el vértice de grado di, v es vecino de di vértices, pero en el grafo Ḡ

solo será vecino de los vértices que no sean sus vecinos en el grafo G. Como Ḡ tiene
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n vértices y no es vecino de los di anteriores ni de él mismo, el número de vecinos
de v en Ḡ es n� di � 1, que es también su grado en Ḡ.
Aplicando este razonamiento a todos los vértices y reordenando los grados en orden
no creciente, tenemos que la secuencia de grados de Ḡ es n� dn � 1, ..., n� d1 � 1.
⇤

Definición 2.1.32. Dado un vértice v 2 V (G), definimos N(v) como el conjunto
de vecinos de v.

Debido a que a partir de ahora solo trabajaré con grafos simples, en cualquier
momento que escriba grafo, me refiero a grafo simple.

Definición 2.1.33. Una secuencia de grados gráfica tiene una única realización si
todas las realizaciones de la secuencia de grados son isomorfas entre ellas.

2.2. Particiones

Vamos a introducir el concepto de partición [1] para poder usarlo posteriormente
en la creación de la cota inferior del número de secuencias gráficas con una única
realización.

Definición 2.2.1. Decimos que una secuencia de enteros positivos en orden no
creciente (mayores o iguales a 1) es una partición de n si la suma de esos enteros
da n.

Notación 2.2.2. Definimos p(n) como el número de particiones de n.

Notación 2.2.3. Definimos pm(n) como el número de particiones de n en m núme-
ros.

Observación 2.2.4. Sea n un entero mayor o igual a 1,

p(n) =
nX

i=1

pm(n)

Voy a introducir una cota inferior del número de particiones de n extraida del
art́ıculo de Attila [13] pero no lo demostraré. Lo usaremos más tarde para elaborar
una cota inferior del número de secuencias gráficas con realización única más fácil
de calcular.

Teorema 2.2.5. Para todo entero n tenemos que

e
2
p
n

14
< p(n).
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2.3. Teoremas clásicos

La pregunta ¿Cuales secuencias son gráficas? es natural y se ha respondido
de muchas maneras. En esta sección presentaré unos resultados clásicos que res-
ponden a esta pregunta. Solo demostraré el Teorema de Erdös-Gallai [18], pero se
puede encontrar la demostración de los criterios de Ryser [14], Berge [3], Fulkerson-
Ho↵man-McAndrew [6], Bollobás [4], Grünbaum [7] y Hässelbarth [9] en el art́ıculo
de Sierksma y Hoogeveen [15] (el cual muestra una equivalencia circular con los
siete teoremas) y en el trabajo de final de grado de Mart́ı Sabaté [11]. A parte, en el
caṕıtulo de swaps enunciaré y demostraré el Teorema y algoritmo de Havel Hakimi.

2.3.1. Erdös-Gallai

Teorema 2.3.1. Una lista (d1, ..., dn) de enteros no negativos en orden no creciente
es gráfica si y solo si su suma es par, y para todo entero k con 1  k  n,

kX

i=1

di  k(k � 1) +
nX

i=k+1

mı́n{k, di}, 81  k  n. (2.3.1)

Demostración. La necesidad es imediata: cada arista se cuenta dos veces, dando
como resultado una suma par, y la parte de la derecha de la desigualdad es la con-
tribución máxima a la suma de los primeros k grados de aristas inducidas por los
vértices correspondientes y aristas conectadas a los vértices restantes.

Para que sea suficiente, llamaremos subrealización de la lista (d1, ..., dn) a un grafo
con vértices v1, ..., vn tal que d(vi)  di para 1  i  n. Dada una lista (d1, ..., dn)
que la suma de sus valores sea par y satisfaga (3.1), construimos una realización a
través de subrealizaciones consecutivas. La subrealización inicial tiene n vértices y
ninguna arista.
En una subrealización, el ı́ndice cŕıtico r es el ı́ndice más grande que verifica
d(vi) = di para todo 1  i < r. Inicialmente, r = 1 a no ser que la lista sea
todo 0, en cuyo caso el proceso está completo.
Mientras r  n, creamos nuevas subrealizaciones con menor deficiencia dr � d(vr)
en el vértice vr sin alterar el grado de ningún vértice vi con i < r. El proceso solo
puede parar cuando la subrealización es una realización de d.

Vamos a describir el proceso. Para ello definimos S = {vr+1, ..., vn}. Mantenemos la
condición de que S es un conjunto independiente.

Caso(0): vr no es vecino de vi para algun vértice vi tal que d(vi) < di. En ese
caso añadimos la arista vrvi.

Caso(1): vr no es vecino de vi para alguna i con i < r. Dado que d(vi) =
di � dr > d(vr), existe u 2 N(vi) � (N(vr) [ {vr}), donde N(z) = {y :
z vecino de y}. Si dr � d(vr) � 2, entonces reemplazamos uvi con {uvr, vivr}.
Si dr �d(vr) = 1, entonces como

P
di�

P
d(vi) es par, existe un ı́ndice k con



2.3. TEOREMAS CLÁSICOS 9

k > r tal que d(vk) < dk. Aplicamos el Caso(0) a no ser que vr sea vecino de
vk; reemplazamos {vrvk, uvi} con {uvr, vivr}.

Caso(2): v1, ..., vr�1 2 N(vr), y d(vk) 6= mı́n{r, dk} para alguna k tal que k > r.
En una subrealización, d(vk)  dk. Como S es independiente, d(vk)  r. Por
lo tanto d(vk) < mı́n{r, dk}, y el Caso(0) se aplica a no ser que vk sea vecino
de vr. Como d(vk) < r, existe una i con i < r tal que vk no es vecino de vi.
Como d(vi) > d(vr), existe un u 2 N(vi)� (N(vr)[ {vr}). Reemplazamos uvi
por {uvr, vivk}.

Caso(3): v1, ..., vr�1 2 N(vr), y vi no es vecino de vj por algunas i y j tal que
i < j < r. Se aplica el Caso(1) a no ser que vi, vj 2 N(vr). Como d(vi) �
d(vj) > d(vr), existe u 2 N(vi)� (N(vr)[ {vr}) y w 2 N(vj)� (N(vr)[ {vr})
(possiblemente u = w). Como u, w /2 N(vr), se aplica el caso 1 a no ser que
u, w 2 S. Reemplazamos {uvi, wvj} por {vivj, uvr}.

Si no se aplica ninguno de estos casos, entonces v1, ..., vr son vecinos 2 a 2, y
d(vk) = mı́n{r, dk} para k > r. Como S es independiente,

P
r

i=1 d(vi) = r(r �
1) +

P
n

k=r+1 mı́n{r, dk}. Por (3.1),
P

r

i=1 di está acotado por la derecha. De modo
que ya hemos eliminado la deficiencia en el vertice r. Seguimos con r + 1.

⇤

2.3.2. Seis criterios más para que una secuencia de grados
sea gráfica

Teorema 2.3.2. (Criterio de Ryser [14]) Una secuencia (a1, ..., ap; b1, ..., bn) de
enteros no negativos la llamamos gráfica bipartita si y solo si existen dos grafos bi-
partitos simples con los grados de los vértices definidos por las secuencias de grados
(a1, ..., ap) y (b1, ..., bn). Dada una secuencia (d1, ..., dn) de n enteros no negativos
decreciente, definimos f = max{i : di � i} y d̄i = di + 1 si i  f y d̄i = di en caso
contrario.
Entonces, la secuencia (d1, ..., dn) será gráfica si (d̄1, ..., d̄n; d̄1, ..., d̄n) es una secuen-
cia gráfica bipartita.

Teorema 2.3.3. (Criterio de Berge [3]) Sea (d1, ..., dn) una secuencia de n enteros
no negativos decreciente. Definimos la matriz de n filas y n columnas A = (ai,j)
como:

ai,j =

8
>>><

>>>:

0, si i = j

1, si j 2 {1, ..., di} y di < i

1, si j 2 {1, ..., di+1}\{i} y di � i

0, el resto

Definimos d̄i =
P

n

j=1 aj,i para todo i 2 {1, ..., n}
Entonces, la secuencia (d1, ..., dn) será gráfica si

kX

i=1

di 
kX

i=1

d̄i para todo 1  k  n.
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Teorema 2.3.4. (Criterio de Fulkerson-Ho↵man-McAndrew [6]) Sea (d1, ..., dn)
una secuencia de n enteros no negativos decreciente, esta secuencia será gráfica si

kX

i=1

di  k(n�m� 1) +
nX

i=n�m+1

di para todo 1  k  n

m � 0 y k +m  n.

Teorema 2.3.5. (Criterio de Bollobás [4]) Sea (d1, ..., dn) una secuencia de n en-
teros no negativos decreciente, esta secuencia será gráfica si

kX

i=1

di 
nX

i=k+1

di +
kX

i=1

mı́n{di, k � 1} para todo 1  k  n.

Teorema 2.3.6. (Criterio de Grünbaum [7]) Sea (d1, ..., dn) una secuencia de n

enteros no negativos decreciente, esta secuencia será gráfica si:

kX

i=1

máx{k � 1, di}  k(k � 1) +
nX

i=k+1

di para todo 1  k  n.

Teorema 2.3.7. (Criterio de Hässelbarth [9]) Sea (d1, ..., dn) una secuencia de
n enteros no negativos decreciente. Definimos la matriz de n filas y n columnas
A = (ai,j) como:

ai,j =

(
1, si j 2 {1, ..., di}
0, el resto

Definimos d
0
i
=

P
n

j=1 aj,i. Entonces, d1, ..., dn será gráfica si:

kX

i=1

di 
kX

i=1

(d0
i
� 1) para todo 1  k  f.

Con f = máx{i : di � i}.



Caṕıtulo 3

Extensión de una secuencia a una
n mayor con el mismo número de
realizaciones

En este caṕıtulo analizaré el art́ıculo de Ichishima y Muntaner-Batlle [10] que
fue el punto de partida del trabajo y el cual contiene información esencial para
realizar la cota inferior de del número de secuencias de grados de longitud n con
única realización.

Lema 3.0.1. Sean G1 = (V1, E1) y G2 = (V2, E2) dos grafos de orden n para los
cuales existen vértices únicos v1 2 V1 y v2 2 V2 tal que

deg(v1) = deg(v2) = n� 1. (3.0.1)

Entonces G1
⇠= G2 si y solo si G1 � v1

⇠= G2 � v2.

Demostración. Asumimos que G1
⇠= G2. Existe un isomorfismo � : V1 ! V2.

Como vi (i = 1, 2) son los únicos vértices de Vi de grado n � 1 y todo iso-
morfismo mantiene grados, entonces �(v1) = v2. De modo que, si consideramos
G1\v1 y G2\v2, la función �

0 : V1\{v1} ! V2\{v2} definida por �
0(a) = �(a)

está bien definida y es biyectiva. Además, ab 2 E1\{v1x|x 2 V1\{v1}} si y solo
si �0(a)�0(b) 2 E2\{v2x|x 2 V2\{v2}}. Esto implica que �

0 : V1\{v1} ! V2\{v2} es
un isomorfismo, lo que significa que G1\v1 ⇠= G2\v2.

Ahora, asumimos que H1 = (V 0
1 , E

0
1) y H2 = (V 0

2 , E
0
2) son dos grafos isomorfos

con un isomorfismo � : V
0
1 ! V

0
2 . También, sean v1 y v2 dos nuevos vértices,

consideramos los dos nuevos grafos H1 + v1 y H2 + v2. Consideramos la función
�
0 : V (H1) + v1 ! V (H2) + v2 definida por

�
0(v) =

(
�(v), if v 2 V

0
1

v2, if v = v1.
(3.0.2)

Como � es un isomorfismo de H1 a H2, vemos que una arista ab 2 E(H1 + v1)
y {a, b} \ {v1} = ; si y solo si �0(a)�0(b) 2 E(H2 + v2). Por otra parte, si av1 2

11
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E(H1 + v1) para todo a 2 V
0
1 y bv2 2 E(H2 + v2) para todo b 2 V

0
2 , entonces

�
0(a)�0(v1) = �(a)v2 2 E(H2 + v2). Esto implica que �

0 es un isomorfismo de
H1 + v1 a H2 + v2, por ende H1 + v1

⇠= H2 + v2. ⇤

Lema 3.0.2. Sean G1 = (V1, E1) y G2 = (V2, E2) dos grafos. Si v1 y v2 son dos
nuevos vértices, entonces G1

⇠= G2 si y solo si G1 [ v1
⇠= G2 [ v2.

Demostración. Primero, asumimos que G1
⇠= G2. Por lo tanto, existe un isomorfis-

mo � : V1 ! V2. Ahora consideramos la función �
0 : V1 [ {v1} ! V2 [ {v2} definida

por

�
0(v) =

(
�(v), if v 2 V1

v2, if v = v1.
(3.0.3)

Como no existe ninguna arista de la forma av1 en G1[v1 ni tampoco ninguna arista
de la forma bv2 en G2 [ v2, vemos que �

0 es un isomorfismo de G1 [ v1 a G2 [ v2 y
por ende G1 [ v1

⇠= G2 [ v2.
Ahora, asumimos que G1 [ v1

⇠= G2 [ v2. Por lo tanto, existe un isomorfismo � :
V1 ! V2. Como la imagen a través de � de un vértice aislado es un vértice aislado,
podemos asumir que �(v1) = v2. Esto implica que la función �

0 : V1 ! V2 definida
por �(v) = v para todo v 2 V1 está bien definida, es biyectiva y un isomorfismo de
G1 a G2. Por ende, G1

⇠= G2. ⇤

Sea S0 : d1 � d2 � ... � dn�1 � dn � 0 una secuencia gráfica. Si asumimos que
existen exactamente k(k � 1) grafos que realizan S0, entonces tenenmos el siguiente
resultado.

Teorema 3.0.3. Las secuencias
S
(1)
0 : n+ 1, d1 + 1, ..., dn�1 + 1, dn + 1, 1

S
(2)
0 : n+ 3, n+ 2, d1 + 2, ..., dn�1 + 2, dn + 2, 2, 1

S
(3)
0 : n+ 5, n+ 4, n+ 3, d1 + 3, ..., dn�1 + 3, dn + 3, 3, 2, 1

...

S
(i)
0 : n+ 2i� 1, ..., n+ i+ 1, n+ i, d1 + i, ..., dn�1 + i, dn + i, i, ..., 3, 2, 1

...

son todas gráficas. Además, existen exactamentek, k � 1, grafos connexos y no
isomorfos que realizan cada una de las secuencias S

(1)
0 , S

(2)
0 , ..., S

(i)
0 , ....

Demostración. Empezamos demostrando que toda secuencia S
(i)
0 es gráfica para

todo entero i positivo. Para hacer esto, solo debemos encontrar un grafo que realize
S0, introducir dos nuevos vértices y crear aristas entre entre uno de estos vérti-
ces y los vértices restantes. Por ende, S(1)

0 es gráfica. Para obtener un grafo que

realice S
(2)
0 , debemos hacer el mismo proceso de nuevo. Si continuamos este pro-

ceso inductivamente, obtenemos un grafo que realiza S(i)
0 para todo entero i positivo.
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Ahora, observamos que como todo grafo que realiza S
(i)
0 (i � 1) tiene un vérti-

ce adyacente al resto de vértices, aśı que todos estos grafos son connexos. Falta ver
que todas las secuencias restantes realizan exactamente k(k � 1) grafos. Para verlo

definimos S(0)
0 = S0. Observamos que hay k(k � 1) grafos no isomorfos que realizan

S
(0)
0 .

Sea i = l(l � 0) y asumimos que existen exactamente k(k � 1) grafos no isomorfos

que realizan S
(l)
0 . Consideramos la secuencia

S
(l+1)
0 : n+2l+1, ..., n+l+2, n+l+1, d1+l+1, ..., dn�1+l+1, dn+l+1, l+1, l, ..., 2, 1.

(3.0.4)

y sea G
(l+1)
0 cualquier grafo que realice S(l+1)

0 . Ahora podemos ver que el vértice

de grado n+2l+1 es adyacentea todos los otros vértices de V (G(l+1)
0 ). También es

cierto que si eliminamos ese vértice, obtenemos un nuevo grafo con (0, S(l)
0 ) como

secuencia de grados. Por hipotesis inductiva, existen exactamente k(k � 1) grafos

no isomorfos con S
(l)
0 como secuencia de grados. Entonces, por el lema 4.2 vemos que

hay exactamente k(k � 1) grafos no isomorfos con secuencia de grados (0, S(l)
0 ), y el

lema 4.1 implica que hay exactamente k(k � 1) grafos no isomorfos con secuencia

de grados S(l+1)
0 .

⇤

Este teorema nos permite encontrar una secuencia gráfica con realización única
de longitud n + 2m (con n,m enteros positivos) si tenemos una secuencia gráfica
con realización única de longitud n.

Más adelante veremos que si tenemos una secuencia gráfica con realización úni-
ca de longitud n, podemos encontrar dos secuencias gráficas con realización única
de longitud n+ 1 partiendo de los lemas 3.0.1 y 3.0.2.
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Caṕıtulo 4

Swaps y Havel-Hakimi

En este caṕıtulo hablaremos del concepto de swap introducido por Erdös, Király
y Miklós [5] y lo usaremos para demostrar dos teoremas, uno de ellos el teorema de
Havel-Hakimi [8].

Definición 4.0.1. Sea G un grafo simple y sean a, b, c, d vértices diferentes de
G y (a, c), (b, d) 2 E(G) pero (b, c), (a, d) /2 E(G). Entonces el grafo G

0 tal que
V (G0) = V (G) y E(G0) = E(G)\(a, c), (b, d) [ (b, c), (a, d) es otra realización de la
secuencia de grados de G. A este proceso lo llamamos swap. La nueva realización
puede ser isomorfa a la realización de la secuencia antes de hacer el swap.

Observación 4.0.2. Los swaps preservan la secuencia de grados del grafo.

Teorema 4.0.3. (Havel-Hakimi [8]) Para n > 1, una lista de enteros no negativos
d de tamaño n es gráfica si y solo si d’ es gráfica, donde d’ se obtiene a partir
de d eliminando su mayor elemento � y restando 1 de los � siguientes mayores
elementos. La única secuencia gráfica de 1 elemento es d1 = 0.

Demostración. Para n = 1 es trivial. Para n > 1, primero demostramos que la
condición es suficiente. Dada d con d1 � ... � dn y un grafo simple G0 con secuencia
de grados d0 : d2 � 1 � ... � d�+1 � 1 � d�+2 � ... � dn, añadimos un nuevo vértice
adyacente a los vértices de G

0 con grados d2 � 1, ..., d�+1 � 1. Estos di son los �
mayores elementos de d después de (una copia de) �, pero d2 � 1, ..., d�+1 � 1 no
tienen porque ser los � mayores numeros en d

0.

15
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Para demostrar la necesidad, empezamos con un grafo simple G realizando d y pro-
ducimos un grafo simple G0 realizando d

0. Sea w un vértice de grado � en G. Sea S

un conjunto de � vértices de G con los grados deseados d2, ..., d�+1. Si N(w) = S,
entonces eliminamos w para obtener G0.

En caso de que algunos vértices de S no estén en N(w), modificamos G para in-
crementar |N(w)\S| sin cambiar el grado de ningún vértice. Este paso lo hacemos
con una serie de swaps. Como |N(w) \ S| puede aumentar como mucho � veces,
repitiendo esto convertimos G en otro grafo G

00 que realiza d y tiene S = N(w). A
partir de G

00 eliminamos w para obtener G0 que realiza d
0.

Para encontrar la modificación cuando N(w) 6= S, escogemos x 2 S y z /2 S

tal que w es vecino de z pero w no es vecino de x. Queremos añadir wx y eliminar
wz, pero debemos mantener los grados de los vértices. Como d(x) � d(z) y w es
vecino de z pero no de x, debe haber un vértice y adyaciente a x pero no a z.
Entonces, eliminamos {wz, xy} y añadimos {wx, yz} para incrementar |N(w)\ S|.
⇤

Observación 4.0.4. A partir del Teorema de Havel-Hakimi podemos obtener el
algoritmo de Havel-Hakimi para saber si una secuencia es gráfica o no. El algoritmo
es el siguiente:

Dada una secuencia de grados d con valor máximo �, el algoritmo consiste en:

1. Generar la secuencia d
0 que se obtiene a partir de d eliminando su mayor

elemento � y restando 1 de los � siguientes mayores elementos.

2. Si d0 tiene un 0 lo eliminamos.

3. Reorganizamos los valores en orden no creciente.

4. Si d0 tiene algun valor mayor o igual a la longitud de la secuencia, la secuencia
no será gráfica (en la siguiente iteración no tendremos suficientes valores donde
restar 1), en caso contrario volvemos a aplicar el primer paso con d

0 si la
longitud de la secuencia es mayor o igual a 2.

Si al terminar las iteraciones tenemos una secuencia sin valores (seŕıa equivalente a
una secuencia d

0 : 0), o con solo un 0, la secuencia original es gráfica, si la secuencia
que obtenemos tiene un solo elemento mayor o igual a 1, la secuencia original no es
gráfica.

Ejemplo 4.0.5. Vamos a aplicar el algoritmo de Havel-Hakimi a la secuencia d :
3, 3, 2, 2, 1, 1.

2,1,1,1,1

0,0,1,1

1,1
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0

Como la secuencia final es solo un 0, la secuencia d : 3, 3, 2, 2, 1, 1 es una secuencia
gráfica.

Ejemplo 4.0.6. Aplicamos el algoritmo de Havel-Hakimi a la secuencia d : 3, 3, 2, 1

2,1,0

2,1

Como tenemos un valor mayor o igual a la longitud de la secuencia, la secuencia
d : 3, 3, 2, 1 no es gráfica.

Como podemos ver, el algoritmo de Havel-Hakimi es muy sencillo de utilizar,
aśı que será lo que usaremos principalmente para demostrar que una secuencia es
gráfica en posteriores apartados.

Teorema 4.0.7. Sean G y H dos grafos con conjunto de vértices V , entonces
dG(v) = dH(v) para todo vértice v 2 V si y solo si hay una secuencia de swaps que
transforma G en H.

Demostración. Todo swap conserva los grados de los vértices, aśı que la condición
es suficiente.

Cuando dG(v) = dH(v) para todo vértice v 2 V , obtenemos una secuencia de
swaps apropiada por inducción en el número de vértices, n.
Si n  3, entonces para cada d1, ..., dn hay como mucho un solo grafo con d(vi) = di.
Por ende, podemos usar n = 3 como paso inicial.

Consideramos n � 4, sea w un vértice de grado máximo �. Sea S = {v1, ..., v�} un
conjunto fijo de vértices con los � mayores grados a parte de w.

Dado cualquier grafo G, podemos transformar G en G
0 usando swaps, siendo G

0 un
grafo donde NG0(w) = S.

En caso de que un vi 2 S no sea vecino de w, significa que 9u con dG(u) < dG(vi)
vecino de v1. Solo tenemos que buscar un vértice t vecino de vi que no sea vecino de
u y hacer el swap de las aristas (w, u), (vi, t) por las aristas (w, vi), (u, t). Este swap
siempre es posible ya que si no existiera un vértice t que verificara estas condiciones,
el dG(u) seŕıa mayor a dG(vi) y tendŕıamos una contradicción.

Aplicamos este proceso en G y H para obtener G0 y H
0.

Como NG0(w) = NH0(w), eliminando w obtenemos los grafos G
00 = G

0\w y H
00 =

H
0\w con dG00(v) = dH00(v) para todo vértice v.
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Usando la hipótesis de inducción, alguna secuencia de swaps transforma G
00 en

H
00. Como esta secuencia no involucra a w, y w tiene los mismos vecinos en G

0 y
H

0, aplicando esta secuencia transformamos G
0 en H

0. Por ende, podemos trans-
formar G en H transformando G en G

0, después G
0 en H

0 y finalmente (en orden
inverso) haciendo la transformación de H en H

0.

⇤

Observación 4.0.8. Por lo tanto, dada una secuencia gráfica, podemos transformar
una realización en otra usando solo swaps.

La idea para el siguiente corolario proviene del art́ıculo de Király [12].

Corolario 4.0.9. G es la única realización de su secuencia de grados si y solo si
para todo swap, el grafo resultante G

0 es isomorfo a G.

Este corolario es lo que nos permitirá programar una función que nos indique si
una secuencia gráfica tiene una única realización o no.



Caṕıtulo 5

Creación del programa

5.1. SageMath

Las diferentes funciones que he usado para realizar el trabajo han sido escitas
usando SageMath [17], un lenguaje de programación basado en Python. Tiene un
gran número de funciones integradas relacionadas con mi trabajo. Además simplifica
mucho el uso de grafos, permitiendome escribir código claro y corto.

19
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5.2. Funciones

5.2.1. Unicidad

Esta función identifica si dado un grafo, su secuencia de grados, tiene realización
única o no. Conseguimos esto intentando todos los swaps posibles en el grafo. Si
después de algun swap obtenemos un grafo no isomorfo al original, tenemos que
la secuencia de grados del grafo no tiene realización única. Si después de todos los
swaps no hemos obtenido ningún grafo isomorfo al original, sabemos que el grafo
original es la única realización del grafo. Esta función es correcta debido teorema
4.0.2.
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5.2.2. AG

Esta función, dado un entero positivo n, crea una matriz de 2 filas y tantas co-
lumnas como el número de secuencias de grados realizables diferentes de longitud
n. La i-ésima columna contiene un grafo que realiza la i-ésima secuencia de grados
de las anteriormente mencionadas, y si su realización es única o no. Para hacer esto
usamos la función uniqueness.

La función DegreeSequences(n) es una función de SageMath que da una lista de
las secuencias de grados de longitud n realizables.

5.2.3. UG

Esta función, dada un matriz realizada por la función anterior, muestra los grafos
con secuencia de grados con única realización que no tienen ningún vértice apex o
aislado. Además muestra en pantalla 2 números, el número de secuencias de grados
de longitud n con realización única y el número de secuencias de grados de longitud
n con realización única sin vértices aislados ni apex.
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5.2.4. Cota

Esta función calcula una cota inferior del número de secuencias de grados de
longitud n con realización única si sabemos cuantas secuencias de grados de lon-
gitud n � 1 tienen realización única. Esta cota la veremos y demostraremos en los
siguientes apartados.

La función Parititions(n) es una función de SageMath que que da las particiones de
n.



Caṕıtulo 6

Resultados computacionales para
n pequeña

6.1. Familias de de secuencias de grados gráficas
de realización única

Usando las funciones que he creado, he podido visualizar una representación
gráfica de las secuencias de grados sin un vértice aislado o apex que tienen única
realización para un n pequeño. A partir de ah́ı he podido identificar algunas fami-
lias de las que hablaré en posteriores apartados y del proceso que he seguido para
encontrarlas.

Además me ha servido para contar el número de secuencias de grados de reali-
zación única para n < 10.

Estos dos grafos son dos ejemplos de una realización única de su secuencia de
grados que he encontrado usando las funciones.

23
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6.2. Resultados computacionales de n = 1 a n = 10

n número de secuencias de realización única sin apex ni aislado
1 1 0
2 2 0
3 4 0
4 11 3
5 28 6
6 72 16
7 170 26
8 407 67
9 956 142
10 2252 340



Caṕıtulo 7

Familias de secuencias gráficas con
realización única

Con la información que hemos obtenido hasta ahora con el programa, vamos
a buscar familias de secuencias dentro del conjunto de las secuencias gráficas de
realización única.

Debemos remarcar que las familias que buscamos no deben tener ni vértices aislados
ni apex. Esto se debe a que estas secuencias las podemos obtener haciendo extensio-
nes de secuencias más cortas, como veremos en los siguientes corolarios. Si no fuera
aśı, tendŕıamos intersecciones innecesarias, que complicaŕıan cálculos posteriores.

7.1. Familias encontradas

Al usar la función UG podemos ver los grafos que realizan las secuencias gráficas
sin vértices aislados ni apex que intentamos contar.
Al menos para un n pequeño, podemos observar que muchos de los grafos tienen
una gran cantidad de vértices de grado 1 con estructuras parecidas.
Con esta información podemos intuir cuales serán las familias con las que trabaja-
remos:

Las secuencias de grados de la forma S1(n) : a, 1, ..., 1 de longitud n con
n� 1 > a � 1 y a+ n� 1 par. Un ejemplo seŕıa:

Figura 7.1: Secuencia 3,1,1,1,1,1

25
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Las secuencias de grados de la forma S2(n) : a1, ..., am, 1, ..., 1 de longitud n

que verifican que n�1 > ai � m�1,
P

m

i=1 ai = n�m+2
�
m

2

�
y n�2 � m � 2.

Dos ejemplos seŕıan:

Figura 7.2: Secuencia 4,2,1,1,1,1
Figura 7.3: Secuencia 5,4,3,3,1,1,1

Las secuencias de grados de la familia S3(n) son secuencias de grados de
longitud n con realización única que contienen vértices apex o aislados.

A parte, también trabajaremos con las secuencias del complementario de las
secuencias anteriores. Demostraremos que las podemos usar en los siguientes lemas.

7.2. Familias de secuencias de grados de realiza-
ción única

Corolario 7.2.1. La secuencia de grados S : d1, ..., dn es gráfica con realización
única si y solo si la secuencia de grados (n, S0) con S

0 : d1 +1, ..., dn +1 también es
gráfica con realización única.

Demostración. G realiza de la secuencia S si y solo si para un v /2 V (G), G + v

realiza la secuencia (n, S0) debido al Teorema 4.0.3.

Sea H un grafo cualquiera que realize (n, S0), y etiquetamos su vértice de grado
máximo como v. H\v también realiza S. Si S tiene una única realización H\v ⇠= G.
Aplicando el Lema 3.0.1 vemos que es equivalente a que H ⇠= G+ v.

Por lo tanto, es equivalente a que (n, S0) también tenga una única realización. ⇤

Corolario 7.2.2. Una secuencia de grados S de longitud n tiene una única reali-
zación si y solo si la secuencia de grados (S, 0) de longitud n+1 también tiene una
única realización.

Demostración. G es una realización de la secuencia S si y solo si dado un v /2 V (G),
G [ v realiza la secuencia (S, 0).

Si tenemos cualquier grafo H que realiza (S, 0), y etiquetamos uno de sus vérti-
ces de grado 0 como v. H\v también realiza S. Si S tiene una única realización
H\v ⇠= G. Aplicando el Lema 3.0.2 vemos que es equivalente a que H ⇠= G+ v.
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Por lo tanto, es equivalente a que (S, 0) también tenga una única realización. ⇤

Lema 7.2.3. Dada una secuencia de grados S1 2 S1(n), S1 es realizable y su
realización es única.

Demostración. Para demostrar el lema, daremos una realización de la secuencia y
veremos que todo swap genera un grafo isomorfo al original. Este argumento es
válido debido al Corolario 4.0.9.

La unión disjunta de K1,a y n�1�a

2 aristas incidentes en dos vértices de grado 1.
Como n� 1 + a es par, n� 1� a también, entonces ya tenemos una realización de
la secuencia.

En este grafo tenemos 2 swaps posibles:

u, v, w, t 2 V (G), (u, v), (w, t) 2 E(G), dg(u) = a, dg(v) = dg(w) = dg(t) = 1.
DefinimosG0 como un grafo tal que V (G0) = V (G) y E(G0) = E(G)\(u, v), (w, t)[
(u, t), (w, v). La función f : V (G) ! V (G0) tal que f(x) = x 8x 2 V (G)\{v, t}
, f(v) = t y f(t) = v es un isomorfismo entre G y G

0.

u, v, w, t 2 V (G), (u, v), (w, t) 2 E(G), dg(u) = dg(v) = dg(w) = dg(t) = 1.
DefinimosG0 como un grafo tal que V (G0) = V (G) y E(G0) = E(G)\(u, v), (w, t)[
(u, t), (w, v). La función f : V (G) ! V (G0) tal que f(x) = x 8x 2 V (G)\{v, t}
, f(v) = t y f(t) = v es un isomorfismo entre G y G

0.

Como los swaps solo generan realizaciones isomorfas, la realización de la secuencia
es única. ⇤
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Lema 7.2.4. Dada una secuencia de grados S2 2 S2(n), S2 es realizable y su
realización es única.

Demostración. Para demostrar el lema, daremos una realización de la secuencia y
veremos que todo swap genera un grafo isomorfo al original. Este argumento es
válido debido al Corolario 4.0.9.

Sea G un grafo simple que tiene m vértices en un conjunto A y n � m vértices
de grado 1 en un conjunto B, tal que los vértices de A forman una clique y los
vértices de B son vecinos de algun vértice de A, pero almenos dos vértices de B son
vecinos de diferentes vértices de A. Entonces, G realiza S2.

En este grafo tenemos 1 swap posible:

u, v, w, t 2 V (G), (u, v), (w, t) 2 E(G) con dg(u), dg(w) > 1 y dg(v) =
dg(t) = 1. Definimos G

0 como un grafo tal que V (G0) = V (G) y E(G0) =
E(G)\(u, v), (w, t) [ (u, t), (w, v). La función f : V (G) ! V (G0) tal que
f(x) = x 8x 2 V (G)\{v, t} , f(v) = t y f(t) = v es un isomorfismo en-
tre G y G

0.

Como los swaps solo generan realizaciones isomorfas, la realización de la secuencia
es única. ⇤

Lema 7.2.5. Sea S una secuencia de grados realizable y única. La secuencia de
grados del complementario de la realización de S también tiene ralización única.

Demostración. Sea S : a1, ..., an, definimos S̄ : n�an, ..., n�a1. Sea G la realización
de S, entonces Ḡ tiene por secuencia de grados S̄. Sea H otra realización de S̄, H̄
realiza S. Como S tiene realización única, H̄ ⇠= G. Por lo tanto, Ḡ ⇠= H. ⇤
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7.2.1. Número de secuencias en cada familia

Corolario 7.2.6. Sea u(n) el número de secuencias de grados con realización única
de longitud n, entonces existen u(n) secuencias de grados de longitud n + 1 con
realización única y un vértice aislado.
También existen u(n) secuencias de grados de longitud n+ 1 con realización única
y un vértice apex.

Demostración. Esto es consecuencia directa de los corolarios 7.2.1 y 7.2.2. ⇤
Lema 7.2.7. Para todo n � 4, S1(n) contiene n�2

2 secuencias de grados. Si n es
impar, contiene n�3

2 .

Demostración. Sea n par, a+ n� 1 será par si y solo si a es impar. Como n� 1 >

a � 1, solo tenemos n�2
2 posibles a. Por lo tanto, tenemos n�2

2 secuencias de grados.

Si n es impar, a + n � 1 será par si y solo si a es par. Como n � 1 > a � 1,
solo tenemos n�3

2 posibles a. Por lo tanto, tenemos n�3
2 secuencias de grados. ⇤

Lema 7.2.8. Para todo n � 4, S2(n) contiene p(n)� n secuencias de grados.

Demostración. Definimos a0
i
= ai � (m� 2). Estos a0

i
verifican:

m� 1�m+ 2  a
0
i
< n� 1�m+ 2 () 1  a

0
i
< n�m+ 1. (7.2.1)

mX

i=1

a
0
i
=

mX

i=1

ai � (m� 2) = �m(m� 2) +
mX

i=1

ai =

= �m
2 + 2m+ n�m+ 2

✓
m

2

◆
= �m

2 +m+ n+ 2

✓
m

2

◆
=

= �m
2 +m+ n+ 2

m!

2!(m� 2)!
= �m

2 +m+ n+m(m� 1) = n. (7.2.2)

Podemos ver que el número de secuencias de grados que buscamos para un m es-
pećıfico es igual al número de secuencias a01, ..., a

0
m
para un m espećıfico.

El número de estas secuencias para un m especifico es pm(n)�1 ya que la secuencia
con a

0
1 = n�m+ 1 y a

0
i
= 1 para i = 2, ...,m es una partición de n en m números,

pero no verifica la condición 7.2.1.

Ahora solo nos falta sumar el número para todo m tal que n� 2 � m � 2.

n�2X

m=2

pm(n)�1 = �(n�3)+
n�2X

m=2

pm(n) = �n+3+p(n)�p1(n)�pn�1(n)�pn(n) = p(n)�n.

⇤
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7.2.2. Intersección entre ellas

Debemos ver si las familias familias de secuencias de grados de realización única
y sus complementarios intersecan entre ellas.

Definimos como S1(n) la familia de secuencias de grados de los grafos comple-
mentarios de las realizaciones de la familia S1(n). De la misma forma defninimos
S2(n) y S3(n).

Lema 7.2.9. La secuencias en S3(n) tienen realización única. Además, S3(n) =
S3(n).

Demostración. La secuencias en S3(n) tienen realización única por el lema 7.2.5.
S3(n) = S3(n) ya que si una secuencia contiene un valor igual a n � 1, su comple-
mentario tendrá un valor igual a 0 y viceversa. Por lo tanto, la intersección es total.
⇤

Las familias S1(n), S2(n), S1(n) y S2(n) no intersecan con las familias S3(n) y
S3(n) ya que todos sus valores son mayores que 0 y menores que n� 1.

Solo debemos ver las intersecciones de las familias S1(n), S2(n), S1(n) y S2(n). Sa-
bemos que las secuencias en S1(n) y S2(n) tienen realización única por el lema 7.2.5.

Observación 7.2.10. S(n) = S y S(n) \ T (n) = S(n) \ T (n)

Lema 7.2.11. La familia de secuencias S1(n) y la familia de secuencias S2(n) no
intersecan.
Además, S1(n) y S2(n) tampoco intersecan.

Demostración. Las secuencias de la familia S1(n) tienen como máximo 1 valor ma-
yor que 1, mientras que las secuencias de la familia S2(n) tienen como mı́nimo 2
valores mayores que 1. Por lo tanto la intersección de las dos familias es nula.
Usando esto y la Observación 7.2.10 vemos que S1(n) \ S2(n) = ;. ⇤

Lema 7.2.12. La familia de secuencias S1(n) y la familia de secuencias S2(n) no
intersecan.
Además, S1(n) y S2(n) tampoco intersecan.

Demostración. Las secuencias de la familia S1(n) no tienen ningún valor igual a
1, ya que si el valor más pequeño vale 1, n � a � 1 = 1 () a = n � 2, siendo
a + n � 1 = n � 2 + n � 1 = 2n � 3 que es impar, llegando a contradicción. Pero
las secuencias de la familia S2(n) tienen como mı́nimo 2 valores iguales a 1. Por lo
tanto la intersección de las dos familias es nula.
Usando esto y la Observación 7.2.10 vemos que S1(n) \ S2(n) = ;. ⇤
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Lema 7.2.13. La familia de secuencias S1(n) y la familia de sus complementarios
S1(n) no intersecan.

Demostración. Las secuencias de la familia S1(n) tienen n � 3 para poder verificar
que n � 1 > a � 1. Por lo tanto, las secuencias de la familia S1(n) tendrán como
mı́nimo 2 valores iguales a 1, pero su complementario tiene como máximo 1 valor
igual a 1, por lo tanto estas familias de secuancias no interseccionan. ⇤

Lema 7.2.14. La familia de secuencias S2(n) y la familia de sus complementarios
S2(n) no intersecan para n � 6. Para n = 4 y n = 5 la intersección es una secuencia.

Demostración. Las secuencias de la familia S2(n) son de la forma n�2, ..., n�2, n�
am � 1, ..., n� a1 � 1 y verifican que n� 1 > ai � m� 1,

P
m

i=1 ai = n�m+ 2
�
m

2

�

y n� 2 � m � 2.
Vamos a redefinir estas secuencias como secuencias de la forma n � 2, ..., n �
2, bm, ..., b1 con bi = n� 1� ai. Debido a esto, los bi verifican:

n� 1 > ai � m� 1

1� n < �ai  1�m

0 < n� 1� ai  n�m

0 < bi  n�m (7.2.3)

y
mX

i=1

bi = m(n� 1)�
mX

i=1

ai = mn+m� n�m
2 (7.2.4)

Además, como n�2 � m � 2, sabemos que deben tener almenos dos valores iguales
a n� 2.

Supongamos que la secuencia a1, ..., am, 1, ..., 1 pertenece a la familia S2(n), sien-
do a1 = a2 = a3 = n� 2. Sabemos que

P
m

i=1 ai = n+m
2 � 2m. También sabemos

que a1 = a2 = a3 = n� 2 y ai � m� 1 para todo i 2 {4, ...,m}. Por lo tanto:

mX

i=1

ai � 3(n� 2)� (m� 3)(m� 1) � 0

Que es equivalente a 2(m� n) + 3 � 0.

Y como n� 2 � m () m� n  �2.

Esto implica que 0  2(m � n) + 3  2(�2) + 3 = �1. Hemos llegado a con-
tradicción, por lo tanto, no tenemos intersección de las secuencias con 3 o más
valores iguales a n� 2.

Con esto, solo debemos ver si existe intersección de la familia de secuencias S2(n)
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y las secuencias de la forma n � 2, n � 2, bn�2, ..., b1 que verifiquen las condiciones
7.2.3 y 7.2.4.

Partiendo de la condición 7.2.3 y de que m = n�2, bi  n�m = n�n+2 = 2, Por
lo tanto, los bi solo pueden ser 1 o 2. Vamos a ver los diferentes casos dependiendo
del cuantos valores sean 2:

Almenos bn�2 = bn�3 = 2 (esto significa que n � 6 y m
0 � 4 donde m

0 es el
numero de valores diferentes de 1 que tiene la secuencia):

bn�2 = 2 < 4� 1  m
0 � 1

por lo que estas secuencias no pertenecen a la familia S2(n), ya que no cumple
sus condiciones.

bn�2 = 2 y el resto de bi = 1:
La secuencia es n� 2, n� 2, 2, 1, ..., 1. En este caso n � 5, m0 = 3 y 2 � 3� 1.
Solo queda una condición.

2n� 2 = 2(n� 2) + 2 =
3X

i=1

ai = n+m
02 � 2m0 = n+ 3

n = 5

Por lo que para n = 5 si hay intersección. La intersección es la secuencia
3,3,2,1,1 que es a la vez su complementario.

La secuencia es n� 2, n� 2, 1, ..., 1:
Para esta secuencia n � 4, m0 = 2 y n� 2 � 2� 1. Solo queda una condición.

2n� 4 =
2X

i=1

ai = n+m
02 � 2m0 = n

n = 4

Por lo que para n = 4 si hay intersección. La intersección es la secuencia
2,2,1,1 que es a la vez su complementario.

⇤

Con estos dos lemas, vemos que ninguna de las familias que hemos definido
interseca entre ellas para n � 6 y para n = 4 y n = 5 la intersección es una sola
secuencia.
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7.3. Cota inferior

Como hemos visto que ninguna familia de las que hemos definido interseca entre
ellas para n � 6, hemos conseguido las siguientes cota inferior del número de se-
cuencias de grados de realización única de longitud n para n � 6 y otras dos cotas
para n = 4 y n = 5:

Teorema 7.3.1. Sea n � 6:

Para n par:
u(n) � 2u(n� 1) + 2p(n)� n� 2.

Para n impar:
u(n) � 2u(n� 1) + 2p(n)� n� 3.

Teorema 7.3.2. Para los valores n = 4 y n = 5 tenemos la siguiente cota inferior:

Para n = 4:
u(n) � 2u(n� 1) + 2p(n)� n� 3.

Para n = 5:
u(n) � 2u(n� 1) + 2p(n)� n� 4.

7.4. Comparación de la cota para 4  n  10

Asumiendo que al calcular la cota de u(n) conocemos el valor de u(n� 1), estos
són los resultados que hemos obtenido y su comparación con el valor real:

n u(n) sin apex ni aislado valor de la cota diferencia entre u(n) y el valor de la cota
4 11 3 11 0
5 28 6 27 1
6 72 16 68 4
7 170 26 156 14
8 407 67 346 61
9 956 142 740 216
10 2252 340 1552 700

Podemos ver como mayor es n, más crece la diferencia entre la cota y el número
de secuencias de longitud n con única realizaión.
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7.5. Cota inferior independiente de n� 1

Usando el Teorema 7.3.1 podemos crear una cota para todo n � 7 que no sea
dependiente de el número de secuencias con una única realización de longitud n�1.

Teorema 7.5.1. Dado un entero n � 7.

Si n es impar, el número de secuencias de grados gráficas con realización única
verifica:

u(n) � 2n�5
u(5) +

nX

i=6

2n�i+1
p(i)�

nX

i=6

i2n�i �
n�7
2X

i=0

(4i+1 + 3 · 4i)

Si n es par, el número de secuencias de grados gráficas con realización única
verifica:

u(n) � 2n�5
u(5) +

nX

i=6

2n�i+1
p(i)�

nX

i=6

i2n�i �
n�8
2X

i=6

(22i+1 + 6 · 4i)� 2n�5

Demostración. Vamos a demostrar el teorema por inducción.

Sea n = 7

u(7) � 2u(6) + 2p(7)� 7� 3 � 2(2u(5) + 2p(6)� 6� 2) + 2p(7)� 7� 3 =

= 4u(5) + 4p(6) + 2p(7)� 2 · 6� 7� 2 · 2� 3.

Para n = 7 es cierto.

Sea n impar, si el teorema es cierto para n� 1:

u(n) � 2u(n� 1) + 2p(n)� n� 3 �

� 2p(n)�n�3+2(2n�1�5
u(5)+

n�1X

i=6

2n�1�i+1
p(i)�

n�1X

i=6

i2n�1�i�
n�9
2X

i=0

(22i+1+6·4i)�2n�6) =

2n�5
u(5) +

nX

i=6

2n�i+1
p(i)�

nX

i=6

i2n�i �
n�7
2X

i=0

(4i+1 + 3 · 4i)

Sea n par, si el teorema es cierto para n� 1:

u(n) � 2u(n� 1) + 2p(n)� n� 2 �

� 2p(n)�n�2+2(2n�1�5
u(5)+

n�1X

i=6

2n�1�i+1
p(i)�

n�1X

i=6

i2n�1�i�
n�8
2X

i=0

(4i+1+3 ·4i)) =
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= 2n�5
u(5) +

nX

i=6

2n�i+1
p(i)�

nX

i=6

i2n�i �
n�8
2X

i=6

(22i+1 + 6 · 4i)� 2n�5

⇤

Teniendo en cuenta que u(5) = 28 y que e
2
p
n

14 < p(n), como hemos podido ver en
el Teorema 2.2.5, escribimos una cota más fácil de calcular.

Corolario 7.5.2. Dado un entero n � 7.

Si n es impar, el número de secuencias de grados gráficas con realización única
verifica:

u(n) � 2n�5 · 28 +
nX

i=6

2n�i+1 e
2
p
i

14
�

nX

i=6

i2n�i �
n�7
2X

i=0

(4i+1 + 3 · 4i)

Si n es par, el número de secuencias de grados gráficas con realización única
verifica:

u(n) � 2n�5 · 28 +
nX

i=6

2n�i+1 e
2
p
i

14
�

nX

i=6

i2n�i �
n�8
2X

i=6

(22i+1 + 6 · 4i)� 2n�5

7.6. Cota superior

Una posible ampliación del trabajo seŕıa encontrar una cota superior de u(n).
Aunque no lo voy a demostrar, voy a aportar el número de secuencias gráficas de
longitud n elaborada por Balister, Donoderwinkel, Groenland y Johnston [2].

Teorema 7.6.1. Sea G(n) el número de secuencias gráficas de longitud n.
Dado n > 0:

G(n) = (C + o(1))4n/n3/4

con C ⇡ 0,0990094 y donde o(1) es una función que converge a 0.

Aunque este valor no es el que estamos intentando acotar, es obvio que G(n) �
u(n). Usando esto podemos escribir el siguiente corolario.

Corolario 7.6.2. Dado n > 0, y C ⇡ 0,0990094:

u(n)  (C + o(1))4n/n3/4
.
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7.6.1. Comparación de la cota superior para n  10

Comparamos los valores u(n) con los valores G(n) obtenidos de la enciclopedia
OEIS [16].

n G(n) u(n) diferencia
1 1 1 0
2 2 2 0
3 4 4 0
4 11 11 0
5 31 28 3
6 102 72 30
7 304 170 134
8 1213 407 806
9 4361 956 3405
10 16016 2252 13764

Podemos ver que la diferencia entre la cota superior y el valor de u(n) augmenta
rápidamente con el augmento del valor de n.



Caṕıtulo 8

Conclusiones

Aunque he encontrado una cota inferior y superior del número de secuencias
gráficas con una única realización, la cota superior no es buena. Por lo tanto, no
sabemos como de cerca está la cota inferior del número real.

Como he dicho en la sección 7.6, una posible ampliación del trabajo seŕıa encontrar
una buena cota superior y usar eso para mejorar la actual cota inferior.

37
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[13] Attila Maróti. On elementary lower bounds for the partition function. Integers,
3:A10, 9, 2003.

[14] H. J. Ryser. Combinatorial properties of matrices of zeros and ones. Canadian
J. Math., 9:371–377, 1957.

[15] Gerard Sierksma and Han Hoogeveen. Seven criteria for integer sequences
being graphic. J. Graph Theory, 15(2):223–231, 1991.

[16] N. J. A. Sloane. Entry A004251 in the On-line Encyclopedia of Integer Se-
quences. https://oeis.org/A004251. Accessed on January 15 2024.

[17] W.A. Stein et al. Sage Mathematics Software (Version 10.1). The Sage Deve-
lopment Team, 2023. http://www.sagemath.org.

[18] Amitabha Tripathi, Sushmita Venugopalan, and Douglas B. West. A short
constructive proof of the erdos-gallai characterization of graphic lists. Discrete
Mathematics, 310(4):843–844, 2010.

[19] Douglas B. West. Introduction to graph theory. Prentice Hall, Inc., Upper
Saddle River, NJ, 1996.


