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Abstract

Whats gives a membrane his sound, such as a drum membrane, are their ressonance
frequencies. We will study analitically and numerically the vibration modes for different
shaped membranes. Finally, we will check that Mark Kac was wrong when the asked if
"Can one hear the shape of a drum?’.

Resum

El que dona el so a una membrana, com pot ser la membrana d’un timbal, sén les seves
frequencies de ressonancia o freqiiencies normals de vibracié. En aquest treball farem
Pestudi analitic i numeric dels modes normals de vibracié de membranes de diferents
formes. Finalment, comprovarem que Mark Kac s’equivocava quan es preguntava si es
pot escoltar la forma d’un timbal.
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1 Introduccio

L’objecte d’estudi d’aquest treball son I’estudi analitic i 'obtencié mitjancant metodes
numerics dels modes de vibracié d’'una membrana amb una forma determinada. Al llarg
del treball, es desenvoluparan tots els conceptes necessaris per poder recérrer el cami que
ens plantegem, pero abans m’agradaria explicar breument les motivacions que m’han dut
a tractar aquesta tematica.

Motivaci6 del problema

La meva motivacié inicial va ser continuar I’estudi que vaig realitzar en el treball de re-
cerca sobre un problema semblant al que plantejo, perd més complicat: 1'estudi analitic i
numeric de les figures de Chladni. Aquestes figures son les representacions visuals d’ones
estacionaries en una membrana amb els extrems lliures, habitualment una placa.

Vaig acabar optant, per recomanacié del meu tutor, comencar a estudiar 'article que
el 1966 publicava Mark Kac [3], que tenia per titol ’Can one hear the shape of a drum?’.
En ell, Kac es preguntava si coneixent quines sén les freqiiencies de ressonancia d’una
membrana, podriem saber quina forma tenia. Durant ’article, desenvolupa que es poden
‘escoltar’ propietats com l’area, perd un contraexemple nega la seva pregunta: dues mem-
branes de formes diferents, amb exactament les mateixes freqiiéncies de ressonancia.

Finalment, durant la confeccié del treball, el pes principal s’ha anat derivant en el calcul
numeric d’aquests modes de vibracié sota membranes amb formes concretes (quadrada,
rectangular, circular) i fins i tot les dues membranes que esmentava abans.

Estructura de la Memoria

La memoria s’estructura de la manera segiient.

En el segon capitol es duu a terme la deduccié de ’equacié d’ones en dues dimensions,
que és l'equacié que regeix el moviment de les membranes, per tant sera una equacié
fonamental. Previ a aix0, deduirem també I’equacié unidimensional.

El tercer capitol desenvolupa de manera analitica el problema a abordar en aquells
casos on es pot resoldre sense massa dificultat. Amb una introduccié sobre les equacions
diferencials en derivades parcials i alguns resultats 1tils, passarem pel cas de la membrana
quadrada, la rectangular com la seva generalitzacié, i per ultim la circular.

El quart capitol enuncia i desenvolupa amb detall quins metodes s’han utilitzat per
dur a terme I'analisi numerica del problema. Per transformar ’equacié diferencial en un
problema d’algebra lineal numerica, s’ha utilitzat el metode de les diferencies finites. Un
cop aqui, els dos metodes que s’utilitzen per resoldre el problema son el metode ciclic de
Jacobi i el metode o algoritme QR.

Al cinque capitol s’explica I’aplicacié del metode de les diferencies finites en els diferents



dominis en que s’ha estudiat el problema: circular, quadrat, i per ultim, en membranes
amb certa irregularitat, que ens han permes dur ’estudi dels modes de vibracié a les dues
membranes de Kac.

Finalment, en els dltims capitols es mostren els resultats obtinguts i la seva comparacio6
amb la solucié analitica del problema, per acabar amb unes conclusions generals sobre el
treball.



2 L’equacié d’ones

En aquest primer capitol teoric, deduirem ’equacié d’ones en dues dimensions, que és
I’equacié de la que partirem, i a partir d’ella, obtindrem ’equacié per als modes normals
de vibracié d’una membrana. Abans d’aix0, perd, comencarem per un cas més senzill.

2.1 Equaci6 d’ones 1-D

Considerem una corda de longitud L sotmesa a una tensié T' amb una densitat lineal
de massa homogenia p que es troba inicialment en repos sobre l'eix Ox. Es a dir, la
massa total de la corda sera M = fOL udz. Assumirem que no hi ha gravetat, i a més que
la corda és unidimensional (és a dir, infinitessimalment estreta) i completament flexible.
Considerem un petit desplagament o perturbacio de la corda respecte la posicié d’equilibri.

Considerem dos punts propers de la corda, separats per una distancia dx en la direccid
horitzontal, i per un desplagament di) verticalment. Si el pendent dv/dx és petit, podem
fer I’aproximacié que els punts de la corda només es mouen en la direccié vertical, és a
dir, no hi ha desplagaments horitzontals. Aix0 és cert perque la llargada de la corda entre
aquests dos punts és

/ 2 2
Vdz? + dy? = dx 1—|—<dw> ~ dx <1+1<dw) >:dx+d¢1 (Chﬁ)
dx 2 \ dx 2 \ dz

Per tant, la distancia maxima a la que es podra desplagar un punt horitzontalment sera
Az < \/dr? + dy? —dz = dw% (%), és a dir, % (%) vegades el desplacament vertical, i
si suposem que el pendent di)/dz és petit, podem ignorar els desplagaments horitzontals.
Es a dir i A
x
— <K l= — <«
dx dy
Aixi doncs, podem considerar que cada punt estd etiquetat amb un tdnic valor .
L’estrategia per trobar I'equacié d’ona sera escriure la segona llei de Newton F = ma
en la component vertical per a un tros de corda que vagi des de x fins a = + dzx, com es
mostra a la figura

L —
9\1 //j

I |
I 1

T r+dx

Figura 1: Secci6 de corda entre x i z + dx.

Siguin 77, T5 les tensions que experimenta la corda als seus extrems. Ara, el pendent
diy/dx és petit, de manera que aquest és essencialment igual als angles 6 de la figura. Si
utilitzem I'aproximacié cosf ~ 1 — 6#%/2 per calcular les components horitzontals de les
tensions, podem aproximar Tj cos 6y ~ T (1 — 63/2) i T cosfp =~ Tor(1 — 63/2) i com que
91-2 ~ (dw/dm)z, aleshores 17 cos 0y ~ 11 1 Ty cos Oy ~ T5. Ara bé, tal i com hem dit abans,



negligim els desplacaments horitzontals de la corda, per tant les forces en la direcci
horitzontal s’han de cancel-lar, és a dir, 71 = T>. Diguem-li T' a partir d’ara. En el cas
vertical, tenim les components T'sin#; i T'sin 3. Com que el pendent és petit, novament
podem utilitzar aproximacions de primer ordre, sin6; ~ 6;, i per tant T'sin6; ~ Ty’ (x) i
T'sinfy ~ TY'(x + dz). La forca neta vertical sera

Y'(z +dz) — Y'(z) d*(x)
dz = Tdv—y 5~ dz?

Foet =T (¢ (z + dz) — ¢ (z)) = Tdx

on hem assumit que dz és infinitessimal i hem utilitzat la definicié de la derivada. Ara,
com que la massa d’aquest tros de corda és m = f;“ur “udi = pdx, la segona llei de
Newton resulta
d? d*y d2¢ T d?>¢
Fret = ma = Tdr—5 = (udx = =
net Gz~ W) Gy = = e
Hem arribat, doncs, a ’equacié d’ones (que, escrivint ¢ com a funcié depenent de x i ¢,

queda)
O*(x,t) _ T 0*(x,1)

o2 a2
Si definim ¢? := T/ i tenint en compte la definicié de laplacia en una dimensié, Az := giz ,
podem reescriure
1 0%
AYp=5—o5
c? Ot

2.2 Equaci6é d’ones 2-D

Hem deduit I'’equacié d’ones en el cas unidimensional. Ens servira de guia per a fer la de-
duccié de ’equacié en dues dimensions. Suposem, doncs, una membrana dos dimensional,
amb densitat superficial uniforme o. Assumim que el pla x — y és la posicié d’equilibri de
la membrana. Aixi doncs, la direccié transversal sera 'eix z. Aquesta vegada, la massa
total de la membrana serd M = [, odzdy, on  és el domini on estigui definida la mem-
brana. Com abans, suposarem que no hi ha gravetat. Considerem un petit rectangle al
pla x — y amb costats Az i Ay. Durant el moviment, aquesta membrana es desplacara
en la direccié z. Com abans, assumirem que no hi ha desplagaments horitzontals (és a
dir, el pendent de I'onada és petit), de manera que el rectangle mantindra aproximada-
ment la seva forma, encara que estara una mica curvat, i aixo sera el que provoqui el seu
moviment.

Sigui S la tensio, ara superficial. A diferéncia d’abans, aquesta tensié actuara sobre
tot un costat del rectangle. Es a dir, el costat de mida Az experimentara una forca SAz
perpendicular a ell, i el costat de mida Ay, una forca SAy. Aixi doncs, si visualitzem el
rectangle al llarg de I'eix y, una seccié d’aquest sera com el de la figura segiient:



z T+ Azx

Figura 2: Seccié del rectangle AzAy.

Si fem una deduccio6 similar al cas 1-D, arribarem a que la suma de forces en la direccié
Z sera

/ ) 2
2 (x+ Ax) z(x)zSAyAm%
Ax

F = SAy(Z(z + Ax) — 2/ (2)) = SAyAzx 52

Aquesta es la forca resultant que actua sobre els dos costats de llargada Ay. Si ara fem
el mateix per als costats de llargada Az, obtindrem

0%z
F =SAzAy—
Oy?

Per tant, la forca total neta sera

0%z 0%z
ox?2  Oy?

Fo = Sty (554 52

Si finalment apliquem la segona llei de Newton, tenint en compte que la massa del rec-
tangle sera o AxAy, obtenim

0%z 0%z 0%z
JAxAyw = SAzAy (8:1:2 + 3?42)

o equivalentment
2z S (822 822:)

2 o \o2 a2

Similarment al cas unidimensional, definint ¢? := S/o, i tenint en compte la definicié de
laplacia en dues dimensions
0%z 0%z
Az = —+ —
ox? = Oy?
podem reescriure
1 02z
2 ot2

Aquesta és I’equaci6 d’ones en dues dimensions (espaials), a partir de la qual partirem.

z



3 Resultats analitics dels modes de vibraciéo d’una mem-
brana

El que hem obtingut abans, I’equacié d’ones, és una equacié diferencial en derivades
parcials (EDP). Abans de desenvolupar els resultats analitics, recordem algunes definicions
importants sobre les EDPs que ens seran necessaries.

Definicié 3.1. S’anomena equacio diferencial en derivades parcials o equacid en deriva-
des parcials (EDP) a una equacio de la forma

7 ou ou 0™ 0
Tlyeeny Ty Uy =y eens e, o] =

" 0wy Oxy, 8xlf1 o Oghn
omF:UCOQxRxR*x---xR"™ — R, sentUCR", n>1, ki +---+k, =m. Les
variables (x1,...,x,) € Q s’anomenen independents, i v = u(xy,...,x,) es la variable
dependent.

La EDP estara definida i plantejada a la regio oberta (finita o infinita) Q C R™.

Definicié 3.2. L’ordre d’una EDP es defineix com 'ordre més alt de les derivades que
apareizen a l’equacio.

Observacié 3.3. Una manera abreujada d’expressar les derivades parcials és la segiient

ou

— =u
oz, Tk

0™y

2 1~ Uxy-x1Tp Ty
PR SR}

kq kn

Observacié 3.4. En dimensions baixes, es solen utilitzar les variables (x,y,z) quan
aquelles variables siguin espaials, i ¢ quan la variable sigui temporal.

Exemple 3.5. L’equacié d’ones en dues dimensions es pot escriure com

?u 0%u 82u) Pu 0%u 1 0% _o

Floy, 0,230, —, —5,—5 | ==+ —5 — 5——5 =
T 022 03’ 02 or3  0z% c?Ox?
on F: QxR xR?— R, o també es pot escriure

1
F(t,.’B, Y, U, Utt, Ugg, uyy) = Ugy + Uyy — Eutt =0 <= ugz + Uyy = Eutt



Per poder obtenir la solucié analitica dels modes normals de vibracié d’'una membrana,
ens cal utilitzar la tecnica de la separacié de variables. Aquesta tecnica és molt utilitzada
per resoldre equacions diferencials en derivades parcials de manera analitica, i es basa en
els seglients passos

1. Suposar que la funcié f = f(u, ), que és solucié del problema, es pot escriure com
a producte de funcions, cadascuna depenent tinicament d’una de les variables. Aixo
és

fQus A) = m(p) - 1(A)

2. Substituir aquesta expressié a l'equacio original, i aillar termes fins obtenir una
igualtat on cada terme depengui exclusivament d’alguna de les variables separades
abans. Es a dir, obtindrem una igualtat de la forma

En aquest cas, el terme de 'esquerra depen tinicament de g mentre que el dret depen
només de .

3. Aleshores, com que tenim una igualtat entre dues magnituds que sén completament
independents, I'tinica solucié es que siguin iguals a una constant,

M(m(p), p) =k = L{I(N), A)

Aix0 genera dues equacions, on cadascuna només dependra d’una de les variables

separades
M(m(p), ) =k LX), ) =k

D’aquesta manera sera més senzill trobar les funcions m(u) i {(A\). Un cop trobades,
la funcié que soluciona ’equacié diferencial sera el producte de les dues solucions
de les equacions anteriors.

3.1 Membrana quadrada

Podem procedir, doncs, a fer ’estudi dels modes normals de vibracié en una membrana
quadrada. Definim Q = (0,a) x (0,a) un quadrat de costat a, el nostre domini, i 92
la vora d’aquest quadrat. L’equacié diferencial que regeix el moviment d’una membrana
2-dimensional és, com hem vist al capitol anterior, ’equacié d’ones.

0% f

57 = AAf (3.1)



Definim
flz,y;t) = f(p5t)
com la funcié de desplacament vertical de la membrana en un punt (x,y) = p'en un instant
de temps t. Al llarg d’aquest capitol, ens interessara particularment ’estudi dels modes

de vibracid, és a dir, les ones estacionaries. Podem suposar, doncs, que per aquestes ones,
la funcié f és de la forma

fla,yst) = 7(t) - u(z,y) (3.2)
és a dir, expresem el desplacament com a producte d’una funcié exclusivament temporal i
una funcié exclusivament espaial. Aixo resultara en una mateixa ona, que estara modulada
pel temps. Com que ara la funcié 7 només depen del temps, la derivada parcial temporal
sera derivada total. Substituint aquesta expressié a I'equacié (3.1)), obtenim

0%1u 9 d’r 9
=c"ATu <= u—— = c*TAu
ot? dt?
Si ara dividim a costat i costat per la funcié f, el que ens queda és
1d%r &
22 % Au
Tdt2  wu

Hem arribat a una relacié que en el seu costat esquerre només depén del temps, i en el seu

dret, només de I'espai. L’'unica possibilitat és que totes dues siguin iguals a una constant,

que per conveniéncia definirem com —w?.

1d*r 5
TaE T YT A

de manera que ens resulta el sistema d’equacions diferencials segiient:

d>r

2 _
W—i—w 7=0
2
Au~|—w—2u:0
C

La solucié analitica de la part temporal és de la forma
7(t) = 71 coswt + o sin wt

per alguns 71, T2, que es poden determinar amb les condicions inicials. Per altra banda,
la part espaial es pot reescriure com

w?

Au = —au= Au (3.3)

L’equacié anterior, amb condicions de contorn en el domini determinat, és a dir

{ Au = du (x,y) € Q (3.4)

u=0 (x,y) € 00

s’anomena equaci6 de Helmholtz, i sera la que resoldrem numericament (veure seccié
. Ara, pero, continuem amb el desenvolupament analitic. Per resoldre ’equacié de
Helmholtz de manera analitica, tornarem a utilitzar la separacié de variables. Escrivim

u(z,y) = ¢(x) - ¥(y)



i substituim a[3.3] Tenint en compte la definicié del Laplacia, obtenim

82 82 2
ov Py o
Ox? 0y? c2

oY =0

Ara tenint en compte que cada funcié només depen d’una de les variables, aixo es pot
reescriure com

2o P w?

¢W+¢Ty2+§¢w:0

Dividint tot per u = ¢ i aillant termes, obtenim
1 d? 1 (d? 2
fi — i + iw
¢ dx? P\ d c2

Novament, aquests dos termes han de ser iguals a una constant, que anomenem per
conveniéncia —g?, obtenint aix{

1d% o
ddz?
1 (d*>  w? 9
5 (G ) =
Definint 72 = w?/c? — ¢?, podem reescriure el sistema d’equacions diferencials
¢
— =0
gz TP
>y
TyQ +r Qp =0

Les dues equacions diferencials tenen solucions conegudes, com la que hem obtingut abans
pel temps, aixo és

¢(y) = Cycos(ry) + Dy sin(ry)

La condicié de contorn de imposa que els quatre costats del quadrat estiguin fixats,
és a dir

{¢(x) = Cy cos(qz) + Dy sin(qz)

~ } Cy=0 sin(qa):O:q:m
a

} Cy=0 sin(ra):():>r:n—7r
a

Umn (2, Y) = dm(z) - ¥p(y) = sin (%x) - sin (%y) m,n=1,2,3...

Per cada parell de valors m i n, tenim la freqiiencia del mode de vibracié wy,y,

w? 9 9 9 9 m?mr? + n’n?
ETCHT Y=\ T



3.2 Membrana rectangular

El cas de la membrana rectangular és una generalitzacié de ’anterior, per tant comenta-
rem per damunt els aspectes que siguin diferents. En aquest cas, el nostre domini sera
2 = (0,a) x (0,b) un rectangle de costats a i b, el nostre domini, i 9Q la vora d’aquest
rectangle.

Les dues equacions diferencials que s’obtenen després de la separacié de variables
tindran la mateixa solucié que en el cas quadrat, aixo és

{(b(ac) = Cy cos(qz) + Dy sin(qz)
¢(y) = Cycos(ry) + Dysin(ry)

La condicié de contorn de imposara ara que els quatre costats del rectangle estiguin
fixats, és a dir

¢(0) =0 _ sinfaq) — _ mm
S :o} Cy=0 sin(rb) =0=>

Per tant, les solucions seran de la forma

Umn (T, Y) = dm(x) - Yp(y) = sin (%x) - 8in (n—bﬂy) m,n=1,2,3...

Per cada parell de valors m i n, tenim la freqiiencia del mode de vibracié wy,,

2 2,2 2,2
w 9 9 9 9 [ MM nem
— =q +r° w,,=Cc +
02 mn a2 b2

3.3 Membrana circular

Ara estudiarem analiticament els modes de vibracié de la membrana circular. Definim,
doncs, Q = ZO)(O,R) = {(z,y)|z? + y* < R?%}, de manera que 95 sera la circumferéncia
centrada en lorigen de radi R. Amb la membrana circular, reescrivim explicitament
I’equacid que regeix el comportament de les solucions estacionaries, és a dir, I’'equacio
amb coordenades polars, i ens queda

u  10u 1 0% w?
G2 Tt aam = T a (3:5)
or ror  r?00 c
Novament farem servir el metode de separacié de variables, aquest cop tenint en compte
que u = u(r, )

u(r,0) = p(r) - ¢(0)
i substituim a [3.5

pp  10pp 1 9%pp  w?
o Prar Trrae T are =t

Ara tenint en compte que cada funcié només depen d’una de les variables, aixo es pot

reescriure com
&Cp  ddp  pdié W

‘bW rdr * r2de? = c?



Dividint tot per u = p¢ i aillant termes, obtenim

1 o d%p dp w? , 1 d?¢

p(r)

¢(0) db?
Anomenarem —m? a la constant, de manera que

1 d? d w?
( 208 4Py 027”2,0(7“)) = m?

o) \" a2 T ar
1 Py
#(0) d6>

Aixi doncs, obtenim el sistema d’equacié diferencials

d? 1d w?  m?
7/2) + -2 Tl 22 )r=0
dr rdr c r
¢
— +mp =0
dp? ¢
Veiem que la segona equacié és molt similar a les anteriors, de manera que la seva solucié
(sense tenir en compte encara les condicions de contorn) sera com abans.

#(0) = Cp cos(mb) + Dy sin(mb)
La primera equacié mereix una mica més I’atencié. Si multipliquem tota I’equacié per 72
i fem el canvi de variable x = rw/c, obtindrem 'equacié de Bessel
2 d*p dp

2 2 _

que té per solucié
p(x) = Ay () + BYm(x)

on les funcions Jy,, Yy, son les funcions de Bessel de primera i segona especie.
La solucié del sistema de dues equacions, doncs, és

p(r) = Crm (%r) + D, Yy, (%r)
$(0) = Cy cos(mb) + Dy sin(mb)

onm =0,1,2,3.... Com que Y;,,(r) es fa infinit quan r — 0, el coeficient D, haura de
ser zero. Per altra banda, imposant la condicié de contorn de obtenim que p(r =
R) = 0. Si denotem ay, 5, les arrels 1,2,. .., n de la funcié J,,(z), aleshores aquests valors
determinen les freqiiencies dels diferents modes de vibracié w, = qmnc/R. Aixi doncs

U (1,0) = P (1) om (0) = T, (agnr)-(Cn cos(ml)+D,, sin(mf)) m=0,1,2,....n=1,2,3...

11



4 Metodes numerics per a la resolucié del problema

El problema que ens plantegem resoldre és

Au+k2u=0 enQ
u=20 en 0N)

per a diferents dominis €2, de manera que necessitem metodes numerics per poder resoldre
aquesta equacio diferencial.

Abans d’entrar en detall amb els metodes, pero, definirem alguns conceptes i enunciarem
alguns resultats que ens seran d’utilitat per a les segiients seccions.

Definicié 4.1. Sigui A € C™*™ una matriu quadrada. Un vector v € C"™ no nul és un
vector propi d’A, i A € C el seu corresponent valor propi, si

Av = v
El conjunt de tots els valors propis d’A s’anomena espectre, i es denota 2

Definicié 4.2. Una descomposicio en wvalors propis d’una matriu quadrada A, es una
factoritzacio
A=XAx"!

Definicié 4.3. Si X € C"*" es no singular, aleshores la funcié A — X 'AX s’anomena
transformacio de similitud. Diem que dues matrius A i B son similars si existeir alguna
transformacid de similitud entre elles, es a dir, si existexi X € C"*™ no singular tal que

B=X1AX.

Teorema 4.4. Si X € C™" es no singular, aleshores A i X 'AX tenen el mateix
polinomi caracteristic, © per tant els mateixos valors propis.

Demostracio. En primer lloc, si el polinomi caracteristic és el mateix, aleshores els
valors propis també ho seran. Per tant, només cal calcular

Px-14x(2) = det(XTAX — 2I) = det(X (A — 2I)X)
= det(X 1) det(A — zI)det(X) = det(A — 2I) = pa(2)

O

En particular, ens interessara especialment un tipus de transformacié similar o facto-
ritzacid, que és la segiient.

Definicié 4.5. Una factoritzacié de Schur de la matriu A es una factoritzacid de la forma
A=QrQ"
on @ es una matriu unitaria 1 T es triangular superior.

Observacié 4.6. Com que A i T son similars, els valors propis d’A apareixeran a la
diagonal de T'.
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4.1 Metode de les diferéncies finites

El metode de les diferencies finites consisteix en realitzar una discretitzacié de ’espali,
convertint-lo en una malla de punts, i aproximar ’equacié diferencial en cada punt per
diferencies entre el punt i els del seu entorn. Aixi, ’equacié diferencial en tot el domini
s’aproxima per un sistema d’equacions lineal que es pot solucionar de manera numerica.
En particular, en el nostre cas, el que ens interessara sera trobar els vectors i valors propis
d’aquella matriu, i per tant necessitarem metodes numerics per resoldre aquest tipus de
problemes (seccions i .

Es important tenir en compte que el tamany de pas s’ha de triar amb cura per garantir
la precisié de la solucié. Si el tamany de pas es massa gran, la solucié pot ser molt poc
precisa. D’altra banda, si el tamany de pas es massa petit, el procés de calcul pot ser
molt lent i requerir molt temps de computacio.

Per obtenir les equacions discretitzades, ens cal veure el segilient:
Sigui u : Q € R? — R? una funcié. Donat un punt (zg,y9) € R?, podem calcular en
valor de la funcié en un punt proper a aquest. Sigui h un valor petit, mitjancant Taylor,
tenim que
2.,
3922 5 (@0, 90)h% + O(h®)
(4.1)

U (g, o) + O(H?)

5]
w(zo + h,yo) = u(xo, yo) + ETZ(OCO, Yo)h +

ou
%(ﬁo,yo)fH' 292

De manera que sumant els dos desenvolupaments anteriors, obtenim

u(wo — h,yo) = u(zo,v0) —

2

922 5 (0, y0)h% + O(h*)

u(zo + h,yo) + u(zo — h,yo) = 2u(z0, yo) +
Si ho reescrivim, podem aillar

0%u u(zog + h,yo) + u(xg — h, — 2u(xg,
@(xojyo) = Uy (T0,%0) = (&0 o) + (;L2 to) (0,30) + O(h?)

Analogament en el cas de la y, obtenim

u(xo, Yo + h) + u(xo, yo — h) — 2u(zo, Y
Uyy (20, Y0) = (0,30 ) (Ohgo ) (zo 0)+O(h2)

I per tant, el laplacia d’una funcid es pot aproximar per

w(zo + h,yo) + u(xzo — h,yo) + u(zo, yo + h) + u(ro, yo — h) — 4u(xo, yo)

Au(zo,y0) = 12

+0(h?)

A partir de podem obtenir aproximacions de la primera i segona derivades d’altres
maneres que també ens seran tutils:

1. Diferencia finita cap endavant

au(l’m yO) U(I‘O + hv yO) — U(.’L‘(), yO)

= O(h
Ox h +O(h)

2. Diferencia finita cap enrere
Au(wo, yo) _ ul®o, yo) — u(zo — h, yo) +O(h)

ox h

13



3. Diferéncia finita centrada

Ou(wo,yo)  u(wo + h,yo0) — u(xo — h,yo) 2
Oz N 2h +0(1)

4. Diferencia forward de la segona derivada

Fent el desenvolupament en serie de Taylor de
0 102
u(wo + 2h, yo) = u(zo, yo) + £($07y0)2h + 5879;(:60’%)%2 +0(h%)
podem obtenir
d*u(zo,yo) _ u(@o + 2h, yo) + u(xo, yo) — 2u(xo + h, o)
Ox? 2h?

+0(h)

4.2 Metode ciclic de Jacobi

El metode de Jacobi consisteix en una seqiiencia de transformacions ortogonals de la
forma
A — PFAP, — PIPTAP P, — ..

Cada transformacié (una rotacié de Jacobi) es una rotacié dissenyada per col-locar un
zero en algun element de la matriu fora de la diagonal. Les transformacions successives
desfan alguns zeros, pero els termes de fora la diagonal es tornen petits fins que la matriu
finalment esdevé diagonal. La matriu formada pel producte de les diferents transforma-
cions ens dona la matriu dels vectors propis, i els termes de la diagonal de la matriu final
son els valors propis.

Aquest és un metode que funciona molt bé per matrius simetriques de dimensié modera-
da.

Sigui A una matriu real simetrica. Una rotacié de Jacobi P,, és una matriu de la forma

1

1

on tots els elements de la diagonal son 1 excepte els dos elements ¢ a les files p i q. Tot els
elements de fora de la diagonal son zero, a excepcié de ’element s de la fila p columna ¢ i
I'element —s de la fila ¢ columna p. Les lletres ¢ i s representen el cosinus i el sinus d’'un
angle de rotacié ¢, de manera que ¢ + s?> = 1. Aquestes matrius son les que s’utilitzen
per transformar la matriu A segons

A’ = Pl AP,
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Aquestes transformacions canvien només les files i columnes p i ¢ de la matriu A

_ a6p %q -
Qo pp aé)q U1
A= :
a,qO a;p CL,qq a;,n—l
L a;l,;l,p a’;lfl,q _

Podem obtenir explicitament aquests canvis tenint en compte que la matriu A és simeétrica.

Resulta ,

Ay = Clpp — SQ
/" vy r#ERT#
Qg = Chpg + SGrp

rq
/I 2 2

App = c2app + 82aqq — 2scayq
I

Ugg = S ;Lpp —|—20 Qgq + 25capq
I _ _

Qpg = (¢® = s%)apg + sc(app — agq)

La idea del metode de Jaconi es convertir a zero els elements de fora la diagonal mitjancant
un seguit de rotacions planes, i.e., producte de rotacions de Jacobi. Aixi doncs, per fer

a;q = 0, I'dltima equacié anterior ens dona l’expressié de ’angle de rotacié ¢:
2 2
¢ —s Qgg — @
0 =cot2¢ = =4
2sc 20,4

Si definim t = s/¢, la definicié de 6 es pot reescriure
242t —1=0
La solucié més estable es la que obtenim amb ’arrel més petita, que es

,_ sen(0)
6] + V62 + 1

Podem calcular, doncs, quan valen c1i s

t2+1
Finalment, per minimitzar errors d’arrodoniment, escriurem directament

/ —
apq—O

Convergencia

Es pot veure la convergencia del metode de Jacobi considerant la suma dels quadrats dels

elements fora de la diagonal
§= Y lon”

r#s
Utilitzant I'expressié explicita de la matriu A’, podem veure que
§'=S- 2‘%(1’2

La seqiiéncia de nombres S’ és monotona decreixent, i com que esta acotada inferiorment
)
per zero, eventualment acabara convergint a aquest valor (amb la precisi6 dels ordinadors).
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Valors i vectors propis

Per tant, finalment obtindrem una matriu D que sera diagonal. Els termes de la diagonal
ens donaran els valors propis de la matriu original A, ja que

D =PTAP

on P =P, -P,-P3--- iP; es la i-esima matriu de Jacobi utilitzada. Les columnes de
P seran els vectors propis. Igual que amb A’, podem calcular explicitament com és la
matriu V'’ després d’haver aplicat una matriu de Jacobi, és a dir

g .
Vi=V.Py
Obtindrem
-
Upg = Uprs (375])7375(1)
I
Upg = CUpp — SUrgq
o
Upg = SUpq + CUrq

Meétode ciclic

Per 1ltim, només queda parlar de la tria dels p, ¢ en cada pas. L’algoritme original que
plantejava Jacobi era buscar I’element de fora la diagonal més gran, pero aixo és forca
costés computacionalment parlant. Aixi doncs, el métode que he utilitzat és recorrer tots
els elements de manera ciclica per files, és a dir, anar en I'ordre Py1, Po2, - .., Pon—1, P12, P13, - ..
Per tal de millorar una mica el rendiment, abans de realitzar les operacions corresponent
per multiplicar la matriu P, es comprova que ’element a,, sigui més gran que una certa
tolerancia. En cas que no, es salta el pas.
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4.3 Metode QR

El metode o algoritme QR es basa en el segiient. Qualsevol matriu real es pot descomposar
de la forma
A=Q- R

on @ es ortogonal i R triangular superior. Ara, considerem la matriu formada per escriure
els factors anteriors en ordre oposat. Aixo es

A=R-Q

Com que @ es ortogonal, de la primera equacié podem obtenir R = Q7 - A, de manera
que la segona equacié resulta

A,:QT'A'Q

Veiem, doncs que A’ es una transformacié ortogonal de A, amb el que les matrius A’ i A
seran similars.

Factoritzacié QR. Algoritme de Schwarz-Rutishauser

L’algoritme de Schwarz-Rutishauser és una millora de I’algoritme d’ortogonalitzacio classic
de Gram-Schmidt, de manera que per entendre el primer, hem de recordar aquest ultim.
L’ortogonalitzacié de Gram-Schmidt es basa en calcular una matriu ortogonal @) a partir
d’una altra A, fent projeccions ortogonals de cada vectors ap € A,k =1,...,n a una vase
de vectors ¢; € Q(k),i = 1,...,k coneguts. Cada vector g € @ es calculat restant al
vector ay la suma de les seves projeccions en els vectors g;.
La projeccié d’un vector a en un altre q s’obté a través de
. (qa) . (g.a)
P P

(7, 9)

Aixi doncs, el procés de Gram-Schmidt es pot expressar com

k
Gk = Gk — Y _ projg iy,
i=1
» i
dk = 75
1 ||
L’algoritme de Schwarz-Rutishauser proposa el segiient: calcular les projeccions i després
normalitzar es poden estalviar, si enlloc de calcular la projeccié calcules només el producte
escalar. Es a dir, tenint en compte la defincié de projeccié, podem escriure

k
- - T o\ =
4k = Qg — Z<ql 7ak>Qi
i=1
Ara bé, com que la matriu R = QT A, podem calcular 'i-ésim element del vector columna
rE Segons
T
Tik = <q@ ,(lk>
Substituint aixo a I’equacié de més amunt, tenim

k
Q= Ay — E i ki
i1
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Com que inicialment @ és igual a A, el calcul de ¢'i 7 es pot escriure de manera recursiva
ik = (@ > )
@ = Q@ — Ti kG
Per 1dltim, ens caldra calcular el valor 7, 1, que sera la norma del vector g
Thgo = |||
i finalment normalitzar el vector columna ¢, dividint-lo tot per la seva norma, acabada

de calcular i igual al terme 7y 4.

Reduccié Hessenberg

Definicié 4.7. Una matriu H € R™" s’anomena Hessenberg superior si
hij=0 Vi,j amb i>j+1

Una matriu Hessenberg superior és irreductible si

hi-i—l,i 750\77/ S {1,...,n—1}

Per aplicar el metode QR per a matrius generiques, se sol fer previament una reduccio
de la matriu a una matriu Hessenberg.

Una de les maneres de fer aquesta reduccié és mitjancant les transformacions de Hou-
seholder.
Les transformacions de Householder son transformacions ortogonals corresponents a re-
flexions en un pla. Les reflexions respecte un pla ortogonal a un vector unitari v es poden
expressar matricialment segons
H=1-2vw"

Ens interessara en concret fer projeccions que vagin a parar al primer vector de la base
e1. Suposem que volem fer la projeccié d’un vector a. Aixo és

Ha = aey = [|Ha| = [la] = afler] = o

Volem que la projeccié preservi la norma.
Sigui u el vector que va de Ha a a, és a dir, de la projeccié del vector al vector original.
Aleshores, podem escriure

Ho=a—-—u<—=u=a—Ha=a— ae
Si triem o = —sign(ay)||al|, aleshores el vector u queda definit per v = a + sign(ay)||a||e:.
Proposicié 4.8. El vector v = u/||u|| satisfa

H=1- 2!
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Demostracié. Per agilitzar, definim s = —sign(a;). Volem veure que es compleix

T
Ha = (I - 2%) a = s||aller

. Comprovem-ho:

ul'a = (a — s||al|e;

)'a=a]|* — sailla]
uu=(a — s|aller)” (a — s|allex)
=llall* - 2saxlall + [l=|*|les]
=2([lal|* - sa1lall) = 2u"a
Haza—Zu# =a—u = s|alle
ul'u

Per 1ltim, a partir d’aquestes matrius de Householder, podem construir la descomposicié
de Hessenberg de la matriu A, és a dir,

UFAUy=H, UlUy=1I

com a producte de matrius de Householder Py, ..., P,_o. El rol de P, es posar zeros a la
k-esima columna sota la subdiagonal.

Iteracié QR desplacada

Sigui p € R i considerem la iteracié:

H = UL AU, (reduccié Hessenberg)
per k=1,2,...
H—ul =UR (factoritacié QR)
H=RU + pl

L’escalar p s’anomena desplagament. Les matrius H generades son similars a A, ja que
RU 4+ pul =UT(UR+ ul)U =UTHU
Si ordenem els valors propis A; d’A de manera que
A —pl = = A — pf

i p esta fixat, aleshores es pot demostrar que el p-eésim element de la subdiagonal conver-
geix a zero segons el quocient

k

Apt1 — M‘
Ap — 1

Si A\p = Apy1, aleshores clarament no convergeix. Pero, per exemple, si 1 és molt més

proper a A, que a la resta, col-locar un zero a la posicié (n,n — 1) és rapid. Un cop
aconseguit, podrem desacoplar la matriu H en dues submatrius irreductibles. De manera

més generica, si tenim
H [Hll Hio

0 Hoy
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aleshores el problema es desacopla en dos problemes menors que involucren Hij i Hoo.
Aix0 dona lloc a la iteracié QR amb desplacament variable:

H = UL AU, (reduccié Hessenberg)
per k=1,2,...
p=H(n,n)
H—-ul =UR (factoritacié QR)
H=RU+ pl

Amb aquest metode, doncs, obtindrem finalment una matriu H triangular superior que
contindra els valors propis de la matriu A

Determinacié dels vectors propis

Amb els resultats vists anteriorment, en el cas d’'una matriu no simetrica, no és possible
calcular directament els vectors propis mitjancant el metode QR. La matriu H (%) final és
triangular superior pero no diagonal. La manera de calcular els vectors propis seria reso-
lent el sistema (H (k) _ A)w = 0. Com que H és triangular, es podria resoldre rapidament
per substitucié backward, és a dir, I’algoritme seria

per k=n,n-—1,...,1
si |hgr — Al < tol
Wk =1
si no
Wk =10
perj=k+1,...,n
Wik = Wr gk — Iy jw;

Wik = Wei/(her —A)

No obstant, aquest algoritme presenta certs problemes quan tenim un valor propi amb
multiplicitat més gran que 1, ja que aleshores la condicié |hy ;, — A| < tol es compleix dues
vegades. D’aquesta manera és dificil obtenir dos vectors propis de valor propi igual que
siguin linealment independents.

Es per aixo que I’he modificat de manera que en cada iteracié ¢ de l'algoritme anterior,
on utilitzo el valor propi \; = h;; faig directament w;; = 1, i si per algun k # ¢ tinc que
|hie — A| < tol, aleshores wy ; = 0 a continuacié desenvolupo l'algoritme tal i com esta.
D’aquesta manera, si per exemple A\ = A9, la iteracié ¢ = 1 em genera un vector de la
forma (1,0,...) mentre que la iteracié i« = 2 em genera un vector (0,1,...), amb el que
m’asseguro que son linealment independents.

Un cop tinc els vectors propis, utilitzant la relacié

HE —ygTE . . gTOHgOO) . gk — gT O

podem recuperar els vectors propis de la matriu Hessenberg H(©), ja que si v és un vector
propi de H© és a dir, si HOv = v per algun A, aleshores

HOp =\« UHPUTy = v = HOU o = UT o = HP(UTv) = AU )
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Per tant, w := UTv és un vector propi de la matriu triangular superior H*), i per tant, per
recuperar els vectors propis només cal fer v = Uw. Finalment, com que H©® = UOT AUy,
tindrem que el vector propi de la matriu A sera u = Uyv = UgUw .
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5 Implementacié numerica

En aquesta seccié veurem com s’ha dut a terme la implementacié numerica de la resolucié
de I'equacid |3.4) en els casos de la geometria quadrada, geometria polar, i en el cas de dues
superficies poligonals.

5.1 Membrana quadrada

Hem de buscar els vectors i valors propis de I'operador A en la nostra geometria determi-
nada, en aquest cas, la quadrada. Reescrivim explicitament 1’equacié anterior en el cas
d’un espai de dimensi6 2 en coordenades cartesianes, i ens queda:

9%u n 9%u w?
oL
ox?  0y? c2

Figura 3: Malla de discretitzacié en el cas de la membrana quadrada.

Si ara considerem una graella a la membrana de mida N en cada coordenada, és a
dir, de N? punts, podem aproximar en cada punt l’equacié diferencial anterior per una
equacié més senzilla, utilitzant les aproximacions segiients:

fle—h)=2f(x) + f(x+h)

1
T) ~
7"(a) h
Si definim xy, := xo+kh, on h = {5 i analogament per yj, aleshores I'equacié diferencial

en cada punt x; y; és de la forma

Pulwi,y;)  w(wioi,yy) — 2ulwi, ys) + u(Tiv, yj)
Ox? - h?

82,”(757:7 yj) ~ U(.%', yj—l) - 2’LL(£L'Z, y]) + U(I’l‘, yj—i—l)
Oy? a h?

Per simplificar la notacid, escriurem w; j := u(z;, y;).
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Ui—15 + Uit1j + Uz j—1 — 2Ui5 + Ui 41 — 4ug w
2

2
2&]
Uintj + Uigrg +Uij-1 = 2+ v — dui = —hTgug

Hem discretitzat una equacié diferencial en derivades parcials a un sistema de N2
equacions lineals. Per tant, només cal escriure-la de forma matricial, en una matriu A,
i resoldre el problema AU = AU, on U sera un vector de mida N? que representara la
posicié z de cada punt de la graella. Els valors propis A seran negatius i proporcionals al

quadrat de la freqiiencia d’oscil-lacié d’aquella ona (A = —h2‘;’—22). La matriu té la forma
per blocs ) )
B Iy
Iy B
A =
- IN B -

on Iy és la matriu identitat de dimensié N, com la matriu B, que té la forma

La matriu resultant és clarament simetrica, de manera que amb el metode ciclic de Jacobi
podem obtenir les solucions del problema de valors i vectors propis.

23



5.2 Membrana circular

Ara separarem ’espai també amb una graella pero de les components (7, §) de les coorde-
n : 3 — : _ _ _R _ 27

nades polars. Es a dir, tindrem 7 := kh 1 8, = lhg on h = NoT | hy = Nheta Aleshores,

podem aproximar en cada punt I’equacio diferencial anterior per una equacié més senzilla,

com abans:

Per simplificar la notacié, escriurem wy, ; := u(ry, ;).

Figura 4: Malla de discretitzacié en coordenades polars.

A partir del laplacia en coordenades polars i utilitzant les diferencies finites per r i 6, el
terme de 'esquerra de ’equacié |3.5| resulta
Ug1,0 T Ug—1, — 2Upy n 1 Upg1g — uk—14 n 1 ug g +ugg—1 — 2ugy
h? Tk 2h 2 h?

Agrupant termes, obtenim

2(1+ iy + 1+h7" +(1 i + h’%( + )
— — | u — |u — — | up— ——=(u U —
T%hg k,l 27”]g k+1,1 27"k; k—1,1 hg’f']% k,l+1 k,l—1

Ara tenint en compte que r; = kh, R, i multiplicant tot per hg:

1 h3 h? 1
-2 <h§ + ]{32R2> Uk, + (hz + %9R> Uk+1,1 + <h§ — 2;R> Uk—1,1 + kTRZ(uk’H—l + uk,l—l)

Casr=0

El cas r = 0 presenta una singularitat quan es fa una discretitzacié en coordenades po-
lars. Davant d’aixo0, les dues opcions més comunes son, o bé ignorar-lo comencant a partir
de r = h i modificant la discretitzacié en aquests punts, o bé considerar-lo utilitzant la
discretitzacié cartesiana localment en » = 0. He optat per aquesta segona, i de fet el
punt r = 0 representa la primera component del vector u. He tingut en compte per als
exemples numerics que Ny fos divisible entre 4, per tal que aquesta aproximacio fos el
mes acurada possible.

Novament, hem discretitzat una equacié diferencial en derivades parcials a un sistema
de (N, + 1) - Ng + 1 equacions lineals. Per tant, només cal escriure-la de forma matricial,
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en una matriu A, i només haurem de resoldre el problema Au = Au, on u sera un vector
de mida (N, + 1) - Np 4+ 1. La matriu té la forma per blocs

[—4 Oy
C  A(rg)  By(re)

A= B_(ry) A(re)

- By(ry)
Bi(rr)  Alre)

on les matrius A(ry), By (rx), B—(tx) i C son

] ) -
S w
L 4
A(rg) = | '+
. 1
: 2
1 Y
L i i
Bi(re) = (1421
rE) = —
h
B_(r)=(1-—]1I
0= (1= 5= ) I
h
1_27‘k
C =
_h
2ry

Per dltim,
On=(1,...,1,...,1,...,1,...)

on cada 1 estd N/4 posicions allunyat de 1’anterior /segiient. Com es pot veure, la matriu
de la discretitzacié polar no és simetrica a diferencia de les matrius obtingudes per discre-
titzacié de coordenades cartesianes. Aquest fet provoca que s’hagi hagut de desenvolupar
el meétode QR per als casos on el metode ciclic de Jacobi no funciona. Després d’una llarga
recerca, no he trobat cap referencia que fes una discretitzacié en coordenades polars que
donés com a resultat una matriu simetrica. El fet que aix0 no sigui possible es podria
justificar tenint en compte que perque sigui simetrica, la contribucié de dos punts en les
discretitzacions de 1’altre han de ser simetriques. Es a dir, la contribucié que un punt p;
té sobre un punt po quan discretitzem ’equacié en ps, ha de ser la mateixa contribucié
que té po en pi. Aixo assegura que a;, i, = G, (entenent i; com I'index del punt p;)
i per tant la matriu sigui simetrica. El problema es que amb l’equacié plantejada tal i
com esta, dos punts contigus al llarg del radi tindran contribucions diferents, ja que les
equacions tenen dependencia explicita del radi, i per tant, no sera possible obtenir una
discretitzacié simetrica.
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5.3 Membrana irregular

Per ultim, explicarem com s’ha dut a terme la discretitzacié de les dues superficies

Definici6 del poligon

Per a fer la discretitzacié de superficies com les de la imatge anterior, el primer que s’ha fet
és partir d’una discretitzacié en coordenades cartesianes del quadrat (0,1)? i extendre-la
fins alla on fos necessari. Aleshores, per tal que les condicions de contorn apliquin bé en
la graella de punts de discretitzacio, cal que es compleixin les condicions segiients

1. Tots els vertexs estiguin sobre punts amb coordenades enteres (o naturals). Aquesta
condicié es podria relaxar, tenint en compte que el que és necessari és que els
vertexs estiguin sobre punts de la discretitzacié. No obstant, si no estiguéssin sobre
punts amb coordenades enteres, aquesta condicié podria dependre de la mida de la
discretitzacio.

2. Els seus costats siguin o be paral-lels a algun dels eixos x, ¥y, o be amb un angle de
45° respecte ells. D’aquesta manera ens assegurem que els punts de I'entorn d’un
punt interior siguin o bé interiors, o estiguin just sobre la vora de la superficie.

L’article [4] explica que una solucié quan la graella no encaixa amb la vora, és traslladar
les condicions de contorn punts del voltant, o bé interpolar, pero aixo queda fora de I’abast
d’aquest treball.

Punts interiors

El segiient pas ha estat determinar de tots els punts de la graella, aquells que es troben
estrictament a l'interior del poligon. Per fer-ho, he utilitzat un algoritme que recorre
tots els punts de la graella, i per cadascun, traga un raig perpendicular que va comptant
quantes vegades travessa una aresta. Si a 'arribar al final el nombre d’arestes és imparell,
aleshores el punt es troba dins del poligon. Si el nombre, en canvi, és parell, vol dir que el
punt es troba fora d’aquest. Tot i la senzillesa d’aquest algoritme, funciona prou bé, tot
i que hi ha algun cas excepcional: quan el punt esta en una aresta o en un vertex. Per
tant, he afegit dues condicions adicionals que fan que un punt molt proper a un vertex o
a una aresta (més proper que la distancia entre dos punts consecutius de la graella) els
considerin fora de 'interior del poligon.

26



Construcci6é de la matriu

Un cop tinc els punts interiors, ja puc construir la matriu de discretitzacié. Per fer-ho, he
de posar tots els termes de la diagonal a —4 i trobar els punts que estan relacionats. Es
a dir, dos punts estaran relacionats si estan un al costat de l'altre. Per trobar aquestes
relacions, utilitzo el segiient algoritme:

1. En el pas de tria de punts interiors, emmagatzemo la informacié sobre I'index del
primer punt de cada fila, aixi com les coordenades del primer i dltim punts de cada
fila.

2. Per cada punt, si el segiient punt segueix a la mateixa fila (és a dir, si les coordenades
y sén iguals) aleshores els dos punts estan relacionats.

3. Quan hi ha un canvi de fila, comparo les coordenades x dels primers punts de
la nova fila i la fila anterior. En el cas que la coordenada x del punt de la fila
anterior sigui més petit, aniré recorrent la fila anterior fins trobar un punt amb les
mateixes coordenades. En el cas que sigui major, m’esperaré fins que el bucle arribi
a la coordenada x del primer punt de la fila anterior. En qualsevol cas, tindré la
correspondeéncia entre el punt de la nova fila i el punt de 'anterior, aixi que quan la
trobi, els dos punts estaran relacionats.

Si els punts ¢ i j estan relacionats, aixo vol dir que a;; = aj; = 1, de manera que aquesta
construccié ens assegura que la matriu resultant sera simetrica i, per tant, la podrem
resoldre amb el metode ciclic de Jacobi.

Finalment esmentar que aquesta implementacié és més generica que la quadrada. De fet,
I’he aprofitat per fer els calculs per una membrana rectangular de mides a =3ib=1, 1
també per una membrana quadrada de costat a = 3.
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6 Resultats

En aquesta seccié veurem els resultats obtinguts amb els programes que he realitzat. Els
resultats que es mostren a continuacié estan calculats amb els segiients valors:

En tots els exemples, s’ha agafat un valor de la velocitat de propagacié ¢ = 1.

En el cas de la matriu circular: R =1, N, = 10, Ny = 32, de manera que la matriu és de
dimensié dim = 321 (= N, - Ng + 1).

En el cas de la matriu quadrada: a = 1, N = 50, de manera que la matriu és de dimensié
dim = 2500 (= N?).

En el cas de les figures de Kac i la matriu rectangular, s’ha fet una discretitzacié de
N = 20 sobre cada costat del quadrat unitat (és a dir, 192 = 361 punts a (0,1)?), i les
figures estaven definides a dins de (0, 3)2. Els punts interiors de les figures de Kac, i per
tant, la dimensié de les matrius és de dim = 1311, i en el cas de la membrana rectangular,
la dimensié de la matriu és de dim = 1121 (= 19 - 59).

En primer lloc, veiem els primers modes normals de vibracié per a les membranes
circulars i quadrades. Podem comprovar amb les figures de la solucié analitica que els
resultats obtinguts son satisfactoriament semblants als analitics que esperariem.

Figura 5: Primers modes normals de vibracié per a la membrana circular de radi R = 1.

Com veurem en la seccié segiient amb més detall, podem observar que en el cas de la
membrana quadrada, els vectors propis corresponents al model (2,1) i el mode (1,2) no
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s’aproximen als que hem predit teoricament. Esperariem que les ondulacions tinguessin el
seu maxim a ’al¢ada del centre d’algun dels costat, i no a prop del vertex. Aixo és degut
una degeneraci6 en els valors propis: la simetria quadrada provoca que els modes (2,1)
i (1,2) tinguin el mateix valor propi, de manera que el subconjunt de vectors propis en
aquest cas és de dimensi6 2. Per tant, si bé el que hem obtingut no era el que esperavem
analiticament, es pot comprovar que aquest és combinacié lineal del vector propi (2,1) i
el (1,2) que tenim analiticament. De fet, si veiem la ﬁguraﬁl7 observem que ara clarament
el (2,1) i el (1,2) sén com esperariem. Aquest problema ens passara sempre que dues
parelles (n1,m1) i (na, m2) siguin tals que el seu valor propi sigui el mateix.

Figura 6: Primers modes normals de vibracié per a la membrana quadrada de costat
=1.
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Figura 7: Modes de vibracié (2,1) i (1,2) per a la membrana rectangular de costats a = 3
ib=1.

Per ultim, aqui veiem el resultat de discretitzar les dues figures irregulars que refuten
la pregunta de Kac [3]. Podem veure a la taula [I| que els valors propis mostrats son
exactament iguals amb la precisié del programa. De fet, tots els valors propis calculats
coincidien. Aixi que si aquests dos timbals existissin, sonarien igual.

Finalment, també podem veure una representacié dels primers modes normals de vibracid
de les dues superficies.

Vaps 51 ‘ Vaps So
-10.1734857 | -10.1734857
-14.6295013 | -14.6295013
-20.7135001 | -20.7135001
-26.0540872 | -26.0540872
-28.9429661 | -28.9429661
-36.6630525 | -36.6630525
-42.1023696 | -42.1023696
-45.8243775 | -45.8243775
-49.0041145 | -49.0041145
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Taula 1: Comparativa dels primers valors propis de les dues superficies irregulars.



Figura 8: Primers modes normals de vibracid per a les dues superficies irregulars.
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7 Comparativa amb la solucié analitica

En aquesta seccid veurem les imatges dels primers modes de vibracié calculats analiticament
en el cas de la membrana circular, la membrana quadrada i la membrana rectangular.
També es mostra en unes taules la diferencia maxima entre la solucié analitica i la so-
lucié numerica, entés aquest maxim com max;|un (i, yi) — uq(xs, yi)| on u, és la solucié
numerica i u, 'analitica.

Figura 9: Primers modes normals de vibracié per a la membrana circular de radi R = 1.

Diferéncia maxima  w analitic  w numeric

m n
0 1 8.324 x 107° 2.40482556  2.39916027
1 1 1.420 x 1073 3.83170597  3.81844209
0 2
1 2

1.866 x 104 5.52007811  5.46136430
7.092 x 1073 7.01558667 6.92650706

Taula 2: Error en el calcul dels vectors propis i comparativa dels valors propis de la
membrana circular.
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En el cas de la membrana quadrada, i del justificat en el capitol anterior, en el cas (2,1)
(resp. (1,2)), la taula mostra les diferéncies entre la solucié analitica i la suma (resp. resta)
dels dos modes de vibracié obtinguts numericament. Com es pot comprovar, no s’obtenen
valors tan bons com en els casos (1,1) i (2,2), pero tot i aixi son raonablement acceptables,
ja que hem de tenir en compte possibles errors en trobar aquesta correspondencia de
modes de vibracié. A més, s’hi afegeix una comparativa dels valors propis obtinguts
numericament i els predits analiticament.

Figura 10: Primers modes normals de vibracié per a la membrana quadrada de costat
a=1.

Diferéncia maxima  w analitic  w numeric

n

1 1.023 x 1074 4.44288294  4.44184646
2 4.136 x 1072 7.02481473  7.02068373
1
2

4.132 x 1072 7.02481473  7.02068373
1.973 x 1074 8.88576588 8.88031531

N =

Taula 3: Error en el calcul dels vectors propis i comparativa dels valors propis de la
membrana quadrada.
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Podem veure en el cas de la membrana rectangular, per als primers modes de vibracid,
on encara no s’ha produit la degeneracio, les solucions numeriques s’aproximen molt be
a les analitiques.

Figura 11: Primers modes normals de vibracié per a la membrana rectangular de costats
a=3ib=1.

Diferéncia maxima  w analitic  w numeric

n

1 4.937 x 107 3.31152942  3.30842859
2 4.937 x 1075 6.36985403 6.34438012
1
2

4.946 x 107° 3.77572447  3.77250726
4.946 x 10° 6.62305884 6.59827786

N =

Taula 4: Error en el calcul dels primers vectors propis i comparativa dels valors propis de
la membrana rectangular.
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8 Conclusions

Podem afirmar, doncs, que hem obtingut unes simulacions numeriques molt satisfactories
dels modes de vibracié de membranes.

En el cas de les membranes circulars, amb les taules anteriors podem deduir que la
solucié numerica és millor o més propera com més petit és el nombre n, és a dir, la particié
dels angles. En els casos de n = 0 obtenim diferencies de I'ordre de 1072,10~% mentre
que augmenta quan n = 1.

Els casos de degeneracié dels vectors propis de la membrana quadrada queden justifi-
cats amb els resultats obtinguts de la membrana rectangular. Tot i aixi, queda pendent
estudiar si es podrien evitar d’alguna manera.

Finalment, hem comprovat que efectivament les dues superficies de Kac tenen els seus
valors propis iguals, i hem pogut observar alguns dels seus modes de vibracié fonamentals.

No obstant, aquests resultats també presenten certes limitacions, com 'efectivitat i ve-

locitat dels metodes quan la dimensio de la discretitzacié creix molt, o la propia limitacié
de les diferencies finites. Una possible continuacié seria provar altres metodes numerics
més rapids 1 eficients, aixi com el metode dels elements finits per poder ser capacos de
discretitzar superficies amb vora més complexa.
A més, els programes que he fet tractaven les matrius de discretitzacio, que son matrius
esparses, com matrius plenes amb molts zeros. Una millora que es podria implementar
respecte aix0 pot ser el tractament més curds de memoria, guardant només la quantitat
de memoria necessaria, que incrementaria ’eficiéncia per a dimensions molt grans.
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