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Resumen

La revision de la literatura sobre la reflexion sobre la prictica docente muestra que el profesorado
tiene dificultades para interpretar aspectos epistémicos de las tareas y para identificar su potencial educativo. Por
tanto, es relevante investigar si estas dificultades también se dan en el profesorado ecuatoriano. En esta linea, la
problemitica de investigacion se concretd en la enseiianza y el aprendizaje (EA) del criterio “implementar una
muestra  representativa de la complejidad del objeto matenmritico que se quiere enseiiar” en procesos de formacion
implementados en dos contextos institucionales: a) con profesores de secundaria de matematicas de Ecuador en
activo y b) en la formacion inicial de docentes en el nivel de la Educacidn General Bdsica y el Bachillerato, en

concreto, en la Carrera de pedagogia de las ciencias experimentales: matematicas y fisica.

E7 objetivo general (OG) de investigacion es: Desarrollar el diserio, la implementacion y el andlisis de
ciclos formativos que promuevan la realizacion de andlisis valorativos de procesos de instruccion por parte de los
profesores utilizando la herramienta criterios de idoneidad diddctica (CID) e investigar como se desarrolla el
andlisis diddctico en estos dispositivos formatives. En particular, se hace énfasis en el desarrollo de la reflexiin
docente acerca a la EA de los objetos matematicos a través del uso del componente “representatividad de la
complejidad del objeto matematico a enseiiar” del CID epistémico. Este objetivo general se concreta en cinco

objetivos especificos, los dos primeros son instrumentales para conseguir los tres riltimos.

OET1: Construir una posicion compartida entre los directores de tesis y la doctoranda acerca de las
diferentes maneras de entender la complejidad de los objetos matematicos y sobre criterios para diseniar secuencias

diddcticas para la ensenianza del componente representatividad de la complejidad.

OFE2: Elaboracion de un banco de tareas para su posible incorporacion a ciclos formativos
direccionados a la formacion continua e inicial de profesores de matemiticas, que haga énfasis en la EA del uso
del componente “representatividad de la complejidad del objeto matematico” del criterio de idoneidad epistémica.

OE3: Disenar e implementar ciclos formativos (CEF) en la formacion continua de profesores de
matematicas de secundaria en ejercicio, acerca del uso del componente “representatividad de la complejidad del

objeto matemitico” del criterio de idoneidad episténica.

OEA4: Disernar e implementar ciclos formativos (CE) en la formacion inicial de profesores de educacion
bdsica superior y bachillerato de matemidticas —para la ensenianza y aprendizaje del componente
“representatividad de la complejidad del objeto matemitico” del criterio de idoneidad epistémica— para usarlo en
la reflexcion de secuencias diddcticas diseniadas e implementadas para la ensenianza y el aprendizaje de diferentes

objetos matematicos contemplado en el curriculo de secundaria ecuatoriano.



OLE5: Investigar la reflexcion que hacen los profesores en servicio y los futuros profesores de matematicas
ecuatorianos acerca de la “representatividad de la complejidad del objeto matemadtico” del CID epistémico, al usar
este componente en la reflexion de secuencias diddcticas diseniadas e implementadas en sus pricticas

preprofesionales.

La consecucion de estos objetivos se muestra en las siete publicaciones que constituyen esta tesis. Los
resultados relacionados con los objetivos 1y 2 estian presentes en las siete publicaciones. Los resultados relacionados
con los objetivos 3 y 5 se hallan en las tres primeras publicaciones (capitulos 2—4) realizadas en el contexto de la

Sformacion continua del profesorado de secundaria de matematicas del Ecuador. 1os resultados relacionados con
los objetivos 4 y 5 se hallan en las publicaciones 4, 5 y 6 (capitulos 5—7) realizadas en el contexto de la formacion
inicial del profesorado de secundaria de matemidticas del Ecunador. El capitulo de libro que se presenta como
séptima publicacion (capitulo 8), se relaciona con el objetivo 5y es una presentacion conjunta de las cinco primeras

publicaciones (capitulos 2—6) gue permite tener una vision global sobre las publicaciones de esta tesis.

87 bien las caracteristicas metodoldgicas generales son las mismas en las siete publicaciones (cualitativa
Y con muestras intencionales), las fuentes de informacion y la metodologia especifica para cada uno de los cinco
OFL es diferente. Para los objetivos 1 y 2, después de un andlisis de las diferentes fuentes documentales, se ha
construido una posicion compartida entre los directores de tesis y la doctoranda acerca de las diferentes maneras
de entender la complejidad de los objetos matemiticos y sobre criterios para diseiiar secuencias diddcticas para la
ensefianza del componente representatividad de la complejidad. A su vez, se ha confeccionado un banco de tareas
(algunas presentes en las fuentes consultadas y otras de diseiio propio) corvespondientes a blogues tematicos
diferentes y que sirven para mostrar la pluralidad de significados de un objeto matematico, de sus tipos de
representacion y de los problemas donde se aplica. Para los objetivos 3 y 4 se han diseiiado e implementado ciclos
Jformativos cuyo objetivo era introducir los CID para orientar la reflexion sobre la propia prdctica. Para ello, se
adaptd, a cada contexto institucional, la estructura habitual de un ciclo formativo cuyo objetivo es realizar un
redisenio de la prdctica docente, orientado a su mejora, usando la herramienta CID como referente tedrico. Para

el diltimo obyjetivo, la metodologia ntilizada, basicamente, ha consistido en el andlisis de contenido.

Para los objetivos OET y OEZ2 los resultados obtenidos son: a) una posicion compartida entre la
doctoranda y sus directores de tesis sobre como entender la complejidad de los objetos matematicos. Se ha tomado
como referente teorico el Enfoque Ontosemidtico (EOS) y, de acunerdo con este enfoque, se ha caracterizado la
compleidad de los objetos matemiticos (en términos de pluri significacion). Por otra parte, (b) se han acordado
criterios para disefiar secuencias diddcticas para la ensenianza del componente representatividad de la complejidad,
que se sintetizan de la siguiente manera: si se pretende enseiiar a profesores o futuros profesores la importancia de

tener en cuenta, para la EA de un determinado objeto matematico, una muestra representativa de los diferentes



significados de dicho objeto en el diserio, valoracion y rediseno de secuencias de tareas, el proceso de instruccion se
debe diseniar teniendo en cuenta el signiente principio: para poder usar este componente en la valoracion y rediserio
de secuencias de tareas, el profesor, como minimo, debe conocer los diferentes significados del objeto matemitico a
enseniar y sus conexiones, debe conocer cudles de estos significados estan incluidos en el curriculum y debe poder
seleccionar y/ o crear tareas en las que se tenga que usar un determinado significado del objeto matematico que se
pretende enseniar. Siguiendo estos criterios (c) se ha confeccionado un banco de tareas (algunas presentes en las
[fuentes consultadas y otras de diseiio propio) correspondientes a distintos blogques tematicos y que sirven para

mostrar la pluralidad de significados, representaciones y campos de problema de un objeto matemiitico.

Para el objetivo OE3 el resultado es que se ha diseriado e implementado un ciclo formativo en la

formacion continna de profesores de matematicas de secundaria en eercicio, acerca al uso del uso del componente
“representatividad de la complejidad del objeto matematico” del criterio de idoneidad epistémica. Dicho ciclo signe

esta secuencia: a) Andlisis de casos (sin teoria). b) Emergencia de los niveles de andlisis didacticos propuestos por
el EOS. ¢) Tendencias en la enseiianza de las matematicas. d) Teoria (CID). ¢) En la asignatura de Trabajo
Final de Master los alumnos utilizardan los CID para valorar su propia prdctica, en concreto la unidad que han
diseniado e implementado. Por otra parte, en el paso d de esta secuencia se ha enseiiado el uso del componente
representatividad de la complejidad de acuerdo con los criterios especificos obtenidos como resultado de los OET y
OFE2. La implementacion de los pasos a-d se describe en el primer articulo (capitulo 2) y el paso e en el tercer

articulo (capitulo 4). Con relacion al objetivo 5, las publicaciones de los capitulos 2—4 aportan resultados

especificos para los objetos matemiticos: Teorema de Pitdgoras, media aritmética y medidas de tendencia central.

Con relacion al OE4 se han diseiiado e implementado varios ciclos formativos en asignaturas de la
Carrera de Pedagogia de las Ciencias Experimentales de la Universidad de Cuenca en los que se pone el énfasis,
sobre todo, en la descripcion de la EA del componente “muestra representativa de la complejidad del objeto a
enseniar” de acuerdo con los criterios elaborados en los objetivos especificos OET y OE2. En concreto, para este
componente, se siguio la signiente secuenciay a) los estudiantes conjuntamente con el docente seleccionaron una serie
de objetos matemdticos de los cunales se estudiaria su complejidad, b) con los objetos asignados y los grupos
organizados, a cada uno se le proporciond literatura relacionada con el objeto sobre el que debian reflexionar, c)
el grupo debia hacerse preguntas como cudles son los significados parciales del objeto matemitico, cudles se trabajan
segrin el curriculo con los alummnos de secundaria, y qué representaciones se pueden asociar a cada uno de los
significados parciales de estos objetos matemiiticos, d) se les pidid que propusieran problemas para cada significado,
¢) después, cada grupo informd de sus reflexiones al gran grupo, ) el gran grupo resolvid las tareas que se habian
propuesto en cada pequerio grupo, g) finalmente, los estudiantes discutieron los resultados obtenidos, analizando

su aplicacion y generalizacion, a través de conclusiones y recomendaciones para tener en cuenta la complejidad de



los objetos matemdticos en los procesos instruccionales. Con relacion al OES5, las publicaciones de los capitulos
5=T aportan resultados especificos para diversos objetos matemiticos, entre otros: media aritmética; nimeros

complejos, Teorema de Tales, ecuaciones, fracciones, funciones afines y cuadriticas.

La conclusion general de esta tesis es que incorporar el componente muestra representativa de la
complejidad del objeto matemitico para valorar la idoneidad epistémica de un proceso de EA, no es tarea ficil,
ni para los formadores ni para sus alumnos (futuros profesores o profesores en servicio), pero se puede enseniar y
aprender como parte del proceso de formacion del profesorado ecuatoriano de matematicas de secundaria. Entre
otras ragones, por la necesidad de realizar un estudio preliminar orientado a la reconstruccion de un significado

global sobre el objeto matematico que se quiere enseiiar para ser conscientes de su complejidad.

Abora bien, a pesar de estas dificultades, un resultado de la reflexion sobre la complejidad de los
objetos matematicos en la formacion de profesores es que, como resultado de la experiencia realizada, los
participantes son conscientes de que, para mejorar el aprendizaje de las matematicas, es necesario tener en cuenta
la complejidad de los objetos matematicos, entendida como las diferentes formas de comprender los significados y
su aplicacion en la resolucion de problemas. Entre otras razones porque, para el profesor, conocer una muestra
representativa de significados de un objeto matematico, le permite trabajar con una diversidad de problemas,
Sacilitando que los alumnos construyan una red de significados parciales, conectados entre si, que les permita

desarrollar la competencia matematica que les posibilita resolver diferentes tipos de problemas.

Otra conclusion a resaltar, relacionada con la investigacion de articulo 7, es el papel que tienen las
matemadticas ensefiadas en la guia de valoracion de la prictica preprofesional utilizada por los docentes tutores de
la Carrera de Pedagogia en Ciencias Experimentales de la Universidad de Cuenca. Por una parte, las preguntas
de la guia se pueden reinterpretar como indicadores, componentes o criterios del constructo CID y, por otra parte,
casi no se contemplan preguntas sobre la idoneidad epistémica. I hecho de que la institucion no considere
prioritario la contemplacion de los aspectos epistémicos en la evaluacion de las practicas docentes de sus estudiantes
es un resultado que puede facilitar que esta institucion ahora vea como problemidtico algo que antes no se
consideraba asi (dar poca importancia a valorar la calidad matematica que imparten sus alummos). Al asumir
como problematica la guia que se usa para valorar la practica, se pueden propiciar cambios en la institucion para

generar una nueva guia enriguecida con preguntas relacionadas con la calidad de las matemiticas ensenadas.



Abstract

The literature on reflection on teaching practice shows that teachers have difficulties interpreting epistemic
aspects of tasks and identifying their educational potential. Therefore, it is relevant to investigate whether these
difficulties also occur in Ecuadorian teachers. In this line, the research problem was focused on the teaching and
learning (TL) of the criterion "'to implement a representative sample of the complexity of the mathematical object
to be tanght" in training processes implemented in two institutional contexts: a) with active secondary mathematics
teachers in Ecuador and b) in the initial training of teachers at the General Basic Education and High School

level, specifically, in the Pedagogy of Experimental Sciences: Mathematics and Physics.

The research’s general objective (GO) is to develop the design, implementation, and analysis of training
cycles that promote the performance of evalnative analysis of instructional processes by teachers using the didactic
sutability criteria tool (DSC) and to investigate how didactic analysis is developed in these training devices. In
particular, emphasis is placed on the development of teacher reflection on the TL of mathematical objects throngh
the use of the "representativeness of the complexity of the mathematical object to be tanght' component of the
epistemic DS'C. This general objective encompasses five specific objectives, the first two are instrumental to achieve

the last three.

SO1: To build a shared position between the thesis directors and the doctoral candidate on the different
ways of understanding the complexity of mathematical objects and on criteria for designing didactic sequences for

teaching the complexity representativeness component.

SO2: To create of a bank of tasks for their possible incorporation into training cycles aimed at the
continuons and initial training of mathematics teachers, emphasizing the TL. of the use of the "'representativeness

of the complexity of the mathematical object’ component of the epistemic suitability criterion.

SO3: To design and implement training cycles (1'C) in the continuing education of in-service secondary
mathematics teachers on the use of the ""representativeness of the complexcity of the mathematical object” component

of the epistemic suitability criterion.

SO4: To design and implement training cycles (1'C) in the initial training of mathematics teachers of
higher basic education and bigh school for the teaching and learning of the component "representativeness of the
complexcity of the mathematical object” of the epistemic suitability criterion- to use it in the reflection of didactic
sequences designed and implemented for the teaching and learning of different mathematical objects contemplated

in the Ecuadorian secondary school curriculum.

SO5: To investigate the reflection made by in-service teachers and future Ecunadorian mathematics

teachers about the "representativeness of the complexity of the mathematical object” of the epistensic DSC, when



using this component in the reflection of didactic sequences designed and implemented in their pre-professional

practicum.

These objectives are achieved in the seven publications that constitute this thesis. The results related to
objectives 1 and 2 are present in all seven publications. The results related to objectives 3 and 5 are found in the
first three publications (chapters 2-4) carried out in the context of the continuing education of secondary
mathematics teachers in Ecuador. The results related to objectives 4 and 5 can be found in publications 4, 5 and
G (chapters 5-7), which were published in the context of the initial training of secondary mathematics teachers in
Ecuador. The book chapter presented as the seventh publication (chapter 8) is related to objective 5 and it is a
Joint presentation of the first five publications (chapters 2-6) that allows a global view of the publications of this

thesis.

Although the general methodological characteristics are the same in the seven publications (qualitative and with
purposive samples), the sources of information and the specific methodology for each of the five SOs is different.
For objectives 1 and 2, after an analysis of the different documentary sources, a shared position has been
constructed between the thesis directors and the doctoral candidate about the different ways of understanding the
complexcity of mathematical objects and about criteria for designing didactic sequences for the teaching of the
representativeness of the complexity component. At the same time, a bank of tasks (some of them present in the
sources consulted and others of our own design) corresponding to different thematic blocks, which serve to show the
Plurality of meanings of a mathematical object, its types of representation, and of the problems where it is applied,
was designed. For objectives 3 and 4, training cycles have been designed and implemented with the aim of
introducing the DSC to guide reflection on one's own practice. To this end, the usual structure of a training cycle
was adapted to each institutional context, the objective of which is to redesign teaching practice with a view to its
improvement, using the DSC tool as a theoretical reference. For the last objective, the methodology used basically

consisted of content analysis.

For objectives SOT and SO2, the results obtained are a) a shared position between the doctoral student
and her thesis directors on how to understand the complexity of mathematical objects. The Ontosemiotic Approach
(OSA) has been taken as a theoretical reference and, according to this approach, the complexity of mathematical
objects (in terms of pluri-significance) has been characterized. On the other hand, (b) criteria have been agreed
upon to design didactic sequences for the teaching of the representativeness of the complexity component, which are
synthesized as follows: if teachers or future teachers are to be taught the importance of taking into account, for the
TL of a given mathematical object, a representative sample of the different meanings of that object in the design,
assessment, and redesign of task sequences, the instructional process must be designed taking into account the

following principle: in order to be able to use this component in the assessment and redesign of task sequences, the
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teacher, at a mininmum, must know the different meanings of the mathematical object to be tanght and their
connections; also the teacher must know which of these meanings are included in the curriculum and must be able
to select and/ or create tasks in which a certain meaning of the mathematical object to be taught has to be used.
Following these criteria (c), a bank of tasks (some of them present in the sources consulted and others of onr own
design) corresponding to different thematic blocks has been created to show the plurality of meanings,

representations, and problem fields of a mathematical object.

For objective SO3, the result is that a training cycle has been designed and implemented in the continning
education of practicing secondary school mathematics teachers, about the use of the "representativeness of the
complexity of the mathematical object” component of the epistemic suitability criterion. This cycle follows this
sequence: a) Analysis of cases (without theory). b) Emergence of the levels of didactic analysis proposed by the
OSA. ¢) Trends in the teaching of mathematics. d) Theory (DSC). e) In the Master's Final Project course,
students will use the DSC to evaluate their own practice, specifically the unit they have designed and implemented.
On the other hand, in step d of this sequence the use of the complexity representativeness component has been
taught according to the specific criteria obtained as a result of SOT and SO2. The implementation of steps a-d is
described in the first article (chapter 2) and step e in the third article (chapter 4). Regarding objective 5, the
publications in chapters 24 provide specific results for the mathematical objects: Pythagorean Theorem, arithmetic

mean, and measures of central tendency.

In relation to SO4, several training cycles have been designed and implemented in subjects of the Experimental
Sciences Pedagogy Program of the University of Cuenca, emphasizing, above all, the description of the TL. of the
component "representative sample of the complexity of the object to be tanght'" in accordance with the criteria
elaborated in the specific objectives SOT and SO2. Specifically, for this component, the following sequence was
Jollowed; a) the students together with the teacher selected a series of mathematical objects whose complexity wonld
be studied, b) with the objects assigned and the groups organized, each one was provided with literature related to
the object on which they were to reflect, c) the group had to ask themselves questions such as what are the partial
meanings of the mathematical object, which ones are worked according to the curriculum with bhigh school students,
and what representations can be associated to each of the partial meanings of these mathematical objects, d) they
were asked to propose problems for each meaning, e) then, each group reported their reflections to the large group,
1) the large group solved the tasks that had been proposed in each small group, g) finally, the students discussed
the results obtained, analyzing their application and generalization, through conclusions and recommendations to
take into account the complexity of mathematical objects in the instructional processes. In relation to SO5, the
publications in chapters 5-7 provide specific results for various mathematical objects, among others: arithmetic

mean; complex: numbers, Thales' Theorem, equations, fractions, affine and quadratic functions.
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The general conclusion of this thesis is that incorporating the component representative sample of the
complexcity of the mathematical object to assess the epistemic suitability of a TL process is not an easy task,
neither for trainers nor for their students (future teachers or in-service teachers), but it can be taught and learned
as part of the training process of Ecuadorian secondary mathematics teachers. Among other reasons, for the need
to carry out a preliminary study oriented to the reconstruction of a global meaning of the mathematical object to

be tanght in order to be aware of its complexity.

Now, despite these difficulties, one result of the reflection on the complexity of mathematical objects in
teacher training is that, as a result of the experience carried out, the participants are aware that in order fo
improve the learning of mathematics it is necessary to consider the complexity of mathematical objects, understood
as the different ways of comprebending the meanings and their application in problem-solving. Among other
reasons, the teacher’s knowledge of a representative sample of meanings of a mathematical object allows hin/ her
to work with a diversity of problems, facilitating students to butld a network of partial meanings, connected to
each other, which allows them to develop the mathematical competence that enables them to solve different types of

problems.

Another conclusion to highlight, related to the research article seven, is the role of the mathematics taught
in the evaluation guide of the pre-professional practicum used by the tutor teachers of the Pedagogy in Experimental
Sciences Career of the University of Cuenca. On the one hand, the questions in the guide can be reinterpreted as
indicators, components, or criteria of the DSC construct and, on the other hand, almost no questions on epistenic
suitability are contemplated. The fact that the institution does not consider the epistemic aspects as a priority in
the evaluation of its students' teaching practicum, is a result that may lead the institution to see a problem that
was not considered as such before (giving little importance to assessing the mathematical quality taught by its
students). By assuming as problematic the guide used to evaluate practicum, changes can be brought about in the

institution to generate a new guide enriched with questions related to the guality of the mathematics taught.
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Resum

La revisid de la literatura sobre la reflexid sobre la practica docent mostra que el professorat ¢ dificultats
per a interpretar aspectes epistenics de les tasques i per a identificar el seu potencial educatin. Per tant, és rellevant
investigar si aquestes dificultats també es donen en el professorat equatorid. En aquesta linia, la problematica de
recerca es va concretar en l'ensenyament i l'aprenentatge (EA) del criteri “implementar una mostra representativa
de la complexitat de l'objecte matematic que es vol ensenyar” en processos de formacid implementats en dos
contextos institucionals: a) amb professors de secundaria de matematiques de I'Equador en actin i b) en la
formacid inicial de docents en el nivell de I'Edncacid General Basica i el Batxillerat, en concret, en la Carrera de

pedagogia de les ciencies excperimentals: matematiques i fisica.

Ll'objectin general (OG) de recerca és: Desenvolupar el disseny, la implementacid i 'analisi de cicles
Sformatins que promoguin la realitzacid d'analisis valoratives de processos d'instruccid per part dels professors
utilitzant l'eina criteris d'idoneitat didactica (CID) i investigar com es desenvolupa I'analisi didactica en aguests
dispositius formatins. En particular, es fa émfasi en el desenvolupament de la reflexid docent sobre I'EA dels
objectes matematics a través de I'iis del component “‘representativitat de la complexitat de I'objecte matematic a
ensenyar” del CID epistémic. Aquest objectiu general es concreta en cinc objectius especifics, els dos primers son

instrumentals per a aconseguir els tres siltinms.

OET1: Construir una posicid compartida entre els directors de tesis i la doctoranda sobre les diferents
maneres d'entendre la complexitat dels objectes matematics i sobre criteris per a dissenyar seqiiéncies didactiques

per a l'ensenyament del component representativitat de la complexitat.

OFE2: Elaboracid d'un banc de tasques per a la seva possible incorporacid a cicles formatins adrecats a
la formacid continna i inicial de professors de matematiques, que faci émfasis en I'EA de l'tis del component

“representativitat de la complexitat de ['objecte matematic” del criteri d'idoneitat epistémica.

OE3: Dissenyar i implementar cicles formatins (CF) en la formacio continua de professors de
matematiques de secunddria en exercict, sobre ['ils del component “representativitat de la complexitat de I'objecte

matematic” del criteri d'idoneitat epistémica.

OEA4: Dissenyar i implementar cicles formatins (CEF) en la formacid inicial de professors d'educacid
basica superior i batxillerat de matematiques —per a ['ensenyament i aprenentatge del component
“representativitat de la complexitat de I'objecte matematic” del criteri d'idoneitat epistemica— per a nsar-lo en la
reflexid de seqiiéncies didactiques dissenyades i implementades per a l'ensenyament i ['aprenentatge de diferents

objectes matematics contemplat en el curriculum de secundaria equatoria.



OFES5: Investigar la reflexid que fan els professors en servei i els futurs professors de matematiques
equatorians sobre la “representativitat de la complexitat de 'objecte matematic” del CID epistemic, en usar
aquest component en la reflexid de seqiiencies didactiques dissenyades i implementades en les seves practiques

preprofessionals.

La consecucid d'aquests objectius es mostra en les set publicacions que constitueixen aquesta tesi. Els
resultats relacionats amb els objectins 17 2 son presents en les set publicacions. Els resultats relacionats amb els
objectius 3 i 5 es troben en les tres primeres publicacions (capitols 2—4) realitzades en el context de la formacio
continua del professorat de secundaria de matematiques de I'Equador. Els resultats relacionats amb els objectins
475 es troben en les publicacions 4, 5 i 6 (capitols 5—7) realitzades en el context de la formacid inicial del
professorat de secundaria de matematiques de I'Equador. El capitol de libre que es presenta com a setena
publicacid (capitol 8), es relaciona amb l'objectin 5 i és una presentacid conjunta de les cine primeres publicacions

(capitols 2—6) que permet tenir una visid global sobre les publicacions d'aquesta test.

87 bé les caracteristiques metodologiques generals son les mateixes en les set publicacions (qualitativa i
amb mostres intencionals), les fonts d'informacid i la metodologia especifica per a cadascun dels cinc OF és
diferent. Per als objectius 1 i 2, després d'una analisi de les diferents fonts documentals, s'ha construit una posicid
compartida entre els directors de tesis i la doctoranda sobre les diferents maneres d'entendre la complexitat dels
objectes matematics i sobre criteris per a dissenyar segiiencies didactiques per a ['ensenyament del component
representativitat de la complexitat. Al seu torn, s'ha confeccionat un bane de tasques (algunes presents en les fonts
consultades i altres de disseny propi) corresponents a blocs tematics diferents i que serveixen per a mostrar la
pluralitat de significats d'un objecte matematic, dels seus tipus de representacid i dels problemes on s'aplica. Per
als objectins 3 i 4 s'han dissenyat i implementat cicles formatins 'objectin dels quals era introduir els CID per
a orientar la reflexid sobre la propia prictica. Per a aixo, es va adaptar, a cada context institucional, ['estructura
habitnal d'un cicle formatin l'objectin del gual és realitzar un redissenyo de la practica docent, orientat a la seva
millora, usant l'eina CID com a referent teoric. Per a ['iltim objectin, la metodologia ntilitzada, basicament, ha

consistit en l'analisi de contingut.

Per als objectins OET i OE2 els resultats obtinguts son: a) una posicio compartida entre la doctoranda
7 els seus directors de tesis sobre com entendre la complexitat dels objectes matematics. S'ha pres com a referent
teoric I'Enfocament Ontosemiotic (EOS) i, d'acord amb aquest enfocament, s'ha caracteritzat la complexitat
dels objectes matematics (en termes de pluri significacid). D'altra banda, (b) s'han acordat criteris per a dissenyar
seqiiéncies didactigues per a l'ensenyament del component representativitat de la complexitat, que se sintetitzen
de la segiient manera: si es pretén ensenyar a professors o futurs professors la importancia de tenir en compte, per

a I'EA d'un determinat objecte matematic, una mostra representativa dels diferents significats d'aguest objecte



en el disseny, valoracid i redissenyo de seqiiéncies de tasques, el procés d'instruccid s'ha de dissenyar tenint en
compte el segiient principi: per a poder usar aquest component en la valoracio i redissenyo de seqiiéncies de tasques,
el professor, com a minim, ha de coneixer els diferents significats de I'objecte matematic a ensenyar i les seves
connexcions, ha de conéixer guins d'aquests significats estan inclosos en el curriculum i ha de poder seleccionar i/ o
crear tasques en les quals s'hagi d'usar un determinat significat de I'objecte matematic que es pretén ensenyar.
Seguint aquests criteris (c) s'ha confeccionat un banc de tasques (algunes presents en les fonts consultades i altres
de disseny propi) corresponents a diferents blocs tematics i que serveixen per a mostrar la pluralitat de significats,

representacions i camps de problema d'un objecte matematic.

Per a l'objectin OE3 el resultat és que s'ha dissenyat i implementat un cicle formatin en la formacio
continua de professors de matematiques de secundaria en exercici, acosta a l'nis de l'tis del component
“representativitat de la complexitat de I'objecte matematic” del criteri d'idoneitat epistémica. Aquest cicle segneix:
aquesta seqiiencia: a) Analisi de casos (sense teoria). b) Emergéncia dels nivells d'analisis didactiques proposades

pel EOS. ¢) Tendencies en ['ensenyament de les matematiques. d) Teoria (CID). ¢) En l'assignatura de Treball
Final de Master els alummnes utilitzaran els CID per a valorar la seva propia practica, en concret la unitat que
han dissenyat i implementat. D'altra banda, en el pas d d'aguesta segiiencia s'ha ensenyat ['ris del component
representativitat de la complexitat d'acord amb els criteris especifics obtinguts com a resultat dels OET i OE2.
La implementacio dels passos a-d es descrin en el primer article (capitol 2) i el pas e en el tercer article (capitol
4). En relacid amb l'objectin 5, les publicacions dels capitols 2—4 aporten resultats especifics per als objectes

matematics: Teorema de Pitagores, mitjana aritmeética i mesures de tendencia central.

En relacid amb I'OE4 s'han dissenyat i implementat diversos cicles formatius en assignatures de la
Carrera de Pedagogia de les Ciencies Experimentals de la Universidad de Cuenca en els quals es posa I'emfasi,
sobretot, en la descripcid de I'EA del component “mostra representativa de la complexitat de l'objecte a ensenyar”
d'acord amb els criteris elaborats en els objectins especifics OET i OE2. En concret, per a aquest component, es
va seguir la segiient seqiiencia; a) els estudiants conjuntament amb el docent van seleccionar una serie d'objectes
matematics dels quals s'estudiaria la seva complexitat, b) amb els objectes assignats i els grups organitzats, a
cadascun se li va proporcionar literatura relacionada amb l'objecte sobre el qual havien de reflexcionar, c) el grup
havia de fer-se preguntes com quins son els significats parcials de I'objecte matematic, quins es treballen segons el
curriculum amb els alumnes de secundaria, i quines representacions es poden associar a cadascun dels significats
parcials d'aquests objectes matematics, d) se'ls va demanar que proposessin problemes per a cada significat, e)
després, cada grup va informar de les seves reflexions al gran grup, f) el gran grup va resoldre les tasques que
s'havien proposat en cada petit grup, g) finalment, els estudiants van discutir els resultats obtinguts, analitzant

la seva aplicacid i generalitzacid, a través de conclusions i recomanacions per a tenir en compte la complexitat dels
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objectes matematics en els processos d'instruccid. En relacid amb el OES5, les publicacions dels capitols 5—7
aporten resultats especifics per a diversos objectes matematics, entre d’altres: mitjana aritmetica; nombres

complexos, Teorema de Tales, equacions, fraccions, funcions afins i quadratiques.

La conclusio general d'aquesta tesi és que incorporar el component mostra representativa de la
complexitat de ['objecte matematic per a valorar la idoneitat epistemica d'un procés d'EA, no és tasca facil, ni
per als formadors ni per als seus alummnes (futurs professors o professors en servei), pero es pot ensenyar i aprendre
com a part del procés de formacio del professorat equatoria de matematiques de secundaria. Entre altres raons,
per la necessitat de realitzar un estudi preliminar orientat a la reconstruecid d'un significat global sobre I'objecte

matematic que es vol ensenyar per a ser conscients de la seva complexitat.

Ara bé, malgrat aquestes dificultats, un resultat de la reflexio sobre la complexitat dels objectes
matematics en la formacid de professors és que, com a resultat de l'experiencia realitzada, els participants son
conscients que, per a millorar I'aprenentatge de les matematiques, és necessari tenir en compte la complexitat dels
objectes matematics, entesa com les diferents maneres de comprendre els significats i la seva aplicacid en la resolucio
de problemes. Entre altres raons pergue, per al professor, conéixer una mostra representativa de significats d'nn
objecte matematic, li permet treballar amb una diversitat de problemes, facilitant que els alumnes construeixin
una xarxa de significats parcials, connectats entre si, que els permeti desenvolupar la competéncia matematica

que els possibilita resoldre diferents tipus de problemes.

Una altra conclusid a ressaltar, relacionada amb la recerca de l'article 7, és el paper que tenen les
matematiques ensenyades en la guia de valoracio de la practica preprofessional utilitzada pels docents tutors de la
Carrera de Pedagogia en Ciencies Experimentals de la Universidad de Cuenca. D'una banda, les preguntes de
la guia es poden reinterpretar com a indicadors, components o criteris del constructe CID i, d'altra banda, gairebé
no es contemplen preguntes sobre la idoneitat epistemica. El fet que la institucid no consideri prioritari la
contemplacid dels aspectes epistemics en l'avaluacid de les practiques docents dels seus estudiants és un resultat
que pot facilitar que aquesta institucid ara vegi com a problematic alguna cosa que abans no es considerava aixi
(donar poca importancia a valorar la qualitat matematica que imparteixen els seus alumnes). En assumir com
a problematica la guia que s'usa per a valorar la practica, es poden propiciar canvis en la institucid per a generar

una nova guia enriquida amb preguntes relacionades amb la qualitat de les matematiques ensenyades.
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Capitulo 1 [ustificacion, relevancia, problema y objetivos de investisacion

CAPITULO 1. JUSTIFICACION, RELEVANCLA, PROBLEMA Y
OBJETIVOS DE INVESTIGACION

RESUMEN

En el apartado 1 de este capitulo se presenta el origen y las principales caracteristicas del problema
de investigacion y se justifica su relevancia. El origen se relaciona con mi interés en la mejora de la enseiianza de
las matemiticas en el Ecuador y, sobre todo, en la mejora de la formacion del profesorado de matemiticas como
un elemento clave para conseguir la mejora de la ensenianza y el aprendizaje de las matematicas en el Ecuador.
Este interés me llevo a plantear un problema de investigacion relacionado con la necesidad de profundizar en la
Jformacion, tanto inicial como continua, de los profesores que imparten matemiticas en el Ecuador; haciendo
énfasis en el desarrollo de la reflexcion sobre su prictica docente. En referencia a la reflexion sobre la prictica
docente, la revision de la literatura internacional muestra que el profesorado tiene dificultades para interpretar
aspectos epistémicos de las tareas y para identificar su potencial educativo. Ahora bien, en el Ecuador hay poca
investigacion sobre la reflexion del profesorado sobre su prictica, por tanto, es relevante investigar si estas
dificultades también se dan en el profesorado ecuatoriano. En esta linea, concreté mi problematica de investigacion
en la ensenianza y el aprendizaje del criterio “implementar una muestra  representativa de la complejidad del
objeto matemadtico que se quiere enseiar”, en procesos de formacion implementados con profesores de secundaria
de matemdticas de Ecuador en activo y en la Universidad de Cuenca en la formacion inicial de docentes en el

nivel de la Educacion General Bdsica y el Bachillerato.

A continunacion, en el segundo apartado, se hace una diagnosis de las debilidades de la formacion
inicial y continua de los profesores de matematicas de secundaria de Ecuador y se comenta la politica que ha
seguido el Ministerio de Educacion de Ecuador para intentar solucionarlas. Se seiialan tres grandes deficiencias
en la formacion del profesorado de matematicas: 1) el bajo nivel académico de las instituciones encargadas de esta
instruccion, lo cual repercute en una débil formacion en matemidticas y su diddctica de los profesores formados en
estas instituciones. 2) la poca cantidad de contenidos de la especialidad de matematicas y de su diddctica
contemplados en el curriculum de las instituciones gue forman profesores y 3) el escaso niimero de profesores de
primaria y secundaria con titulacion de mdster. Con relacion a la tercera debilidad, una de las acciones para la
mejora de la formacion de los profesores realizadas por el Ministerio de Educacion ha sido firmar convenios con
universidades espanolas para que oferten en el pais maestrias en Diddctica de las Matemiiticas, siendo una de

estas maestrias ofertada por la Universitat de Barcelona (UB).

En el apartado 3 se presentan los contextos institucionales donde se ha realizado los procesos

Jformativos investigados, Se trata de programas de formacion realizados en las siguientes instituciones que
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presentan algunas de las caracteristicas de la formacion de los profesores y futuros profesores de matemiticas de
secundaria del ecuador comentadas en el apartado anterior: a) Mdster de Formacion del Profesorado de Educacion
Secundaria en el Ecuador en la especializacion Matemticas, impartido por la Universitat de Barcelona en la
primera edicion y por la Universitat de Barcelona y la Universidad Nacional de Edncacion de Ecuador en la
segunda edicion y b) Carrera de pedagogia de las ciencias experimentales: matematicas y fisica de la Universidad

de Cuenca.

En el apartado 4, dado que los procesos formativos diseriados e implementados en estos dos contextos
institucionales se han enfocado al desarrollo de la reflexion sobre la prictica del profesorado, se hace un breve
resumen del referente tedrico usado para el desarrollo de la reflexion sobre la practica. En estos ciclos formativos
se ensenia el constructo criterios de idoneidad diddctica (desglosado en componentes e indicadores) como panta para
organizar la reflexion sobre la prdctica. En particular, se hace énfasis en la ensenianza y aprendizaje del uso del
componente “Representatividad de la complejidad del objeto matematico a enseiiar” del criterio de idoneidad
epistémica, entendido como plurisignificacion, utilizando como contexto de reflexion diferentes objetos matematicos

contenidos en el curriculo.

En el apartado 5 se presentan los objetivos de la investigacion. Se trata de un objetivo general gue se
concreta en cinco objetivos especificos. Estos objetivos parten de la idea de que es relevante desarrollar el disesio y
la implementacion de ciclos formativos que promuevan la realizacion de andlisis valorativos de procesos de
instruccion por parte de los profesores (en formacion o en servicio) utilizando la herramienta criterios de idoneidad
diddctica e investigar como se desarrolla la competencia de andlisis de la idoneidad diddctica en estos dispositivos
Jformatives. En particular, se hace énfasis en la ensenianza y aprendizaje del nso del componente “representatividad
de la complejidad del objeto matematico a enseniar” del criterio de idoneidad epistémica, utilizando como contexto

de reflexion diferentes objetos matemiticos contenidos en el curriculo de secundaria.

En el apartado 6 se presenta un breve resumen de la metodologia seguida: sus caracteristicas generales
(cualitativa y con muestras intencionales), las fuentes de informacion y la metodologia especifica para cada uno de

los cinco objetivos especificos previstos.

Por diltimo, en el apartado 7 se explica la estructura de la memoria de investigacion que se presenta
organizada en 9 capitulos. Después del capitulo 1, siguen siete capitulos donde se presentan las publicaciones que
constituyen la tesis. Los capitulos 2-4 se han realizado en el contexto de la formacion continna del profesorado
de secundaria de matematicas del Ecunador. Los capitulos 5-7 son investigaciones que se han realizado en el
contexcto de la formacion inicial del profesorado de secundaria de matematicas del Ecuador. El capitulo 8 es una
presentacion conjunta de las publicaciones de los capitulos 2-6 que permite tener una vision global sobre las

publicaciones que constituyen esta tesis. Finalmente, en el capitulo 9 se exponen las conclusiones obtenidas para



Capitulo 1 [ustificacion, relevancia, problema y objetivos de investisacion

cada uno de los objetivos propuestos, la difusion del trabajo realizado, las limitaciones encontradas y las posibles

lineas de investigacion futuras.
1.1 Introduccion

El problema de investigacion nace de mi interés en la mejora de la ensenanza de las
matematicas en el Ecuador y, sobre todo, en la formacion del profesorado de matematicas como
un elemento clave para conseguirla, dados los malos resultados obtenidos por la mayoria de los
alumnos en esta materia. Conseguir esta mejora conlleva la necesidad de una reflexiéon profunda
sobre los conocimientos y las competencias que necesitan los profesores para enseflar esta

materia.

Como profesora de la Carrera de Pedagogia en Ciencias Experimentales de la Universidad
de Cuenca este interés general se concreta, en primer lugar, en una mejora de la formacion del
futuro profesorado que ensefiara matematicas en la secundaria y, en segundo lugar, en la mejora

de la formacioén continua del profesorado que esta ensefiando esta materia actualmente.
Los antecedentes que han dado lugar a este estudio son:

1. La reforma educativa ecuatoriana y su actualizacién en el 2016 no ha obtenido los
resultados positivos esperados en el area de las matematicas, como se ha evidenciado en el
ultimo informe de las pruebas PISA-D, donde el Ecuador obtuvo un rendimiento muy bajo en
matematicas, evidenciando que los alumnos de secundaria no tienen los conocimientos ni las

competencias requeridas para participar, de manera satisfactoria, en la sociedad del saber.

2. La formacion del profesorado si bien en teorfa deberfa ser coherente con el modelo de
formacion de destrezas con criterios de desempefio, propuesto en el curriculo ecuatoriano, en
la practica no lo es. Este hecho tiene su origen, en mi opinién, en una falta de reflexién
consensuada que dé primacia a una formaciéon de un profesional flexible y reflexivo, que sea
capaz de reflexionar sobre su practica para elaborar una solucién a sus problemas profesionales
y asegurar su aplicacion. Esta realidad conlleva la necesidad de profundizar en la formacion,
tanto inicial como continua, de los profesores que imparten matematicas en el Ecuador;

haciendo énfasis en el desarrollo de la reflexion sobre su practica docente.

3. En referencia a la reflexion sobre la practica docente, la revision de la literatura
internacional muestra que el profesorado tiene dificultades para interpretar aspectos epistémicos
de las tareas y para identificar su potencial educativo. Si bien en el Ecuador hay poca

investigacion sobre la reflexion del profesorado sobre su practica, mi amplia experiencia en la
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formacion del profesorado (primero en la formacién continua del profesorado de matematicas
de secundaria, y, después, como profesora de la Universidad de Cuenca en la formacion inicial
de docentes en el nivel de la Educacion General Basica Superior y el Bachillerato) es que estas
dificultades también se dan en el profesorado ecuatoriano, en particular la reflexién sobre los

aspectos epistémicos.

4. Los tres antecedentes acabados de comentar fueron el inicio de una problematica de
investigaciéon que me interesé mucho. Por una parte, se trataba de conseguir que los profesores
desarrollaran la competencia matematica de sus alumnos, lo cual implicaba una cierta reflexion
de tipo epistémico sobre la complejidad de los contenidos a ensefiar; pero, por otra parte, este
tipo de reflexion presenta muchas dificultades para los profesores tal como lo sefala la

investigacion internacional sobre la formacion del profesorado de matematicas.

5. La profundizaciéon sobre esta problematica me llevé a documentar que las reflexiones
sobre la complejidad de los objetos matematicos (entendida como diversidad de significados), y
la conexion de los componentes de esta complejidad, son frecuentes en muchos de los enfoques
tedricos utilizados en el area de la Educacion Matematica. Como consecuencia de estas
reflexiones hay una tendencia a que la formacion del profesorado de matematicas contemple
secuencias didacticas para que los profesores tengan en cuenta la complejidad del objeto

matematico a ensenar.

0. Esta problematica de investigacién que iba definiendo tenfa muchos aspectos en comun
con los principios asumidos por el Enfoque Ontosemiético de la Cognicion e Instruccion
Matematicos (EOS). Por esta razén, me fui interesando en la agenda de investigaciéon que
proponia dicho enfoque, en particular en la respuesta a una de las preguntas que ha sido el motor
de desarrollo del EOS: ¢Qué es un objeto matematico y cudl es su significado en una
determinada institucion? En el EOS se da una respuesta a la pregunta anterior en la que la
nocién de complejidad del objeto matematico y la de articulacion de los componentes de dicha
complejidad juegan un papel esencial. En particular, en el EOS se ha desarrollado el constructo
idoneidad didactica de un proceso de instruccion. Dicho constructo se compone en seis criterios
de idoneidad parciales, uno de los cuales es el criterio de idoneidad epistémica, desglosados en
componentes e indicadores; siendo uno de los componentes del criterio de idoneidad epistémica
tener en cuenta una muestra representativa de la complejidad del objeto que se quiere enseflar

(entendida como una pluralidad de significados).

7. En diferentes procesos de formacion de profesores de matematicas de Espana, México,
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Brasil, Chile, Panama, Costa Rica, Venezuela y Argentina, se han realizado un conjunto de
investigaciones que tienen como finalidad investigar el uso del constructo criterios de idoneidad
didactica, propuestos por el EOS, como herramienta para organizar la reflexion del profesor
sobre su practica, cuando esta reflexién esta orientada hacia la valoraciéon y mejora de dicha
practica. En esta linea, concreté mi problematica de investigacion en la ensefianza y el
aprendizaje del criterio “implementar una muestra representativa de la complejidad del objeto
matematico que se quiere enseflar”’, en procesos de formacioén implementados con profesores
de secundaria de matematicas de Ecuador y con futuros profesores del nivel de la Educacion

General Basica Superior y el Bachillerato de la Universidad de Cuenca.

8. En esta investigaciéon se han desarrollado diferentes procesos formativos con la
participacion de profesores en formacion inicial y continua ecuatorianos y desde distintos
espacios académicos como, por ejemplo, las catedras de la Universidad de Cuenca que forman
parte de la malla curricular de la carrera de Pedagogia en Ciencias Experimentales (asignaturas,
practica pre profesional, proceso de titulacion, etc.); de esta manera se ha logrado conocer la
percepcion de los profesores en activo y de los futuros profesores de matematicas sobre la
complejidad de los objetos matematico y su posible aplicacion en la practica docente, con la
finalidad de mejorar la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas en la Educacién General

Basica (EGB) y el Bachillerato General Unificado (BGU).

En la memoria que sigue de la investigacion realizada se amplian estas consideraciones y
los resultados de investigacion obtenidos muestran la importancia de trabajar la reflexion sobre
la complejidad de los objetos matematicos a ensefar en la formacién de profesores de
matematicas del Ecuador. Se trata de resultados que, por una parte, ayudan a aumentar el
conocimiento sobre el proceso de ensefianza del componente “muestra representativa de la
complejidad del objeto matematico a ensefiar’” en la formacion del profesorado de matematicas
ecuatoriano, y, por otra parte, son resultados sobre las instituciones colaboradoras, en particular

la Universidad de Cuenca, que pueden ser de gran ayuda para los profesores que las integran.

1.2 Caracteristicas de la formacion de los profesores y futuros profesores
de matematicas de secundaria del Ecuador
La educaciéon matematica en el Ecuador ha pretendido avanzar hacia la excelencia

académica, para lo cual, desde hace unos diez afios atras, se vienen implementado politicas

educativas que buscan conseguir una educaciéon primaria universal, erradicar el hambre y la
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pobreza, y corregir las desigualdades de género (Cortez, 2014), cuya consecuciéon depende en

buena medida de la educacion de la sociedad en general.

En este escenario, a partir del 2010, se establece la reforma actual, tanto en la educacion
general basica (EGB) como en el bachillerato general unificado (BGU): el modelo de formacioén
de destrezas con criterios de desempefio, enmarcado en una estructura curricular claramente
definida para los diferentes niveles y subniveles, iniciando desde un nivel macro, Curriculo
Nacional Obligatorio, seguido de un nivel meso, referido a las instituciones educativas quienes
aplican el Curriculo Institucional, a través del Proyecto Curricular Institucional (PCA) y el Plan
Curricular Anual (PCA) y finalmente el nivel micro, que es el curriculo de aula, en donde el

docente es quien se responsabiliza de la planificacion y las adaptaciones curriculares.

Los niveles meso y micro son flexibles, lo que facilita la propuesta de mejora de los
procesos de instruccién por parte de los docentes, y se complementan con la formulaciéon de
criterios de evaluaciéon, en donde se pretende garantizar una mejora en los resultados de
aprendizaje, permitiendo que los estudiantes alcancen los niveles de logro en la educaciéon y por

ende, se consiga el objetivo general de perfil de salida del bachiller ecuatoriano.

Ahora bien, la propuesta descrita, al parecer, no refleja en los estudiantes estos logros
de aprendizaje; un ejemplo de esta realidad son algunos resultados obtenidos en evaluaciones
tanto internas como externas. El ultimo informe de los pafses que participaron en PISA-D, en
donde el Ecuador tuvo el mejor desempefio en todas las materias, sostuvo que la mayor parte
de los estudiantes no llegaron al nivel 2 en matematicas; todo lo cual muestra que los alumnos
de secundaria no tienen los conocimientos, ni las habilidades necesarias para participar de

manera satisfactoria en la sociedad del saber.

Con la finalidad de mejorar estos resultados, y otros similares en diferentes paises, la
International Commission on Mathematical Instruction (ICMI) viene realizando periddicamente el
Capacity and Network Project (CANP), que es un proyecto de desarrollo de la Educacion
matematica en regiones donde se considera que hay debilidades importantes. La primera edicion
tuvo lugar en Mali, el 2011. E1 CANP 2 fue en Costa Rica, en el 2012; el CANP 3 en Camboya,
en el 2013; y el CANP 4 en Tanzania, en el 2014. En 2016, se realiz6 el CANP 5 en Lima,
orientado a la subregién sudamericana andina conformada por Bolivia, Ecuador, Paraguay y
Perd. En este evento, la representacion de Ecuador present6 un informe de la situacion de la

enseflanza de las matematicas en el pais en el que se sefialan debilidades y fortalezas, siendo la
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formacion de profesores, tanto la inicial como la permanente, uno de los aspectos a mejorar

(Martinez Jara et al., 2018).

En este informe se sefialan tres grandes deficiencias en la formacién del profesorado de
matematicas: 1) el bajo nivel de las instituciones encargadas de esta instruccion, lo cual repercute
en una débil formaciéon en matematicas y su didactica de los profesores formados en estas
instituciones. 2) la poca cantidad de contenidos de la especialidad de matematicas y de su
didactica contemplados en el curriculum de las instituciones que forman profesores y 3) el

escaso numero de profesores de primaria y secundaria con titulacién de master.

En este informe se sefiala que en el Ecuador la formacién del docente en el area de
matematicas en la actualidad la realizan las universidades y los titulos que éstas otorgan son:
Licenciaturas en Ciencias de la Educaciéon con Mencién en Fisica - Matematicas o Licenciaturas
en Fisica - Matematica y Licenciaturas en Ciencias de la Educaciéon o en Educacion General
Basica; los dos primeros estan habilitados para ensefiar de octavo a décimo de Educacion
General Basica (EGB) y en Bachillerato General Unificado (BGU), lo que anteriormente se
llamaba secundaria, etapa en la que se enfocara este estudio. Los segundos en cambio estan
habilitados para ensefiar de primero a séptimo y en ciertos casos hasta décimo de EGB
dependiendo de la universidad, el equivalente a lo que era la educacién primaria (Martinez Jara
et al,, 2018). En el Ecuador existen 31 universidades que ofrecen carreras de tercer nivel (nivel
de grado) vinculadas con la educacion, pero solo 11 de ellas las tienen con mencién en ciencias

exactas (SENESCYT, 2019), siendo la Universidad de Cuenca una de ellas.

En el 2013 todas las universidades del Ecuador fueron sometidas a un proceso de
acreditacion por el anterior Consejo de Evaluacion, Acreditacion y Aseguramiento de la Calidad
de la Educacion de la Educacion Superior (CEAACES). Esta acreditacion asigné categorias (A,
B, C y D) a cada universidad. Con fecha abril del 2016, las universidades en la categoria C y D

eran el 55% del total.

El hecho de que mas de la mitad de las universidades que imparten la carrera de
educacion estén en las dos ultimas categorias, no garantiza la formacioén adecuada del docente
tanto en educacién bésica como en la especialidad de matematicas (CEAACES, 2014). Por
tanto, uno de los problemas importantes relacionados con la formacioén inicial de profesores de
matematicas en Ecuador es el bajo nivel de las instituciones encargadas de esta instruccién, lo
cual repercute en una débil formacién en matematicas y su didactica de los profesores formados

en estas instituciones. Todos estos puntos conllevan a una instruccién de tercer nivel (grado)
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deficiente, y hacen plausible inferir que puede ser una de las causas de que, en la dltima
evaluacion realizada por el Instituto Nacional de Evaluacion Educativa INEVAL) que se realizé
a los profesores fiscales, el promedio de nota fue 664 sobre 1000 en el area de matematicas

(INEVAL, 2020) (el aprobado se considera a partir de 600). Se trata de unos resultados

preocupantes, ya que muestran poco conocimiento y competencia matematica en los profesores.

El curriculo de las carreras que forman a los profesores evidencia otro de los problemas
relevantes de la formacion inicial de profesores de matematicas: la poca cantidad de contenidos
de esta especialidad y de su didactica contemplados en el curriculum. La totalidad del peso del
area de las matematicas y su didactica es del 47% del total de toda la carrera (en este caso carrera
de matematicas y fisica). Para la educacion basica, en cambio, la situacién es mas grave ya que
las matematicas y su didactica alcanzan solo el 5%, debido a que la carrera se centra en la

pedagogia y métodos para todas las areas tematicas.

Por otro lado, cada uno de los programas de las carreras de Licenciatura en Pedagogia
de las Ciencias Experimentales (matematicas — fisica) han considerado de igual importancia la

parte tedrica como la practica.

Los estudios de formacion inicial siguen la estructura tradicional en la que se les ensefa
a los futuros profesores de matematicas, por un lado, pedagogia general y, por el otro,
matematicas, pero el nexo entre estos dos tipos de contenidos (la pedagogia o didactica de las
matematicas) practicamente no tiene cabida. Expresado de otra manera, el desarrollo de la
Didactica de las Matematicas como disciplina cientifica en estas ultimas décadas casi no ha

tenido impacto en la formacién de los futuros profesores ecuatorianos.

Una de las razones del limitado impacto de la Didactica de la Matematicas (DM) en la
formacién de futuros profesores es que el pafs, en su conjunto, ha permanecido aislado del
desarrollo de esta area. Algunos ejemplos de este aislamiento son que: 1) no se han formado
sociedades de profesores de secundaria en el Ecuador (siendo uno de los pocos paises donde
esto pasa), 2) casi no hay revistas de DM, tanto de profesores como de investigacion, 3) hasta
hace poco no ha habido tesis doctorales en el pafs relacionadas con esta materia, 4) la comunidad
ecuatoriana casi no asiste a los congresos internacionales, 5) tampoco hay congresos nacionales,

etc. (Martinez et al., 2010).

Si bien el CEAACES (2015) reclama que haya una relaciéon entre la investigaciéon en
educacion y la practica preprofesional de los futuros docentes, mediante la metodologia de

investigacién-accion; el hecho es que sobre investigacion en educacion matematica no existen
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lineas definidas en las universidades que forman profesores que hayan sido fructiferas y con

incidencia clara en el sistema educativo.

Por otra parte, dados los resultados deficientes en cuanto a dominio de contenidos segun
los resultados del INEVAL arriba expuestos, el gobierno ha impulsado y financiado algunos
cursos de capacitacion, donde la mayoria de los profesores participantes son del sistema publico
y fiscal. En particular, el Ministerio de Educacion (MINEDUC) desarrollé el Programa de

Maestrias con Universidades Espanolas, una de las cuales fue la Universitat de Barcelona.

Este programa también pretendia resolver uno de los aspectos en el que el gobierno de
la nacién se habia propuesto incidir: el escaso numero de profesores de primaria y secundaria
con titulacién de master. Desde el 2014 el Ministerio de Educacién—en convenio con las
siguientes universidades espafiolas: Universidad de Barcelona, Universidad Auténoma de
Madrid, la Universidad Complutense de Madrid y la Universidad Nacional de Educacién a
Distancia; oferté programas de maestrias que han beneficiado a alrededor de 2400 docentes, de
los cuales 2322 profesores culminaron sus estudios (MINEDUC, 2015; Presidencia de la
Republica del Ecuador, 2016). En una segunda fase se ofrecieron programas de maestria
conjuntos entre una universidad ecuatoriana y una universidad extranjera. En concreto, durante
los afios 2017 — 2018, la Universidad Nacional de Educacién (UNAE) del Ecuador en convenio
con la Universidad de Barcelona (UB) implementaron una maestria internacional con la
concesion de titulos de ambas instituciones (Yamamoto y Malaspina, 2018), hasta el 2020 en
diferentes universidades obtuvieron sus postgrados 4606 profesores, donde 591 docentes han

sido del area de matematica (MINEDUC, 2022).

En el caso del programa de maestrias impulsado por el gobierno de Ecuador, por una
parte, se pretendia el desarrollo profesional de los participantes con el objetivo de mejorar su
practica docente y, por otra parte, se tenfa por objetivo que el programa de formacién permitiera
que los participantes adaptasen su practica a la reforma educativa que se habfa implantado en el
pais. Con relacion al impacto en la practica docente de los participantes en estas maestrias hay
poca investigacion, entre la que destaca la de Flores (2022). Esta autora investigd el impacto que
produjo el programa de master impartido por la UB, sobre la ensefianza de un determinado
topico: las funciones. Una de las conclusiones de esta investigacion es que el docente que
participd en estos masteres, si bien realiza una practica didactica descontextualizada, mecanicista
y con insuficiente idoneidad didactica, tiene la percepciéon de que implementan una ensefianza

de las matematicas contextualizada y constructivista y, ademas, con alta idoneidad didactica.
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A partir de septiembre de 2017, se implementa en la educacién superior ecuatoriana, los
redisefios de carrera, con la intencién de mejorar la formacién inicial, en donde, ademas de
establecer el nombre de acuerdo a la norma emitida por el CINE, Pedagogia de las Ciencias
Experimentales, se pretende organizar una propuesta curricular, centrada en la formacion
disciplinar y el componente educativo; siendo este escenario, uno de los contextos de esta

investigacion.
1.3 Contexto de la investigacion

La investigacion que se describe en esta memoria se ha realizado en procesos formativos
de instituciones que presentan algunas de las caracteristicas de la formacion de los profesores y
futuros profesores de matematicas de secundaria del Ecuador comentadas en la seccién anterior:
a) Master de Formacion del Profesorado de Educaciéon Secundaria en el Ecuador en la
especializacion Matematicas, impartido por la Universitat de Barcelona en la primera edicién y
por la Universitat de Barcelona y la Universidad Nacional de Educacién de Ecuador en la
segunda edicién y b) Carrera de pedagogia de las ciencias experimentales: matematicas y fisica
de la Universidad de Cuenca.

Mster de Formacion del Profesorado de Educacion Secundaria en el Ecnador

Este master tenfa como objetivo la formacién continua y profesionalizacién docente.
Dado su aspecto profesional, el master se extendi6 a lo largo de dos afios y estaba dividido en
tres bloques: a) el bloque general (15 créditos Eurgpean Credit Transfer System, ECTS) que incluye
asignaturas de la psicologia, sociologia, orientacion y sistema educativo ecuatoriano; b) el bloque
especifico (21 créditos ECTS) que contempla las asignaturas de la disciplina (matematica) y su
didactica y; c) el bloque de practicum y trabajo de fin de master (TFM) (24 créditos ECTS) que
se orienta al ejercicio de articulacion entre la teoria y la practica.

Una de las asignaturas del bloque especifico de este master, titulada Innovacion e
Investigacion sobre la Propia Prictica, impartida en el segundo afio, tenfa como principal objetivo
presentar propuestas de innovacion y herramientas de valoracion de la idoneidad de los procesos
de ensefnanza y aprendizaje de las matematicas que permitan al profesor la mejora de su propia
practica. Ademas, la asignatura pretendia hacer una iniciacion a la investigacion en Didactica de
las Matematicas y a la difusién de sus resultados. La nocién de idoneidad didactica desglosada
en criterios, componentes ¢ indicadores fue utilizada posteriormente por los participantes en su

Trabajo de Fin de Master.
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Por otro lado, el TFM debi6é ser un trabajo original, auténomo e individual que
permitiese al estudiante mostrar de forma integrada los contenidos formativos recibidos y las
competencias generales asociadas al titulo de Master en Formacion del Profesorado de
Secundaria de Matematicas, y debfa contribuir a reflexionar y profundizar en el andlisis de su
propia practica, posibilitando proponer elementos de mejora de esta. Dicha mejora se debia de
justificar a partir de la reflexién de la comunidad de investigaciéon en Educacién Matematica
sobre el tema que se ha desarrollado en su periodo de practicas.

Un elemento clave del TFM es su relacion directa con la experiencia escolar realizada
previamente (el disefio y la implementaciéon de una unidad didactica). En el TEM se realiza la
implementacion de una unidad didactica, se hace una valoraciéon y se formulan lineamientos de

mejora justificada de dicha unidad didactica.
Carrera de pedagogia de las ciencias experimentales: matematicas y fisica de la Universidad de Cuenca

La Carrera que forma Licenciados en Pedagogia de las Ciencias Experimentales:
Matematicas y Fisica estudia los contextos, problemas, procesos y fenémenos socio-educativos
en el ambito de la ensefanza-aprendizaje de la Fisica y las Matematicas en los niveles de

Educacion General Basica Superior y de Bachillerato, con una vision integral.

La Carrera consta de ocho semestres y parte de los procesos formativos investigados se
han implementado desde algunas de las asignaturas de estos ciclos. En concreto, en la asignatura
de Algebra Superior del segundo semestre, Practicas laborables IT y Didactica de las Matematicas

del sexto semestre.

En el plan de Carrera de Ciencias Experimentales de la Universidad de Cuenca, los
futuros profesores realizan cuatro practicas preprofesionales en centros de secundaria: en la
primera, fundamentalmente se hacen practicas de observacion y apoyo docente; en la segunda,
disenan e implementan una secuencia de tareas de aproximadamente unas 12 horas de clase; en
la tercera practica vuelven a disefiar e implementar una secuencia de tareas de aproximadamente
unas 12 horas de clase, pero ahora después de haber cursado asignaturas de didactica de las
matematicas que les da herramientas tedricas que no se tenfan en la practica dos y; la cuarta
practica preprofesional consiste en la colaboracién con proyectos de vinculacion con la sociedad
organizados por la universidad (por ejemplo, un proyecto de apoyo pedagdgico a estudiantes
adultos). En su practica preprofesional el futuro profesor cuenta con dos tutores, el de la
universidad (Docente tutor) y el profesor de la institucién donde se realiza la practica (Docente

orientador).
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1.4 Referente teérico apara el desarrollo de la reflexion sobre la practica

Los procesos formativos diseflados e implementados en estos dos contextos
institucionales se han enfocado al desarrollo de la reflexién sobre la practica del profesorado.
Dicha reflexion es una estrategia clave para el desarrollo profesional docente que sirve, tanto
para el analisis de los procesos de ensefanza y aprendizaje de las matematicas, como para su
mejora. Dewey (1989), por ejemplo, afirma que un valor propio del pensamiento reflexivo es
que nos libera de la actividad meramente impulsiva y puramente rutinaria, es decir, nos permite
dirigir nuestras actividades con prevision y fines claros. De la misma forma, Schon (1992) resalta
la necesidad de la formaciéon de profesionales reflexivos, enfatizando que los centros de
formacion de profesores deben repensar la epistemologia de la practica y los fundamentos
pedagbgicos en que se basan sus planes de estudio, al mismo tiempo que deben favorecer
cambios en sus instituciones para que abran un espacio para la practica reflexiva, como un
elemento clave en la formacién de sus profesionales. A su vez, Brockbank y McGill (2002)
afirman que la reflexion es una competencia que nos permite aprender de la practica y mejorarla.
En esta misma linea, Perrenoud (2004) argumenta que, para conseguir profesores reflexivos, se
necesita combinar aspectos diferentes. Por un lado, es necesario que el profesor tenga un
método de reflexién (que en general puede ser similar en diferentes asuntos) y, por otro lado,

son necesarias estructuras conceptuales especificas de cada disciplina.

Segun Breda, Font y Pino-Fan (2018), muchas tendencias sobre la formacién de
profesores, sea inicial o continua, sugieren la investigacion de los docentes y la reflexién sobre
la practica docente como fundamental para el desarrollo profesional y la mejora de la ensefianza.
Desde la Didactica de la Matematica surgen diferentes propuestas que proporcionan marcos
conceptuales relacionados con el desarrollo de la reflexion, tales como: la competencia de mirar
con sentido (Mason, 2002), la metodologia del Estudio del Concepto (Davis, 2008), el
conocimiento matematico para una enseflanza de matematicas de calidad (Hill et al., 2008), la
mirada profesional (Llinares, 2012), el Lesson Study (LS) (Isoda, Arcavi y Lorca, 2007) y los
Criterios de Idoneidad Didactica (CID) del Enfoque Ontosemiético del Conocimiento e

Instrucciéon Matematicos (EOS) (Godino, Batanero y Font, 2019; Font, Planas, y Godino, 2010).

En la linea de potenciar la reflexion del profesor sobre su propia practica, el constructo
CID (y su desglose en componentes e indicadores), propuesto en el marco del EOS (Godino,
Batanero y Font, 2019), puede servir para guiar los procesos de ensefianza y aprendizaje de las

matematicas y para evaluar sus implementaciones. En este sentido, los CID son, en primer lugar,
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unos principios que indican cémo las cosas deben ser hechas y, en segundo lugar, sirven para
valorar el proceso de instruccion realizado (Breda, Font y Lima, 2015; Breda, Font y Pino- Fan,
2018). Los CID pueden ser utilizados como herramienta metodoldgica para organizar la
reflexién del profesor, tal como se viene haciendo en diferentes procesos de formacién en
algunos pafses (Esqué y Breda, 2021; Breda, Pochulu, Sanchez y Font; Font, Breda y Pino-Fan,
2017; Morales-Lopez y Araya-Roman, 2020; Morales-Maure, Duran-Gonzalez, Pérez-Maya y
Bustamante, 2019; Pochulu, Font y Rodriguez, 2016; Ramos, 20006; Seckel, 2016).

En esta linea, el presente trabajo de investigaciéon tiene como objetivo desarrollar el
diseno y la implementaciéon de ciclos formativos que promuevan la realizaciéon de analisis
valorativos de procesos de instrucciéon por parte de los profesores (en formaciéon o en servicio)
utilizando la herramienta criterios de idoneidad didactica e investigar como se desarrolla la
competencia de analisis de la idoneidad didactica en estos dispositivos formativos. En particular,
se hace énfasis en la ensefianza y aprendizaje del uso del componente <<representatividad de
la complejidad del objeto matematico a ensefiar>> del criterio de idoneidad epistémica,
utilizando como contexto de reflexion, los diferentes objetos matematicos contenidos en el
curriculo. A través de los dispositivos de formacion, se reflejara la necesidad de abordar la
complejidad del objeto matematico que se quiere ensefiar, argumentada de varias formas, siendo
una de las mas importantes el hecho de que, en muchos curriculos, se exige que las matematicas
ensefadas se apliquen a la resolucion de problemas (en especial, problemas de contexto extra
matematico). Se les hace observar a los participantes que los problemas donde el uso de un
determinado objeto matematico es determinante, son de diversos tipos y que, para su resolucion,
se ponen en funcionamiento diferentes significados parciales del objeto que se pretende ensefiar.
Por tanto, o bien se ensefla una muestra representativa de significados parciales del significado
global del objeto matematico en cuestion, o bien sélo los alumnos mas creativos pueden aplicar

el objeto a los diversos problemas.
1.5 Objetivos de la investigacion

1.5.1. Objetivo general

OG: Desarrollar el disefio, la implementacion y el analisis de ciclos formativos que
promuevan la realizacién de analisis valorativos de procesos de instruccion por parte de los
profesores (en formacién o en servicio) utilizando la herramienta criterios de idoneidad didactica
e investigar como se desarrolla el analisis didactico en estos dispositivos formativos. En

particular, se hace énfasis en el desarrollo de la reflexién docente acerca a la enseflanza y
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aprendizaje de los objetos matematicos a través del uso del componente “representatividad de

la complejidad del objeto matematico a ensefiar” del criterio de idoneidad epistémica.

1.5.2. Objetivos especificos

Este objetivo general se concreta en cinco objetivos especificos, siendo los dos primeros
objetivos instrumentales para conseguir los tres ultimos.

OET1: Construir una posicion compartida entre los directores de tesis y la doctoranda
acerca de las diferentes maneras de entender la complejidad de los objetos matematicos y sobre
criterios para disefiar secuencias didacticas para la ensefianza del componente representatividad

de la complejidad.

OE2: Elaboracién de un banco de tareas para su posible incorporacién a ciclos
formativos direccionados a la formacién continua de profesores de matematicas y a la formacion
inicial de profesores de matematicas, que haga énfasis en la ensefianza y aprendizaje del uso del
componente “representatividad de la complejidad del objeto matematico” del criterio de

idoneidad epistémica

OE3: Disefiar e implementar ciclos formativos (CF) en la formacién continua de
profesores de matematicas de secundaria en ejercicio, acerca al uso del uso del componente
“representatividad de la complejidad del objeto matematico” del criterio de idoneidad

epistémica.

OE4: Diseflar e implementar ciclos formativos (CF) en la formacion inicial de
profesores de educacién basica superior y bachillerato de matematicas - para la ensefianza y
aprendizaje del componente “representatividad de la complejidad del objeto matematico” del
criterio de idoneidad epistémica, para usarlo en la reflexiéon de secuencias didacticas disefiadas e
implementadas para la enseflanza y el aprendizaje de diferentes objetos matematicos

contemplado en el curriculo de secundaria ecuatoriano.
t lad 1 iculo d dari tori

OED5: Investigar la reflexion que hacen tanto los profesores en servicio como los futuros
profesores de matematicas ecuatorianos acerca de la “representatividad de la complejidad del
objeto matematico” del criterio de idoneidad epistémica, al usarlo en la reflexion de secuencias

didacticas disefiadas e implementadas en sus practicas preprofesionales.
1.6 Metodologia

La investigacion es primordialmente cualitativa, puesto que estamos interesados primero

en describir, sobre todo, el desarrollo de un aspecto parcial de la competencia en analisis e
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intervencién didactica de los profesores y futuros profesores ecuatorianos (analizar y valorar la
idoneidad epistémica de procesos de instruccion). Se trata de una investigacion que tiene,
ademas, un componente de desarrollo ya que se pretende, por un lado, proporcionar
conocimiento detallado acerca del estado actual de la formacién de profesores de secundaria (en
formacion y en servicio) en Ecuador y, por otro lado, elaborar recursos didacticos especificos

para mejorar la formacién de estos profesores.

Las muestras son intencionales ya que los ciclos formativos se han implementado con
profesores de secundaria en el master de Formacion de Profesores de Secundaria de
Matematicas de Ecuador de Universitat de Barcelona durante sus dos ediciones y con futuros
profesores de la Carrera de Pedagogia de las Ciencias Experimentales de la Universidad de
Cuenca. Al ser una muestra intencional, si bien no es estadisticamente representativa, puede

ofrecer informacion relevante para la formacion de profesores en el Ecuador.

El registro de la informacién se ha obtenido mediante la grabaciéon en video de algunas
de las clases impartidas, la documentacion grabada en la plataforma Moodle del campus virtual
(presentaciones, lecturas, tareas y respuestas de los alumnos a las tareas, cuestionarios y

respuestas de los alumnos a los cuestionarios) y material impreso.

Esta metodologfa cualitativa se ha concretado de diferente manera para cada objetivo
especifico. Para los objetivos 1 y 2, se ha hecho una revision bibliografica selectiva y, después
de un analisis de las diferentes fuentes documentales, se ha construido una posiciéon compartida
entre los directores de tesis y la doctoranda acerca de las diferentes maneras de entender la
complejidad de los objetos matematicos y sobre criterios para disefiar secuencias didacticas para
la ensefianza del componente representatividad de la complejidad. A su vez, se ha confeccionado
un banco de tareas (algunas presentes en las fuentes consultadas y otras de disefio propio)
correspondientes a bloques tematicos diferentes y que sirven para mostrar la pluralidad de
significados de un objeto matematico, de sus tipos de representacién y de los problemas donde

se aplica.

Para los objetivos 3 y 4 se han disefiado e implementado ciclos formativos cuyo objetivo
era introducir los CID para orientar la reflexién sobre la propia practica. Para ello, se adapto, a
cada contexto institucional, la estructura habitual de un ciclo formativo cuyo objetivo es realizar
un redisefio de la practica docente, orientado a su mejora, usando la herramienta CID como
referente tedrico (Llinares et al.,, 2022). Dicho armazén ha sido la base para el disefio e

implementacién de ciclos formativos para el desarrollo de la reflexiéon del profesor sobre la
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mejora de su practica, entre otros, en un grado de futuros profesores de primaria en Chile
(Seckel, 2016; Seckel y Font, 2020), un master de formacioén inicial de profesores de matematicas
de secundaria en Espana (Font, Breda y Pino-Fan, 2017; Esqué y Breda, 2021), un diplomado
para maestros de primaria en servicio en Panama (Morales-Maure, 2019; Morales-Maure,
Duran-Gonzalez, Pérez-Maya y Bustamante, 2019; Garcia-Marimén, Morales-Maure, Diez-
Palomar y Duran-Gonzalez, 2021); y, combinado con la estrategia de desarrollo profesional
Lesson Study, en la formacion continua de profesores de educacion basica en Brasil (Hummes,

Font y Breda, 2019, Hummes, Breda y Font, 2022).

Para el ultimo objetivo la metodologfa utilizada, basicamente, ha consistido en el analisis
de contenido. Es decir, para el analisis de las respuestas se partia de categorias a priori: los
diferentes tipos de significado del objeto matematico a ensefar, sus diferentes tipos de
representaciones y una variedad de problemas en los que el uso de este objeto matematico era
determinante para la resolucion de la tarea (obtenidos a partir de fuentes documentales y de una
triangulacion de expertos) y se trataba de ver, por ejemplo, si, dado un determinado significado
parcial del objeto matematico fijado previamente, los profesores pueden crear una tarea en la
que este significado parcial sea indicado para su resolucion. Por otra parte, podfan emerger
alguna nueva categoria (por ejemplo, un nuevo tipo de significado) que surgiera a posteriori

como resultado del analisis de las respuestas.
1.7 Estructura de la memoria de investigacion

Esta memoria de investigacion se ha organizado en 9 capitulos. En el capitulo 1 se
presenta el origen, las principales caracteristicas del problema de investigacion de esta tesis, su

relevancia y los objetivos de investigacion.

A continuacién, siguen siete capitulos donde se presentan las publicaciones que
constituyen la tesis que se presenta. Los capitulos 2-4 se han realizado en el contexto de la
formacion inicial del profesorado de secundaria de matematicas del Ecuador. Los capitulos 5-7
son investigaciones que se han realizado en el contexto de la formacién inicial del profesorado
de secundaria de matematicas del Ecuador. El capitulo 8 es una presentaciéon conjunta de las
publicaciones de los capitulos 2-7 que permite tener una vision global sobre las publicaciones

que constituyen esta tesis.
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Finalmente, en el capitulo 9 se exponen las conclusiones obtenidas para cada uno de
los objetivos propuestos, la difusiéon del trabajo realizado, las limitaciones encontradas y las

posibles lineas de investigacion futuras.
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CAPITULO II: ARTICULO CIENTIFICO 1

2.1 Articulo publicado (en prensa)

Autores: Eulalia Calle, Adriana Breda y Vicen¢ Font.
Filiacion: Universidad de Cuenca y Universidad de Barcelona.

Referencia: Calle, E., Breda, A., & Font, V. (2023). Significados parciales del teorema
de Pitagoras usados por profesores en la creaciéon de tareas en el marco de un programa de

formacion continua. Uniciencia, 35 (1), en prensa.
2.2 Indexacion de la revista

Articulo indexado en Emerging Sources Citation Index con Category Rank 78/134
en MULTIDISCIPLINARY SCIENCES, Scopus con CiteScore de 0,7 y FWCI de 3,63, DOA],
Aquatic Science & Fisheries Abstracts (ASFA), DIALNET. Evaluada en: LATINDEX.
Catalogo v2.0 (2018 -) Directory of Open Access Journals ERIHPlus LATINDEX. Catalogo
v1.0 (2002 - 2017); REDIB. Red Iberoamericana de Innovacién y conocimiento cientifico.
Métricas en: SJR. SClmago Journal & Country Rank, Scopus Sources. Politicas OA:
SHERPA/RoMEO. ICDS MIAR (2021): 10. Citas en Google Scholar: 19. Articulo realizado en
el marco de los proyectos PGC2018-098603-B-100 (MCIU/AEI/FEDER, UE) y REDICE18-
2000 (ICE-UB).

2.3 Resumen del articulo cientifico 1

Este articulo atiende a los objetivos especificos 3 y 5 de esta tesis.

[Objetivo] El objetivo de este articulo es presentar resultados de una investigacion
sobre la ensefianza y el aprendizaje del criterio “implementar una muestra representativa de la
complejidad del objeto matematico que se quiere enseflar”’; implementado con profesores de
secundaria de matematicas de Ecuador en un master de formacién continua. [Metodologia]
Después de explicar el proceso de instruccion en el que se enseid este criterio, se presenta el
analisis cualitativo de las respuestas a una de las tareas que se propuso a los alumnos de este
master: crear tareas en las que, para su resolucion, se tenfa que aplicar un determinado
significado parcial del teorema de Pitagoras (el geométrico o el aritmético-algebraico), como
ejemplo de evidencia del aprendizaje conseguido. [Resultados] Los resultados muestran que
algunos alumnos del master proponen tareas para trabajar el teorema de Pitagoras, pero no
especifican ni justifican si las tareas disefladas por ellos estan relacionadas con el significado

aritmético-algebraico, con el geométrico o con ambos; otros no propusieron ninguna tarea para
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trabajar el significado aritmético-algebraico y un participante del master no propuso ninguna
tarea para trabajar el significado geométrico. También se observa que algunos crearon tareas
que no se corresponden con el significado que sefalan. [Conclusiones] Se concluye que los
profesores tienen dificultades para crear una tarea y sefialar el tipo del significado del teorema
de Pitagoras que se debe usar para resolverla y que el significado geométrico es el que mejor

relacionan con la tarea que proponen.

Palabras clave: formacion continua de profesores; significados parciales del teorema

de Pitagoras; idoneidad didactica; creacion de tareas.
2.4 Abstract

[Objective] The objective of this article is to present the results of a research on the
teaching and learning of the criterion "implement a representative sample of the complexity of
the mathematical object to be taught", implemented with high school mathematics teachers
from Ecuador in a training master's degree. [Methodology] After explaining the instructional
process in which this criterion was taught, the qualitative analysis of the responses to one of the
tasks proposed to the students of this master's degree is presented: create tasks in which, for
their resolution, they had to apply a certain partial meaning of the Pythagorean theorem
(geometric or arithmetic-algebraic), as an example of evidence of learning achieved. [Results]
The results indicate that some students of the master propose tasks to work on the Pythagorean
theorem, but they do not specify or justify whether the tasks designed by them are related to
the arithmetic-algebraic meaning, to the geometric one or to both; others did not propose any
task to work on the arithmetic-algebraic meaning and one participant of the master's degree did
not propose any task to work on the geometric meaning. It is also observed that some created
tasks that do not correspond to the indicated meaning. [Conclusions] It is concluded that
teachers have difficulties in creating a task and indicating the type of meaning of the
Pythagorean theorem that should be used to solve it and that the geometric meaning is the one

that best relates to the task they propose.

Keywords: continuous training of teachers; partial meanings of the Pythagorean

theorem; didactic suitability; task creation.
2.5 Introduccién

En la investigacion en Educacion Matematica se ha considerado un tema de interés el
estudio de las conexiones matematicas (Zengin, 2019). Los resultados de estas investigaciones

han impactado en curriculos de diferentes paises Estados Unidos (National Council of Teachers
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of Mathematics, 2000 y 2013), Colombia (Ministerio de Educaciéon Nacional, 1998), Turquia
(Ministry of National Education, 2013), Espafia (Generalitat de Catalunya, 2015) y Australia
(Australian Curriculum Assessment and Reporting Authority, 2012), entre otros y el fomento

de las conexiones se ha incorporado, en ellos, como un aspecto clave.

En los estudios sobre conexiones se consideran dos grandes tipos de conexiones
matematicas: las intra-matematicas y las extra-matematicas. Con relacion a las primeras, a partir
de los trabajos de Businskas (2008) en los que se proponian cinco tipos de conexiones, se han
ido afiadiendo otros tipos de conexiones (Flores y Garcia, 2017) hasta llegar a los nueve tipos
de conexiones propuestos en la Teorfa Extendida de las Conexiones Rodriguez-Nieto,
Rodriguez-Vasquez y Font (2020), siendo uno de los tipos considerados, siendo uno de los tipos
considerados la conexion de significado, en particular la conexioén entre distintos significados
parciales de un mismo objeto matematico (que es el tipo de conexiéon que interesa en esta

investigacion).

La importancia que se da al establecimiento de conexiones matematicas, en particular
las intra-matematicas, va de la mano con la importancia que se da a la reflexiéon sobre la
complejidad de los objetos matematicos. En mayor o menor medida, la problematica de la
complejidad asociada al objeto matematico, y la articulacién de sus componentes, esta presente
en casi todos los marcos tedricos del area de la Educacion Matematica, en particular en el
Enfoque Ontosemiético de la Cognicion e Instruccion matematica (EOS, a partir de ahora)
(Godino, Batanero y Font, 2019). En este enfoque se modeliza la complejidad de los objetos
matematicos por medio de sus pluri significaciones, entendidas como significados parciales, y

de las conexiones que se establecen entre ellos (Godino, Burgos y Gea, 2021).

En la actualidad se han propuestos diferentes modelos de categorias de conocimientos
y competencias del profesor de matematicas. Entre ellos, el Modelo de Conocimientos y
Competencias Didactico Matematicas (CCDM) basado en constructos del EOS (Godino,
Giacomone, Batanero y Font, 2017). En este modelo se considera que, para que un alumno
pueda ser competente en la aplicacion de las nociones matematicas, es necesario que en el
proceso de instruccion se le ensefie una muestra representativa, metaféricamente hablando, y
bien conectada de los diferentes significados parciales (o sentidos) de estas nociones. En
consecuencia, se considera necesario que los profesores de matematicas tengan en cuenta la
complejidad del objeto matematico que se pretende ensefiar (entendida ésta como pluralidad de
significados parciales) en el disefio, implementacién, valoracién y redisefio de procesos de

instruccién y que, por tanto, son necesarios procesos formativos que permitan a los profesores
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reflexionar sobre la complejidad de los objetos matematicos y su posible aplicacion en el disefio

de tareas en su practica docente con la finalidad de mejorarla.

Siguiendo esta linea de investigacion, el presente trabajo presenta los resultados de una
investigacion sobre la enseflanza y el aprendizaje del criterio “Guplementar una muestra representativa
de la complejidad del objeto matemitico que se quiere enseniar”, en un proceso de instruccion
implementado con 95 profesores de secundaria de matematicas de Ecuador. Para ello, se disené
e implement6 una secuencia de tareas orientada a reflexionar sobre los diferentes significados
de algunos objetos matematicos y su posible aplicacion en la practica docente, con la finalidad
de mejorarla; y, para tener evidencias de su aprendizaje, se les propuso, entre otras, crear tareas
(que podian ser problemas o simples ejercicios) en los que, para su resolucion, se tenfa que
aplicar un determinado significado parcial del teorema de Pitagoras (el geométrico o el
aritmético-algebraico). Por tanto, la investigacion que se relata pretende, como primer objetivo,
describir el proceso de instruccion realizado y, como segundo objetivo, evidenciar el aprendizaje
logrado analizando si los participantes pueden, dados uno de los dos significados parciales
diferentes del teorema de Pitagoras (el geométrico y el aritmético-algebraico), crear tareas en las
que, para su resolucion, sea necesario este significado parcial. Este segundo objetivo pretende
contestar a la siguiente pregunta: ¢Dado un significado parcial del teorema de Pitagoras fijado
previamente, pueden los profesores crear una tarea en la que este significado parcial sea indicado

para su resolucion?

El teorema de Pitagoras ha sido objeto de multiples investigaciones. Loomis (1968), por
ejemplo, clasifica 370 demostraciones del teorema. Las investigaciones sobre la ensefianza y
aprendizaje de este teorema han usado diferentes marcos tedricos, y en muchas de ellas se han
tenido en cuenta sus diferentes significados parciales de manera explicita (e.g., en Chaverri-
Hernandez et al., 2020), mientras que en otras se hace implicitamente. Ahora bien, no hemos
encontrado ninguna en la que se proponga a los participantes la creacién de una tarea en la que
se deba usar un determinado significado parcial para su resolucion, y tampoco ninguna sobre el

teorema de Pitagoras en la formacioén de profesores de Ecuador.

Después de esta introduccién, donde se explican los objetivos, se presentan, en la
seccion del marco tedrico, algunos constructos del EOS. Seguidamente se expone la
metodologia cualitativa que se ha seguido y se explica la gestion del proceso de instruccion
orientado a reflexionar sobre la complejidad de los objetos matematicos y, también, cémo se
analizaron las producciones de los participantes. A continuacion, se presentan los resultados y

una discusion sobre ellos y, por ultimo, algunas consideraciones finales.
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2.6 Marco teodrico

En esta seccion explicamos, de manera breve, el modelo CCDM y la subcompetencia
de analisis de la idoneidad didactica y, con mas detalle, el componente “Muestra representativa
de la complejidad del objeto matematico que se quiere ensenar” del criterio de idoneidad
epistémica. Por dltimo, explicamos los significados parciales que se han tenido en cuenta para

describir la complejidad del teorema de Pitagoras.
E/ modelo CCDM y la Idoneidad Didactica

En el modelo teérico de competencias y conocimientos didactico-matematicos del
profesor de matematica (modelo CCDM), basado en constructos del Enfoque Ontosemidtico
de la Cognicion e Instruccion Matematicos (Godino, Batanero y Font, 2019) se considera que
las dos competencias clave del profesor de matematicas son la competencia matematica y la
competencia de analisis e intervencion didactica, siendo el nucleo fundamental de esta tltima
(Breda, Pino-Fan y Font, 2017) disenar, aplicar y valorar secuencias de aprendizaje propias y de
otros, mediante técnicas de andlisis didactico y criterios de idoneidad, para establecer ciclos de
planificacién, implementacion, valoracion y plantear propuestas de mejora. Esta competencia
general esta formada por diferentes subcompetencias: 1) subcompetencia de analisis de la
actividad matematica; 2) subcompetencia de analisis y gestion de la interaccion y de su efecto
sobre el aprendizaje de los estudiantes; 3) subcompetencia de analisis de normas y metanormas;
y 4) subcompetencia de valoracién de la idoneidad didactica de procesos de instruccion. En este
trabajo nos centraremos, sobre todo, en esta ultima subcompetencia, mas en concreto en uno
de sus componentes. La subcompetencia de valoracion de la idoneidad didactica de procesos de
instruccién hace hincapié en el analisis de idoneidad didactica. Esta nocién se descompone en
los siguientes criterios parciales de idoneidad didactica (Font, Planas y Godino, 2010): idoneidad
epistémica, ecoldgica, cognitiva, afectiva, mediacional e interaccional. En particular, la idoneidad
epistémica se refiere, sobre todo, al grado de representatividad e interconexion de los
significados institucionales implementados (o pretendidos) respecto de un significado de
referencia. En Breda, Pino-Fan y Font (2017) se aporta un sistema de componentes e
indicadores para cada criterio que sirve de guia de analisis y valoracion de la idoneidad didactica,

que esta pensado para un proceso de instruccion en cualquier etapa educativa.
La idoneidad epistémica y la complejidad de los objetos matematicos

Tanto los componentes como los indicadores de los criterios de idoneidad didactica se
han confeccionado teniendo en cuenta las tendencias, los principios y los resultados de la

investigacion en el area de Didactica de las Matematicas (Godino, 2013; Breda, Font y Pino-
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Fan, 2018). En particular, para la idoneidad epistémica se ha tenido en cuenta un principio
fundamental del EOS que, con los matices propios de cada enfoque, es (o puede ser) asumido
por otros enfoques tedricos del area. Nos referimos al principio que se puede formular de la
siguiente manera: los objetos matematicos emergen de las practicas, lo cual conlleva su
complejidad (Font, Godino y Gallardo, 2013; Rondero y Font, 2015). De este principio se deriva
un componente (representatividad) cuyo objetivo es que se tenga en cuenta, dentro de lo posible,

dicha complejidad en el disefio y redisefio de las secuencias didacticas.

El componente “Muestra representativa de la complejidad de los objetos matematicos”
(entendida la complejidad como pluralidad de significados parciales y la nocién de muestra
representativa en términos metafdricos), se refiere al grado de representatividad e interconexion
de los significados institucionales implementados (o pretendidos) respecto de un significado de
referencia (Giacomone, Godino y Beltran-Pellicer, 2018). Cada uno de estos significados
permite resolver tipos de tareas diferentes, por lo cual, si se quiere enseflar una muestra
representativa de significados parciales es necesario presentar una muestra variada de tareas
(Font, Breda y Seckel, 2017). Y, a su vez, si se quiere conseguir que el alumno sea competente
en la resolucion de una variedad de problemas, en particular extra-matematicos, donde el objeto
matematico en cuestion tiene un rol determinante, es necesario que los alumnos dispongan de
una red de significados parciales bien conectados entre si. En el siguiente cuadro se recogen los

indicadores de dicho componente.

Tabla 1. El componente Representatividad y sus indicadores

Componente de la Idoneidad

o, Indicadores
Epistémica

v" Los significados parciales (definiciones, propiedades,
procedimientos, etc.) son una muestra representativa
de la complejidad de la nocién matematica que se
quiere ensefar

V" Los significados parciales (definiciones, propiedades,
procedimientos, etc.) son una muestra representativa
de la complejidad contemplada en el curriculo de la

. nocién matematica que se quiere ensefiar.
Muestra representativa de la

complejidad del objeto matematico v" Para uno o varios significados parciales seleccionados
a ensefiar para su implementacion, sse contempla una muestra
representativa de problemas?

v" Para uno o varios significados parciales seleccionados
para su implementacién, ¢se contempla el uso de
diferentes modos de expresiéon (verbal, grafico,
simbélico...), tratamientos y conversiones entre los
mismos?

Nota: Font, Breda y Seckel (2017).
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Primero hay que valorar si los significados parciales (definiciones, propiedades,
procedimientos, etc.) seleccionados para su implementaciéon son una muestra representativa de
la complejidad de la nocién matematica que se quiere ensefiar (para ello la mirada se dirige a las
matematicas). En segundo lugar, dado que el curriculo contempla parte de estos significados
parciales, hay que valorar si la muestra de significados presentes en el proceso de instruccion
son también una muestra representativa de los contemplados en el curriculo (en el curriculo en
general, en la etapa o ciclo o en el curso donde se realiza la implementacién) — la expresion
muestra representativa, como se ha dicho, se estd usando de manera metafdrica y es muy
contextual, es decir depende mucho del objeto que se ensefia y del nivel donde se ensefia; a un
ejemplo de lo que se entiende por muestra representativa se puede poner con el objeto
pendiente; en Espafia en la etapa 12-16 afios el curriculo contempla cuatro significados de este
objeto (geométrico, trigonométrico, algebraico y funcional), con alumnos de 15 afios el
geométrico, el algebraico y el funcional se podrian considerar una muestra representativa, en
cambio no lo serfa explicar solo el algébrico y el funcional. Una vez seleccionados uno o varios
significados parciales para su implementacién, valorar, como minimo, si se contempla una

muestra representativa de representaciones del objeto y de tareas en los que se aplica o emerge.

Investigaciones sobre la complejidad de diferentes objetos matematicos y su uso

en la formacién de profesores

Utilizando como referente tedrico el EOS se han realizado diferentes investigaciones
para profundizar en la complejidad de diferentes objetos matematicos, asi como en la
comprension que tienen los estudiantes de dicha complejidad (eg.,, por ejemplo, Wilhelmi,
Godino y Lacasta, 2007; Burgos, et al., 2020; Calle, Breda y Font, 2021). Por otra parte, en
diferentes procesos de formacioén de profesores de matematicas de Espafa y Latinoamérica se
han realizado investigaciones que tienen como finalidad investigar el uso del constructo criterios
de idoneidad didactica como herramienta para organizar la reflexiéon del profesor sobre su
practica, cuando esta reflexién estd orientada hacia la valoracién y mejora de la practica (eg.,
Ferreres y Vanegas, 2015; Espinoza y Pochulu, 2019; Morales-Maure, Duran-Gonzalez, Pérez-
Maya y Bustamante, 2019; Burgos, Beltran-Pellicer y Godino, 2020). Estas investigaciones han
puesto de manifiesto diferentes aspectos con relacion al componente “Muestra representativa

de la complejidad del objeto matematico”, de los cuales queremos sefialar aqui los siguientes:

1. Aunque no se incorpore explicitamente en el proceso de instruccion la ensefianza de
los componentes e indicadores de los criterios de idoneidad didactica, algunos de ellos, y en

particular el componente “Muestra representativa de la complejidad del objeto matematico”,
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estan presentes de manera implicita cuando los profesores hacen valoraciones de sus propuestas

didacticas (Breda, 2020).

2. Incorporar este componente para valorar la idoneidad epistémica de un proceso de
enseflanza y aprendizaje no es tarea facil, ni para los formadores ni para sus alumnos (profesores
o futuros profesores), pero se puede ensefiar como parte del proceso de formacion del
profesorado. Por ejemplo, para el caso de Espafia, entre otros, Burgos, et al. (2018) y Esqué y
Breda (2021) documentan procesos de formacién sobre este componente, asi como se hace en

Seckel (2016) para el caso de Chile.

En Esqué y Breda (2021) se explica cémo usaron en su TFM este componente en la
valoraciéon y redisefio de una unidad didactica de cara a futuras implementaciones alumnos de
un Master de Formacion inicial de Profesorado de Secundaria de Matematicas en Espafa.
Burgos et al. (2018), a su vez, cuando trabajan en el reconocimiento de niveles de algebrizacién
en una tarea de proporcionalidad por futuros profesores de matematicas de secundaria, focalizan
la atencién en la faceta epistémica del modelo CCDM, dando importancia al conocimiento de
la pluralidad de los significados de los objetos matematicos en diferentes contextos, llegando a
determinar incluso que los docentes en su intento de lograr un nivel de algebrizacion, sacrifican

la significacion del enunciado del problema.

En Seckel (2016) se describe un proceso de formacién de una formadora de profesores
chilenos de educacién basica con mencién en matematica cuyo objetivo es desarrollar su
competencia reflexiva y la de sus alumnos. Un aspecto que se traté en el diseflo e
implementacion del ciclo formativo que recibi6 esta profesora fue como abordar el componente
“Muestra representativa de la complejidad del objeto matematico” (propotcionalidad en este

€aso).

En relaciéon con la creacion de problemas con fines didacticos, en el marco del EOS, se
considera que es particularmente importante que el profesor identifique los objetos matematicos
primarios en la solucién de un problema y establezca interrelaciones entre ellos; es decir, entre
la situacion-problema, lenguajes, proposiciones, definiciones, procedimientos y argumentos.
Asi, se tendran redes de objetos que intervienen y emergen, que se denominan configuraciones
epistémicas (CE) cuando son consideradas desde una perspectiva institucional y configuraciones
cognitivas (CC) cuando son consideradas desde una perspectiva personal. El analisis de estas
configuraciones permite tener informacién acerca de la anatomia de la solucién de un problema
y permite, entre otros aspectos, crear nuevos problemas por variacion de los dados inicialmente,

o bien crear nuevos problemas directamente para que en su solucién se tenga que utilizar un

26



Capitulo 11 Articulo Cientifico 1

determinado objeto primario (o varios). Esta manera de entender la creacién de problemas
usando herramientas del EOS se ha incorporado al enfoque de creaciéon de problemas
desarrollado por Malaspina y colaboradores, siendo usado en diversas experiencias didacticas en

el Perd, Ecuador y Espafia (Malaspina, Rubio y Torres, 2019; Torres, 2020).
Complejidad del objeto matematico teorema de Pitagoras.

El teorema de Pitagoras es quizas la relacién matematica, de cierta complejidad, mas
conocida por personas con una formacion basica. En su versién geométrica dice que, en un
triangulo rectangulo, siendo « la medida de la hipotenusa y 4y ¢ las medidas de los catetos, el
area de un cuadrado construido tomando como lado la hipotenusa es igual a la suma de las areas
de los cuadrados construidos sobre cada uno de los catetos (lo cual se representa como & = ¥
+ ). Esta mirada geométrica se va diluyendo cuando se hace una mirada un poco mas
aritmético-algebraica y el teorema de Pitagoras se entiende como una relacién entre los numeros,
o letras, que representan las longitudes de los lados del triangulo rectangulo. De esta manera,
los numeros o letras substituyen a longitudes de segmentos o areas de cuadrados y su funcién
es representarlos. En esta mirada los simbolos representan magnitudes o relaciones entre ellas,
pero, si bien se pueden realizar acciones sobre ellos, no se consideran objetos con independencia
de la magnitud que representan. Los valores que pueden tener los simbolos son los que permiten

las magnitudes y la situacion que representan.

Si se profundiza en la mirada aritmético-algebraica, los valores que pueden tener los
simbolos son los que se quiera considerar y no estan condicionados por la situacién que
inicialmente representaban. Ahora los simbolos se consideran objetos sobre los cuales se pueden
realizar acciones e incluso se puede prescindir de los objetos, relaciones y situaciones que
representan. Esta mirada lleva a entender 4, 4, ¢ como nimeros o letras que no representan
necesariamente magnitudes geométricas y que cumplen que & = &* + /. Primero como ternas
pitagoricas de numero enteros, pasando por fracciones pitagoricas y llegando a ternas (a,4,¢) que

pueden no ser enteros, pero que cumplen la relacion & = &+ &

Estas diferentes miradas al teorema de Pitagoras nos llevan a considerar que, en los
primeros afios de la secundaria, hay dos significados parciales del teorema de Pitagoras que
permiten caracterizar su complejidad, por una parte: 1) el significado geométrico donde vamos
a englobar todas las interpretaciones de a, b, ¢ como longitudes de lados del triangulo y sus
respectivos cuadrados como las areas de los cuadrados que los tienen por lados y 2) el significado
aritmético-algebraico donde 4, 4, ¢ se van a entender como numeros o letras que no representan

magnitudes geométricas y que cumplen que & = &’ + #. El nexo de conexién entre estos dos
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significados son las situaciones o problemas en los que se calculan longitudes de alguno de los
lados del triangulo rectangulo, sin hacer mencién explicita de sus areas. Se trata de situaciones
en las que se interrelacionan los dos tipos de significados ya que, por una parte se considera un
referente geométrico, pero, por otra parte, se hace un tratamiento aritmético-algebraico para

hallar la solucién.

El teorema de Pitagoras presenta también interesantes conexiones con otros problemas
y teorfas, que pueden ampliar los significados parciales anteriores, pero que no seran
considerados en este trabajo enfocado hacia los primeros afios de la secundaria, que es donde
por primera vez se ensefla este teorema. Se trata de conexiones con nociones tales como la
seccion aurea, la simetria dinamica, espirales logaritmicas, triseccion del angulo, duplicacion del
cubo, cuadratura del circulo, determinacién del valor de 7z, concepto de nimero irracional,
poligonos y poliedros regulares y estrellados, teoria de numeros, constructibilidad de angulos y
poligonos, fracciones continuas, trigonometria, geometria analitica, vectores, espacios de

Hilbert, etc. (Barroso Gavilan, 2001; Gonzalez, 2008; Martinez, 2000).

2.7 Metodologia

En ese apartado, presentamos primero, el contexto del estudio (profesores participantes,
tipo de master y caracteristicas del alumnado), En segundo lugar, se narra la implementacién de
la secuencia didactica, desde la 6ptica del docente que imparte la asignatura, en la que se engloba
la tarea del teorema de Pitagoras analizada con detalle como evidencia de aprendizaje. Se trata
de un tipo de ciclo formativo desarrollado en el marco del EOS (Breda, Pino-Fan y Font, 2017)
para el desarrollo de las competencias y conocimientos del profesor. En este caso, dado que se
pretendia ensefiar a los alumnos del master (profesores de secundaria en activo) la importancia
de tener en cuenta, para la enseflanza y aprendizaje de un determinado objeto matematico, una
muestra representativa de los diferentes significados de dicho objeto en el disefio, valoraciéon y
redisefio de secuencias de tareas, el proceso de instruccion se disefié teniendo en cuenta el
siguiente principio: para poder usar este componente en la valoracion y redisefio de secuencias
de tareas, el profesor, como minimo, debe conocer los diferentes significados del objeto
matematico a enseflar (significado holistico) y sus conexiones, debe conocer cuiles de estos
significados estan incluidos en el curriculum y debe poder seleccionar y/o crear tareas en las que
se tenga que usar un determinado significado del objeto matematico que se pretende ensefar.
En el disefio de la secuencia didactica participaron los tres autores y en la implementacion tres

formadores de profesores, dos de los cuales eran el segundo y tercer autor de este documento.
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El tercer formador fue informado sobre la investigacion y dio su consentimiento informado

para participat.

A partir de los diarios de clase y de la documentacion del campus virtual registrados en
el ano de 2018, para el primer objetivo, se ha realizado una narracién, desde la perspectiva del
formador, de lo que fue la ensenanza realizada. Esta implementacion lo consideramos como un
estudio de caso multiple que se enmarca en las investigaciones en didactica de las matematicas

de tipo cualitativo-descriptivo.

Por otra parte, para el segundo objetivo, se presenta la tarea propuesta por los
formadores como ejemplo de evidencia de aprendizaje y se muestra cémo se han analizado las
respuestas de los docentes, conservando su anonimato. En este caso, se trata de una
metodologia mixta ya que, por una parte, se consideran categorfas cualitativas previas (dos tipos
de significados) y otras emergentes de los datos y, por la otra, se hace una cuantificacioén de los

tipos de respuestas.
Contexto del estudio

Han participado tres formadores que tenfan a su cargo 95 profesores de matematicas de
instituciones educativas puablicas y privadas de diferentes ciudades de Ecuador, en particular,
profesores que trabajan en los niveles de Educaciéon General Bésica Superior y Bachillerato

General Unificado.

De los tres formadores participantes, uno tenfa experiencia en impartir esta asignatura
en masteres similares, mientras que los otros dos, impartieron esta asignatura por primera vez.
Los tres formadores conocian a fondo los Criterios de Idoneidad Didactica y habian realizado
investigaciones sobre la complejidad de diferentes objetos matematicos. El tercer autor de este
articulo participé en diferentes investigaciones para profundizar en la complejidad de diferentes
objetos matematicos: nimeros naturales (Godino, et al., 2009), media aritmética (Rondero y
Font, 2015), limite (Contreras, Garcia y Font, 2012), Optimizacién (Balcaza, Contreras y Font,
2017) y colaboro, con la segunda autora, para caracterizar la complejidad del Teorema de Thales
(Font, Breda y Seckel, 2017) y, con el tercer formador, para caracterizar la complejidad de la
derivada (Pino-Fan, Castro, Godino y Font, 2013; Pino-Fan, Godino y Font, 2011) y de la
antiderivada (Gordillo, et al., 2018). A su vez, la segunda autora, profundizé en la complejidad

de las inecuaciones (Monje, Seckel y Breda, 2018).

De los 95 profesores que cursaron el master, la mayoria acreditan formacion inicial en
Licenciatura en Matematicas, pero, algunos presentan formacion inicial en Educacion General

Basica, Sociologia u otras areas del conocimiento. Ademas de ejercer la actividad de docencia
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en matematicas, los profesores estaban realizando un master profesional de formacion de
profesores de matematicas de secundaria. Dado su enfoque profesional, este master se extiende
a lo largo de dos afos y esta dividido en tres bloques: a) el bloque general (15 créditos ECTS)
que incluye asignaturas de la psicologia, sociologia, orientacion y sistema educativo ecuatoriano;
b) el bloque especifico (21 créditos ECTS) que contempla las asignaturas de la disciplina
(matematica) y su didactica y; c) el bloque de pricticum y trabajo de fin de master (TFM) (24

créditos ECTS) que se orienta al ejercicio de articulacion entre la teorfa y la practica.
Tarea y ejemplo de analisis de las respuestas

La tarea cuyas respuestas se analizan era la siguiente:

El teorema de Pitagoras tiene diferentes significados parciales. Por una parte, se puede considerar un
significado geométrico (el area del cuadrado construido sobre la hipotenusa es igual a la suma de las areas
de los cuadrados construidos sobre los catetos) y un significado algébrico-aritmético —se trata de ternas
de numeros, llamadas pitagéricas, en las que el primer ndmero al cuadrado es igual a la suma de los
cuadrados de los otros dos nimeros, por ejemplo: (5, 4, 3), (15, 12, 9) ... Prop6n dos tareas para cada

uno de estos dos significados.

Se optd por un enunciado no muy extenso dado que, como se ha dicho antes, el teorema
de Pitagoras es uno de los objetos de la matematica sobre el que las personas en general (y, por
tanto, también los profesores) tiene mas conocimientos. Tal como se explica en la seccion
posterior, en el contexto de la implementacion realizada los profesores tenfan claro que lo que
se les preguntaba era que creasen tareas (que podian ser problemas o ejercicios) en los que uno
de estos dos significados (geométrico y aritmético-algebraico) fuese determinante para su
resolucion. La tarea fue validada mediante: a) un estudio de los significados parciales del teorema
de Pitagoras contemplado en los Trabajos Finales de Master de futuros profesores de un master
de formacién de profesores de matematicas de secundaria (14 TFM) de Espafia en los que se
valoraba la implementacién de una secuencia de tarea y se daban orientaciones para su rediseflo
(donde se observé que estos dos significados eran los que estaban presentes siempre); b)
mediante su aplicacion a un grupo de cinco de futuros profesores —una prueba piloto— que llevo
a realizar pequenas modificaciones en la consigna propuesta, para garantizar la comprension

adecuada del enunciado y ¢) mediante un juicio de dos expertos.

Se pueden hacer muchas clasificaciones diferentes sobre los problemas que se resuelven
mediante el teorema de Pitagoras como, por ejemplo, la que se hace en Chaverri-Hernandez, et
al. (2020). Ahora bien, en esta investigacién, la creaciéon de tareas se relaciona con las

matematicas necesarias para su resolucion, en particular con un determinado significado parcial
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del objeto matematico (teorema de Pitdgoras en este caso), pero sin concretar dicho significado
en una configuracion epistémica. La razén es que en el master no se contempld un proceso
especifico de ensefianza y aprendizaje del uso de las configuraciones epistémicas de objetos
primarios como herramienta de analisis de la actividad matematica necesaria para la resolucion

de la tarea propuesta.

Para el analisis de las respuestas se partia de categorfas a priori (los dos tipos de
significado) y se trataba de ver si, dado un significado del teorema de Pitagoras fijado
previamente, los profesores pueden crear una tarea en la que este significado parcial sea indicado
para su resolucioén (por ejemplo, si el significado fijado es el geométrico, entendido como una
relacion entre areas, el problema propuesto pide calcular un area). Las respuestas en las que se
proponia un problema en el que se debfan calcular longitudes de alguno de los lados del triangulo
rectangulo, sin hacer mencion explicita de sus areas se daban por validas tanto si el participante
las asociaba a un significado geométrico como al aritmético-algebraico. Por otra parte, podia
emerger alguna nueva categoria que surgiera a posteriori como resultado del analisis de las
respuestas. Por ejemplo, en la siguiente respuesta, con independencia de que se pida demostrar
y que las longitudes no se expresen en unidades, se considera que hay correspondencia entre la
tarea que se ha creado y el significado que se dice que se pone en funcionamiento para resolverla

(el geométrico).

Toten y. P o Dada la siguiente figura demuestra
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de las areas de los otros 2

cuadrados.

Figura 1. Problema creado por el profesor 12 relacionada con el significado geométrico.
Fuente propia de la investigacion.
Descripcion de la implementacion en la que se engloba la tarea del teorema de

Pitagoras

En este apartado explicamos cémo se ha ensefiado a los participantes la importancia de
tener en cuenta una muestra representativa de los diferentes significados de un objeto

matematico en el disefio, valoracion y redisefio de secuencias de tareas. Para ello, se usa una
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metodologia de autoestudio (una mirada a uno mismo en accién, generalmente dentro de

contextos educativos) (Hamilton, Smith & Worthington, 2008).

Una de las asignaturas de este master, titulada Innovacion e Investigacion sobre la Propia
Prictica, impartida en el segundo afio, tenfa como principal objetivo presentar propuestas de
innovacion y herramientas de valoracion de la idoneidad de los procesos de ensefanza y
aprendizaje de las matematicas que permitan al profesor la mejora de su propia practica. La
nocién de idoneidad didactica desglosada en criterios, componentes e indicadores fue utilizada

posteriormente por los participantes en su Trabajo de Fin de Master.

En esta asignatura, en lugar de presentar los criterios de idoneidad como principios ya
elaborados se crearon momentos y espacios para su generacion como resultado de consensos
en el grupo. Después se explicé que los criterios de idoneidad didactica deben ser entendidos
como normas de correccion emanadas del discurso argumentativo de la comunidad educativa,
cuando ésta esta orientada a conseguir un consenso sobre lo que se puede considerar mejor.
Desde esta perspectiva, la Didactica de las Matematicas nos puede ofrecer principios
provisionales consensuados por la comunidad interesada, que pueden servir para guiar y valorar
los procesos de ensefianza y aprendizaje de las matematicas. También se explicé que para el
desarrollo del constructo idoneidad didactica, se habian considerado las tendencias actuales
sobre la ensefianza de las matematicas, los principios del National Council of Teachers of
Mathematics (2000) y los aportes de los diferentes enfoques teéricos del area de Didactica de

las Matematicas (Godino, 2013; Breda, Font y Pino-Fan, 2018).

También se remarcé que se entiende la idoneidad didactica de un proceso de ensefianza
y aprendizaje como el grado en que éste (o una parte de este) reune ciertas caracteristicas que
permiten calificarlo como idéneo (6ptimo o adecuado) para conseguir la adaptacion entre los
significados personales logrados por los estudiantes (aprendizaje) y los significados
institucionales pretendidos o implementados (ensefianza), teniendo en cuenta las circunstancias
y recursos disponibles (entorno). Se puso énfasis en que se trata de un constructo

multidimensional que se tiene que descomponer en idoneidades parciales.

Con relacién a los criterios parciales de idoneidad se comentd que se necesitan unos
componentes e indicadores que los hagan operativos. Mediante diferentes tareas el grupo fue
acordando diferentes componentes e indicadores de los criterios, las cuales pudieron encajar
facilmente con los propuestos en Breda, Pino-Fan y Font (2017). Se trata de generar una rubrica
(con criterios, componentes e indicadores) para ayudar a los profesores en la valoracion de su

practica y guiar su rediseflo, pero que es muy diferente a las guifas docente cuyo propésito es
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ayudar a los maestros a dar forma a la instruccién y guiar su accién y toma de decisiones
(Remillard, 2018), en particular es muy diferente a las gufas docentes para el profesor que

acompafian a los libros de texto.

A continuacion, se comentan con mas detalle alguna de las tareas relacionadas con la
emergencia del componente “Muestra representativa de la complejidad del objeto matematico
que se quiere ensefar”. Para hacer emerger este componente, primero se remarcé que
actualmente hay una tendencia a considerar que saber matematicas incluye la competencia para
aplicarlas a situaciones de la vida real, y que dicha tendencia, en algunos paises, se ha concretado
en el disefio de curriculums basados en competencias. Se hizo hincapié en que la idea de
competencia en el fondo pone de relieve que las matematicas que se ensefian han de ser utiles
para resolver problemas en diferentes contextos, tomando como primer ejemplo problemas que
se resuelven aplicando significados parciales diferentes del teorema de Thales (Font, Breda y

Seckel, 2017).

Después se reflexioné sobre la complejidad de la nocién de otros objetos matematicos,
entre ellos los de mediatriz y pendiente. Para el caso de la pendiente, lo primero que se hizo fue
preguntarles a los alumnos del master qué entendian por pendiente de una recta, como resultado
de sus respuestas aparecieron los cuatro significados de la siguiente tarea que se les propuso a

continuacion:

Cuadro 1. Tarea sobre los diferentes significados del objeto matematico pendiente

Tarea: A continuacion, tienes diferentes significados de la pendiente de una recta y diferentes
actividades. Asocia cada significado con la actividad que pone en juego este significado para

su resolucion (justifica la asociacion).
Significados:
a) Significado geométrico: la pendiente determina la inclinacién de la recta

b) Significado trigonométrico: la pendiente es la tangente del angulo que forma la recta con

la parte positiva del eje de abscisas.
¢) Significado algébrico: el nimero que multiplica a la x en la férmula y = mx +n

d) Significado funcional: el aumento de la variable dependiente por unidad de la variable

independiente.
Actividades:

Actividad 1. ¢Cual de las rectas siguientes tiene mas pendiente?
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recta 2

recta 1

Actividad 2. Escribe la férmula de las siguientes funciones:

Pendiente -2 3 0

Ordenada en el origen 0 4 -5 |

Actividad 3. ¢Cual es la pendiente de la recta y = 4x + 5?

Actividad 4. Dibuja el grafico de la funcién y = 5x + 1 y di si son correctos o no los

comentarios de los siguientes estudiantes:

Juan: Si nos situamos en un punto cualquiera de la recta y nos desplazamos una unidad hacia
la derecha, después nos tenemos que desplazar 5 unidades hacia arriba en vertical hasta volver

a tocar la recta.

Alba: Si nos situamos en un punto cualquiera de la recta y nos desplazamos una unidad hacia

la derecha, nos tenemos que desplazar 5 unidades hacia abajo en vertical hasta tocar la recta.

José: Si nos situamos en el origen de coordenadas y nos desplazamos cinco unidades hacia la

derecha, nos tenemos que desplazar 1 unidad hacia arriba en vertical hasta tocar la recta.

Ana: Si nos situamos en un punto cualquiera de la recta y nos desplazamos dos unidades hacia
la derecha, después nos tenemos que desplazar 10 unidades hacia arriba en vertical hasta tocar

la recta.

Alberto: Si nos situamos en el punto de corte de la recta con el eje de ordenadas y nos
desplazamos 3 unidades hacia la derecha, después nos tenemos que desplazar 15 unidades

hacia arriba en vertical hasta tocar la recta.

Laura: Si nos situamos en un punto cualquiera de la recta y nos desplazamos un nimero de
unidades en horizontal, para volver a tocar la recta nos tenemos que desplazar 5 unidades

hacia arriba por cada unidad de desplazamiento horizontal.

Actividad 5. Halla la pendiente de una recta que forma un dngulo de 45° con la parte positiva

del eje abscisas.

Nota: Fuente propia de la investigacion.
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En la puesta en comun sobre la resolucion de esta tarea se hizo hincapié en que cada
problema exigfa poner en funcionamiento un tipo de significado parcial de la pendiente diferente
y que la otra cara de la moneda de la competencia en el uso de la nocién de pendiente en la
resolucion de una variedad de problemas era la ensefianza de sus diferentes significados. Se
trataba de que los alumnos del master pasasen de un punto de vista ingenuo y optimista, que
presupone que el alumno facilmente realizara la transferencia del conocimiento matematico
generado en un solo contexto a otros contextos nuevos y diferentes, a otro punto de vista mas
prudente en el que, si bien se considera que la posibilidad de transferencia creativa se puede dar,
se asume que, sin un trabajo sobre una muestra representativa de la complejidad del objeto
matematico que se quiere ensefar y la articulaciéon y conexion de los componentes de dicha
complejidad, es dificil que se pueda aplicar el objeto matematico a diferentes contextos.
También se recuperd en este momento toda la reflexiéon que se habia hecho en otra asignatura
del master sobre la importancia de presentar a los alumnos diferentes representaciones de un

objeto matematica y trabajar los tratamientos y conversiones entre ellas.

Al final de la asignatura Innovacion e Investigacion sobre la Propia Prictica se realizd una
evaluacion (examen) para verificar los aprendizajes logrados por los profesores. En particular se
les propusieron dos tareas, una sobre la complejidad de la media aritmética y otra sobre la

complejidad del teorema de Pitagoras.

La tarea sobre la media aritmética, basada en Batanero (2000) y muy similar a la de la
pendiente que se acaba de describir, trataba de que los profesores relacionasen los significados
parciales: 1) la media como valor representativo de un conjunto de datos; 2) la media como la
estimacién de una medida; y 3) valor que compensa los excesos con los defectos (equilibrio,
equidad, etc.), con tres problemas diferentes. Al analizar las respuestas, se concluye que un
numero importante de los alumnos del master (56), al relacionar los tres significados con los
problemas propuestos, lo hacen de forma confusa y errénea. Por otra parte, 21 dan una
respuesta correcta, pero su justificacion no es valida; mientras que 18 sefialan las respuestas
correctas, pero sin ningun tipo de justificacion. La segunda tarea propuesta en el examen es la

que se analiza en la préxima seccion.
2.8 Analisis y resultados

La otra pregunta del examen era sobre la complejidad del teorema de Pitagoras. De los
95 profesores, 32 no contestaron la tarea y 63 la contestaron proponiendo una o dos actividades

para el significado geométrico y una o dos para el significado aritmético-algébrico. Por tanto,
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los profesores propusieron hasta cuatro tareas a las que les asignaban alguno de los dos

significados (o ninguno).

Con relaciéon a los 63 profesores que contestaron, tenemos que: a) 10 profesores
proponen tareas para trabajar el teorema de Pitagoras, pero no especifican ni justifican si las
tareas disefladas por ellos esta relacionada con el significado aritmético-algebraico, con el
geométrico o con ambos; b) 15 profesores no propusieron ninguna tarea para trabajar el
significado aritmético-algebraico y un profesor no propuso ninguna tarea para trabajar el
significado geométrico; c) 8 profesores crearon tareas que no se corresponden con el significado
que sefalan, en efecto, 6 profesores, para el significado aritmético-algebraico, proponen
actividades de calculo de areas de cuadrados construidos sobre los lados del triangulo rectangulo,
mientras que 2 profesores, para el significado geométrico, proponen tareas de comprobacion

del teorema de Pitagoras con diferentes ternas pitagoricas.
Con relacién a las tareas creadas por los profesores, tenemos:

a) Tareas propuestas para el significado geométrico entendido como una relacion de
areas. Hubo un total de 43 tareas propuestas relacionadas con comprobar que la suma de las
areas de los cuadrados construidos sobre los catetos de un triangulo rectangulo es igual al area
del cuadrado construido sobre la hipotenusa (como la tarea propuesta en la figura 1 de la seccion
de metodologia). En este caso, hay correspondencia entre el significado sefialado y la tarea

propuesta.

b) Tareas propuestas por los profesores para el significado geométrico que son mas
indicadas para otros significados. Este es el caso del profesor 10 quien muestra, implicitamente,
que conoce otros significados del teorema de Pitiagoras ya que, como tarea para trabajar el
significado geométrico, propone el calculo del médulo de un vector (Figura 2). Es decir, utiliza
que en la geometria vectorial-analitica el teorema de Pitagoras permite relacionar el moédulo y

las componentes de un vector del plano.
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Figura 2. Problema creado por el profesor 10 para el significado geométrico.
Fuente propia de la investigacion.

c) Tareas en las que hay correspondencia con el significado asociado (sea el geométrico

o el aritmético-algebraico).

Hubo treinta tareas propuestas por los profesores participantes del master relacionadas
al calculo de la longitud de uno de los lados del triangulo rectangulo y que asociaron esta tarea
o bien con el significado geométrico o bien con el aritmético-algebraico. Los profesores que
asociaron este tipo de tarea con el significado geométrico lo hicieron porque habifa un triangulo
y se tenfan que calcular longitudes (o alturas o distancias si era un problema contextualizado),
mientras los que asociaron la tarea con el significado aritmético-algebraico lo hicieron porque la
tarea propone para su la resolucion el uso de operaciones algébricas a partir de una relacion

entre numeros. Como la tarea del profesor 13 que sigue a continuaciéon (Figura 3):
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Figura 3. Problema creado por el profesor 13 para el significado aritmético-algébrico.
Fuente propia de la investigacion.

Dos tareas propuestas por dos profesores utilizaron una representacion geométrica para

hacer una comprobacién algebraica del teorema de Pitagoras (ver figura 4).
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Figura 4. Problema creado por el profesor 9 para el significado geométrico. Fuente propia de la
investigacion.

Dos profesores, para el significado geométrico, proponen un tipo de tarea en la que se
trata de comprobar que el area del semicirculo construido sobre la hipotenusa es igual a la suma
de las areas de los semicirculos construidos sobre los catetos (ver figura 5), pero para ello se
propone implicitamente que se haga una demostracion de tipo algebraica. En este caso se puede
considerar que el profesor, al proponer este tipo de tarea, usa un significado geométrico
generalizado del teorema de Pitagoras: el area de la figura construida sobre la hipotenusa es igual

a la suma de las areas de las figuras semejantes construidas sobre los catetos.
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Figura 5. Problema creado por el profesor 15 para el significado geométrico.

Fuente propia de la investigacion.

d) Tareas propuestas para el significado aritmético-algébrico:

Treinta y tres tareas fueron propuestas para este significado. Se trata de tareas
relacionadas con la presentacion de ternas de nimeros en los que los alumnos debfan comprobar
o encontrar que un numero al cuadrado era igual a la suma de los cuadrados de los otros dos.
En este caso, también hay correspondencia entre el significado sefialado y la tarea propuesta.
Hay que resaltar que de estas 33, seis piden encontrar la regularidad en lugar de comprobatla.

Como la tarea del profesor 8 que sigue a continuacion:
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Figura 6. Problema creado por el profesor 8 para el significado aritmético-algébrico.

Fuente propia de la investigacién.

Un primer resultado es que las respuestas dadas permiten inferir que los profesores
tienen dificultades para crear una tarea y sefialar el tipo del significado del teorema de Pitagoras
que se debe usar para resolverla. Avala esta conclusion el hecho de que, de los 95 participantes,
32 (una tercera parte) dejo la respuesta en blanco, que otros diez, si bien proponen tareas, no
especifican ni justifican si la tarea esta relacionada con un significado u otro y que 16 no han
propuesto ninguna tarea para trabajar uno de los dos significados (15 para el significado
aritmético-algebraico y uno para el significado geométrico). Dicho de otra manera, mas de la
mitad del profesorado es incapaz de dar una respuesta completa (sea correcta o incorrecta) a la
pregunta. Lo cual, teniendo en cuenta que la pregunta trata sobre el teorema de Pitagoras, que
es uno de los contenidos matematicos, de cierta complejidad, mas conocido por personas con

una formacion basica, resulta muy significativo.

Por una parte, se trata de un resultado esperado y coherente con la informacién que se
tenfa sobre el conocimiento y competencias de estos profesores en las otras materias del master,
lo cual, a su vez, esta relacionado con la débil formacién matematica y didactica de los profesores
ecuatorianos, tal como se documenta (Martinez et al., 2018) en el reporte sobre Ecuador incluido
en el informe, coordinado por Yamamoto y Malaspina (2018), sobre la Educaciéon Matematica
en la region andina. Pero, por otra parte, hay que tener en cuenta un aspecto que relativiza la
relevancia de esta conclusion, nos referimos a que estas respuestas se dieron en un examen de
una asignatura del master que estaban cursando, donde el tiempo era limitado y esta pregunta
era la ultima del examen. Es plausible que algunos profesores no respondiesen por falta de

tiempo o por no considerar que fuese necesario responderla para superar el examen.

39



Capitulo 11 Articulo Cientifico 1

Ahora bien, consideramos que este resultado es una evidencia de que el tipo de
instruccion realizada no consiguié que los profesores pudiesen crear tareas en las que se tenga
que usar un determinado significado del objeto matematico que se pretende ensefiar, al menos
para la media aritmética y el teorema de Pitdgoras. Se trata de un resultado preocupante ya que
las orientaciones curriculares de Ecuador conllevan que estos profesores deberfan poder
presentar a sus alumnos diferentes significados (y conectarlos adecuadamente) de los objetos

matematicos que ensefian.

Un segundo resultado es que el significado geométrico, entendido como una relacion de
areas de los cuadrados construidos sobre los lados, es el que los participantes mejor relacionan
con la tarea que proponen, ya que hubo 43 tareas propuestas para este significado. Mientras que
son menos, 33 tareas, las propuestas para el significado aritmético-algebraico, se trata de tareas
relacionadas con la presentacion de ternas de nimeros en los que los alumnos debfan comprobar
o encontrar que un numero al cuadrado era igual a la suma de los cuadrados de los otros dos.
Este mejor manejo del significado geométrico por parte de los profesores participantes era, en
cierta manera, un resultado esperado ya que, en los libros de texto que ellos usan para explicar
el teorema de Pitagoras, no se pone especial énfasis en explicar una vision aritmética-algebraica

a partir de ternas de nimeros.

Con relacion al significado geométrico, hay que remarcar que, para un grupo de
profesores, basta que los simbolos representen los lados del triangulo para considerar que se usa
el significado geométrico del teorema de Pitagoras, a pesar de que la resolucién de la tarea parte
de una relacién entre nimeros o simbolos y el lado que hay que calcular se obtiene por

manipulacién simbélica.

Con relacién al uso explicito o implicito de otros significados del teorema de Pitdgoras,
se tiene, por una parte, que un profesor muestra, implicitamente, que conoce lo que se podria
llamar el significado vectorial del teorema de Pitagoras, ya que utiliza que en la geometria
vectorial-analitica este teorema permite relacionar el médulo y las componentes de un vector
del plano, pero parece que no lo considera como un significado diferente o autbnomo de la

interpretaciéon geométrica del teorema.

Por otra parte, en dos casos ha aparecido, implicitamente una version generalizada del
significado geométrico ya que se usa que el area de la figura construida sobre la hipotenusa es
igual a la suma de las areas de las figuras semejantes construidas sobre los catetos (semicirculos
en las dos tareas detectadas). La generalizacion del teorema de Pitdgoras para areas de figuras

semejantes es una buena situacion para establecer una conexion entre el significado geométrico
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y el aritmético-algebraico. Ahora bien, no queda claro si realmente los dos profesores reconocen
esta generalizacion del teorema para cualquier figura o bien solo para los semicirculos, ni si son

conscientes del potencial de esta generalizacion para conectar los dos significados.
2.9 Conclusiones

La descripcion del proceso de ensefianza y aprendizaje realizado, desde la perspectiva
del formador que ha impartido el curso, ha permitido que se elabore un discurso sobre el
proceso de enseflanza-aprendizaje en el cual se explica los motivos por los cuales se
seleccionaron y secuenciaron las tareas propuestas. En este sentido, queremos destacar la
pertinencia e importancia del desarrollo de estas investigaciones en la comunidad de Educacion
Matematica, ya que se da voz al discurso profesional del profesor. Se trata de una narracion

temporal en la que se argumentan las acciones y decisiones tomadas.

Por otra parte, el segundo objetivo, relacionado con la pregunta ¢Dado un significado
parcial del teorema de Pitagoras fijado previamente, pueden los profesores crear una tarea en la
que este significado parcial sea indicado para su resolucion? informa sobre como los profesores
se apropian de los conocimientos didactico-matematicos implementados, ya que se ha
evidenciado el aprendizaje logrado con relacién a la complejidad del teorema de Pitagoras. Las
dificultades observadas en los profesores ecuatorianos para reflexionar sobre la complejidad del
teorema de Pitagoras (y mas en general, de los objetos matematicos), es un resultado coherente
con la investigacion sobre la formacién de los profesores en la regiéon andina (Yamamoto y
Malaspina, 2018) y, también, con una amplia investigacién internacional sobre el conocimiento
y las competencias del profesorado de matematicas, la cual ha evidenciado que los profesores
tienen dificultades para interpretar aspectos epistémicos de las tareas y para identificar su

potencial educativo (Stahnke, Schueler y Roesken-Winter, 2016).

Los resultados sobre la complejidad del teorema de Pitagoras (y mas en general todo el
proceso de instruccion implementado), fueron utiles para retroalimentar el proceso de
instruccion de estos profesores en el master, mas alla de comentar sus respuestas con ellos. En

particular, fue util en sus trabajos de fin de master.

Los profesores que realizaron el master, a pesar de las dificultados que tuvieron,
consideraron interesante la reflexién sobre la complejidad de los objetos matematicos y su
relacién con el desarrollo de la competencia matematica de los alumnos. Dicha consideracion,
coincide con las conclusiones de la investigacion de Calle y Breda (2019; 2021), donde futuros
profesores de matematicas ecuatorianos fueron cuestionados sobre los diferentes significados

de algunos objetos matematicos, concluyéndose que los participantes presentaron, en las tareas
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que diseflaron, diferentes significados de los objetos matematicos, tanto intra como extra
matematicos, y consideraron importante tener en cuenta la complejidad de los objetos
matematicos, manifestando que los diferentes significados se deben ir presentando de forma

gradual a los alumnos.
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3.3 Resumen del articulo cientifico 2

Este articulo atiende al objetivo especifico 5 de esta tesis.

Este trabajo tiene como objetivo estudiar silos profesores en activo pueden identificar
el significado parcial del objeto matematico media aritmética que permite resolver un
determinado problema. Para ello, se analizaron las respuestas de 95 docentes a una tarea que
consistia en relacionar los distintos significados de este objeto matematico con una lista de
problemas propuestos. Se concluye que la mayoria de los docentes no logran relacionar de
forma correcta el significado de la media con el enunciado del problema correspondiente y,
los que logran relacionar, justifican dicha relacion de forma incorrecta.

Palabras Claves: Formacion de profesores; Universidad y tercer ciclo;
metodologia cualitativa

3.4 Abstract

The objective of this work is to study if professors in practice can identify the partial
meaning of the arithmetic average mathematical object that allows solving a certain problem.
For this, the answers of 95 teachers were analyzed to a task that consisted in relating the
different meanings of this mathematical object with a list of proposed problems. It is
concluded that the majority of teachers fail to correctly relate the meaning of the mean with
the statement of the corresponding problem and, those who manage to relate, justify this

relationship incorrectly.
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Key words: Teacher training; University and third cycle; qualitative methodology.

3.5 Introduccion

En la actualidad se han propuestos diferentes modelos de categorias de conocimientos
y competencias del profesor de matematicas. Uno de dichos modelos, es el Modelo de
Conocimientos y Competencias Didactico Matematicas (CCDM) del Enfoque
Ontosemioético de la Cognicion e Instruccion Matematica (EOS) (Godino, Batanero y Font,
2019; Godino, Giacomone, Batanero y Font, 2017; Pino-Fan, Godino y Font, 2018). En
particular, en el marco de este modelo, se considera que, para que un alumno pueda ser
competente en la aplicacion de las nociones matematicas, es necesario que en el proceso de
instruccion se le ensefie una muestra representativa de los diferentes significados de estas
nociones. En consecuencia, se considera necesario que los profesores de matematicas tengan
en cuenta la complejidad del objeto matematico que se pretende ensefiar (entendida ésta
como pluralidad de significados) en el disefio, implementacion, valoraciéon y redisefio de

procesos de instruccion.

En el campo de la Didactica de las Matematicas, distintas investigaciones hacen énfasis
en la importancia de abordar la complejidad del objeto matematico en la formacién de
profesores. Burgos, Beltran-Pellicer, Giacomone y Godino (2018), por ejemplo, cuando
trabajan en el reconocimiento de niveles de algebrizacién en una tarea de proporcionalidad
por futuros profesores de matematicas de secundaria, focalizan la atencién, en la faceta
epistémica del modelo CCDM, dando importancia al conocimiento de la pluralidad de los
significados de los objetos matematicos en diferentes contextos, llegando a determinar
incluso que los docentes en su intento de lograr un nivel de algebrizacion, sacrifican la
significaciéon del enunciado del problema. Otro estudio relacionado con la igualdad de los
numeros reales (Wilhelmi, Godino y Lacasta, 2004), plantea la necesidad de establecer los
distintos significados asociados a los objetos matematicos en diferentes momentos,
enfatizando que ninguna definicién, puede ser privilegiada. Por ultimo, en una reflexion
sobre la articulacién de la complejidad matematica de la media aritmética, Rondero y Font
(2015), usan la configuraciéon epistémica (representaciones, definiciones, propiedades,
problemas, etc.) como una herramienta importante para describir la complejidad de esta

nocién, ademas, profundizan en los mecanismos de articulacién de dicha complejidad.

Siguiendo esta linea de investigacion, el presente trabajo propone como objetivo
estudiar si los profesores de matematicas en ejercicio (estudiantes de un master profesional

para formacion de profesores) pueden identificar el significado parcial del objeto matematico
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media aritmética que permite resolver un determinado problema, para lo cual plantea la
siguiente pregunta: JPueden relacionar los profesores de matematicas en ejercicio los

diferentes significados parciales de la media aritmética con diversas tipologias de problemas?
3.6 Marco teorico

En el marco tedrico explicamos, de manera breve, el modelo CCDM del EOS,
detallamos el componente Representatividad de la complejidad del objeto matematico que
se quiere ensenar del criterio de idoneidad epistémica y explicamos la complejidad del objeto
matematico media aritmética presentada por Rondero y Font (2015), que es el tema central

de este articulo.
E/l modelo CCDM y la Idoneidad Diddctica

El Enfoque Ontosemioético del Conocimiento e Instruccion matematica (EOS) es un
sistema tedrico inclusivo en la Educacion Matematica que articula diversas categorias de
conocimientos y competencias (CCDM), de los profesores de matematicas consideradas
necesarias para una enseflanza idénea de las matematicas (Godino, Batanero y Font, 2007,
Godino, Batanero y Font, 2019). Este modelo teérico hace hincapié en el analisis de
idoneidad didactica, como una competencia para la reflexiéon global sobre la practica docente,
su valoracién y mejora progresiva (Giacomone, Godino y Beltran, 2018); por lo tanto,
responde a qué criterios seguir en el disefio de secuencias de tareas, como desarrollar y evaluar
la competencia matematica de los alumnos y qué cambios hacer para conseguir metas de
aprendizaje superiores. Esta nocién se descompone en los siguientes criterios parciales de

idoneidad didactica (Font, Planas y Godino, 2010):

v Idoneidad epistémica: se refiere al grado de representatividad e interconexion
de los significados institucionales implementados (o pretendidos) respecto de un significado
de referencia. Las tareas o situaciones-problemas son un componente fundamental en esta
dimensién, y deben involucrar diversos objetos y procesos matematicos.

v Idoneidad ecoldgica: grado en que el proceso de estudio se ajusta al proyecto
educativo del centro, la escuela y la sociedad y a los condicionamientos del entorno en que
se desarrolla.

v Idoneidad cognitiva: grado en que los significados pretendidos e
implementados estain en la zona de desarrollo potencial de los alumnos, asi como la
proximidad de los  significados  personales logrados a los  significados

pretendidos/implementados.
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v Idoneidad afectiva: grado de implicacion (intereses, emociones, actitudes y
creencias) del alumnado en el proceso de estudio.

v Idoneidad interaccional: grado en que las configuraciones didacticas y el
discurso en la clase permiten, por una parte, identificar conflictos semidticos potenciales (que
se puedan detectar a priori), y por otra, resolver los conflictos que se producen durante el
proceso de instruccion.

v Idoneidad mediacional: grado de disponibilidad y adecuacién de los recursos
materiales y temporales necesarios para el desarrollo del proceso de ensefanza-aprendizaje.

En Breda y Lima (2016) y Breda, Pino-Fan y Font (2017) se aporta un sistema de
componentes e indicadores que sirve de gufa de analisis y valoracion de la idoneidad

didactica, que esta pensado para un proceso de instrucciéon en cualquier etapa educativa.
La idoneidad epistémica y la complejidad de los objetos matematicos

Tanto los componentes como los indicadores de los criterios de idoneidad didactica se
han confeccionado teniendo en cuenta las tendencias, los principios y los resultados de la
investigacion en el area de Didactica de las Matematicas. En particular, para la idoneidad
epistémica se ha tenido en cuenta un principio fundamental del EOS que, con los matices
propios de cada enfoque, es (o puede ser) asumido por otros enfoques tedricos del area. Nos
referimos al principio que se puede formular de la siguiente manera: los objetos matematicos
emergen de las practicas, lo cual conlleva su complejidad (Font, Godino y Gallardo, 2013;
Rondero y Font, 2015). De este principio se deriva un componente (representatividad) cuyo
objetivo es que se tenga en cuenta, dentro de lo posible, dicha complejidad en el disefio y

redisefio de las secuencias didacticas (Pino-Fan, Castro, Godino y Font, 2013).

El componente Representatividad de la complejidad de los objetos matematicos
(entendida como pluralidad de significados parciales), se refiere al grado de representatividad
e interconexion de los significados institucionales implementados (o pretendidos) respecto
de un significado de referencia (Godino, Giacomone y Beltran-Pelliecer, 2018). Cada uno de
estos significados permite resolver tipos de problemas diferentes, por lo cual, si se quiere
enseflar una muestra representativa de significados parciales es necesario presentar una

muestra variad de problemas (Font, Breda y Seckel, 2017).

La siguiente tabla (Font, Breda y Seckel, 2017), explica detalladamente, los indicadores

del componente Representatividad del criterio de idoneidad epistémica.
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Tabla 2. El componente de Representatividad y sus indicadores

Componente de la Idoneidad Indicadores
Epistémica

v Los significados parciales (definiciones,
propiedades, procedimientos, etc.) son una muestra
representativa de la complejidad de la nocién matematica
que se quiere ensenar

v Los significados parciales definiciones,
propiedades, procedimientos, etc.) son una muestra
representativa de la complejidad contemplada en el

Representatividad curriculo de la nocién matematica que se quiere ensefiar.

v Para uno o vatios significados patciales
seleccionados para suimplementacion, ¢se contempla una
muestra representativa de problemas?

v Para uno o varios significados parciales
seleccionados para su implementacion, ¢se contempla el
uso de diferentes modos de expresion (verbal, grifico,
simbdlico...), tratamientos y conversiones entre los
mismos?

Fuente: Font, Breda y Seckel (2017).
Investigaciones sobre la complejidad de diferentes objetos matemiticos

Se han realizado diferentes investigaciones para profundizar en la complejidad de
diferentes objetos matematicos: numeros naturales (Godino, Font, Wilhelmi y Arrieche,
2009), media aritmética (Rondero y Font, 2015), limite (Contreras, Garcia y Font, 2012),
optimizacién (Balcaza, Contreras y Font, 2017), Teorema de Tales (Font, Breda y Seckel,
2017), derivada y antiderivada, asi como la comprension que tienen los estudiantes de dicha
complejidad (Pino-Fan, Godino y Font, 2011; Pino-Fan, Castro, Godino y Font, 2013; Pino-
Fan, Font, Gordillo, Larios y Breda, 2018; Pino-Fan, Godino y Font, 2018), inecuacién
(Monje, Seckel y Breda, 2018).

Para el objeto matematico derivada, Pino, Godino y Font (2011) caracterizan su
complejidad mediante nueve configuraciones de objetos primarios : 1) tangente en la
matematica griega; 2) variacion en la edad media; 3) métodos algebraicos para hallar
tangentes; 4) concepciones cinematicas para el trazado de tangentes; 5) ideas intuitivas de
limite para el calculo de maximos y minimos; 6) métodos infinitesimales en el calculo de
tangentes; 7) calculo de fluxiones; 8) calculo de diferencias y, 9) derivada como limite. En
Pino, Castro, Godino y Font (2013) se utilizan estas nueve configuraciones para la
reconstruccion del significado global de la derivada, el cual es utilizado para valorar la

representatividad del significado pretendido en el curriculo de Bachillerato de México (a
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partir de las configuraciones de objetos primarios activadas en las practicas matematicas

propuestas tanto en el Plan de Estudios como en los libros de texto de dicho nivel).

La caracterizacion de la complejidad de la derivada realizada en Pino-Fan, Godino y
Font (2011) facilita tener elementos para disefar cuestionarios que permiten caracterizar la
comprension de los estudiantes, futuros profesores o profesores en servicio sobre la
derivada. En Pino-Fan, Godino y Font y (2018) se disenié un cuestionario para determinar la
comprension de futuros profesores sobre la derivada en el que se incluyeron tareas que
activan los diversos significados parciales de la derivada caracterizados en Pino-Fan, Godino

y Font (2011).

En Gordillo y Pino-Fan (2016) la complejidad de la antiderivada se caracteriza
mediante cuatro configuraciones de objetos primarios relacionadas con cuatro problemas
fundamentales: a) el problema geométrico de las tangentes de una curva y la cuadratura de la
misma; b) el problema de la relacion fluxiones - fluentes; c) el problema sobre la relacion de
los diferenciales y las sumatorias; y d) el problema de la identificaciéon de funciones
elementales. La caracterizacion de dicha complejidad permite tener elementos para disefiar
cuestionarios que permiten caracterizar la comprension de los estudiantes, futuros profesores
o profesores en servicio sobre la antiderivada. En Gordillo, Pino-Fan, Font y Ponce (2018)
y en Pino-Fan, Font, Gordillo, Larios y Breda (2018) se disefi6 un cuestionario para
determinar la comprension de los estudiantes universitarios sobre la antiderivada en el que
se incluyeron tareas que activan los diversos significados parciales de la antiderivada

caracterizados en Gordillo y Pino (20106).

Monje, Seckel y Breda (2018), por medio de un anilisis comparativo entre la
complejidad del objeto matematico inecuacion con el curriculo nacional y los textos escolares
otorgados por el Ministerio de Educacion de Chile, concluyeron que el tratamiento que se le
otorga al objeto matematico en estudio (inecuaciones) no considera todos los componentes
necesarios para la ensefianza de la inecuacion a partir de su complejidad, en particular, se
observo que tanto el curriculo como los textos escolares dejan fuera, en particular, las

inecuaciones cuadraticas y las inecuaciones con valor absoluto.

En estas investigaciones se llegd a la conclusion de que los profesores tenian que tener
en cuenta la complejidad de los objetos matematicos que ensefiaban para conseguir una
enseflanza mas eficaz, lo cual llevo a los autores de este articulo a interesase por la manera
de incorporar la problematica de la complejidad de los objetos matematicos en la formacioén

de profesores.
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La complejidad del objeto matemitico media aritmetica

Rondero y Font (2015) profundizan sobre los mecanismos de articulacion de la
complejidad asociada al objeto matematico media aritmética. Para ello, describen dicha
complejidad en términos de diferentes significados: suma de todos los valores dividida por
el nimero de valores; estimacion de una medida de una magnitud; valor representativo de
un conjunto de datos; operador que asocia a un conjunto de datos un unico valor; promedio
de promedios y media ponderada. Ensefiando una muestra representativa de estos
significados, podemos decir que el maestro estaria trabajando, a través de la resolucion de
problemas, la representatividad del objeto matematico media aritmética y permitiendo que el

estudiante articule o conecte los diferentes significados.
3.7 Metodologia

En ese apartado, presentamos el contexto del estudio (participantes de la investigacion,
tipo de master), explicamos el tipo de tarea que se les propuso y, aclaramos como se han

analizado las respuestas de los docentes.
Contexto del estudio

Han participado de esta investigacion, 95 profesores que ejercen la docencia de
matematicas en instituciones educativas publicas y privadas en diferentes provincias y
ciudades de Ecuador, en particular, profesores que trabajan en los niveles de Educacion
General Basica Superior (EGBS) y Bachillerato General Unificado (BGU). La mayor parte
de los profesores acreditan formacion inicial en Licenciatura en Matematicas, pero, algunos
presentan formacién inicial en Educacion General Basica, Sociologia u otras areas del
conocimiento. Ademas de ejercer la actividad de docencia en matematicas, los profesores
estaban realizando un master profesional de formacién de profesores de matematicas de

secundaria.

Dicho master tiene como enfoque la formacién continua y profesionalizacién docente.
Dado su aspecto profesional, el master se constituye de un curso de dos afios, divididos en
tres bloques: a) el bloque general (15 créditos ECTS) que incluye asignaturas de la psicologfa,
sociologia, orientacion y sistema educativo ecuatoriano; b) el bloque especifico (21 créditos
ECTS) que contempla las asignaturas de la disciplina (matematica) y su didactica y; c) el
bloque de prdcticum y trabajo de fin de master (TFM) (24 créditos ECTS) que se orienta al

ejercicio de articulacion entre la teoria y la practica.
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Una de las asignaturas del curriculo de este master, titulada Innovacion e Investigacion sobre
la Propia Prictica, impartida en el ultimo semestre del curso, tenfa como principal objetivo
presentar propuestas de innovacion y herramientas de valoracion de la calidad de los
procesos de enseflanza y aprendizaje de las matematicas que permitan al profesor la mejora
de su propia practica. Ademads, la asignatura pretendia hacer una iniciacién a la investigacion

> & g

en Didactica de las Matematicas y a la difusién de sus resultados.

Al final de la asignatura Innovacion e Investigacion sobre la Propia Prictica se realizd una
evaluacion para verificar los aprendizajes logrados por los profesores. Una de las tareas de
evaluacion consistia en identificar la comprensiéon que tienen los profesores acerca de los
distintos significados de la media aritmética, haciéndoles relacionar el tipo de significado con

distintos tipos de problemas planteados.
Tarea planteada a los profesores

La tarea, basada en Batanero (2000), trataba de que los profesores relacionasen los
significados parciales de la media aritmética: 1) la media como valor representativo de un
conjunto de datos; 2) la media como la estimacion de una medida; y 3) valor que compensa

los excesos con los defectos (equilibrio, equidad, etc.) con los siguientes problemas:

Problema A: Unos nifios llevan a clase caramelos. Andrés lleva 5, Maria 8, José 6, Carmen 1y

Daniel no lleva ninguno. ¢Cémo repartir los caramelos de forma equitativa?

Problema B: Los siguientes valores se obtuvieron al medir la altura (cm.) alcanzada al saltar por

un grupo de alumnos antes y después del entrenamiento. ¢Cree que el entrenamiento es efectivo?
Altura alcanzada en cm.
Alumnos Ana Bea Carol Diana Elena Fanny Laia Hilda Inés Juana
Antes del entrenamiento 115 112 107 119 115 138 126 105 104 115

Después del entrenamiento 128 115 106 128 122 145 132 109 102 117

Problema C: Ocho alumnos de la misma clase miden el peso de un objeto pequefio usando el
mismo instrumento, obteniendo los siguientes valores en gramos: 6,2; 6,0; 6,0; 6,3; 6,1; 6,23; 6,15;

0,2. ¢Cual serfa la mejor estimacion del peso real del objeto?

La tarea correcta que responde a esta identificacién significado-problema, es:
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v LLa media como valor representativo de un conjunto de datos, se corresponde

con el problema B; (1- B)

v La media como la estimacioén de una medida, se corresponde con el problema
G 2-0O
v LLa media como valor que compensa los excesos con los defectos (equilibrio,

equidad, etc.) se corresponde con el problema A. (3 - A)

Analisis de los datos

Para analizar las respuestas de los profesores, primero se estudié la correspondencia
(o no) entre los tres significados parciales de la media aritmética contemplados en el disefio
de la tarea y el problema, donde este significado es necesario para su resolucion. También,
se analizé la respuesta que los profesores daban para relacionar los distintos significados con

los diferentes tipos de problemas.
3.8 Resultados

Al analizar las respuestas de los 95 profesores participantes, se concluye que un
porcentaje importante (56%) al relacionar los tres significados con los problemas propuestos,
lo hacen de forma confusa y erronea. Por otra parte, el 21% de los participantes, dan una
respuesta correcta, pero su justificaciéon no es valida (Figura 1); mientras que el 18%, sefialan

las respuestas correctas, sin ningun tipo de justificacién

En la Figura 1, aunque el profesor hace la relacién tipo de significado parcial con la
tarea correspondiente de forma correcta, su justificaciéon es confusa y poco clara. Por
ejemplo, al justificar que el problema C se relaciona con el significado de la media como
estimaciéon de una medida, su justificativa para tal respuesta focaliza en que los valores,
aunque sean iguales en la parte entera, se diferencian en la parte decimal, considerando a esta
parte, como base para la estimacion del peso real del objeto. Ese tipo de justificacién, no

tiene claridad ni rigurosidad desde el punto de vista matematico.

Entre los errores mas frecuentes que presentan los profesores estd lo de relacionar el
problema B con el significado de media como estimacién de una medida. En ese caso, es
plausible suponer que solamente por tener muchos datos de una determinada situacion, los

profesores ya creen que el problema se refiere a una estimacion de una medida (Figura 7):
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Figura 7. Respuesta correcta de uno de los profesores.

Fuente: los autores.

3) Media Aritméti A conti i6n tienes diferentes signiticados de la meaia
aritmética y diferentes problemas. Asocia cada significado con el problema que pone en
juego este significado para su resolucién

Significados:

e Lamedia como valor repr ivo de un conjunto de datos
e Lamedia como la estimaci6n de una medida
e Valor que compensa los excesos con los defectos (equilibrio, equidad, etc.)

Problemas:

méblema A Unos nifios llevan a clase carameios'. Andrés lleva 5, Maria §, José 6,Carmen 1y ‘
| Daniel no lleva ninguno. ;Cémo repartir Jos caramelos de forma equitativa?
':‘:’S Lo soma blat - 20/5 53 asaus gonr |a mc_,i’a woma \.‘p\_-.rwpr(ffﬂ’
y=t Media = Y ¢ ve A 2 de 6315, :
| Problema B: Los siguientes valores se obtuvieron al medir la altura (cm.) alcanzada al saltar por |

| un grupo de alumnos antes y después del entr iento. ;Crees que el entrenamiento es |
| efectivo?

|
| Altura alcanzad en cm. |
| Alumnos Ana Bea Carol Diana Elena Fanny Laia Hilda Inés Juana
lAmesdelcmrcnamiemo 115 112 107 119 115 138 126 105 104 115 / l°§/$
lDespuésdelenuenamicnlo 128 115 106 ES 122 145 132 109 102 117 &
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mblema C. Ocho alumnos de Ja misma clase miden el peso de un objeto pequeiio usando el |
| mismo instr 1to, ob do los sigui valores en gramos: 6,2; 6,0; 6,0; 6,3; 6,1; 6,23; |
| 6,15; 6,2. (Cul seria la mejor estimacién del peso real del objeto? |
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Figura 8. Respuesta incorrecta de uno de los profesores.

Fuente: los autores.

58



Capitulo 111 Articulo Cientifico 2

También cometieron errores al relacionar el significado de la media como un valor
representativo de un conjunto de datos, con el problema que trataba de la media como

estimacion de una medida, conforme la Figura 9.

[ Problema A. Unos niiios llevan a clase caramelos. Andrés lleva 5, Maria 8, José 6, Carmen 1 y
| Daniel no lleva ninguno. ;Cémo repartir los cammelos de forma equitativa?
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i Problema B: Los siguientes valores se obtuvieron al medir la altura (cm.) alcanzada al saltar por |
| un grupo de alumnos antes y después del entrenamiento. ;Crees que el entrenamiento es
efectivo?

| Altura alcanzad en cm. I
i Alumnos Ana Bea Carol Diana Elena Fanny Laia Hilda Inés Juana x
‘Antcsdelemrenamiento 115 112 107 119 115 138 126 105 104 115

" : Después del entrenamiento 128 115 106 128 122 145 132 109 102 117

-~ - ~ ” N a - - ~m - - P [ o |
s JO i 0ne B v S & et W & de ¢ KT Lo~ pauidarl
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J 6,15; 6,2. ;Cudl seria Ja mejor estimacion del peso real del objeto?
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Figura 9. Respuesta incorrecta de uno de los profesores.
Fuente: los autores.

Este tipo de resultado nos lleva a inferir que el conocimiento que tienen los profesores
en ejercicio sobre la media aritmética, no les permite identificar el tipo de significado que es
necesario poner en juego para la resoluciéon de un problema (donde la nocién de media

aritmética es necesaria para su resolucion).
3.9 Consideraciones finales

Una vez que se han revisado y analizado las respuestas que los 95 profesores dan a la
relacién entre significado y problema del objeto matematico media aritmética, se puede
inferir que mas de la mitad de éstos no tienen clara la comprensién de los diferentes
significados de la media aritmética, lo que dificulta significativamente, aplicarlos en la
resolucién de problemas. Este resultado, evidencia la necesidad de trabajar, con los
profesores, una muestra representativa de los diferentes significados del objeto matematico
que se quiere ensefiar. Se trata de un resultado coherente con lo que se propone en Rondero
y Font (2015) cuando abordan la complejidad de la media aritmética y sus mecanismos de
articulacion, o Burgos, et al (2018), cuando hace referencia a la importancia de la pluralidad

de los significados de la proporcionalidad.
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El abordaje del componente Representatividad de la idoneidad epistémica, es elemento
importante para una formacion docente direccionada a formar profesores en conocimientos
y competencias didactico matematicas, pues el profesor, al conocer una muestra
representativa de significados de un determinado objeto matematico, puede trabajar con una
muestra representativa de problemas, generando asi, una mejor idoneidad epistémica;
facilitando que los alumnos construyan una red de significados parciales, conectados entre
si, que les permita desarrollar la competencia matematica que les posibilita resolver diferentes
tipos de problemas (en los que es necesario poner en funcionamiento alguno de los

significados parciales del objeto matematico que se esta ensefiando).
3.10 Financiamiento

Trabajo desarrollado en el marco de los proyectos de investigacion en formacion de
profesorado: PGC2018-098603-B-100 (MCIU/AEI/FEDER, UE) y REDICE18-2000
(ICE-UB).
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CAPITULO IV: ARTICULO CIENTIFICO 3

4.1 Actas publicadas

Autores: Eulalia Calle, Adriana Breda y Vicen¢ Font.
Filiacion: Universidad de Cuenca y Universidad de Barcelona.

Referencia: Calle, E.; Breda, A & Font, V. (2020). Significados de las medidas de
tendencia central contemplados por profesores de matematica en sus trabajos de fin de
master. Memorias del 5 Encuentro internacional en Educacion Matematica (457-462), Barranquilla:

Universidad del Atlantico.
4.2 Indexacion de las actas

Actas de un congreso internacional que han sido publicadas después de un proceso
de revision por pares. Publicacion realizad en el marco del proyecto PGC2018-098603-B-100
(MCIU/AEI/FEDER, UE).

4.3 Resumen del articulo cientifico 3

Este articulo atiende al objetivo especifico 5 de esta tesis.

Este trabajo tiene como objetivo identificar qué significados de las medidas de
tendencia central son contemplados por profesores de matematicas en ejercicio. Para ello, se
han analizado tres trabajos de fin de master que han tenido como propuesta didactica central
el estudio de dicha nocién. Se concluye que los profesores tienen presente la idea de trabajar
diferentes significados, pero tienen dificultades en como disefiar tareas con problemas de

aplicacion que respondan a esta pluralidad de significados.

Palabras claves: significados de medidas de tendencia central, formacién de

profesores, trabajo de fin de master.
4.4 Abstract

This work aims to identify which meanings of the measure of central tendency are
contemplated by practicing mathematics teachers. For this, three master thesis projects have
been analyzed, with the study of said mathematical object as a central didactic proposal. It is
concluded that teachers take into account the idea of working different meanings, but have
difficulties designing tasks with application problems that respond to this plurality of

meanings.
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Key words: meanings of central tendency measurement, teacher training, mastet's
thesis.

4.4 Introduccion

En el campo de la Didactica de las Matematicas, distintos modelos teéricos hacen
énfasis en la importancia de abordar la complejidad del objeto matematico en la formacion
de profesores. Uno de dichos modelos, es el Modelo de Conocimientos y Competencias
Didactico Matematicas (CCDM) del Enfoque Ontosemiético de la Cognicion e Instruccion
Matematica (EOS) (Godino, Batanero y Font, 2019; Godino, Giacomone, Batanero y Font,
2017) que considera necesario que los profesores de matematicas tengan en cuenta la
complejidad del objeto matematico que se pretende ensefar (entendida ésta como pluralidad
de significados) en el disefio, implementacién, valoraciéon y rediseno de procesos de
instruccion. Se han realizado varias investigaciones que tienen como foco el estudio de la
complejidad de los objetos matematicos en la formacién de profesores usando el EOS.
Dichas investigaciones han tratado, entre otros, la complejidad de los siguientes objetos
matematicos: proporcionalidad (Burgos, Beltran-Pellicer, Giacomone y Godino, 2018);
igualdad de nimeros reales (Wilhelmi, Godino y Lacasta, 2004); media aritmética (Calle,
Breda y Font, 2020; Rondero y Font, 2015); diversos objetos matematicos (Calle y Breda,
2019). Siguiendo esta linea de investigacion, el presente trabajo se propone como objetivo
identificar qué significados de la medida de tendencia central son contemplados por
profesores de matematicas en ejercicio (estudiantes de un master profesional para formacion

de profesores) en las propuestas didacticas presentes en sus trabajos de fin de master.
4.5 Marco tedrico de la investigacion

Usando constructos del EOS se ha generado una propuesta que articula diversas
categorias de conocimientos y competencias (llamada modelo CCDM), de los profesores de
matematicas consideradas necesarias para una ensefianza idonea de las matematicas (Godino,
Batanero y Font, 2019). Este modelo tedrico hace hincapié en el analisis de idoneidad
didactica, como una competencia para la reflexién global sobre la practica docente, su
valoracién y mejora progresiva. La nocién de idoneidad didactica, responde a la siguiente
pregunta: qué criterios seguir en el disefio de secuencias de tareas para desarrollar y evaluar
la competencia matematica de los alumnos y qué cambios hacer para conseguir metas de
aprendizaje superiores. Esta nocién se descompone en los siguientes criterios parciales de

idoneidad didactica (Godino, Batanero y Font, 2019): Idoneidad epistémica, Idoneidad
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ecoldgica, Idoneidad cognitiva, Idoneidad afectiva, Idoneidad interaccional e Idoneidad

mediacional.

2.1 La idoneidad epistémica y la complejidad de los objetos matematicos

Para la idoneidad epistémica se ha tenido en cuenta un principio fundamental del EOS
que, con los matices propios de cada enfoque, es (o puede ser) asumido por otros enfoques
teoricos del area. Nos referimos al principio que se puede formular de la siguiente manera:
los objetos matematicos emergen de las practicas, lo cual conlleva su complejidad (Rondero
y Font, 2015). De este principio se deriva un componente (representatividad) cuyo objetivo
es que se tenga en cuenta, dentro de lo posible, dicha complejidad en el disefio y redisefio de

las secuencias didacticas.

El componente Representatividad de la complejidad de los objetos matematicos (entendido como
pluralidad de significados parciales), se refiere al grado de representatividad e interconexion
de los significados institucionales implementados (o pretendidos) respecto de un significado
de referencia (Giacomone, Godino y Beltran-Pellicer, 2018; Font, Breda y Seckel, 2017). En
el cuadro 2 se recogen los indicadores que evidencia si se ha tenido en cuenta o (no) este

componente en el diseflo e implementacion de secuencias didacticas.

Cuadro 2. El componente de Representatividad y sus indicadores

Componente de la Idoneidad Indicadores
Epistémica

4 Los significados parciales
(definiciones, propiedades, procedimientos, etc.) son
una muestra representativa de la complejidad de la
nociéon matematica que se quiere enseflar

4 Los significados parciales
definiciones, propiedades, procedimientos, etc.) son
una muestra representativa de la complejidad
contemplada en el curriculo de la nocién matematica
que se quiere ensefar.

Representatividad de la
complejidad del objeto

matematico a ensefar
v Para uno o wvarios significados

parciales seleccionados para su implementacion, gse
contempla una muestra representativa de problemas?

v Para uno o wvarios significados
parciales seleccionados para su implementacion, gse
contempla el uso de diferentes modos de expresion
(verbal, grafico, simbdlico...), tratamientos y
conversiones entre los mismos?

Fuente: Font, Breda y Seckel (2017).
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4.5 Metodologia

En ese apartado, presentamos el contexto del estudio (participantes de la investigacion,

tipo de master) y explicamos coémo se han analizado las respuestas de los docentes.
3.1 Contexto del estudio

Se ha seleccionado para esta investigacion 3 trabajos de fin de master, con la tematica
sobre medidas de tendencia central (MTC), realizados por profesores que ejercen la docencia
de matematicas en instituciones educativas publicas y privadas de secundaria en diferentes
provincias y ciudades de Ecuador (un TFM, realizado por el profesor D, ha trabajado la MTC
con estudiantes de 13 y 14 anos del noveno grado de Educaciéon General Basica, y los otros
dos, realizados por las profesoras A y M, han trabajado la MTC con estudiantes de 16 y 17

afios, del segundo curso de Bachillerato General Unificado).

Ademas de ejercer la actividad de docencia en matematicas, los profesores estaban

realizando un master profesional de formacién de profesores de matematicas de secundaria.

Dicho master tenfa como enfoque la formacion continua y profesionalizacién docente.
Dado su aspecto profesional, el master tuvo una duracién de dos afios, divididos en tres
bloques: a) el bloque general (15 créditos ECTS) que incluye asignaturas de psicologia,
sociologia, orientacion y sistema educativo ecuatoriano; b) el bloque especifico (21 créditos
ECTS) que contempla las asignaturas de la disciplina (matematica) y su didactica y; c) el
bloque de prdcticum y trabajo de fin de master (TFM) (24 créditos ECTS) que se orienta al

ejercicio de articulacion entre la teorfa y la practica.
3.2 Analisis de los datos

Para analizar los TFM, se utilizé la nocion de representatividad del objeto matematico a ser
enseitado del EOS. En particular, se buscé identificar en los 3 TFM qué significados de las
medidas de tendencia central fueron contemplados por los profesores en sus propuestas

didacticas, utilizando para ello, los cuatro indicadores del Cuadro 1.
4.6 Analisis de resultados

Para los dos primeros indicadores Muestra representativa de la complejidad del objeto
matemdtico (desde la perspectiva de las matematicas y del curriculum), el profesor D, inicia su
propuesta ubicando los contenidos que trabaja en el curriculum y menciona que “Las
actividades se presentan en forma representativa y articulada a situaciones de

contextualizacién, ejercitacion y aplicacion utilizando expresiones matematicas (verbal,

66



Capitulo IV Artienlo Cientifico 3

grafica, simbolica) siendo claros y correctos en las definiciones, procedimientos,
explicaciones, comprobaciones y demostraciones para el nivel educativo al que se imparten
los conocimientos”. Ademas muestra que conoce los diferentes significados parciales de la
media aritmética cuando menciona que ha propuesto los siguiente problemas: “Utilizando la
estimacion de la medida se plantea el siguiente ejercicio en la actividad 5: Seis alumnos miden el
peso de un objeto, con el mismo instrumento, obteniéndose los siguientes datos: 3, 8, 4, 10,
0, 2. ¢Cual serfa la mejor estimacion del peso real del objeto?” y “En la actividad 10 se plantea
el ejercicio utilizando la media como valor representativo: Las puntuaciones obtenidas por
un grupo en una (segunda) prueba han sido: 15, 13, 16, 15, 19, 18, 15, 14, 18. :Crees que la
prueba fue efectiva?”’. A pesar de que en el desarrollo de la propuesta, no se presentan de
manera explicita a los estudiantes, los diferentes significados, se puede considerar la intencion
del profesor por abordar estos diferentes significados de media aritmética. El profesor D
justifica finalmente la complejidad, indicando que se han planteado ejercicios de
contextualizaciéon. Se infiere que, en su propuesta de secuencia didactica, el profesor D tuvo
en cuenta una cierta muestra representativa de los significados parciales del objeto media

aritmética.

La profesora A ubica su propuesta en el curriculo ecuatoriano: “El tema Medidas De
Tendencia Central consta en el bloque seis denominado Estadistica y Probabilidad, basado
en el curriculo de educacion para segundo afio bachillerato propuesto por el Ministerio De
Educacién de nuestro pafs, segun la tltima reforma curricular”. Sin embargo, en su desarrollo
trabaja con otras destrezas relacionadas a la estadistica y se concentra mas en esos temas,
abordando muy ligeramente las medidas de tendencia central. También sefiala que ha tenido
limitaciones en su propuesta ya que en el “Calculo de la media aritmética: Los alumnos
aplican las férmulas de la media simple y no usan la media ponderada; en la actividad 16
numeral 2 se observa que solo 8 estudiantes logaron resolver dicha actividad, demostrando
que habfan asimilado correctamente este algoritmo, mientras que los demads actuaron
probando diferentes formas que no les ayudaron a resolver (ensayo-error), demostrando que
existi6 una comprension mecanica de su significado (Anexo 7). Acotando a esto, en la
actividad 7 (Tarea) el 35% de los estudiantes optaron por calcular la mediana de variables
cualitativas”. Ademds, manifiesta que “Con relacién a procurar enseflar una muestra
representativa de la complejidad de las nociones ensefiadas, considero que esto no se tuvo
suficientemente en cuenta. Bien resulta que los problemas que se propusieron en la unidad
didactica estaban relacionados con el primer significado: Valor que compensa los excesos

con los defectos (equilibrio, equidad, etc.) y no se trabajaron los otros dos”. La profesora A
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reconoce que no se trabajo la pluri -significacion de los objetos matematicos, involucrado en
las medidas de tendencia central, a pesar de que ella tiene claro los conceptos. Se infiere que
en la propuesta de la profesora A no se consideré6 una muestra representativa de la

complejidad MTC.

La profesora M ubica su propuesta en el bachillerato “Con el propésito de
implementar la unidad didactica en segundo de bachillerato se plantean los siguientes
objetivos segun el Ministerio de Educacion (2017)”, Por otra parte, la profesora M en su
propuesta menciona que “Se escogieron ejercicios de razonamiento de la vida diaria y practica
de acuerdo con el nivel educativo a impartir las clases, no se observa ambigiedad, los
ejercicios son claros sin crear confusién en el momento de resolverlos y ubicar su definicion,
las actividades planteadas estan de acorde con la realizaciéon de procesos relevantes como:
modelizacién, argumentacion, resolucion de problemas y de razonamiento. Los contenidos
ensefnados estan acorde con el curriculo del ministerio de educaciéon”. En esta reflexion sobre
la idoneidad epistémica no se infiere que la profesora M tuviese en cuenta la representatividad

de la complejidad del objeto matematico ensefiado.

Para el indicador Muestra representativa de problemas de aplicacion del objeto matematico, el
profesor D propone, sobre todo, ejercicios en donde se aplica un solo significado para cada
medida de tendencia central, aunque, como ya se menciond, en su justificacion indica que se
han planteado problemas para aplicar otros significados como, para el caso de la media
aritmética, la estimacién de la medida y la media como valor representativo de un conjunto
de datos.Por lo que se puede deducir que hay un cierto intento del profesor D por proponer
problemas en los que se tenga que aplicar la pluri - significaciéon de la media aritmética;
aunque los objetos moda y mediana, solo son abordados con un tnico significado parcial.
En cierta manera, se puede concluir que se contempla una muestra representativa de
problemas para la media aritmética. La profesora A reconoce que “no se consideré una
muestra representativa de problemas sobre la complejidad de las Medidas de Tendencia
Central. Por ejemplo: se abordé el estudio de la Media Aritmética solo como un valor que
compensa los excesos con los defectos (equilibrio, equidad, etc.) y no se abordaron los otros
dos significados de la media”, ademas de mencionar que esta de acuerdo con tener en cuenta
la complejidad de los objetos matematicos y que se debe “procurar presentar una muestra
representativa de problemas para la media aritmética y también para las otras medidas de
centralizacion y no limitarnos a explicar la media como la compensacion de los excesos con

los defectos”; de esta manera, se concluye que, en esta propuesta de la profesora A, no se
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contempla una muestra representativa de problemas. La profesora M, en su propuesta,

tampoco contempla una muestra representativa de problemas.

Para el indicador Uso de diferentes modos de expresion (verbal, grdfico, simbdlico...), tratamientos
Y conversiones entre los mismos, el profesor D menciona que ha explicado diferentes modos de
expresion, aunque en la propuesta solo se visibilice en los videos que miran los estudiantes.
Por tanto, en el caso del profesor D, se puede inferir que, para uno o varios significados
parciales, seleccionados para su implementacion, se contemplan, de manera implicita,
diferentes modos de expresion. La profesora A expone en su propuesta que esta de acuerdo
con tener en cuenta la complejidad de los objetos matematicos; sin embargo, no lo hace en
las tareas que propone y no contempla diferentes modos de expresion. La profesora M
también implementa su propuesta didactica sin tener en cuenta diferentes modos de

expresion.
4.7 Conclusiones

Los profesores estan de acuerdo en la importancia de considerar los diferentes
significados de los objetos matematicos en su proceso de enseflanza. Sin embargo, no saben
como disefiar tareas con problemas de aplicaciéon que respondan a esta diversidad de
significados. Se trata de un resultado relevante si se tiene en cuenta que en el curriculum
ecuatoriano si se contempla una variedad de significados parciales de las diferentes medidas
de tendencia central (media, mediana, moda), en particular es posible a partir del noveno afio
de EGB, profundizar mediante ejercicios y problemas, los diferentes significados de dichas

medidas de tendencia central.

El desarrollo de las destrezas con criterio de desempefio, propuesto en el curriculo
ecuatoriano, tiene en cuenta, en cierta manera, la complejidad de los objetos matematicos ya
que los diferentes significados se pueden ir impartiendo, de acuerdo al nivel en el que se
trabajan las destrezas. En este sentido es necesario continuar trabajando en la formacion de
profesores para que estos tengan en cuenta la complejidad de los objetos matematicos como
estrategia para mejorar los aprendizajes y desarrollar las destrezas con criterio de desempefio,

propuestas por el Ministerio de Educacion.
4.8 Financiamiento

Trabajo desarrollado en el marco del proyecto de investigacién en formacion de

profesorado: PGC2018-098603-B-100 (MCIU/AEI/FEDER, UE).
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CAPITULO V: ARTICULO CIENTIFICO 4

5.1 Articulo publicado

Autores: Eulalia Calle, Adriana Breda y Vicen¢ Font.
Filiacion: Universidad de Cuenca y Universidad de Barcelona.

Referencia: Calle, E., Breda, A., & Font, V. (2021). Reflection on the complexity
of mathematical items in initial teacher education. Journal of Higher Education Theory and Practice,

21,197-214. https://doi.org/10.33423 /jhetp.v21i13.4801
5.2 Indexacién del periodico

Articulo en revista indexada en Scopus, Education Abstracts, EBSCO Education
Source, SCImago Journal & Country Rank, Scopus Sources. Factor de imapcto de 0,11 de
SJR de Scopus con quartil Q4 de Scopus en el area de Educacién. FWCI: 0,56. ICDS MIAR
(2021): 9,5, Ademas, se enmarca en los proyectos PGC2018-098603-B-
100(MCIU/AEI/FEDER, UE), REDICE18-2000 (ICE- UB).

5.3 Resumen del articulo cientifico 4

Este articulo se relaciona con los objetivos especificos 4 y 5 de esta tesis. En
particular, tiene como objetivo especifico, conocer la percepcion de los futuros profesores
de Matematicas sobre la importancia de contemplar la complejidad de los objetos en la
practica docente, con la finalidad de mejorar la ensefianza y el aprendizaje de las Matematicas
en la Educacion General Basica (EGB) y el Bachillerato General Unificado (BGU). Para ello,
19 futuros profesores de matematicas, que cursaban el segundo semestre de la asignatura de
Algebra Superior de la Carrera de Pedagogia de las Ciencias Experimentales: Matematicas y
Fisica, de la Universidad de Cuenca, fueron organizados en cinco grupos y cuestionados
sobre los diferentes significados de algunos objetos matematicos y, ademas, se les propuso
plantear problemas contextualizados en los que se tenfa que aplicar un determinado
significado en su resolucion. Para analizar las respuestas de los futuros profesores se utilizé
la herramienta Idoneidad Didactica propuesta en el modelo de competencias y
conocimientos del profesor de Matematicas del Enfoque Ontosemiotico de la Cognicién e
Instruccion Matematicas. En particular, se utilizaron como pauta de analisis los indicadores
del componente Representatividad de la complejidad de los objetos matematicos - entendida
como pluralidad de significados parciales, donde cada uno de estos significados permiten

resolver tipos de problemas diferentes - del criterio de idoneidad epistémica (uno de los
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criterios de idoneidad didactica que se usa para valorar la calidad matematica del proceso de
instruccion). Estos son: a) los significados parciales (definiciones, propiedades,
procedimientos, etcétera) como una muestra representativa de la complejidad de la nociéon
matematica que se quiere enseflar; b) los significados parciales: definiciones, propiedades,
procedimientos, etc., son una muestra representativa de la complejidad contemplada en el
curriculo de la nocién matematica que se quiere ensefar; ¢) para uno o varios significados
parciales seleccionados para su implementacion, ¢se contempla una muestra representativa
de problemas?; d) Para uno o varios significados parciales seleccionados para su
implementacion, ¢se contempla el uso de diferentes modos de expresion (verbal, grafico,

simbodlico. . . ), tratamientos y conversiones entre los mismos.

Los resultados muestran que en el grupo 1, al trabajar la actividad relacionada con los
nameros complejos, se puede inferir que se tiene en cuenta el componente representatividad
del criterio de idoneidad epistémica, a través de sus tres significados parciales: algebraico,
geométrico y trigonométrico; ademas de una muestra representativa de problemas y el uso
de diferentes modos de expresion, como verbal, grafico, simbélico y otros. En el grupo 2, al
trabajar la actividad relacionada con el teorema de Tales se puede inferir que se tiene en
cuenta el componente representatividad del criterio de idoneidad epistémica, mediante cuatro
significados parciales: algebraico, aritmético, geométrico y trigonométrico; ademas de los
otros criterios exigidos. El grupo 3, al trabajar una actividad relacionada con las ecuaciones,
uso el componente representatividad del objeto maten atico “ecuaciones” de forma muy
elemental. El grupo 4, al trabajar la actividad relacionada con las fracciones, también
evidencia el cumplimiento del componente representatividad, a través del significado
algebraico, geométrico y trigonométrico. El grupo 5, al trabajar la actividad relacionada con
las funciones cuadraticas, contemplo la representatividad a través de los significados
algebraico, geométrico y fisico. Una vez concluidas y socializadas estas propuestas de pluri
significacion de los objetos matematicos, los futuros docentes hicieron una evaluacion de la
actividad realizada donde manifestaron la importancia y necesidad de analizar la complejidad
de los objetos matematicos en la practica docente, a fin de lograr aprendizajes significativos
en los estudiantes de Educacion General Basica y el Bachillerato. Por otra parte, argumentan
que los diferentes significados se deben ir presentando a los alumnos de forma gradual.
Destaca en las respuestas, ademas, que los participantes presentaron diferentes significados
de los objetos matematicos, tanto intra, como extra matematicos. Tal es el caso del grupo 5
que considero los significados dentro de la Fisica que también corresponde a su formacion

profesional (Docencia en Matematicas y Fisica); lo cual se puede considerar una evidencia de
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su capacidad para trabajar, no solo en contextos intra matematicos, sino también en
contextos extra matematicos, es decir, como conexion que se puede dar entre las matematicas
y el mundo real. Se concluye que los estudiantes en formaciéon docente son conscientes de
que, para mejorar el aprendizaje de las Matematicas, es necesario tener en cuenta la
complejidad de los objetos matematicos, entendida como las diferentes formas de
comprender los significados y su aplicacion en la resoluciéon de problemas. Si se analiza la
reflexion de los participantes en esta propuesta, se considera que estos podrian avanzar en
su reflexion y profundizar en la articulacion de la complejidad asociada al objeto matematico
COMO un paso previo y necesario para avanzar a una vision unitaria del objeto maten atico.
Dicha conclusiéon es coincidente con las que se han obtenido en diferentes procesos de
formacion de profesores de Matematicas de Espafia, México, Brasil, Ecuador, Chile, Panama,
Costa Rica, Venezuela y Argentina, en los cuales se han realizado un conjunto de
investigaciones que tienen como finalidad indagar el uso del constructo, de criterios de
idoneidad didactica como herramienta para organizar la reflexion del profesor sobre su
practica. Estas investigaciones han puesto de manifiesto los siguientes aspectos: a) aunque
no se incorpore explicitamente la ensefianza de los componentes e indicadores de los
criterios de idoneidad didactica, algunos de ellos, y en particular el componente <<muestra
representativa de la complejidad del objeto matematico>>, estan presentes de manera
implicita cuando los profesores o futuros profesores hacen valoraciones de propuestas
didacticas (suyas o de otros); b) Incorporar el componente <<muestra representativa de la
complejidad del objeto matematico>> para valorar la idoneidad epistémica de un proceso
de ensefianza y aprendizaje, no es tarea facil, ni para los formadores ni para sus alumnos
(futuros profesores o profesores en servicio), pero se puede ensefiar como parte del proceso
de formacién del profesorado. En estos dispositivos formativos, se hace hincapié en la
necesidad de realizar un estudio preliminar orientado a la reconstruccién de un significado
global sobre el objeto matematico que se quiere ensefar para poder ser conscientes de su

complejidad.
5.4 Abstract

This work aims to know the perception of future mathematics teachers about the
complexity of mathematical objects and their possible application in teaching practice, in
order to improve the teaching and learning of mathematics in Basic General Education
(GBS) and the Unified General Baccalaureate (BGU). For this, 19 future professors were
asked about the different meanings of some mathematical objects, and they were proposed

to raise contextualized problems in which a certain meaning had to be applied in their
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resolution. The results show that encouraging reflection on the complexity of mathematical
objects in the initial training of teachers and their relationship with the design of

contextualized problems affects their way of understanding mathematical competence

Keywords: Initial teacher training, Complexity of mathematical objects, Contextualized

problems.
5.5 Introduction

One of the areas of study of Mathematics Education is initial teacher training, due to
the important role of the mathematics teacher in the development of instructional processes.
In order to improve the training of future teachers and, as a consequence, to enhance the
teaching and learning processes of mathematics, teacher training courses are emphasizing the
application, in the training courses, of theoretical and methodological contributions related
both to the results of research in the area of Didactics of Mathematics (DM), and to some
current trends concerning the teaching of mathematics (Problem Solving, use of ICT, active

learning, etc.) arising from these results.

A fundamental aspect to work on in the initial training of mathematics teachers - as
pointed out by different research (Font, 2007; Pino-Fan, Godino, & Font, 2011; Pino-Fan,
et al, 2018; Rondero & Font, 2015) - is the reflection about the different meanings of

mathematical objects and their applications in the resolution of contextualized tasks.

To a greater or lesser extent, the complexity problem associated with the
mathematical object, and the link between the components in which this complexity
explodes, is present in almost all the emerging theoretical frameworks in the area of
Mathematics Education. In this article we will take the Onto-semiotic Approach to
Mathematical Cognition and Instruction (OSA, from now on) (Godino, Batanero, & Font,
2007 & 2019) as a theoretical reference. Working on the different meanings of a mathematical
object is an aspect proposed in the OSA, where it is suggested to work on the complexity of

mathematical objects through their multiple meanings.

Understanding the complexity in terms of a plurality of meanings is a result of the
pragmatic view regarding meaning that is assumed in the OSA. From a pragmatic point of
view, the meaning of a mathematical object is understood as the set of practices in which
this object is involved in a determinant way (or not). In other words, it implies having
practices regarding the field of experience that the object involves. When the meaning of a

mathematical object is defined in terms of practices, as proposed in pragmatism, it appears
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that the meaning of a mathematical object is linked to other meanings and to other objects,
since in practices this object is involved together with other mathematical objects. This fact
makes it possible to make a distinction between two terms that are difficult to separate, we
refer to the terms sense and meaning. Indeed, given that the object can be related to one or
other objects depending on the context, the type of notation, etc. in order to give rise to
different practices, we can understand sense as a partial meaning, that is, as a subset (sense)

of the system of practices in which the object is determinant (meaning).

The meaning of a mathematical object understood as a system of practices can be
divided into different kinds of more specific practices that are used in a specific context and
with a specific type of notation, producing a specific sense. Each context helps to generate

sense (allows the generation of a subset of practices), but does not generate all senses.

A mathematical object, which has been originated as an emergent of the system of
practices that allows to solve a certain field of problems, with the passage of time is framed
in different research programs. Each new research program allows solving new types of
problems, applying new procedures, relating the object (and therefore defining) in a different
way, using new representations, and so on. In this way, with the passage of time, new subsets

of practices (senses) appear and extend the meaning of the object.

This work aims to know the perception of future mathematics teachers about the
complexity of mathematical objects and their possible application in teaching practice, in
order to improve the teaching and learning of mathematics in Basic General Education and

the Unified General Baccalaureate.

The structure of the article is as follows. First, a brief explanation of some of the
OSA constructs is provided, detailing the theoretical tool used in this research, followed by
a description of the qualitative methodology followed, an analysis of the work of the

participants in this proposal, and a discussion of the results.
5.6 Theoretical framework

In the theoretical framework we briefly explain the CCDM model of the OSA, going
deeper into the representative sample component of the mathematical object complexity to

be taught of the epistemic suitability criteria.
The CCDM model and Didactic Suitability

The model of mathematics teacher competences and knowledge (CCDM model) is

based on OSA constructs (Godino, Batanero, & Font, 2007; Godino, Batanero, & Font,
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2019) and articulates several categories of mathematics teachers' knowledge and
competences considered necessary for an ideal mathematics teaching (Godino, Giacomone,
Batanero, & Font, 2017). This theoretical model highlights the analysis of didactic suitability,
as a competence for global reflection on teaching practice, its assessment and progressive
improvement (Giacomone, Godino, & Beltran, 2018); therefore, it answers what criteria to
follow in the design of task sequences to develop and assess students' mathematical
competence and what changes to make in order to achieve higher learning goals. This notion
is categorized into the following partial criteria of didactic suitability (Font, Planas & Godino,

2010):

v’ Epistemic suitability: refers to the degree of representativeness and interconnectedness
of the implemented (or intended) institutional meanings in relation to a reference
meaning. Tasks or problem-situations are a critical component of this dimension,
and should involve a variety of mathematical objects and processes.

v’ Ecological suitability: degree to which the study process is in line with the educational
project of the institution, the school and society, and with the conditions of the
environment in which it is developed.

V' Cognitive suitability: degree to which intended and implemented meanings are in the
area of potential learner development, as well as the proximity of achieved personal
meanings to intended/implemented meanings.

V' Affective suitability: degree of involvement (interests, emotions, attitudes and beliefs)
of the students during the study process.

V' Interactional suitability: degree to which didactic configurations and classroom
discourse allow, on the one hand, to identify potential semiotic conflicts (that can be
detected in advance), and on the other hand, to resolve conflicts that occur during
the instructional process.

V' Means suitability: degree of availability and adequacy of the material and time resources

necessary for the development of the teaching-learning process.

According to Breda and Lima (2016) and Breda, Pino-Fan and Font (2017), a system
of components and indicators is provided as a guide for the analysis and assessment of

didactic suitability, which is designed for an instructional process at any educational stage.
Epistemic suitability and the complexity of mathematical objects.
The components and indicators of the didactic suitability criteria have been

developed taking into consideration the trends, principles and results of research in the area
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of Didactics of Mathematics. Particularly, for epistemic suitability, a fundamental principle
of EOS has been taken into account which, with the nuances specific to each approach, is
(or can be) assumed by other theoretical approaches in the area. We refer to the principle
that can be stated as follows: mathematical objects emerge from practices, which entails their
complexity (Font, Godino, & Gallardo, 2013; Rondero & Font, 2015). From this principle a
component (representativeness) is obtained, whose objective is to take into account, as far
as possible, such complexity in the design and redesign of didactic sequences (Pino-Fan,

Castro, Godino, & Font, 2013).

The Representativeness component of the mathematical object complexity (understood as
plurality of partial meanings), refers to the degree of representativeness and
interconnectedness of the implemented (or intended) institutional meanings regarding a
reference meaning (Giacomone, Godino, & Beltran-Pelliecer, 2018). Each of these meanings
allows solving different types of problems, so if you want to apply the mathematical object
to solve different problems (mathematical competence) it is necessary to teach a

representative sample of partial meanings (Font, Breda, & Seckel, 2017).

The following table (Font, Breda, & Seckel, 2017), explains in detail, the indicators

of the Representativeness component of the epistemic suitability criteria.

Tabla 3. The Representativeness component and its indicators

Epistemic Suitability Component Indicators

v’ Partial meanings (definitions, properties,
procedures, etc.) are a representative sample of
the mathematical notion's complexity to be
taught.

v’ Partial meanings (definitions, properties,
procedures, etc.) are a representative sample of
the complexity contemplated in the curriculum
of the mathematical notion to be taught.

v" For one ot more partial meanings selected for
implementation, is a representative sample of
problems considered?

Representativeness . .
v" For one or several partial meanings selected for

implementation, is the use of different modes of
expression  (verbal, graphic, symbolic...),
treatments and conversions between them
considered?

Source: Font, Breda, and Seckel (2017).

Investigations regarding the complexity of different mathematical objects.
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Different researches have been carried out in order to deepen the complexity of
different mathematical objects: natural numbers (Godino, Font, Wilhelmi, & Arrieche, 2009),
arithmetic mean (Rondero & Font, 2015), limit (Contreras, Garcia, & Font, 2012),
optimization (Balcaza, Contreras, & Font, 2017), proportionality (Godino, Beltran-Pellicer,
Burgos, & Giacomone, 2017; Burgos, Castillo, Beltran-Pellicer & Godino, 2020), Tales'
Theorem (Font, Breda, & Seckel, 2017), derivative and antiderivative, as well as students'
understanding of such complexity (Pino-Fan, Godino, & Font, 2011; Pino-Fan, Castro,
Godino, & Font, 2013; Pino-Fan, Font, Gordillo, Larios, & Breda, 2018; Pino-Fan, Godino,
& Font, 2018), inequation (Monje, Seckel, & Breda, 2018).

For the mathematical object "derivative", Pino-Fan, Godino and Font (2011)
characterize the complexity of the mathematical object by nine primary object
configurations: 1) tangent in Greek mathematics; 2) variation in the Middle Ages; 3) algebraic
methods for finding tangents; 4) kinematic conceptions for tracing tangents; 5) intuitive ideas
of limit for calculating maxima and minima; 6) infinitesimal methods in calculating tangents;
7) Methodus fluxionum; 8) calculation of differences; and, 9) derivative as limit. In Pino-Fan,
Castro, Godino and Font (2013) these nine configurations are used for the reconstruction of
the global meaning of the derivative, which is used to assess the representativeness of the
intended meaning in the Mexican high school curriculum (from the configurations of primary
objects activated in the mathematical practices proposed both in the Curriculum and in the

textbooks of that level).

The complexity characterization of the derivative made in Pino-Fan, Godino and
Font (2011) facilitates having elements to design questionnaires to identify the understanding
of students, future teachers or in-service teachers about the derivative. In Pino-Fan, Godino
and Font and (2018) a questionnaire was designed in order to determine prospective teachers'
understanding about the derivative in which tasks that activate the different partial meanings

of the derivative characterized in Pino-Fan, Godino and Font (2011) were included.

In Gordillo and Pino-Fan (20106) the antiderivative complexity is defined by four
primary object configurations related to four basic problems: a) the geometric problem of
the tangents of a curve and the quadrature of the curve; b) the problem of the relation
fluxions - fluents; c) the problem concerning the relation of differentials and summations;
and d) the problem of the identification of elementary functions. The characterization of
such complexity allows us to have elements available to design questionnaires that enable us
to identify the understanding of students, future teachers or in-service teachers about the

antiderivative. In Gordillo, Pino-Fan, Font, and Ponce (2018) and in Pino-Fan, Font,
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Gordillo, Larios, and Breda (2018) a questionnaire was designed to determine university
students' understanding about the antiderivative in which tasks activating the different partial

meanings of the antiderivative characterized in Gordillo and Pino (2016) were included.

Monje, Seckel and Breda (2018), by means of a comparative analysis between the
complexity of the mathematical object, inequation with the national curriculum and the
school texts granted by the Ministry of Education of Chile, concluded that the treatment
given to the mathematical object under study (inequalities) does not consider all the necessary
components for the teaching of the inequation from its complexity, in particular, it was
observed that both the curriculum and the school texts leave out, in particular, quadratic

inequalities and inequalities with absolute value.

These investigations concluded that teachers should consider the complexity of the
mathematical objects they teach in order to obtain more effective teaching, which led the
authors of this article to become interested in how to incorporate the problem of the

mathematical object complexity in teacher training.
5.7 Objective

Understanding the perception that future mathematics teachers have about the

importance of considering the complexity of mathematical objects in their teaching practice.
5.8 Methodology

In this section, we provide the study context (institution involved, research

participants, etc.) and the qualitative methodology used to analyze the participants' responses.
Study context

Nineteen future mathematics teachers who are studying the second semester of the
Advanced Algebra course of the Experimental Sciences Pedagogy Career: Mathematics and

Physics, at the University of Cuenca, participated in the study.
Research Study Phases

In the first phase, the students jointly with the teacher agreed on a series of
mathematical objects, of which they would deepen about their complexity. In the second
phase, with the objects assigned and the groups organized, they were provided with literature
related to the object on which they had to reflect. In a third phase, the group had to ask itself
questions such as what are the partial meanings of the mathematical object worked on by the

students and what representations could be given to the partial meanings of these
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mathematical objects. In a fourth phase, they were also asked to propose problems for each
meaning. In the fifth phase, each group reported its reflections to the entire group. In a sixth
phase, the whole group solved the tasks that had been proposed in each small group. Finally,
the students discussed the results obtained, analyzing their application and generalization,
through conclusions and recommendations to consider the mathematical objects complexity

in the instructional processes.
5.9 Results

The students participating in this study were organized into five groups of four or
five students, sharing their proposals through a debate of ideas and presenting the following

information as a result:

Tabla 4. Work done by students participating in the proposal. Group No. 1

MATHEMATICAL | Group No. 1: Complex numbers
OBJECT
ADDRESSED
The partial meanings are a representative sample of the complexity of the
mathematical notion to be taught, and they are also included in the
curriculum:
Meaning 1: The unit of imaginary numbers is v -1 and is represented by the letter i, formed by a
Feal number and an Imaginary one.
Algebraic.
Meaning 2: IThis is done using a system of rectangular or Cartesian axes, where the real numbers are
Geometric epresented on the "x" axis and the imaginary guantities on the "y" axis. The plane
Formed by the real and imaginary axes is called Argand diagram.
Meaning 3: Vhen we have a complex number in polar form (therefore, it is defined by just
Trigonometric lgiving [Z] and "a") we can easily pass to the trigonometric form or also called
ANALYSIS o } o . .
largument module; that is, the complex number is given by its module and its angle.
OF THE
For one or more partial meanings selected for implementation, a
representative sample of problems is considered:
REPRESENTATI
VENESS
AND THE

80



Capitulo 1~ Articulo Cientifico 4

ACTIVITY Meaning L The quotient of twe complex numbers is pure imaginary, their sum is real and is equal
Algebeaic. I?viu:\\e number of the dividend is twice the number of the divisor. Finding the
Meaning 2 Tven the complex numbers, express in Argand diagram
Geometric Zi=3+30
Z=1-2
Z=2-2i
Zi=-3+
Meaning 3: jonvert the following complex number to its polar form: Z = 1 -1
PRESENTED T
Sum of complexes in binomial form

In addition to the use of different ways of expression, treatments and

conversions between them:

Meaning: Algebraic. In the complex number a+ bhi, "a" is called the real part and "bi" the imaginary part.

When a = O, the complex number is called pure imaginary. If b =0 the complex number
reduces to the real number "a".

Meaning 2: By means of the vectorial sum we can obtain the geometrical shape representation

Geometric

Meaning 3: [To represent a complex number in this way, it is necessary to know the "radio

Trigenometric vector”, known as "module” and the angle that it forms with the positive part of the
"x" axis.

Source: developed by the authors.

Analyzing the activity performed by group No. 1, it can be evidenced that they
comply with the representativeness of the epistemic suitability criteria, through their three partial
meanings: algebraic, geometric and trigonometric; in addition to a representative sample of
problems and the use of different ways of expression, such as verbal, graphic, symbolic and

others.

After the discussion of this work, the presenters applied the following task, obtaining
as a result that, out of the 15 participating students, 12 answered correctly to the questions

posed in the task and only three students made minimal errors, as stated by the evaluators of
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University of Cuenca
Pedagogy of Experimental Sciences
Complex Numbers
=T 1 L= Date: 07/01/2019
1 Calculate E = x + 4
X -y
If it is fulfilled that (1 + i)2 +(1 + )4 +(1 +i)6 +(1 +i)8 =x + vyi

What is the meaning of complex number that you have used?

Figura 10. Test applied by group No. 1.

Source: developed by the authors.

group 1: "They correctly identified the algebraic meaning, but had a small error because they

did not distinguish the properties of complex numbers".

The activity performed by the following group is detailed below:

Tabla 5. Work done by students participating in the proposal. Group No. 2

MATHEMATICAL Group No. 2: Tales' Theorem
OBJECT

ADDRESSED

The partial meanings are a representative sample of the
complexity of the mathematical notion to be taught, and they are

also included in the curriculum:

.........................

ANALYSIS

OF THE

For one or more partial meanings selected for implementation, a

representative sample of problems is considered:
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Capitulo 1/

REPRESENTATIVENES
S

AND THE

ACTIVITY

PRESENTED

Meaning 1:

n o triangle ABC we trace a line parallel to the side BC from = point B such that AB is

.25 A. What is the similarity ratio?

[praw a right angle trizngle with sides 15 =nd 8 cm. If its midpoints are joined. doss it
Fesult in a triangle similar to it?

Meaning 2:

[Nine people parform = job in 16 days. How long will it take & people to perform the same
ob?

Upon arrival at the hotel we were given a map with the city's interasting places, and we
ere told that 5§ centimeters of the map represented 600 meters of reality. Today we want
o go to a park that is 8 centimaters away from the hotel on the map. How far is this park

rom the hotsl?

Meaning 3:

An electrician, standing on = pole, observes his assistant on the ground 25 meters from

he foot of the pole with a deprassicn angle of 20°. Calculate the pest height.

From = point on the ground, a student in slgebra class observes the highest part of the
philosephy faculty building with an slevation angle of 53° when he is 12 meters away frem
ft= base. What is the haight of the faculty building?

Meaning 4:

[Fergio is in = photo with his friend Enrique. In the photo Sergic measures 4.5 cm and

Enrigue measures %.25 cm. If Enrique is 1.7 meters tall in reality, how tall is Sergio?
[Measure on the map the distance betwsen the cities: Cusnca - Guayaquil and Quito - Portevisjo, find cut what
lare the real distances betwasn these citiss. Scalar 1:50

Ipistance Cuenca - Guayaa

4 cm. Distance Quito - Portoviejo: 7 cm

In addition to the use of different ways of expression, treatments

and conversions between them:

Meaning 1:

Geometric Meaning

Parallel lines: The segments of two transversal lines intercepted
between parallels are proportional,

similar triangles

. The cor

esponding anales must be congruent,
. The cor

esponding sides must be proportional.

If the corresponding angles are congruent

And the corresponding sides are proportional. Then we say
that the equivalence is a similarity, and it is Wwritten: s, . aa.n.

The ratio of any two corresponding sides Is the similarity ratio.

it should be emphasized that this equivalence is not a congruence
because to be a congruence the Vilarity ratio should be equal to
unity.

= Algebraic Meaning
Proportionality:
Proportionality is a constant relationship or ratio between different
measurable gquantities. If one increases or decreases the other also
increases or decreases proportionally, i.e. when two quantities vary
directly with respect to each other.
Ratio between two numbers: Whenever we talk about Ratio between
Meaning 2: two numbers we are referring to the quotient (the result of dividing

them) between them. So:

Ratio between two numbers "a" and "b the guotient between them:

For example the Ratio between 10 and 2 is 5, since 10/ 5 = 2
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Meaning TRIGONOMETRIC MEANING
TRIGONOMETRIC RATIOS

Trigenometric ratios allow us to relate the magnitudes of angles and
e. It

Srisngle in order to be able to. Use the Bythagorean Theorsm to
obtain magnitudes of unknown sides and to find the remaining angles
different from =0°.

Elewation angle: it is the angle between the horizontal plane and the
line of sight to the obje

Depression angle: It denotes the angle from the horizontal to the
beottem of an object.

Meaning = ARITHMETIC MEANING

Ruls of three: is a mechanism that allows the solution of problems
related to the similarity Dt e val which three are known

a this l

Fauieth “rerm  ean = _disgcovered, In the simple 'rule of three. a

similarity relation is established between two kn values A and B
knowing a third valu T e fourth walue B is calculared.

The similarity ratio between A and B must necessarily be direct
when,  within this proportionality. = higher  wvaiu of A also
B (of @ lower value of A

corresponds to higher walue of
Corresponds to a lower value of B).

Source: developed by the authors.

Similar to the previous case, it can be seen that the group No. 2, complies with the
representativeness component of the epistemic suitability criteria, where it is expressed in

four partial meanings: algebraic, arithmetic, geometric and trigonometric.

When applying the evaluation, they obtain as a result that, out of the 14 participating
students, seven demonstrate a good application and connection of meanings with the
problems posed, while the others, having an error, in the words of the group: "they recognize

and apply the connection of the meanings with the problems posed".

UNIVERSITY OF CUENCA

Faculty of Philosophy, Literature and Educational Sciences
EXPERIMENTAL SCIENCE PEDAGOGY DEGREE PROGRAM
CASE STUDY: The Complexity of Mathematical Objects
EVALUATION.
STUDENT: Joseline Peralta DATE:
Subject: The Complexity of Mathematical Objects: Thales' Theorem

1. In the following statements, identify which mathematical object can be used
to solve the problem. Please justify your answer.

1.1 The plan of 2 room whose dimensions are @ m long and 6 m wide has bean drawn.
In the plan, the length of the room is 12 cm.

g?lﬁlﬁtﬁt scale is the plan drawn? Algebraic, because the dimensions of the plan
b) What is the width of the room on the plan? are proportional to the dimensions of the

room.

1.2 According to legend, Thales measured the height of the pyramid of Cheops by
placing a one-meter pole in the center of a circle of radius 1 m and waited until the
shadow measured exactly one meter, at which point the shadow of the pyramid
measured 147 m. How high is the pyramid?

Geometric because geometric figures are used
1.2. An engineer observes with a theodolite the top of a hill with an elevation angle of

41°, then approaches 28 m and the new elevation angle is 58° What is the height of
the hill, if the theodolite measures 1.75 m?
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Figura 11. Test applied by group No. 2.

Source: developed by the authors.

The detail of the next group's activity is:

Tabla 6. Work done by students participating in the proposal. Group No. 3

MATHEMATICAL
OBJECT
ADDRESSED

Group No. 3: Equations

The partial meanings are a representative sample of the complexity of the

mathematical notion to be taught, and they are also included in the

curtriculum:

Meaning 1:
ALGEBRAIC

In a statement of the form E = F where E and F are algebraic
exprassions in x. the replacement set of a wvariable in an
equation Is the set of numbers for which the algebraic
expressions are defined in the equation. Unless otherwise
stated, we cansider the replacement set to be a set of real
numbers. A variable in an egquatien is scmetimes called an
undetermined variable.

Meaning 2:
GEOMETRIC

The equation of the line passing through the point P(x1, y1)

and having slope m.

Meaning 3:
TRIGONOMETRIC

These are equalities that are only satisfled for certain series
of angles. The equation’s degree and the typs of function will
determine which angles satisfy the asriginal egquation.

ANALYSIS

OF THE

REPRESENTATI
VENESS

AND THE

ACTIVITY

PRESENTED

For one or more partial meanings selected for implementation, a

representative sample of problems is considered:

Meaning 1: Find the sclution set of the eguation:
4[3x - (5% - 1)1] = 3 - 4%

Meaning 2: Find the equation of the line that passes through the point
A(2, -4) and has a slope of [-1/3).

Meaning 3: Solve the fallowing equation and give the results in degrees,
Senx =1

In addition to the

use of different ways of expression, treatments and

conversions between them:

Maaning 1: E=F
Meaning 2: Y=yi=m(x=-x]
Meaning 3: Tan'x 4 Csefx =3 =10

Source: developed by the authors.
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Group No. 3 works on the representativeness of the mathematical object "equations"
in a very elementary way and analyzes the evaluation of six of their classmates, where four
of them answered the evaluation correctly and only two could not relate the meanings with

the proposed problems.

It can be concluded that, in spite of presenting a rather simple work, the presenters'

understanding regarding the mathematical object "equations" complexity is visible.

Sen x + cos X = 2

Problem 1: Find all the solutions of the following equation:

a. Relate it to a type of meaning.
b. Write down why you related to with that meaning.

Problem 2: "Passerby, this is the tomb of Diophantus: this is the one who with this
surprising distribution tells you the number of years he lived. His childhood occupied
the sixth part of his life; then during the twelfth part his cheek was covered with the
first face hair He spent yet another seventh part of his life before he married, and
five years later, he had a precious child who, having reached half his father's age,
perished of an unfortunate death. His father had to survive him, mourning him, for
four years. From all this we can deduce his age".

Relate to one type of meaning.

Figura 12. Test applied by group No. 3.
Source: developed by the authors

The following group presents its work, according to the following details:

Tabla 7. Work done by students participating in the proposal. Group No. 4

MATHEMATICAL Group No. 4: Fractions
OBJECT
ADDRESSED

The partial meanings are a representative sample of the complexity of
the mathematical notion to be taught, and they are also included in the

curtriculum:

Meaning 1:
ALGEBRAIC

Meaning 2:
ARITHMETIC

Meaning 3:
GEOMETRIC
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ANALYSIS For one or more partial meanings selected for implementation, a

representative sample of problems is considered:

Meaning 1: & soccer fleld has unknown measurements. Nevertheless, a
OF THE maintenance operator tells us that the ratic between width
and length less twenty meters is equal to one half. Likewise,
the sum of the lenath and width is 170 meters. What are the
measurements of the soccar fizld?

Meaning 2: Ester has spent 1/3 of her grandparents’ allowance money to
buy an adventure book, She also spent 1/9th of her money on
buying @ bag. What fraction of her money has Esther spent?

REPRESENTATIVE | [Meaning 3: At a birthday party there are 4 yellow balloons, 2 orange
balloons, 1 blue balloan and 5 red balloons, What fraction
represents sach celor? If 5 are burst, we still have 7 balloons

NESS left, what fraction of the total are left without bursting?

In addition to the use of different ways of expression, treatments and

conversions between them:

Meaning 1: An expressicn that has at least one letter in the numeratar or
denominator.
Meaning 2: It is the quotient of twe numbers where the deneminator must

be different from zero, and the numerator must be integer.

Meaning 3! It 1z conslderad as a whole that I1s divided Inte equal parts
ACTIVII Y essentially indicating the relationship between the whele and
a designated number of parts.

PRESENTED

Source: developed by the authors.

Group No. 4 shows compliance with the representativeness component, through
algebraic, geometric and trigonometric meaning. On the other hand, in the evaluation applied
to 15 students, 11 of them "Apply correctly the algebraic, geometric or trigonometric

meanings, as appropriate"; while the others do not justify their given answers.

4. EVALUATION OF THE PROPOSAL

The following table shows the results obtained from the evaluation applied to our
classmates, the purpose of which is to demonstrate whether the understanding of the
meanings of the mathematical object Fractions is achieved.

Problem 1: Solve: Problem 2:

Determine to which
meaning it belongs.
a—b b—c Please justify your

E :(b+c—a)(b—c—a)+(c+a—b)(c—a—b) answer,
c—a

+(a+b—c)(a—b—c)

Figura 13. Test applied by group No. 4.
Source: developed by the authors.

The next group shares its proposal in the following way:
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Tabla 8. Work done by students participating in the proposal. Group No. 5

MATHEMATICAL Group No. 5: Quadratic Functions
OBJECT ADDRESSED
The partial meanings are a representative sample of the complexity
of the mathematical notion to be taught, and they are also included
in the curriculum:
Maeanlng 1! They are polynomlal functions of second dagree of the form
ALGEBRAIC fix) = ax® + bx + ¢
Meanlng 2: A parabola Is a conlc sectien which can be represented as
GEOMETRIC follows, Fix) = alx - h)F + k
Meaning 3; In the path fellowed by cbjects thrown upward and at a certain
PHYSICAL angle, the parabola represents the path of the ball [or reck, or
arrow, or whatever has been thrown).
Ah = Vo + ,_l\gt:
For one or more partial meanings selected for implementation, a
representative sample of problems is considered:
ANALYSIS p pleotp
Meaning 1: Consider the function "g" of equatien g(x)= x< + bx + c.
ALGEBRAIC Knowing that q(-1) = -6 and g{2)= -12, write the equation of
the functicn g and plot it.
Meaning 2: Find the length of the focal chord of the parabola x” + 8y = D
GEOMETRIC which is parallel to the line 3x + 4y - 7 = D.
F THE
o Meaning 3: A fire hose shoots water at an angle of 48, How fast must the
PHYSICAL water come out so that the stream reaches a window 18 m
above the ground if the firefighter 1z 20 m from the base of the
building?
REPRESENTATIVEN
ESS
AND THE In addition to the use of different ways of expression, treatments
and conversions between them:
UGS }
ACTIVITY S
LS
Meaning 2:
GEOMETRIC
PRESENTED Meaning 3:
PHYSICAL 2

Source: developed by the authors.

Analyzing the activity performed by group No. 5, it can be observed that

representativeness is considered through algebraic, geometric and physical meanings; and in

the evaluation applied to 14 classmates, eight have an "excellent performance”, four have a

"normal performance" and only two, a "low performance" (as indicated by the presenters).
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Problem D
Given the equation X2 + 6x + ky = 0

For what value of K does it represent a parabola whose vertex belongs to the line
y=67 For the value of K found, indicate vertex, focus and directrix.

Geometric Meaning

2. From what you have seen in class, select true or false. (2P) (2)

- A parabola will always have an intersection on the y-axis (ordinate)
- If the discriminant is less than zero, the parabola has its vertex
at a point on the abscissa axis(x)
- The domain of a quadratic function is not constant
- A parabola is concave upward if the value of a is equal to O

MM -

3. Complete the formulas with the sign <, >, =, according to the (1.5)
graph (1,5P).

A

-3
4
w)
m
o}
c
0

ATIONAL SCIENCES

ERIMENTAL SCIENCE EE PROGRAM
N

NAME: Marlon Rilovo P

SUBJECT: Advanced Algebra GROUP: I CYCLE: 2nd

TEACHERS: Sebastian Calero, Tania Orellana, Joseline Peralta and Cristina Tenesaca.
DATE: 2019/07/04

Use pencil or mechanical pencil to solve the exercises, mark the answers with a circle
using blue ink pen, the use of liquid paper is allowed.

1- From what was exposed in the QUADRATIC FUNCTIONS class, relate the following
problems with the meanings exposed in the class. (2p)

Problems:
Problem A: The profit motive (in thousands of dollars) of a company is given by:

P(x) = 5000 + 1000x — S5x2

Where X is the amount (in thousands of dollars) the company spends on advertising.
Find the guantity x, which the company has to spend to maximize its profit.

Algebraic Meaning

Problem B: An object is launched wvertically upward with an initial velocity of Vo ft/sec.
Its distance S (t), in feet above the ground is given by:

S (t) - -16t2 - V.t
Search V. so that the highest point the object can reach is 300 feet above the ground.

Physical meaning

Problem C: Plot and state the properties of the function f whose equation is fi{x) = x= -
4x - 5.

Algebraic meaning

Figura 14. Test applied by group No. 5.

Source: developed by the authors.

5.10 Results discussion

Of the 19 students who participated in this activity, the majority agreed that

mathematical objects can be approached from their different meanings, as shown in Figure

6. Do you think that mathematical objects can be represented in different
ways?

(2P)
Explain why. Yes, because as we explained above there are several ways to explain
these objects in such a way that the information is provided in a variety of ways so
that it reaches all our students.

15:
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8. Nowadays it is recommended to develop mathematical competencies; that
is, students are expected to be able to solve different problems by applying
the content that has been taught. Do you think that if we had explained only
one of the proposed meanings, about arithmetic mean, the student would have
been able to solve all the proposed problems? If your answer is no, what do
you suggest in order to solve all the problems? (4P)

No, because some may understand and others may not, so it is suggested to address various
meanings with known words for greater student comprehension. In addition, all the
characteristics of the topic should be gathered in order to make the subject matter even better
known.

Once these proposals of multiple meanings of mathematical objects and their
respective evaluations have been concluded and shared, the perception of these future

Figura 15. Student's responses

Source: developed by the authors.
teachers is presented through the conclusions and recommendations of each of the groups:

Tabla 9. Conclusions and recommendations issued by the students participating in the proposal

WORKING | Conclusions and recommendations

GROUPS

Group The results of this work have been successful since a single topic can be broken
down into smaller but no less important ones, that means, the topic is related to
more branches of mathematics which can be useful to relate it and that students

No. 1 . . .. .
integrate the meanings, it is a very good proposal since students know more than
a single meaning and they can work in their own way, so that they can reach the
same result without having applied the same process, I would recommend to
continue working with this type of proposals since the results are good.

Group Upon observing and analyzing the results of the work, it is concluded that the
application of this methodology within the classtoom has been successful, since
most of our classmates obtained "correct" in the majority of the problems posed.

No. 2

It can be stated that, in order to achieve meaningful learning with successful
learning achievements, it is necessary to introduce different meanings of
mathematical objects, since each student has his or her own learning and
assimilation style. Concluding the peer review, it is clear that each one adopted the
best meaning in accordance with the context of the problem, in order to facilitate

the resolution of the problems.

In our opinion, we consider that the use of didactic material for the explanation
of the different meanings would be a good way to achieve meaningful learning in

students. From our point of view, we think that applying exercises that illustrate
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each of the meanings of mathematical objects would help to achieve successful
results. Before concluding, we would like to suggest a last recommendation based
on the results and conclusions reached after the evaluation and research, so we
can say that, if teachers apply this methodology in the classroom, they will achieve
significant learning in students, since each one will choose the meaning that best

suits their understanding or the context of the problem, obtaining excellent results.

Group

No. 3

As a conclusion, we can apply this proposal since the subject is one of the most
basic within algebra and it is also the basis for the next years. In the same way,
students can develop their capabilities. In addition, it is a didactic proposal in
which students can interact with the teacher and their classmates, thus keeping a
satisfactory environment. Furthermore, we can use didactic materials and apply
learning methodologies such as constructivism and technology by using
applications such as GeoGebra. However, many times there will be conditions in
which students, even though they know the required mathematical meanings, tend

to confuse some things such as the case of trigonometric identities or factorization.

Group

No. 4

Fractions are indispensable to our lives, whether in a job or in educational
institutions. In order to apply them, it is necessary to have an understanding of the
concept. It is very important to clarify the meanings of mathematical objects in
order to facilitate the learning of mathematics. The use of didactic material is
essential for facilitating understanding in the teaching-learning process; it also
helps teachers and future teachers who experience this way of working to reinforce
the contents they already have about fractions and to significantly build
methodological strategies that will be useful for conceptualizing the notion of
fractions. As a conclusion, when applying the test, the results we obtained were
very positive, since the great majority of the students know how to recognize and

interpret mathematical meanings, so we can say that there was significant learning.

Students should know the properties to be applied when solving operations with
fractions. Making the meanings of different mathematical objects known is a
strategy that can really contribute a lot to teaching practice and facilitate student

learning.

Group

No. 5

As a consequence of the constant technological evolution, nowadays there are
different sources in which we can find a lot of information related to the topic we
need, either through web pages or virtual libraries, which are very useful tools for
both students and teachers in order to keep up with the constant innovation of
knowledge. There are different ways to teach a certain subject either in the area of

mathematics or physics, mathematical objects have several meanings which are
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very helpful for teachers because they can choose the meaning that best suits the
needs of students and the topic that needs to be explained depending on the
subject they are teaching, so they can explain correctly and can reach their students
so that they learn in a meaningful way and do not have any complications in higher
courses. In order to confirm that the students are learning, the teacher must apply
some periodic evaluations on the topics that have been previously explained, to
which a grade is assigned to reflect the level of knowledge that the student has

about the subject.

We should not abuse the use of technology because it can be a great distraction,
for this reason there are students who use it excessively and many times they do
not use it for academic purposes. Both teachers and students should make sure
that the sources from which they obtain information are reliable, since there are

several sources in which the information is false.

Source: developed by the authors.

Therefore, it is concluded that, after this instructional process, the participants had
the perception that it is important to consider the complexity of the mathematical objects
to be taught in the teaching practice, in order to achieve significant learning in the students
of Basic General Education and High School. They also state that the different meanings

should be presented gradually.

It is also highlighted in the responses that the participants showed different meanings
of mathematical objects, both intra, as well as extra-mathematical, such is the case of group
No. 5 that considered the meanings within Physics that also corresponds to their professional
training (Teaching in Mathematics and Physics); which can be considered as evidence of their
ability to work, not only in intra-mathematical contexts, but also in extra-mathematical
contexts, i.e. as a connection that can be given between mathematics and the real world

(Font, et al, 2017).
5.11 Conclusions and implications

In different training processes for mathematics teachers in Spain, Mexico, Brazil,
Ecuador, Chile, Panama, Costa Rica, Venezuela and Argentina, a series of investigations
have been carried out to investigate the use of the didactic suitability criteria construct as a
tool to organize the teachert's reflection on his/her practice, when this reflection is focused
on the evaluation and improvement of the practice, with the objective of developing in
teachers the subcompetence of analysis of the didactic suitability of an instructional process.

These investigations have revealed the following aspects: 1) although the teaching of the
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components and indicators of the didactic suitability criteria are not explicitly incorporated,
some of them, and in particular the component <<representative sample of the
mathematical object complexity>>, are implicitly present when teachers or future teachers
make evaluations of didactic proposals (their own or others') (Breda, 2020; Breda and Lima,
2016; Breda, Pino-Fan and Font, 2017). 2) Incorporating the component <<representative
sample of the mathematical object complexity>> to assess the epistemic suitability of a
teaching and learning process, is not an easy task, neither for trainers nor for their students
(future teachers or in-service teachers), but it can be taught as part of the teacher training
process. In these training devices, emphasis is placed on the need to carry out a preliminary
study focused on the reconstruction of a global meaning of the mathematical object to be

taught in order to be aware of its complexity.

According to the above-mentioned research, as a result of the experience, students
in teacher training are aware that, in order to improve the learning of mathematics, it is
necessary to take into consideration the complexity of mathematical objects, understood as
the different ways of understanding the meanings and their application in the resolution of
problems. In addition, analyzing what the participants worked on in this proposal, it gives
us the idea that they could progress in their reflection and deepen in the complexity
articulation associated to the mathematical object as a previous and necessary step to

advance to a unitary vision of the mathematical object (Rondero and Font, 2015).
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profesor de matematicas sobre los diferentes significados de la media aritmética. Revista Acta

Latinoamericana de Matematica Edncativa, 35(1), 138-146.
0.2 Indexacion de la revista

Articulo indexado en QUALIS/CAPES PERIODICOS (categoria B1 en
ENSINO). Articulo realizado en el marco del proyecto PGC2018-098603-B-100
(MCIU/AEI/FEDER, UE).

6.3 Resumen del articulo cientifico 5

Este articulo atiende a los objetivos especificos 2y 5 de esta tesis.

En este estudio se caracterizan los conocimientos de futuros profesores de
matematicas de la Universidad de Cuenca acerca del objeto matematico media aritmética. El
estudio de abordaje cualitativo de tipo exploratorio-interpretativo indica que, de un total de
veinte y dos futuros profesores participantes, veintiuno muestran poco conocimiento sobre
la complejidad del objeto media aritmética (entendida como pluralidad de significados),
presentando dificultades para justificar qué tipo de significado de media aritmética deben

usar para resolver un determinado problema.

Palabras Clave: conocimientos matematicos, formacion inicial, media aritmética.
6.4 Abstract

This study characterizes the knowledge of future mathematics teachers at the
University of Cuenca about the mathematical object of arithmetic mean. The exploratory-
interpretive qualitative approach study indicates that, out of a total of twenty-two future
participating teachers, twenty-one show little knowledge about the complexity of the object
arithmetic mean (understood as a plurality of meanings), presenting difficulties to justify what

kind of meaning of arithmetic mean they must use to solve a specific problem.

Key words: mathematical knowledge, initial formation, arithmetic mean.
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6.5 Introduccion

El interés por los procesos de mejora en la formacién del profesorado ha generado
modelos teoricos para identificar y clasificar el conocimiento del profesor (Davis y Renert,
2013; Fernandez, Llinares y Valls, 2012; Liston, 2015; Mason, 2002; Rowland, Huckstep y
Thwaites, 2005). El modelo de competencias y conocimientos didactico-matematicos del
profesor de matematicas (CCDM), basado en el Enfoque Ontosemiético (EOS) (Godino,
Batanero y Font, 2019) es uno de ellos. En el marco del CCDM, el constructo criterios de
idoneidad didactica (CI) es una de las herramientas que se ensefian en diversos dispositivos
formativos para desarrollar en los profesores la competencia de analisis de la idoneidad
didactica de un proceso de instruccion (Godino, Giacomone, Batanero y Font, 2017). La
Idoneidad Didactica se compone por seis criterios con sus respectivos componentes ¢
indicadores. Uno de los criterios es el epistémico, que sirve para valorar la idoneidad
matematica de un proceso de instruccién. Dicho criterio, contempla, entre sus componentes,
presentar a los alumnos una muestra representativa de la complejidad de los objetos matematicos.
Tener en cuenta esta complejidad, como se sostiene en Burgos et al (2018), implica, entre
otros aspectos, que el profesor pueda plantear y resolver una tipologia diversificada de
problemas, encontrar diferentes soluciones y analizar los conocimientos involucrados en la

proposicion y solucién de dichos problemas.

En la linea de investigar sobre la incorporacion de la reflexion sobre “la complejidad
del objeto matematico a ensefiar” en algunas experiencias de formacion de profesores, un
estudio publicado en Calle, Breda y Font (2020), con 95 docentes ecuatorianos de
matematicas en ejercicio, apunta que la mayoria de ellos no lograban relacionar, de forma
correcta, el significado parcial del objeto media aritmética necesario para resolver un
problema con su enunciado correspondiente, demostrando poco conocimiento acerca de la
complejidad de dicho objeto matematico (entendida como pluralidad de significados). Dicho
de otra manera, tenfan dificultades para resolver una variedad de problemas en los que alguno

de los diferentes significados de la media aritmética era determinante.

Se trata de una dificultad relevante si se tiene en cuenta que: 1) en el contexto
ecuatoriano, la propuesta curricular del area de Matematica manifiesta que esta area estd
enfocada al desarrollo del pensamiento logico y critico para interpretar y resolver problemas
de la vida cotidiana, implicando que el estudiante egresado del bachillerato sea competente

en tomar iniciativas creativas, ser proactivo, perseverante, organizado, y trabajar en forma
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colaborativa para resolver problemas (Ministerio de Educacion, 2016). 2) los bajos resultados
de las evaluaciones aplicadas a los jovenes ecuatorianos por organismos nacionales e

internacionales

La realidad ecuatoriana, reflejada en los bajos resultados de las evaluaciones aplicadas
a los jovenes por organismos nacionales e internacionales (OCDE, 2017), requiere hacer
efectiva la propuesta del Ministerio de Educacion y superar las graves dificultades de los
estudiantes de bachillerato, que no cuentan con conocimientos ni habilidades suficientes para
participar de manera satisfactoria en la sociedad del saber. Este requerimiento del pafs pone
en primer plano la necesidad de realizar cambios profundos en la formacién inicial y continua
de profesores de matematicas, hasta alcanzar los conocimientos y las competencias didactico
matematicas que debe tener el futuro profesor de matematicas (Godino, 2018) para

desarrollar la competencia matematica de sus alumnos.

En el marco de esta problematica, el objetivo de este trabajo es analizar los
conocimientos de un grupo de futuros profesores ecuatorianos de matematicas sobre la
complejidad del objeto matematico media aritmética. Se ha seleccionado dicho objeto
matematico por sus multiples aplicaciones en contextos intra y extra matematicos (Batanero,

2000).

A continuacion, se presenta el marco teérico, la metodologia utilizada, los resultados y

algunas consideraciones finales.
6.6 Marco tedrico

En esta seccién exponemos, de manera breve, el modelo CCDM del EOS vy la
subcompetencia de andlisis de la idoneidad didactica y, con mas detalle, el componente
“Representatividad de la complejidad del objeto matematico que se quiere enseflar’ del criterio
de idoneidad epistémica. Por dltimo, explicamos los significados parciales que se han tenido

en cuenta para describir la complejidad del objeto matematico “Media Aritmética”.
E/lmodelo CCDM y la Idoneidad Diddctica

El Enfoque Ontosemioético del Conocimiento e Instruccion matematica (EOS) es un
sistema tedrico inclusivo en la Educacion Matematica que articula diversas categorias de
conocimientos y competencias (CCDM), de los profesores de matematicas consideradas
necesarias para una enseflanza idénea de las matematicas (Godino, Batanero y Font, 2019).
En este modelo tedrico se considera que las dos competencias clave del profesor de

matematicas son la competencia matematica y la competencia de analisis e intervencion
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didactica, siendo el nicleo fundamental de esta ultima (Breda, Pino-Fan y Font, 2017) que
consiste en disefiar, aplicar y valorar secuencias de aprendizaje propias y de otros, mediante
técnicas de analisis didactico y criterios de calidad, para establecer ciclos de planificacion,
implementacion, valoracion y plantear propuestas de mejora. Esta competencia general esta
formada por diferentes subcompetencias (Breda, Pino-Fan y Font, 2017): 1) subcompetencia
de analisis de la actividad matematica — esta subcompetencia, en Godino, Giacomone,
Batanero y Font (2017), se descompone a su vez en dos (competencia de analisis de
significados globales y competencia de analisis ontosemiético de practicas matematicas) —;
2) subcompetencia de analisis y gestiéon de la interaccion y de su efecto sobre el aprendizaje
de los estudiantes; 3) subcompetencia de analisis de normas y metanormas; y 4)
subcompetencia de valoracién de la idoneidad didactica de procesos de instruccion. En este
trabajo nos centraremos, sobre todo en esta ultima subcompetencia, mas en concreto una de
sus componentes. La subcompetencia de valoracion de la idoneidad didactica de procesos
de instruccién hace hincapié en el analisis de idoneidad didactica, como una competencia
para la reflexiéon global sobre la practica docente, su valoracién y mejora progresiva
(Giacomone, Godino y Beltran, 2018); por lo tanto, responde a qué criterios seguir en el
diseno de secuencias de tareas, como desarrollar y evaluar la competencia matematica de los
alumnos y qué cambios hacer para conseguir metas de aprendizaje superiores. Esta nocion
se descompone en los siguientes criterios parciales de idoneidad didactica (Font, Planas y

Godino, 2010):

v Idoneidad epistémica: se refiere al grado de representatividad e interconexién de
los significados institucionales implementados (o pretendidos) respecto de un significado de
referencia. Las tareas o situaciones-problemas son un componente fundamental en esta
dimensién, y deben involucrar diversos objetos y procesos matematicos.

v Idoneidad ecoldgica: grado en que el proceso de estudio se ajusta al proyecto
educativo del centro, la escuela y la sociedad y a los condicionamientos del entorno en que
se desarrolla.

v Idoneidad cognitiva: grado en que los significados pretendidos e implementados
estan en la zona de desarrollo potencial de los alumnos, asi como la proximidad de los
significados personales logrados a los significados pretendidos/implementados.

v Idoneidad afectiva: grado de implicaciéon (intereses, emociones, actitudes y
creencias) del alumnado en el proceso de estudio.

v Idoneidad interaccional: grado en que las configuraciones didacticas y el discurso

en la clase permiten, por una parte, identificar conflictos semidticos potenciales (que se
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puedan detectar a priori), y por otra, resolver los conflictos que se producen durante el
proceso de instruccion.
v Ldoneidad mediacional: grado de disponibilidad y adecuaciéon de los recursos
materiales y temporales necesarios para el desarrollo del proceso de ensefianza-aprendizaje.
En Breda y Lima (2016) y Breda, Pino-Fan y Font (2017) se aporta un sistema de
componentes e indicadores que sirve de gufa de analisis y valoraciéon de la idoneidad

didactica, que esta pensado para un proceso de instruccion en cualquier etapa educativa.
La idoneidad epistémica y la complejidad de los objetos matematicos

Tanto los componentes como los indicadores de los criterios de idoneidad didactica se
han confeccionado teniendo en cuenta las tendencias, los principios y los resultados de la
investigacion en el area de Didactica de las Matematicas (Breda, Font y Pino-Fan, 2018). En
particular, para la idoneidad epistémica se ha tenido en cuenta un principio fundamental del
EOS que, con los matices propios de cada enfoque, es (o puede ser) asumido por otros
enfoques teoricos del area. Nos referimos al principio que se puede formular de la siguiente
manera: los objetos matematicos emergen de las practicas, lo cual conlleva su complejidad
(Font, Godino y Gallardo, 2013; Rondero y Font, 2015). De este principio se deriva un
componente (representatividad) cuyo objetivo es que se tenga en cuenta, dentro de lo posible,
dicha complejidad en el disefio y redisefio de las secuencias didacticas (Pino-Fan, Castro,

Godino y Font, 2013).

El componente Representatividad de la complejidad de los objetos matemiticos (entendida como
pluralidad de significados parciales), se refiere al grado de representatividad e interconexion
de los significados institucionales implementados (o pretendidos) respecto de un significado

de referencia (Font, Pino-Fan y Breda, 2020; Giacomone, Godino y Beltran-Pelliecer, 2018).

Cada uno de estos significados permite resolver tipos de problemas diferentes, por lo
cual, si se quiere conseguir que el alumno sea competente en la resolucién de una variedad
de problemas, donde el objeto matematico en cuestiéon tenga un rol determinante, es
necesario que el alumno disponga de una red de significados parciales de dicho objeto bien
conectados entre si (Font, Breda y Seckel, 2017). En esta linea, se han realizado diferentes
investigaciones sobre la complejidad de la media aritmética, asi como la comprensién que
tienen de ella los estudiantes y profesores (Batanero, 2000, Calle, Breda y Font, 2020,

Rondero y Font, 2015).
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En la siguiente tabla (Font, Breda y Seckel, 2017), se recogen los indicadores del
componente Representatividad de la complejidad de los objetos matemiticos del criterio de idoneidad

epistémica.

Tabla 10. El componente de Representatividad y sus indicadores

Componente de la Idoneidad Indicadores
Epistémica

v Los significados parciales
(definiciones, propiedades, procedimientos, etc.) son
una muestra representativa de la complejidad de la
nocién matematica que se quiere ensenar

4 Los significados parciales
definiciones, propiedades, procedimientos, etc.) son
una muestra representativa de la complejidad
contemplada en el curriculo de la nocién matematica
que se quiere ensenar.

Representatividad

4 Para uno o varios significados
parciales seleccionados para su implementacion, ¢se
contempla una muestra representativa  de
problemas?

v Para uno o wvarios significados
parciales seleccionados para su implementacion, ¢se
contempla el uso de diferentes modos de expresion
(verbal, grafico, simbodlico...), tratamientos y
conversiones entre los mismos?

Fuente: Font, Breda y Seckel (2017).

Primero hay que valorar si los significados parciales (definiciones, propiedades,
procedimientos, etc.) seleccionados para su implementacion son una muestra representativa
de la complejidad de la nocién matematica que se quiere ensefiar (para ello la mirada se dirige
a las matematicas). En segundo lugar, dado que el curriculo contempla parte de estos
significados parciales, hay que valorar si la muestra de significados presentes en el proceso
de instruccién son también una muestra representativa de los contemplados en el curriculo
(en el curriculo en general, en la etapa o ciclo o en el curso donde se realiza la
implementacién). Una vez seleccionados uno o varios significados parciales para su
implementacién, valorar. Como minimo, si se contempla una muestra representativa de

representaciones del objeto y de problemas en los que se aplica o emerge.
Complejidad del objeto matemitico Media Aritmetica

Rondero y Font (2015) profundizan sobre los mecanismos de articulaciéon de la

complejidad asociada al objeto matematico media aritmética. Para ello, describen dicha
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complejidad en términos de diferentes significados: suma de todos los valores dividida por
el nimero de valores; estimacion de una medida de una magnitud; valor representativo de
un conjunto de datos; operador que asocia a un conjunto de datos un tnico valor; promedio
de promedios y media ponderada. Enseflando una muestra representativa de estos
significados, podemos decir que el maestro estarfa trabajando, a través de la resolucion de
problemas, la representatividad del objeto matematico media aritmética y permitiendo que el
estudiante articule o conecte los diferentes significados. En esta investigacion hemos
utilizado tres significados distintos: I.a media como valor representativo de un conjunto de
datos; La media como la estimacién de una medida; La media como valor que compensa los

excesos con los defectos.

En esta investigacion, teniendo en cuenta los sujetos participantes, se consideraron tres
de los significados parciales de la media aritmética contemplados en Batanero (2000): la
media como valor representativo de un conjunto de datos; la media como la estimacion de una medida y

la media como valor gue compensa los excesos con los defectos (equilibrio, equidad, etc.).
6.7 Metodologia

En esta investigacion se utilizé una metodologfa con un enfoque interpretativo de tipo
exploratorio. Se contd con la participacion de 22 futuros profesores de matematicas que se
encontraban cursando la asignatura de Algebra en la Carrera de Pedagogia de las Ciencias
Experimentales. El proceso se inici6 con la presentacion de tres significados parciales del
objeto media aritmética: la media como valor representativo de un conjunto de datos; la
media como la estimaciéon de una medida y la media como valor que compensa los excesos
con los defectos (equilibrio, equidad, etc.), significados extraidos de Batanero (2000). Una
vez que se interiorizé la pluri-significacién de la media aritmética, se consulté sobre la
necesidad de que los estudiantes comprendan estos significados y puedan aplicar en la
resolucion de problema de contexto, para desarrollar competencias matematicas. Cuando los
futuros docentes, indicaron estar de acuerdo, se aplicé una prueba con tres problemas que
debfan resolver, relacionandolos con sus significados correspondientes y justificando su
respuesta. Los significados y problemas propuestos estan ubicados en un nivel acorde a su

formacion inicial como profesionales:

Tabla 11. Problemas propuestos a los futuros profesores

Problema A: Unos nifos llevan a clase caramelos. Andrés lleva 5, Marfa 8, José 6, Carmen 1y
Daniel no lleva ninguno. ¢Cémo repartir los caramelos de forma equitativa?

Problema B: 1os siguientes valores se obtuvieron al medir la altura (cm.) alcanzada al saltar por
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Altura alcanzada en cm.

Alumnos Ana Bea Carol Diana Elena Fanny Laia Hilda Inés Juana
Antes del entrenamiento 115 112 107 119 115 138 126 105 104 115
Después del entrenamiento 128 115 106 128 122 145 132 109 102 117

un grupo de alumnos antes y después del entrenamiento. ¢Cree que el entrenamiento es efectivo?

0,2. ¢Cual serfa la mejor estimacion del peso real del objeto?

Problema C: Ocho alumnos de la misma clase miden el peso de un objeto pequefio usando el
mismo instrumento, obteniendo los siguientes valores en gramos: 6,2; 6,0; 6,0; 6,3; 6,1; 6,23; 6,15;

Fuente: Batanero (2000).

En el analisis de los resultados se valoro el razonamiento, a través de la justificacion de

las respuestas brindadas.
6.8 Resultados y discusiéon

Los resultados obtenidos con 22 futuros profesores de Matematicas, al relacionar
significados de media aritmética con problemas propuestos, muestran que la mayoria puede
hacerlo de manera correcta (Tabla 12). No obstante, el razonamiento reflejado en la
justificacion dada a cada problema, indica que los docentes no tienen presente la complejidad

del objeto matematico “media aritmética”.

Tabla 12. Evaluacién de respuestas dadas por 22 futuros profesores

Significados de media aritmética Respuestas Respuestas
correctas incorrectas

1. La media como valor que compensa los excesos con 22 0

los defectos

2. La media como la estimacién de una medida 16 6

3. La media como valor representativo de un conjunto 16 6

de datos

Fuente: de los autores.

Por un lado, las justificaciones dadas al problema A, son en su mayoria aceptables,
debido a que, en el enunciado del problema, se sugiere el significado de “media aritmética”
como equilibrio o equidad que representa el distribuir los caramelos entre los nifios (Figura
1).

Por otro lado, los problemas B y C implican un razonamiento mas exigente, mas dificil
de justificar. A pesar de no responder de manera aceptable, un importante porcentaje de
docentes resuelven matematicamente los problemas; es decir, obtienen la media aritmética y
responden mas bien a las preguntas de los problemas propuestos, mas no a la relacion

solicitada (relacionar el tipo de problema con su significado correspondiente y justificar dicha

relacion) (Tabla 13).
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Tabla 13. Nivel de aceptacion a las justificaciones dadas por los futuros profesores de matematicas,
cuando relacionan los significados de media aritmética con tres problemas propuestos

Justificaciones de Total Porcentaje de aceptacion de
respuestas dadas resolucion de los problemas.
Problema A:  Aceptables 18
No aceptables 82%
Aceptables 1
Problema B:  No aceptables 17 5%
Ninguna justificacion 4
Problema C:  Aceptables 1
No Aceptables 21 5%

Fuente: de los autores.

A partir de estos resultados, se puede inferir que los profesores en formacién pueden
resolver los problemas propuestos, pero tienen dificultades para reflexionar sobre los
diferentes tipos de significados y el establecimiento de relaciones entre estos significados y

los problemas que permiten resolver.

Dicho de otra manera, los futuros profesores tienen dificultad para comprender que
existen varios significados de un mismo objeto matematico, entendidos como su

complejidad, que pueden ayudar a resolver un amplio abanico de problemas.

Problema A: Unos nifios llevan a clase caramelos. Andrés lleva 5, Maria 8, José 6, Carmen 1 y Daniel
no lleva ninguno. ¢Como repartir los caramelos de forma equitativa?

oo

\

Problema B: Los siguientes valores se obtuvieron al medir |a altura (cm.) alcanzada al saltar por un
grupo de alumnos antes y después del entrenamiento. {Cree que el entrenamiento es efectivo?

Altura alcanzada en cm.

i Alumnos Ana Bea Carol Diana Elena Fanny Laia Hilda Inés Juana

Antes del entrenamiento 115 112 107 119 115 138 126 105 104 115

128 115 1056 128 122 145 132 109 102 117

Después del entrenamiento

e FoOr g vice 4Qn
dad

e

enconttol e 3 | avay 1w NO 1entoo

1) € .

Problema C: Ocho alumnos de la misma clase miden el peso de un objeto pequeﬁro usando el mismo
instrumento, obteniendo los siguientes valores en gramos: 6,2; 6,0; 6,0; 6,3; 6,1; 6,23; 6,15; 6,2.
¢Cuél seria la mejor estimacion del peso real del objeto?

Figura 16. Respuesta de un futuro profesor.
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Fuente: los autores

Los resultados obtenidos en esta investigaciéon, muestran que los docentes en
formacion inicial en el area de matematicas, si bien pueden resolver los problemas propuestos
de forma correcta (Figura 1), tienen dificultades para reflexionar sobre la complejidad del
objeto matematico “media aritmética”. (Rondero y Font 2015). Se trata de un resultado
coincidente con la investigacion de Leavy y O’Loughlin (2006), cuando analizan la
comprension procedimental y conceptual del objeto matematico media aritmética, la cual
muestra, en muchos casos, la limitada comprension conceptual de dicho objeto por parte de

los futuros profesores.

Este resultado coincide con otras investigaciones que muestran que los profesores
presentan dificultades en interpretar aspectos epistémicos de las tareas que proponen a sus

estudiantes y de su potencial educativo (Stahnke, Schueler y Roesken-Winter, 2016).
6.9 Conclusiones

Este trabajo tenfa como objetivo caracterizar los conocimientos del futuro profesor de
matematicas sobre los diferentes significados de la media aritmética. Los resultados muestran
que los 22 futuros docentes de la Universidad de Cuenca pueden resolver los problemas
sobre la media aritmética; sin embargo, cuando se les pide justificar sus respuestas, se infiere
que tienen dificultades para relacionar el tipo de problema propuesto con el significado de la
media aritmética determinante para la resolucién del problema y ain mas para justificar dicha

relacion.

Dada la importancia que tiene el desarrollo de la competencia matematica de los
alumnos en el curriculum ecuatoriano y, mas en general, en el curriculum de muchos paises,
es importante fomentar la reflexion de los futuros profesores sobre los diferentes significados
de un objeto matematico, ya que presentar una muestra representativa de esta variedad de
significados permite a los alumnos poder resolver una variedad de problemas extra

matematicos (Font, Breda y Seckel, 2017).
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7.3 Resumen del articulo cientifico 6

Este articulo atiende a los objetivos especificos 4 y 5 de esta tesis.

Las reflexiones sobre la complejidad de los objetos matematicos, y la conexién de los
componentes de esta complejidad, son frecuentes en muchos de los enfoques tedricos utilizados
en el area de la Educacion Matematica. Como consecuencia de estas reflexiones hay una
tendencia a que la formacién del profesorado de matematicas contemple secuencias didacticas
para que los profesores tengan en cuenta la complejidad del objeto matematico a ensefiar. En
esta linea, el primer objetivo del presente trabajo es determinar el papel que tienen las
matematicas ensefladas en la gufa de valoracion de la practica preprofesional utilizada por los
docentes tutores de la Carrera de Educacion Matematica de la Universidad de Cuenca; mientras
que el segundo objetivo es describir un proceso de instruccién cuyo objetivo es incorporar en

esta guia la valoracion de las matematicas ensefladas, en particular la valoracién de la
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incorporacion de la complejidad del objeto matematico a ensefiar. Los resultados muestran que
la guia no valora las matematicas ensefiadas y que en las secuencias didacticas implementadas

por los futuros profesores siguiendo esta gufa no tienen muy en cuenta dicha complejidad.

Palabras clave: Formacion de profesores de matematicas; Valoracién de la practica;

Representatividad de la complejidad del objeto matematico a ensefiar.
7.4 Abstract

Reflections on the complexity of mathematical objects, and the connection of the
components of this complexity, are frequent in many of the theoretical approaches used in the
area of Mathematics Education. As a consequence of these reflections, there is a tendency for
mathematics teachers training to contemplate didactic sequences so that teachers consider the
complexity of the mathematical object to be taught in the didactic sequences that they design
and implement with their students. In this line, the first objective of this work is to determine
the role of mathematics taught in the assessment guide of work practice used by the guidance
teachers of the Mathematics Education Career at the University of Cuenca; while the second
objective is to describe an instruction process whose objective is to incorporate in this guide the
assessment of the mathematics taught, in particular the assessment of the incorporation of the
complexity of the mathematical object to be taught. The results show that the guide does not
value the mathematics taught and that in the didactic sequences implemented by future teachers

according to it, they do not consider the complexity of the object to be taught.

Keywords: Mathematics teacher training; Assessment of the practice; Representativity of the

complexity of the mathematical object to be taught.
7.5 Introduccion

En la investigacion centrada en la ensefianza y aprendizaje de las matematicas, se ha
considerado un tema de interés el estudio de las conexiones matematicas, dado que contribuyen
a la comprension de los conceptos matematicos (Garcia Garcia, 2019; Hiebert & Carpenter,
1992; Koestler et al., 2013; National Council of Teachers of Mathematics [NCTM], 2014;
Rodriguez-Nieto etal.,, 2021; Zengin, 2019). Los resultados de la investigacién sobre las
conexiones han sido considerados en curriculos de diferentes paises; en particular, se tuvieron
en cuenta en los estandares y principios del NCTM (2000) “cuando los estudiantes conectan
ideas matematicas, su comprensiéon es mas profunda y duradera. Pueden ver conexiones

matematicas en la rica interaccién entre temas matematicos, en contextos que relacionan las
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matematicas con otras materias, y en sus propios intereses y experiencia” (p. 64). La importancia
que se da al establecimiento de conexiones matematicas, en particular las llamadas conexiones
intra-matematicas, va de la mano con la importancia que se da en la Educacién Matematica a la

reflexién sobre la complejidad de los objetos matematicos.

Las reflexiones sobre la complejidad de los objetos matematicos y la conexion de los
componentes de esta complejidad, son frecuentes en muchos de los enfoques tedricos utilizados
en el area de la Educaciéon Matematica, en particular, los Criterios de Idoneidad Didactica (CID)
del Enfoque Ontosemiotico del Conocimiento e Instruccion Matematicos (EOS) consideran la
reflexién sobre la complejidad de los objetos matematicos como uno de los componentes del
conocimiento que debe tener el profesor de matematicas en el ejercicio de su profesion (Breda
et al., 2018; Godino, 2013; Godino et al., 2007, 2019). Como consecuencia de estas reflexiones
hay una tendencia a que la formacién del profesorado de matematicas contemple secuencias
didacticas para que los profesores tengan en cuenta la complejidad del objeto matematico a
ensefar en las secuencias didacticas que disefien e implementen con sus alumnos (Calle et al.,

2021, 2023).

Las investigaciones sobre la incorporacion de este componente en la formacion de
profesores han puesto de manifiesto los siguientes aspectos (Font et al., 2020): 1) aunque no se
incorpore explicitamente la ensefianza de los componentes e indicadores de los CID, algunos
de ellos, y en particular el componente <<muestra representativa de la complejidad del objeto
matematico>> estan presentes de manera implicita cuando los profesores o futuros profesores
hacen valoraciones de propuestas didacticas (suyas o de otros) (Breda, 2020; Breda et al., 2017,
Breda & do Rosario Lima, 2016); 2) Incorporar el componente <<muestra representativa de la
complejidad del objeto matematico>> para valorar la idoneidad epistémica de un proceso de
enseflanza y aprendizaje, no es tarea facil, ni para los formadores ni para sus alumnos (futuros
profesores o profesores en servicio), pero se puede enseflar como parte del proceso de
formacion del profesorado (Calle et al., 2021, 2023; Font, Breda, & Pino Fan, 2017; Hummes,
2022; Seckel & Font, 2020). En estos dispositivos formativos, se hace hincapié en la necesidad
de realizar un estudio preliminar orientado a la reconstruccién de un significado global sobre el
objeto matematico que se quiere ensefiar para poder ser conscientes de su complejidad (Font

et al., 2020).

En esta linea, el primer objetivo del presente trabajo es determinar el papel que tienen

las matematicas ensefiadas en la gufa de valoracion de la practica preprofesional utilizada por los
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docentes tutores de la Carrera de Educaciéon Matematica de la Universidad de Cuenca; mientras
que el segundo objetivo es describir un proceso de instruccion cuyo objetivo es incorporar en
esta gufa la valoracion de las matematicas ensefladas, en particular la valoracion de la

incorporacion de la complejidad del objeto matematico a ensefiar.

Después de esta introduccion, se presenta el referente tedrico de esta investigacion: Los
Criterios de Idoneidad Didactica, la metodologia cualitativa utilizada para el analisis de los datos,

los resultados obtenidos y su discusion, asi como unas conclusiones finales.
7.6 Marco teérico: Criterios de Idoneidad Didactica

El principal referente de esta investigacion es el constructo Criterios de Idoneidad
Didactica (CID). La nocién de idoneidad didactica es una herramienta tedrica para la valoracion
de procesos de instruccion. Fijado un tema especifico en un contexto educativo determinado,
la nocién de idoneidad didactica (Breda et al., 2018; Godino, 2013) lleva a poder responder
preguntas del tipo: ¢Cual es el grado de idoneidad didactica del proceso de ensefianza-
aprendizaje implementado?, ;qué cambios se deberfan introducir en el diseflo e implementacion
del proceso de instruccion para incrementar su idoneidad dididctica en futuras

implementaciones?

La idoneidad didactica de un proceso de instruccion se define como el grado en que
dicho proceso (o una parte del mismo) retne ciertas caracteristicas que permiten calificarlo
como 6ptimo o adecuado para conseguir la adaptacion entre los significados personales logrados
port los estudiantes (aprendizaje) y los significados institucionales pretendidos o implementados
(ensenanza), teniendo en cuenta las circunstancias y recursos disponibles (entorno). Un proceso
de instruccién lograra un alto grado de idoneidad didactica si es capaz de articular de forma
coherente y sistémica, los seis criterios parciales de idoneidad siguientes: Idoneidad epistémica,
para valorar si las matematicas que estan siendo ensefiadas son “buenas matematicas’;
Idoneidad cognitiva, para valorar, antes de iniciar el proceso de instruccion, si lo que se quiere
ensefar esta a una distancia razonable de aquello que los alumnos saben, y, después del proceso,
si los aprendizajes adquiridos estan cerca de aquello que se pretendia ensefiar; Idoneidad
interaccional, para valorar si las interacciones resuelven dudas y dificultades de los alumnos;
Idoneidad mediacional, para valorar la adecuacién de los recursos materiales y temporales
utilizados en el proceso de instruccién; Idoneidad afectiva, para valorar la implicacion (intereses

y motivaciones) de los alumnos durante el proceso de instruccion; Idoneidad ecoldgica, para
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valorar la adecuacién del proceso de instruccién al proyecto educativo del centro, las directrices

curriculares, las condiciones del entorno social y profesional.

En Breda y Do Rosario Lima (2016) y Breda, Pino-Fan y Font (2017) se aporta un
sistema de componentes e indicadores que sirve de guia de analisis y valoracién de la idoneidad
didactica, que esta pensado para un proceso de instruccion en cualquier etapa educativa. En la

Tabla 14 se detallan los criterios y componentes de idoneidad didactica.

Tabla 14. Criterios y componentes de idoneidad didactica

Criterio Componentes

Errores, Ambigliedades, Riqueza de procesos, Representatividad de la

Epistémico . . . N
p complejidad de los objetos matematicos a ensefiar

Conocimientos previos, Adaptacién curricular a las diferencias individuales,
Cognitivo Aprendizaje, Alta demanda cognitiva

Interaccion docente-discente, Interaccién entre discentes, Autonomia,

Interaccional - .
Evaluacién formativa

Recursos materiales, Numero de estudiantes, horario y condiciones del aula,

Tiempo

Mediacional

Afectivo Intereses y necesidades, Actitudes, Emociones

. Adaptacién al curriculo, Conexiones intra e interdisciplinares, Utilidad
Ecolégico sociolaboral, Innovacion didactica

Fuente: Morales-Lépez y Font (2019).

Tanto los componentes como los indicadores de los CID se han confeccionado a partir
de un consenso presente en el campo de la comunidad educativa, teniendo en cuenta las
tendencias actuales en la enseflanza de las matematicas, los principios y estandares para la
ensefanza de las matematicas (National Council of Teachers of Mathematics [NCTM], 2000) y

los resultados de la investigacion en el area de Didactica de las Matematicas (Breda et al., 2018).

En particular, para la idoneidad epistémica se ha tenido en cuenta un principio
fundamental del EOS que, con los matices propios de cada enfoque, es (o puede ser) asumido
por otros enfoques tedricos del area. Nos referimos al principio que se puede formular de la
siguiente manera: los objetos matematicos emergen de las practicas, lo cual conlleva su
complejidad (Font etal.,, 2013; Rondero & Font, 2015). De este principio se deriva un
componente (representatividad de la complejidad de la nocién a ensefiar) cuyo objetivo es que
se tenga en cuenta, dentro de lo posible, dicha complejidad en el disefio y redisefio de las

secuencias didacticas (Font et al., 2020; Pino-Fan et al., 2013).

113



Capitulo 111 Abrticenlo Cientifico 6

El componente Representatividad de la complejidad de los objetos matematicos a
ensefar (entendida como pluralidad de significados parciales), se refiere al grado de
representatividad e interconexion de los significados institucionales implementados (o
pretendidos) respecto de un significado de referencia (Giacomone et al., 2018b). Cada uno de
estos significados permite resolver tipos de problemas diferentes, por lo cual, si se quiere ensefiar
una muestra representativa de significados parciales es necesario presentar una muestra variada
de problemas (Font, Breda, & Seckel, 2017) y, a su vez, si se quiere conseguir que el alumno sea
competente en la resoluciéon de una variedad de problemas, donde el objeto matematico en
cuestion tiene un rol determinante para su resolucion, es necesario que los alumnos dispongan
de una red de significados parciales bien conectados entre si. En consecuencia, dado que se
considera importante que los profesores de matematicas tengan en cuenta la complejidad del
objeto matematico que se pretende ensefiar (entendida ésta como pluralidad de significados) en
el disefo, implementacion, valoracion y redisefio de procesos de instruccion, son necesarios
procesos formativos que permitan a los profesores reflexionar sobre la complejidad de los

objetos matematicos y su posible aplicacién en su practica docente con la finalidad de mejorarla.

En el siguiente cuadro (Font, Breda, & Seckel, 2017) se recogen los indicadores del
componente Representatividad de la complejidad de los objetos matematicos a ensefiar del

criterio de idoneidad epistémica.

Tabla 15. El componente Representatividad de la complejidad y sus indicadores

Componente de la
Idoneidad Indicadores
Epistémica

a) Los significados parciales (definiciones, propiedades, procedimientos,
etc.) son una muestra representativa de la complejidad de la nocién
matematica que se quiere ensefiar

b) Los significados parciales definiciones, propiedades, procedimientos,
etc.) son una muestra representativa de la complejidad contemplada
en el curriculo de la nocién matematica que se quiere ensefiar.

¢) Para uno o varios significados parciales seleccionados para su

Representatividad . . .
.. implementacién, ¢se contempla una muestra representativa de
de la complejidad de
. problemas?
los objetos
matematicos a d) Para uno o varios significados parciales seleccionados para su
ensefiar implementacién, gse contempla el uso de diferentes modos de

expresion (verbal, grafico, simbdlico...), tratamientos y conversiones
entre los mismos?

Fuente: Font, Breda y Seckel (2017).
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En primero lugar, hay que valorar si los significados parciales (definiciones, propiedades,
procedimientos, etc.) seleccionados para su implementaciéon son una muestra representativa de
la complejidad de la nocién matematica que se quiere ensefiar (para ello la mirada se dirige a las
matematicas). En segundo lugar, dado que el curriculo contempla parte de estos significados
parciales, hay que valorar si la muestra de significados presentes en el proceso de instruccion
son también una muestra representativa de los contemplados en el curriculo (en el curriculo en
general, en la etapa o ciclo o en el curso donde se realiza la implementacién). Una vez
seleccionados uno o varios significados parciales para su implementacién, valorar como minimo,
si se contempla una muestra representativa de representaciones del objeto y de problemas en

los que se aplica o emerge.

La nocion de idoneidad didactica esta siendo utilizada ampliamente como herramienta
para organizar la reflexién del futuro profesor (o en activo) sobre su propia practica o sobre la
practica ajena, en programas de formacion de profesores o futuros profesores (Esqué de los
Ojos & Breda, 2021; Giacomone et al., 20182; Hummes et al., 2022; Maure et al., 2019; Seckel
& Font, 2020), ya que facilita la reflexién sistematica de los profesores sobre la complejidad de

los objetos matematicos que ensefian y sobre los factores implicados en su estudio.
7.7 Metodologia

En esta seccion explicamos el contexto institucional, los participantes y las caracteristicas

metodologicas para cada uno de los dos objetivos.
Contexto institucional: La prdctica preprofesional en la formacion inicial de profesores

En el plan de Carrera de Ciencias Experimentales de la Universidad de Cuenca, los futuros
profesores realizan cuatro practicas preprofesionales en centros de secundaria: en la primera,
fundamentalmente se hacen practicas de observacion y apoyo docente; en la segunda, disefian e
implementan una secuencia de tareas de aproximadamente unas 12 horas de clase; en la tercera
practica vuelven a disefiar e implementar una secuencia de tareas de aproximadamente unas 12
horas de clase, pero ahora después de haber cursado asignaturas de didactica de las matematicas
que les da herramientas tedricas que no se tenfan en la practica dos y; la cuarta practica
preprofesional consiste en la colaboracién con proyectos de vinculaciéon con la sociedad
organizados por la universidad (por ejemplo, un proyecto de apoyo pedagdgico a estudiantes

adultos).
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En su practica preprofesional el futuro profesor cuenta con dos tutores, el de la universidad
(Docente tutor) y el profesor de la instituciéon donde se realiza la practica (Docente orientador).
Entre las herramientas valorativas utilizadas para guiar la practica, estan: 1. Guia de Reflexion
de una sesién de aprendizaje, en donde el docente tutor pide al futuro profesor consignar las
actividades realizadas durante la sesion de clases y responder a preguntas como ¢qué intenciones
tenfa la actividad?, ¢;Qué hicieron los estudiantes durante la actividad?, ;cémo interviene el
docente durante la actividad?, ademas de presentar comentarios y reflexiones (ficha usada sobre
todo en la practica preprofesional uno); 2. Ficha de Apoyo a la Docencia, en donde el docente
orientador de la institucién de practica evalda si el practicante apoy6 en el desarrollo del trabajo
en el aula, si demostré tener creatividad y ser propositivo, si cumplié con las tareas
encomendadas con responsabilidad e interés y si su interaccion en el aula fue calida y empatica;
3. Matriz de Autoevaluacién, en donde el practicante debe auto valorar su actividad de acuerdo
a criterios como, si conoce en qué consiste la practica preprofesional, si asistié puntualmente a
la jornada de practicas, si planificé las tareas asignadas para cumplir la labor, si todas las
actividades asignadas las ha cumplido en los tiempos establecidos, si ha sido capaz de proponer
espontanea y oportunamente sugerencias para el mejoramiento de los procesos, si ha aportado
con creatividad para la solucién viable de problemas, si ha demostrado habilidad para aprender
y consolidar conocimientos a través de las practicas, si ha demostrado responsabilidad en la
ejecucion de actividades y las ha aplicado dentro del tiempo establecido, si se ha adaptado a los
diferentes ambientes de la practica, si se ha involucrado en las actividades propuestas por el
docente tutor, si ha demostrado afectividad con el grupo de estudiantes que ha hecho la practica
preprofesional, ademds de otros aspectos que el practicante puede considerar importantes; 4.
Ficha de Seguimiento a la ejecucién de clases, considerada como documento central de
evaluacion por contener 20 indicadores que sirven de referente para la evaluacion de la practica
preprofesional por parte del docente tutor (ver primera columna de la tabla 3). Estas tres ultimas
fichas se usan, sobre todo, en la practica 2, y lo que en cierta manera es sorprendente, también
en la practica preprofesional tres, teniendo en cuenta que los futuros profesores en la practica

tres ya tienen mas conocimientos sobre Didactica de las Matematicas.

Los futuros profesores y sus tutores en estas cuatro gufas elaboran informes o narrativas
sobre la experiencia del futuro profesor durante su fase de practicas, respondiendo a
determinadas consignas (preguntas de la gufa). Con el analisis detallado de las consignas

propuestas se puede inferir qué parte de los conocimientos y competencias didactico-
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matematicas desarrolladas por los futuros profesores, hasta ese momento de su formacion, se

quieren evaluar.

En este articulo nos interesa, primero, determinar los criterios que orientan las practicas
de los futuros profesores de la Carrera de Pedagogia de las Ciencias Experimentales de la
Universidad de Cuenca para que las secuencias didacticas sean cada vez mejores; razon por la
cual vamos a enfocarnos en la Ficha de Seguimiento a la ejecucion de clases que es el documento
4 de la evaluacién de la practica preprofesional de los futuros profesores de matematicas de la

carrera supra mencionada.

En paralelo a la practica preprofesional 2, los futuros profesores cursan la asignatura de
Didactica de la Matematica cuyo objetivo es dar elementos tedricos que permitan desarrollar su
capacidad de reflexion sobre la practica dos que han implementado. En el segundo objetivo dos

se describe un proceso de instruccion en esta asignatura en un grupo de 26 futuros profesores.
Metodologia para el primer objetivo

La metodologia para el primer objetivo es un analisis de contenido con categoria a priori
(indicadores, componentes y criterios del constructo CID). Para el primer objetivo se consideran
las preguntas orientadoras de la ficha de seguimiento (primera columna de la tabla 3) y se
reinterpretan como orientaciones para que el futuro profesor realice una buena practica docente,
a continuacion, estas orientaciones se reinterpretan en términos de indicadores, componentes o
criterios del constructo CID. Por ejemplo, una de las preguntas de la ficha es: ¢L.a motivacion
activo los aprendizajes previos de los alumnos? Mediante un analisis de contenido inferimos que
la incorporacion de esta pregunta en la gufa se debe a que los autores de la guia consideran que
los futuros profesores deben procurar motivar a sus alumnos, (orientaciéon para la practica) vy,
ademas, valoran positivamente conseguir la motivaciéon de los alumnos. Pero, también,
consideran importante tener en cuenta los conocimientos previos de los alumnos en el proceso
de aprendizaje, es decir que los autores de la gufa consideran que los futuros profesores deben
procurar tener en cuenta dichos conocimientos previos, por tanto, se esta considerando que se
debe disefiar la instruccion teniendo en cuenta los conocimientos previos de los alumnos
(orientacion para la practica) y, ademas, valoran positivamente tener en cuenta los
conocimientos previos de los alumnos. Una vez entendida la pregunta en estos términos, se
reinterpreta en términos de indicadores, componentes y criterios del constructo CID, en
particular esta orientacion se relaciona con el indicador “Seleccion de tareas de interés para los

alumnos” del componente “Intereses y necesidades” del “criterio de idoneidad afectivo”, y
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también, se reinterpreta en términos del indicador “Los alumnos tienen los conocimientos
previos necesarios para el estudio del tema (bien se han estudiado anteriormente o el profesor
planifica su estudio)” del componente “Conocimientos previos” del “criterio de idoneidad
cognitivo”.

Cada uno de los autores codific6 cada pregunta de la ficha de acuerdo con el proceso
acabado de explicar, siendo el porcentaje de acuerdo entre los tres investigadores del 92%. Las

diferencias de codificacién entre los investigadores se discutieron y se llegd a un consenso.
Metodologia para el segundo objetivo

Si bien las preguntas de la ficha, en general, se podian reinterpretar en términos de
indicadores, componentes y criterios del constructo CID, la pauta de indicadores y
componentes de dicho constructo es mucho mas completa que la ficha de seguimiento
analizada. Por esta razén, se realizé un proceso de instruccion para ensefar el constructo CID
con la finalidad de que los futuros profesores en el futuro (por ejemplo, en la practica
preprofesional tres) organizaran su reflexion a partir de esta herramienta de valoracion, o bien
a partir de la gufa de seguimiento enriquecida con algunas preguntas relacionadas con
componentes de los CID no contemplados en la guia actual. En particular, el énfasis se puso en
la explicacion de los componentes e indicadores del criterio de idoneidad epistémico ya que era
el menos presente en la gufa de seguimiento y, muy en especial, en el componente
“representatividad de la complejidad del objeto matematico a ensefiar”. Para ello, se sigui6 la
estructura basica de los ciclos formativos cuyo objetivo es la enseflanza del constructo CID

(Calle et al., 2023).

En la seccion de resultados se narra la implementacion de la secuencia didactica, desde la
optica del docente que imparte la asignatura. La metodologia usada para realizar esta narrativa
tiene aspectos de las siguientes metodologfas: 1) narrativa (una mirada a una historia de uno
mismo), 2) autoetnografia (una mirada a si mismo dentro de un contexto mas amplio) y
autoestudio (una mirada a uno mismo en accién, generalmente dentro de contextos educativos)

(Hamilton et al., 2008), en las que se privilegia el yo/nosotros.

En este caso, dado que se pretendfa, en especial, ensefiar a los futuros profesores la
importancia de tener en cuenta, para la ensefianza y aprendizaje de un determinado objeto
matematico, una muestra representativa de los diferentes significados de dicho objeto en el
diseflo, valoracién y redisefio de secuencias de tareas, el proceso de instruccion se disefio

teniendo en cuenta el siguiente principio: para poder usar este componente en la valoracion y

118



Capitulo 111 Abrticenlo Cientifico 6

redisefio de secuencias de tareas, el profesor, como minimo, debe conocer los diferentes
significados del objeto matematico a ensefiar (significado holistico) y sus conexiones, debe
conocer cuales de estos significados estan incluidos en el curriculum y debe poder seleccionar
y/o crear tareas en las que se tenga que usar un determinado significado del objeto matematico

que se pretende ensefar.

En el disefio de la secuencia didactica participaron los tres autores y en la implementacion la
primera autora. A partir de los diarios de clase y de la documentacién del campus virtual, para
este segundo objetivo, se ha realizado una narracién, desde la perspectiva del formador, de lo
que fue la ensefianza realizada. Esta implementacién la consideramos como un estudio de caso
multiple que se enmarca en las investigaciones en Didactica de las Matematicas de tipo

cualitativo-descriptivo.
7.8 Resultados

En esta seccion se presentan los resultados relacionados con los dos objetivos especificos de

la investigacion.
Resultados relacionados con el primer objetivo especifico

Se han analizado los indicadores consignados en la ficha de seguimiento a la ejecucién de
clases que es el documento 4 de la evaluacion de la practica preprofesional de los futuros
profesores de matematicas, de la Carrera de Pedagogia de las Ciencias Experimentales de la
Universidad de Cuenca. Esta ficha de seguimiento a la ejecucién de clases, ha sido elaborada
para la evaluacion de los futuros profesores. Por tanto, estrictamente no es una guia para que
los alumnos orienten el disefio y la implementacién de sus clases, pero les conviene tenerla

presente ya que son evaluados con base en ella.

Como resultado de la aplicacion de la metodologia de analisis de contenido descrito en la
secciéon anterior, las preguntas de la ficha de seguimiento se han podido reinterpretar en

términos de criterios de idoneidad didactica como se especifica en la Tabla 16:

Tabla 16. Relacién de las preguntas de la ficha de seguimiento con los CID

Preguntas de la ficha de seguimiento CID

¢Asumi6 las sugerencias dadas oportunamente por el profesor de aula  No se aplica
y/o profesor tutor?

:I.a motivacién activo los aprendizajes previos de los alumnos? . ..
¢ p jes p Afectiva/Cognitiva

¢Mantuvo el interés de los alumnos durante el proceso de Aprendizaje? .
Afectiva
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¢Facilit6 el trabajo de grupo o de pares, mixtos y heterogéneos? Interaccional

¢Su presentacién externa responde a exigencias minimas de un No se aplica

5
Educadot: No se aplica

¢Llego a clase con anticipaciéon?

¢La estrategia empleada responde a una metodologia activar? Cognitiva

¢Dositicé el desarrollo de las actividades de aprendizaje de acuerdo al
tiempo disponible y al grado de desarrollo y aprendizaje en los

Mediacional /Cognitiva
alumnos?

¢El material didactico fue adecuado y oportuno para los aprendizajes
esperados? Mediacional /Cognitivo

¢Propici6 la confrontaciéon de lo conocido con lo que se pretende Cognitiva
desarrollar?

¢Demostré preparacién y dominio de los temas trabajados? o
Epistémico

¢Las orientaciones para el trabajo individual y/o grupal fueron claras y Interaccional
oportunas?

¢Hizo un acompafiamiento oportuno durante el trabajo individual y/o . i,
Interaccional/Cognitiva

grupal?
¢Facilit6 y respetd la participacion de las y los estudiantes?
Ny iy . Interaccional
¢Se mantuvo cercano a los alumnos y ejercié su funcién normativa?
. . . Lo Interaccional
¢Fue creativo para solucionar dificultades y limitaciones que se
presentaron en la sesién de aprendizaje? Interaccional/Cognitivo
¢Su voz y desplazamiento fueron adecuados dentro del aula y/o fuera
de ella? .
Interaccional

Las preguntas calificadas como “No se aplica” son preguntas que no se relacionan con
el disefio o implementacion de la secuencia de tareas”. Por ejemplo, la pregunta “:Su

presentacion externa responde a exigencias minimas de un Educador?”.

Tal como se habia previsto, la mayorifa de las preguntas de la ficha se podfan reinterpretar
en términos de indicadores, componentes y criterios del constructo CID. De las 20 preguntas,
tres (calificadas como “No se aplica”) son preguntas que no se relacionan con el disefio o
implementacién de la secuencia de tareas; dos se relacionan con la idoneidad afectiva; dos se
relacionan con la idoneidad mediacional; tres se relacionan con la idoneidad ecolégica; ocho se
relacionan con la idoneidad cognitiva; siete se relacionan con la idoneidad interaccional; y una

se relaciona con la epistémica.

De esta reinterpretacion destaca, como resultado significativo, que las orientaciones para
implementar unas buenas matematicas (idoneidad epistémica) tienen poca relevancia en la ficha

de seguimiento.
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Resultados relacionados con el segundo objetivo especifico

El principal resultado de este segundo objetivo es la implementacién del ciclo formativo que
pretende enriquecer la ficha de seguimiento de la instituciéon incorporando indicadores y
componentes de los CID, en particular, el componente representatividad de la complejidad del

objeto matematico a enseflar, mediante un proceso de instruccioén especifico.

Breve descripcién de la implementacion proceso de instruccion para ensefiar el constructo

CID

En paralelo a la practica preprofesional 2, los futuros profesores cursan la asignatura de
Didactica de la Matematica cuyo objetivo es dar elementos teéricos que permitan desarrollar su
capacidad de reflexion sobre la practica dos que han implementado y que puedan ser usados en
el futuro (por ejemplo, en la practica tres). La metodologia usada en esta asignatura consiste en
talleres, trabajos colaborativos, discusiones y analisis de textos, presentacién de planificaciones
y exposicion de practicas docentes. En esta asignatura se trabajaron tanto la ficha de

seguimiento como los CID, de acuerdo con la siguiente secuencia.

En una primera fase se realizaron dos talleres llamados de analisis didactico y, en el primer
taller se present6 un episodio de clase como contexto de reflexion. Este primer taller tenfa por
objetivo que los futuros profesores de matematicas realizaran un analisis didactico de este
episodio basado en la experiencia y conocimientos previos que tuviesen, ya que se les
propusieron preguntas gufas muy generales. Se propuso a los alumnos la lectura y analisis del
episodio descrito en Font, Planas y Godino (2010) de la manera siguiente: 1) Lectura individual
del contexto del problema y de la transcripcion; 2) Formaciéon de grupos de tres o cuatro
personas; 3) Analisis didactico del episodio de clase en grupo; 4) Elaboraciéon de conclusiones;
5) Presentacion de sus conclusiones a los otros grupos. Para el andlisis didactico del punto 3 se
sugirieron las siguientes preguntas guia: a) ¢Cuales son los personajes que aparecen en este
episodio? Analice el comportamiento de cada uno de los personajes (qué dicen, qué hacen,
coémo actian, por qué actian de esa manera); b) Identifique los objetos matematicos presentes

en esta tarea: lenguaje, conceptos-definiciones, proposiciones, procedimientos y argumentos.

En el segundo taller el episodio a analizar en grupos de cuatro era el videol de una clase
sobre proporcionalidad geométrica impartida por un profesor de secundaria ecuatoriano. Para

realizar el analisis didactico se les suministré la gufa de la Tabla 17.

! Link del video: https://www.voutube.com/watch?v=60s 0Ya2-d8. Ultimo acceso 29 de agosto de 2022.
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Tabla 17. Guia de reflexion didactica

Tarea de reflexion didactica (guia para los futuros profesores)

¢Qué contenido matematico se requiere para resolver el problema?

¢Qué significados (algebraico, geométrico, trigonométrico...), caracterizan el
contenido que se estd abordando?

¢Cual es el contexto y nivel educativo en que se ubica el problema?

Descripcion ¢Qué hacen los participantes pata resolver el problema?

.Qué sucede? ¢Sobre qué discuten mas?
cu u f

¢Qué recursos utilizan?

¢Qué conocimientos previos deben tener los participantes para poder resolver el
problema?

¢Qué dificultades/conflictos de aprendizaje se manifiestan?

¢Qué normas (regulaciones, habitos, costumbres) hacen posible y condicionan el
desarrollo de la resolucién del problema?

Explicacion , . .
P ¢Por qué se estudia ese contenido?
:Por qué , . . .
CS Cege:’ ¢Por qué se usa un problema realista para estudiar el contenido?
u I

¢Por qué actian los participantes de la manera en que lo hacen?

. Emitir un juicio razonado sobre la forma en la que los participantes resuelven el
Valoracion problema, indicando las actitudes mads significativas que ellos tienen para llegar a
¢Qué se la solucién del problema. ¢Hay alguna actitud negativa de ellos?

podria

mejorar? ¢Podemos hablar de aprendizaje, cuando los estudiantes intentan resolver

problemas del contexto? Explique.

Limitaciones ¢Qué informacién adicional serfa necesario afiadir, para que la resolucién del
de la problema fuera mas precisa y fundamentada?

informacion

Las consignas de la pauta se agrupan en cuatro bloques y en los tres primeros se pide
describir, interpretar (explicar) y valorar y la cuarta se puede interpretar como sugerencias de
mejora. Hay nueve cuestiones sobre describir, tres sobre interpretar (explicar) y dos sobre

valorar y una para la mejora.

En los dos talleres se presentan casos o episodios (sin teotia, es decir no se les explican
nociones especificas para realizar el analisis didactico, en particular aun no se les habia explicado

el constructo CID) y se propone a los participantes la lectura y analisis de episodios de clase
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para que hagan un analisis individual y grupal a partir de sus conocimientos previos, creencias y
valores, y dandoles pautas muy generales. La puesta en comun de los analisis realizados permite

observar algunas regularidades, entre otras las siguientes:

a) Los futuros profesores, cuando opinan sobre un episodio de aula, expresan comentarios

en los que se pueden hallar aspectos de descripcion y/o explicacion y/o valoracion.

b) Las opiniones de estos futuros profesores se pueden considerar evidencias de diferentes
tipos de conocimientos (relacionados con las matematicas, con aspectos cognitivos, con
el entorno curricular, cultural y sociolaboral, con la gestion de la interaccién, con

aspectos emocionales y afectivos, con el uso de recursos, etc.).

c) Cuando las opiniones tienen un componente valorativo importante, se pueden inferir
criterios que, en su opinioén, deben guiar la practica del profesor (por ejemplo, si han
considerado que la gestion del profesor del primer episodio analizado no ha motivado a
los alumnos, se infiere que ellos consideran importante realizar su practica docente
procurando motivar a sus alumnos y, ademas, que valoran positivamente conseguir la

motivacion de los alumnos).

El siguiente paso consisti6 en determinar si los valores implicitos o explicitos en sus
comentarios son sus valores individuales o mas bien son valores que la comunidad interesada
en la Educacion Matematica esta trasmitiendo a sus miembros (por ejemplo, a los futuros
profesores). A partir de esta pregunta se llega a la conclusiéon de que, sobre todo, son criterios
que gozan de un cierto consenso en la comunidad y que ellos concuerdan con este consenso
por su propia experiencia y formacion o bien lo asumen sin casi discusion. También se concluye
que lo que ellos estan consensuando o asumiendo son aspectos relacionados con tendencias
sobre cémo debe ser la ensefianza de las matematicas, que se pueden encontrar en los congresos
de Educaciéon Matematica, en los curriculos, en los cursos de formacion de profesores inicial y
permanente, etc. Dicho de otra manera, se hallan inmersos en un entorno que les envia el
mensaje de que, si quieren realizar una ensefanza de matematicas de calidad tienen que seguir

estas tendencias.

El siguiente paso fue hacerles observar que en su caso se habia comprobado el siguiente

fenémeno* que se observa con cierta regularidad:

123



Capitulo 111 Abrticenlo Cientifico 6

d) El futuro profesor de matematicas utiliza ciertos criterios sobre cémo deben
implementarse las clases para que éstas sean de calidad, cada vez mejores, etc. (criterios

que orientan la practica)

e) Estos criterios son similares, incluso cuando los profesores son de distintos paises,
culturas, religiones, nivel educativo, etc. (gozan de un cierto consenso en una parte

importante de la comunidad de educacion matematica).

f) Estos criterios estan relacionados con las tendencias actuales sobre la ensefianza de las
matematicas (por tanto, tienen relacion con los resultados y constructos tedricos

generados en el area de la Didactica de las Matematicas).

Por ultimo, se dedicé tiempo a explicitar dichas tendencias ya que su enseflanza esta prevista
en el programa de la asignatura. Entre otras, por ejemplo, la tendencia a la presentacion de
matematicas contextualizadas y la tendencia de que saber matematicas incluye la competencia

para aplicarlas a situaciones de la vida real.

A continuacién, se les hizo observar que este mismo fenémeno se podia inferir en las
preguntas orientadoras de la ficha de seguimiento ya que algunas se pueden reinterpretar como
orientaciones para que el futuro profesor realice una buena practica docente. Por ejemplo, una
de las preguntas de la ficha es: ¢La motivacion activo los aprendizajes previos de los alumnos?
Se explicé que se puede inferir que la incorporacion de esta pregunta en la guia se debe a que
sus autores consideran que los futuros profesores deben procurar motivar a sus alumnos, por
tanto, se esta considerando que se debe motivar a los alumnos (orientacién para la practica) y,

ademas, valoran positivamente conseguir la motivaciéon de los alumnos.

Seguidamente, después de resaltar el papel del consenso en el fendmeno*, de acuerdo con la
perspectiva consensual, se propuso a los futuros profesores establecer un consenso local (en el
grupo) sobre los criterios a tener en cuenta para considerar un proceso de ensefanza y

aprendizaje como bueno, de calidad, idéneo, mejor, etc.

El siguiente paso fue comentar que, desde el area de la Didactica de las Matematicas,
diferentes autores han realizados intentos por recopilar criterios para orientar la practica del
profesor para que ésta sea de calidad, 6ptima, etc. (Practorius & Charalambous, 2018). Se trata
de una recopilaciéon de criterios que gozan de un amplio consenso en el area. Uno de los
enfoques tedricos que ha trabajado en esta linea es el EOS, desarrollando la nocién de idoneidad

didActica.
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A continuacion, se les explico la nociéon de idoneidad didactica y los CID (ver la seccion de
marco tedrico) y se reflexiond sobre los criterios acordados por ellos y su relacién con los CID,
as{ como sobre las preguntas de la ficha de seguimiento y su relacién con los CID. Los criterios
se presentaron no como principios ya elaborados, sino que, se crearon momentos y espacios
para su generacion como resultado de consensos en el grupo. También se les hizo observar que
el hecho de que los futuros profesores hubiesen usado implicitamente criterios que se pueden
reinterpretar en términos de los CID antes de conocerlos (Ilo mismo con las preguntas de la
gufa), permite refinar el fendmeno* con una cuarta conclusion: los criterios usados por los
profesores (y también las preguntas de la ficha de seguimiento) se pueden reinterpretar en

término de los CID (fenémeno**).

El siguiente paso fue hacer operativos los CID mediante su desglose en componentes e
indicadores. El proceso de ensefianza y aprendizaje de los CID con sus componentes e
indicadores, fue la parte central del ciclo formativo que estamos describiendo y fue la que ocupd
mas tiempo. Mediante diferentes tareas el grupo fue acordando diferentes componentes e
indicadores de los criterios, los cuales encajan facilmente con los propuestos en Breda, Pino-
Fan y Font (2017). Eso les generd una ribrica (con criterios, componentes e indicadores) para
ayudar a los futuros profesores en la valoracién de su practica y guiar su rediseflo, pero que es
muy diferente a las gufas docentes cuyo proposito es ayudar a los maestros a dar forma a la

instruccion y guiar su accion y toma de decisiones (Remillard, 2018).

Por ejemplo, para la emergencia del componente “Muestra representativa de la complejidad
del objeto matematico que se quiere ensefiar”’, primero se remarco que actualmente hay una
tendencia a considerar que saber matematicas incluye la competencia para aplicarlas a
situaciones de la vida real, y que dicha tendencia, en algunos paises, se ha concretado en el disefio
de curriculums basados en competencias. Se hizo hincapié en que la idea de competencia en el
fondo pone de relieve que las matematicas que se enseflan han de ser utiles para resolver
problemas en diferentes contextos, tomando como primer ejemplo problemas que se resuelven
aplicando significados parciales diferentes del teorema de Thales (Font, Breda y Seckel, 2017).
Después se reflexiona sobre la complejidad de la nocién de otros objetos matematicos, entre
ellos los de funciéon (Font et al., 2012), inecuacién (Monje et al., 2018), derivada, mediatriz y
pendiente, y se hizo hincapié¢ en que cada problema exige poner en funcionamiento un tipo de

significado parcial diferente del objeto matematico y que la otra cara de la moneda de la
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competencia en el uso de la nocién del objeto matematico en la resolucién de una variedad de

problemas era la ensefianza de sus diferentes significados.

Se trata de que los futuros profesores pasasen de un punto de vista ingenuo y optimista, que
presupone que el alumno facilmente realizara la transferencia del conocimiento matematico
generado en un solo contexto a otros contextos nuevos y diferentes, a otro punto de vista mas
prudente. En este ultimo punto de vista, si bien se considera que la posibilidad de transferencia
creativa se puede enseflar, se asume que, sin un trabajo sobre una muestra representativa de la
complejidad del objeto matematico que se quiere ensefiar y la articulacién y conexion de los
componentes de dicha complejidad, es dificil que se pueda aplicar el objeto matematico a

diferentes contextos.

De esta manera, cada CID se fue desglosando en componentes (Tabla 1) e indicadores para
cada componente, (Godino, 2013; Sanchez, Font, et al., 2021) de acuerdo con la rabrica que se

presenta en Breda, Pino-Fan y Font (2017).

Se terminé este paso resaltando que: 1) el constructo CID pretende ofrecer al profesor una
pauta para orientar el disefio y redisefio de su practica docente; 2) ellos lo pueden usar como
pauta para organizar su practica; 3) los CID se consideran como normas que son principios, en
lugar de normas que son reglas que operan de la manera todo o nada (se aplican o no se aplican,
se siguen o no se siguen). De esta manera, la idoneidad se puede entender como la calidad

relativizada y condicionada por el contexto y el juicio del profesor.

El dltimo paso fue que la profesora del curso ilustré el uso de los CID como pauta para el
analisis y valoracion de procesos de instruccion, analizando una hora grabada en video (de las
12 que aproximadamente habfan implementado cada futuro profesor) confeccionando una
retroalimentacion especifica para cada uno de los 26 futuros profesores que cursaban la

asignatura Didactica de las Matematicas.

A continuacién, sigue, a modo de ejemplo, la retroalimentacioén sobre la idoneidad epistémica
realizada por la formadora a la futura profesora (la futura profesora A) que, en su
implementacion, fue la que mas tuvo en cuenta, implicitamente, la idoneidad epistémica. En esta
retroalimentacion, la explicacion de la profesora formadora pretende ilustrar como podian usar
los futuros profesores los componentes de la idoneidad epistémica para la planificaciéon y

valoracién de sus clases.

Esta futura profesora disefi6 e implement6 su clase sobre el tema “ecuaciones de la recta”.
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Esta futura profesora cometié algin error en su clase de la que no fue consciente. En

particular cometi6 el error ilustrado en la Figura 17:

P as O - s8.6b O = 2102 =[-3,-3)
Q 2 J - op-ad O = 242 = (323
Pl 2 E(}‘ﬂ !
T =% - |
B f2.-) -(12)
;:rf'a‘)»w @ =(»3) »
xy) = P +x(@ ’
(o) = (A1) +hE3) /

Figura 17. Error matematico cometido por la futura profesora A

La intervencion de la profesora formadora consistié en hacetle observar: 1) que hay un error
matematico de representacién ya que un vector y su opuesto se representan con el mismo
simbolo y 2) que en una futura implementacion deberia procurar no volver a cometer este tipo

de errores.

Con relacién al componente ambigiiedades la futura profesora A realizé explicaciones poco
precisas, de las que tampoco fue consciente, que pudieron ser causa de interpretaciones
ambiguas (es decir, diferentes a las esperadas por ella) en sus alumnos. Por ejemplo, uso la

notacién de la Figura 18:

Figura 18. Notacion utilizada por la futura profesora A

En este caso la profesora formadora de futuros profesores le hizo observar que esta
interpretacion de la pendiente como la tangente que forma la recta con la linea paralela al eje de
abscisas podria resultar ambigua para sus alumnos, ya que no especificaba de qué angulo era la
tangente. Otra ambigtiedad que le hizo observar la profesora formadora fue la ambigtiedad
derivada de la transposicion de términos que realizé en una expresion algebraica para obtener

otra expresion equivalente, conforme Figura 19:
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Figura 19. Expresion algebraica ambigua realizada por la futura profesora A

Se trata de una ambigiiedad potencial derivada del uso de una metafora objetual. Con las
expresiones equivalentes se suelen usar expresiones como <<pasar al otro lado restando>>.
En estos comentarios se usa implicitamente la metafora de <<transposicion de términos o
metafora operacional (un objeto matematico es considerado como un dispositivo donde sus
elementos se pueden “pasar”, “cruzar’, “quitar”, “colocar”, ser “llevados”, “transferidos”,

“transformados” o “trasladados” de un lugar a otro bajo ciertas reglas)>> (Abrate et al., 2008).

Con relacién a la riqueza de procesos el tema “ecuaciones de la recta” no facilita el disefio e
implementaciéon de secuencias que fomenten procesos relevantes de la actividad matematica.
Ahora bien, hay un proceso que tiene mucha relevancia en el tema que es el proceso de
tratamiento, es decir realizar transformaciones de expresiones simbolicas dentro del mismo
registro. En este caso la futura profesora A si tuvo en cuenta este proceso y también la
conversion del registro simbdlico al geométrico y, ademas, realizé procesos de conexiones
intramatematicas ya que conectoé tres interpretaciones de la pendiente (trigonométrica, vectorial
y funcional). Para este componente la observacién de la profesora formadora fue resaltar los
procesos activados y seflalar que otros procesos como la resoluciéon de problemas o la
modelizacién no estuvieron presentes. Por ultimo, comentd que en un redisefio quizas este tipo

de procesos mas transversales se podria incorporar.

Con relacién al componente “Representatividad de la complejidad de la nocién a ensefiar”
la futura profesora A presenté dos significados para la recta. 1) recta como una secuencia infinita
de puntos que tiene una unica inclinaciéon y una unica pendiente, 2) conjunto de puntos del
plano cuyas coordenadas cumplen una ecuaciéon. También presenta tres significados de la
pendiente: trigonométrica, vectorial y funcional. Ahora bien, su foco de atencién es la

interpretacion de la recta como el conjunto de puntos del plano cuyas coordenadas cumplen
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una ecuacion y presenta tres formas de representar la ecuaciéon de una recta: la vectorial, la

paramétrica y la cartesiana, ademas de la representacion geométrica (Figura 20):

[ Ecvacion vectorial de farecta | hq[;;ﬂ parametrica de a recta | If(ua(m (artesiana de la recta |

(y)=P+ki [==(znii |

Figura 20. Representaciones de la ecuacion de la recta trabajados por la futura profesora A

Para el significado de recta que prioriza para la implementacion, la profesora A contempld

una variedad de tipos de problemas, como, por ejemplo (Figura 21):

Figura 21. Ejemplo de problema trabajado por la futura profesora A para un mismo significado de la
recta

Para este componente, los comentarios de la profesora formadora se limitaron a poner de
manifiesto la variedad de significados interconectados presentes en la clase implementada por
la futura profesora A y a sefialar que, sin embargo, se requiere trabajar otros tipos de problemas
para reforzar los aprendizajes. También comenté que pensar en la complejidad del objeto
matematico podria dar como resultado algun significado parcial que quizas se podria incorporar

en un redisefio de la clase.
7.9 Analisis y discusion de resultados

Con relacion a los resultados del primer objetivo hay dos aspectos a discutir, el primero es
por qué las preguntas de la ficha de seguimiento se pueden reinterpretar como indicadores,
componentes o criterios del constructo CID y el otro es por qué casi no se contemplan

preguntas sobre la idoneidad epistémica en la ficha.

En relacion con el primer aspecto, los criterios acordados por el grupo de profesores que

disend la ficha de seguimiento se pueden considerar una evidencia del fenémeno**, observado
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en otras investigaciones (Llinares et al., 2022). El motivo por el cual los CID se infieren en la
ficha de seguimiento, pensada para orientar hacia la mejora la practica del futuro docente, sin
habérseles ensefiado el uso de esta herramienta para guiar la reflexion sobre la practica, se puede
explicar por los origenes del constructo ya que estos criterios, sus componentes e indicadores
se han seleccionado a partir de la condicién de que debfan de contar con un cierto consenso en
el area de la didactica de las matematicas, aunque fuese local. Por tanto, una explicaciéon plausible
de porqué los criterios, sus componentes e indicadores se puedan inferir en las preguntas de la
ficha de seguimiento es que reflejan consensos sobre como debe ser una buena ensefianza de
las matematicas ampliamente asumidos en la comunidad de educadores matematicos; y es
plausible pensar que el uso implicito que hacen los disefiadores de la ficha se debe a su formacion

y experiencia previa, la cual les hace participes de dichos consensos.

En relacién con el segundo aspecto, la casi total ausencia de preguntas en la ficha relacionadas
con la idoneidad epistémica, una explicacion plausible se halla en el tipo de formacién inicial y
continua actual en Ecuador que evidencia un conocimiento insuficiente en matematicas y su
didactica en el profesorado de matematicas ecuatoriano, tal como pone de manifiesto, el informe
del Instituto Nacional de Evaluaciéon Educativa (INEVAL) al cual se hace mencién en el

informe sobre la formacion de profesores ecuatorianos (Martinez Jara et al., 2018).

Los resultados relacionados con el segundo objetivo son coherentes con las investigaciones
previas sefaladas en la introduccién que han puesto de manifiesto que incorporar el
componente muestra representativa de la complejidad del objeto matematico para valorar la
idoneidad epistémica de un proceso de enseflanza y aprendizaje, no es tarea facil, ni para los
formadores ni para sus alumnos (futuros profesores o profesores en servicio), pero se puede
ensefiar como parte del proceso de formacién del profesorado (Calle et al., 2021, 2023; Font,
Breda, & Pino-Fan, 2017; Seckel & Font, 2020). Entre otras razones, por la necesidad de realizar
un estudio preliminar orientado a la reconstrucciéon de un significado global sobre el objeto

matematico que se quiere ensefar para poder ser conscientes de su complejidad.

En el caso de la futura profesora usada como ejemplo, se ha evidenciado que comete errores
y, también, que propicia ambigiiedades, aunque no es consciente de ello. Se trata de un resultado
coherente con otras investigaciones (Sanchez, et al., 2021) y de los que son conscientes, los
futuros profesores de matematicas. En estas investigaciones se ha evidenciado, por ejemplo, que
aquellos futuros profesores que no son conscientes de haber cometido un error, no significa

que no lo hayan hecho, ya que hay ejemplos en los que el error puede ser identificado por el
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tutor del centro escolar, por sus alumnos, por el profesor de la universidad (como en este caso)

y, en el contexto del Covid-19, a través de las clases grabadas en video.

En relacién con el fomento de la riqueza de procesos se ha propiciado los procesos de
tratamiento y conversion entre representaciones y también las conexiones intramatematicas
entre diferentes significados parciales y diferentes representaciones. Ahora bien, no se han
propiciado otros procesos relevantes mas transversales como la modelizacion, la resolucion de

problemas, la formulacién de conjeturas o la argumentacion.

En relaciéon con tener en cuenta el componente representatividad de la complejidad del
objeto matematico a ensefiar, la futura profesora contempla dos significados para la recta y tres
para la pendiente, presenta diferentes representaciones para la recta (ecuaciones vectorial,
paramétrica y cartesiana y la representacion grafica) y propone una cierta variedad de tipos de
problemas; por lo que se puede considerar que en cierta manera ha tenido en cuenta
implicitamente la complejidad del objeto matematico a ensefiar. En cambio, los otros futuros

profesores la tuvieron mucho menos en cuenta.

St bien incorporar el componente muestra representativa de la complejidad del objeto
matematico para valorar la idoneidad epistémica de un proceso de ensefianza y aprendizaje, no
es tarea facil, ni para los formadores ni para sus alumnos en muchos paises, en el caso del
Ecuador es especialmente dificil si se tiene en cuenta la débil formacién matematica y didactica
de los profesores ecuatorianos, tal como se documenta (Martinez Jara et al., 2018) en el reporte
sobre Ecuador incluido en el informe, coordinado por Yamamoto y Malaspina (2018), sobre la

Educacion Matematica en la regién andina.
7.10 Consideracion final

El hecho de que la institucién no considere prioritario la contemplacién de los aspectos
epistémicos en la evaluacion de las practicas docentes de sus estudiantes (resultados del primer
objetivo), es un resultado que puede facilitar que esta institucién ahora vea como problematico
algo que antes no se consideraba asi: porqué dan tan poca importancia a valorar la calidad
matematica que imparten sus alumnos. Una vez, asumido como problematica la ficha de
seguimiento que se usa para la practica preprofesional dos y tres (sobre todo que no se
contemple una pauta enriquecida con preguntas para reflexionar sobre las matematicas ensefiada
en la practica preprofesional tres), se pueden propiciar cambios en la institucién ya que procesos

de instruccion realizados en la asignatura de Didactica de las Matematicas, como el que se ha
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descrito aqui, pueden ser la base para generar una ficha de seguimiento enriquecida con
preguntas relacionadas con la calidad de las matematicas ensefiadas (por ejemplo, la ficha de

seguimiento enriquecida con componentes e indicadores de la idoneidad didactica).
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8.3 Resumen del capitulo de libro

En este capitulo se hace una revisioén de algunas de las publicaciones anteriores mostrando
su relacién y coherencia y sefialando algunos de los resultados obtenidos. Se trata de una

publicacién que se relaciona con los 5 objetivos especificos 5 de esta tesis.

El objetivo es el desarrollo de la competencia en analisis de la idoneidad didactica,
correspondiente al componente muestra representativa de la complejidad del objeto
matematico, en programas de formacion de profesores de matematicas de Ecuador. Por una
parte, es una Investigacion cualitativa que describe el uso competente de dicho componente y;
por otra parte, tiene un componente de desarrollo al elaborar recursos didacticos para
conseguirlo. Se disefiaron tareas y se analizaron las producciones de los participantes a partir de
categorias a priori (los diferentes significados del objeto matematico implicado) mediante un
analisis de contenido para inferir el significado parcial usado. El principal resultado es que los
participantes asumen la importancia de considerar la plurisignificacion de los objetos
matematicos en el proceso de instruccion; sin embargo, tienen dificultades para disefar tareas

que impliquen el uso de una diversidad de significados.

Palabras Claves: Formacion de profesores de matematicas, Reflexiéon sobre la practica

docente, Idoneidad didactica, Complejidad de objetos matematicos.
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8.4 Abstract

The objective is the development of competence in the analysis of didactic suitability,
corresponding to the representative sample component of the complexity of the mathematical
object, in training programs for mathematics teachers in Ecuador. It is a qualitative research that
describes the competent use of said component and, on the other hand, it has a development
component when developing didactic resources to achieve it. Tasks were designed and the
productions of the participants were analyzed from a priori categories (the different meanings
of the mathematical object involved) through a content analysis to infer the partial meaning
used. The main result is that participants assume the importance of considering the multiple
meaning of mathematical objects in the instructional process; nevertheless, they have difficulty

designing tasks that involve the use of a variety of meanings.

Keywords: Training of mathematics teachers, Reflection on teaching practice, Didactic

suitability, Complexity of mathematical objects.
8.5 Introduccion

El Ministerio de Educacién del Ecuador, con la intenciéon de avanzar hacia la excelencia
académica, viene implementado politicas educativas que buscan conseguir una educacion
primaria universal, erradicar el hambre y la pobreza, corregir las desigualdades de género
(Cortez, 2014), cuya consecucion depende en buena medida de la educacion de la sociedad en
general. Con esta finalidad, a partir del 2010, se ha reformado la educacién general basica (EGB)
y el bachillerato general unificado (BGU) introduciendo el modelo de formacion de destrezas
con criterios de desempefio. Esta reforma no ha obtenido los resultados positivos esperados
(segtn lo conocido hasta ahora), por lo que es necesario continuar profundizando en la mejora
de la formacion inicial, asi como de la formacién continua de los profesores que imparten las
matematicas en el Ecuador, en particular fomentando el desarrollo de la reflexién sobre la

practica docente.

Con relacion a la reflexion sobre la practica docente, y luego de un recorrido bibliografico
de investigaciones realizadas acerca de la formacién del profesor de matematicas en el Ecuador,
se puede afirmar que muy pocas, a diferencia de lo que ha pasado en otros paises, se refieren al

desarrollo de la reflexién, ya que las investigaciones existentes se han centrado en la metodologia
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de ensefanza y en desarrollo de material concreto y aplicaciones de software, como propuestas

para mejorar la educacion matematica (Bernal, et al, 2019).

Por otra parte, la investigacion internacional sobre el conocimiento y las competencias del
profesorado de matematicas ha evidenciado que los profesores tienen dificultades para
interpretar aspectos epistémicos de las tareas y para identificar su potencial educativo; y, en el
caso de Ecuador, la revision de la literatura muestra que son necesarias investigaciones sobre

esta tematica.

El proyecto de tesis que se presenta se sitia en esta linea de investigar sobre la reflexion
del profesor sobre su practica en un aspecto muy concreto: la reflexioén del profesor ecuatoriano
sobre la importancia de tener en cuenta la complejidad de los objetos matematicos (entendida

como pluralidad de significados) en los procesos de instruccion.
8.6 Objetivo de investigacion

El objetivo general de 1a investigacion es desarrollar el disefio y la implementacion de recursos
formativos que promuevan la realizacién de analisis valorativos de procesos de instruccion por
parte de los profesores (en formaciéon o en servicio) utilizando la herramienta criterios de
idoneidad didactica e investigar como se desarrolla la competencia de analisis de la idoneidad
didactica en estos dispositivos. En particular, se hace énfasis en la ensefianza y aprendizaje del
uso del componente representatividad de la complejidad del objeto matemitico del criterio de idoneidad

epistémica. Este objetivo general se concreta en seis objetivos especificos.
8.7 Marco tedrico

La revision de la literatura sefala la importancia de la reflexion del profesor y la necesidad
de potenciarla (Korthagen, 2010). En esta linea, una agenda emergente de investigacioén en el
campo de la educacién matematica esta relacionada con la importancia de reflexionar de manera
profesional acerca de la practica docente, pasando a ser un objetivo importante en la formacion
de profesores, y mas aun, una competencia clave para el desarrollo profesional y la mejora de la
ensefnanza. Lla constatacion de la relevancia que tiene la reflexion sobre la practica ha llevado al
diseflo e implementacién de propuestas didacticas que favorezcan su desarrollo (p.e., Coles,

2014; Ponte, 2011; Star, & Strickland, 2008).

Entre los enfoques teéricos que se han centrado en desarrollar herramientas y promover
métodos de investigacion sobre la reflexion del profesor (Gellert, Becerra, & Chapman, 2013),

hay que resaltar, entre otros, la investigacion — accion (Eliot, 1993) que plantea una ayuda al
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maestro para profundizar la comprensiéon de su problema en una situacion inicial; la practica
reflexiva (Schon, 1983) que da importancia a la reflexion sobre la accion; el Lesson Study como
metodologia de trabajo grupal para la reflexion (Hart, Alston y Murata, 2011); y las
investigaciones sobre la competencia mirar con sentido profesional (Mason, 2002), en los cuales
se trata de promover la reflexiéon del profesor sobre la accion, de manera individual o colectiva,
identificando factores que afectan los procesos de instruccion y, asi, tomar decisiones basadas

en ella.

3. 1 La reflexion sobre la prdctica en la formacion de profesores y los criterios de idoneidad en el modelo

CCDM

En el modelo teérico de competencias y conocimientos de profesor de matematicas
(CCDM) (Godino, Giacomone, Batanero y Font (2017), basado en constructos del Enfoque
Ontosemioético (Godino, Batanero y Font, 2007) se considera que las dos competencias clave
son la competencia matematica y la competencia de analisis e intervencion didactica, siendo el
nucleo fundamental de esta ultima (Breda, Pino-Fan y Font, 2017) disefar, aplicar y valorar
secuencias de aprendizaje propias y de otros, mediante técnicas de analisis didactico y criterios
de idoneidad, para establecer ciclos de planificacién, implementacioén, valoracion y plantear
propuestas de mejora. Esta competencia esta formada por diferentes subcompetencias: 1)
subcompetencia de analisis de la actividad matematica; 2) subcompetencia de analisis y gestion
de la interaccién y de su efecto sobre el aprendizaje de los estudiantes; 3) subcompetencia de
analisis de normas y metanormas; y 4) subcompetencia de valoraciéon de la idoneidad didactica
de procesos de instruccion. En este trabajo nos centraremos en esta ultima subcompetencia, en

concreto en uno de sus componentes.

La subcompetencia de valoracioén de la idoneidad didactica de procesos de instruccion
hace hincapié en el analisis de idoneidad didactica. Dicha nocién (Breda, Font y Pino-Fan, 2018)
es una respuesta parcial de la problematica: ;Qué criterios se deben utilizar para diseflar una
secuencia de tareas, que permitan evaluar y desarrollar la competencia matematica de los
alumnos y qué cambios se deben realizar en su redisefio para mejorar el desarrollo de esta
competencia? Esta nocién se descompone en los siguientes criterios parciales de idoneidad
didactica (Font, Planas y Godino, 2010): ): Idoneidad Epistémica, para valorar si las matematicas
que estan siendo ensefladas son “buenas matematicas”; ldoneidad Cognitiva, para valorar, antes de
iniciar el proceso de instruccion, si lo que se quiere ensefiar esta a una distancia razonable de

aquello que los alumnos saben, y después del proceso, si los aprendizajes adquiridos estan cerca
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de aquello que se pretendia ensefar; Idoneidad Interaccional, para valorar si las interacciones
resuelven dudas y dificultades de los alumnos; Idoneidad Mediacional, para valorar la adecuacion
de los recursos materiales y temporales utilizados en el proceso de instruccion; Idoneidad
Emocional, para valorar la implicacién (intereses, motivaciones,...) de los alumnos durante el
proceso de instruccion; Idoneidad Ecoldgica, para valorar la adecuacion del proceso de instruccion
al proyecto educativo del centro, las directrices curriculares, las condiciones del entorno social
y profesional. En particular, la idoneidad epistémica se refiere al grado de representatividad e
interconexion de los significados institucionales implementados (o pretendidos) respecto de un
significado de referencia. En Breda, Pino-Fan y Font (2017) se aporta un sistema de
componentes e indicadores para cada criterio que sirve de gufa de analisis y valoracion de la
idoneidad didactica, que estd pensado para un proceso de instruccién en cualquier etapa

educativa.

La necesidad y utilidad de estos criterios se da en dos momentos del proceso de
instruccién: primero para guiarlos (los criterios de idoneidad son principios que orientan “cémo
se deben hacer las cosas”) y, segundo, para valorar sus implementaciones (los criterios sirven

para valorar el proceso de instruccion efectivamente implementado).

La operatividad de los criterios de idoneidad exige definir un conjunto de componentes e
indicadores observables, que permitan valorar el grado de idoneidad de cada uno de los criterios.
Por ejemplo, todos seguramente estaremos de acuerdo en que es necesario implementar unas
“buenas” matematicas, pero podemos entender cosas muy diferentes por ello. Para algunos
criterios, los descriptores son relativamente faciles de consensuar (por ejemplo, para el criterio
de idoneidad de medios), para otros, como es el caso de la idoneidad epistémica es mas dificil.
En Breda y Lima (2016), Seckel (2016) y Breda, Pino-Fan y Font (2017), se aporta un sistema
de indicadores que sirve de guia de analisis y valoracion de la idoneidad didactica, que esta
pensado para un proceso de instruccion en cualquier etapa educativa. A continuacion, se
reproducen los componentes e indicadores del criterio de idoneidad epistémica (Breda y Lima,

2016, p. 80):

Tabla 18. Componentes e indicadores de la idoneidad epistémica

Componentes Indicadores

Errores No se observan practicas que se consideren incorrectas desde el punto de vista
matematico.
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Ambigiiedades No se observan ambigiiedades que puedan llevar a la confusion a los alumnos:
definiciones y procedimientos clara y correctamente enunciados, adaptados al nivel
educativo al que se dirigen; adecuacion de las explicaciones, comprobaciones,
demostraciones al nivel educativo a que se dirigen, uso controlado de metaforas, etc.

Riqueza de La secuencia de tareas contempla la realizacion de procesos relevantes en la actividad

procesos matematica (modelizacién, argumentacion, resolucién de problemas, conexiones,
etc.).

Representatividad Los significados parciales (definiciones, propiedades, procedimientos, etc.) son una

de la complejidad muestra representativa de la complejidad de la nocién matematica que se quiere

del objeto ensefar contemplada en el curriculo.

matematico

Los significados parciales (definiciones, propiedades, procedimientos, etc.) son una

muestra representativa de la complejidad de la nocién matematica que se quiere

ensefiar.

Para uno o varios significados parciales, muestra representativa de problemas.

Para uno o varios significados parciales, uso de diferentes modos de expresién (verbal,

grafico, simbdlico...), tratamientos y conversiones entre los mismos.

3.2 Idoneidad epistémica y complejidad del objeto matematico

Tanto los componentes como los indicadores de los criterios de idoneidad didactica se
han elaborado considerando los principios y los resultados de la investigacién en el area de
Didactica de las Matematicas. En particular, para la idoneidad epistémica se ha tenido en cuenta
un principio fundamental del EOS que, con los matices propios de cada enfoque, es (o puede
ser) asumido por otros enfoques tedricos del area. Nos referimos al principio que se puede
formular de la siguiente manera: los objetos matematicos emergen de las practicas, lo cual
conlleva su complejidad (Font, Godino y Gallardo, 2013). De este principio se deriva un
componente (representatividad de la complejidad del objeto matematico) cuyo objetivo es que
se tenga en cuenta, dentro de lo posible, dicha complejidad en el disefio y redisefio de las

secuencias didacticas.

Este componente tiene su origen en la manera pragmatica de cémo se entiende el
significado de un objeto matematico en el EOS. Desde un punto de vista pragmatico, el
significado de un objeto matematico se entiende como el conjunto de practicas en la que dicho
objeto interviene de una manera determinante. Es decir, supone disponer de practicas con
respecto al campo de experiencia que el objeto abarca. Cuando se define el significado de un
objeto matematico en términos de practicas, tal como se propone en el pragmatismo, resulta
que el significado de un objeto matematico queda ligado a otros significados y a otros objetos,

puesto que en las practicas interviene dicho objeto conjuntamente con otros objetos
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matematicos. Este hecho, permite distinguir dos términos que resultan dificiles de diferenciar,
nos referimos a los términos sentido y significado. En efecto, puesto que el objeto se puede
relacionar con unos u otros objetos segun el contexto, el tipo de notacidn, etc., para dar lugar a
diferentes practicas, podemos entender el sentido como un significado parcial, esto es, como un

subconjunto (sentido) del sistema de practicas en las que el objeto es determinante (significado).

El significado de un objeto matematico entendido como sistema de practicas se puede
parcelar en diferentes clases de practicas mas especificas que son utilizadas en un determinado
contexto y con un determinado tipo de notaciéon produciendo un determinado sentido. Cada
contexto ayuda a generar sentido (permite generar un subconjunto de practicas), pero no genera

todos los sentidos.

Un objeto matematico, que se ha originado como un emergente del sistema de practicas
que permite resolver un determinado campo de problemas, con el paso del tiempo queda
enmarcado en diferentes programas de investigaciéon. Cada nuevo programa de investigacion
permite resolver nuevos tipos de problemas, aplicar nuevos procedimientos, relacionar el objeto
(y por tanto definir) de una manera diferente, utilizar nuevas representaciones, etc. De esta
manera, con el paso del tiempo aparecen nuevos subconjuntos de practicas (sentidos) que

amplian el significado del objeto.

Segun Font, Godino y Gallardo (2013), de acuerdo con el punto de vista pragmatista, para
analizar un texto matematico y, mas en general, la actividad matematica, sea profesional o
escolar, es necesario contemplar como minimo los siguientes elementos: 1) notaciones,
representaciones (lenguaje), 2) situaciones-problema 3) definiciones, 4) procedimientos,
técnicas, 5) proposiciones, propiedades, teoremas, etc., y 6) argumentos. Estos seis tipos de
elementos (llamados objetos primarios en el EOS) se articulan formando configuraciones de
objetos llamadas epistémicas, y se pueden entender como un contexto intra matematico. Se trata
de una herramienta que puede ser util para describir la complejidad de los objetos matematicos
y de las practicas de las cuales emergen. En el EOS, la introduccién de la dualidad unitaria-
sistémica permite reformular la vision “ingenua” de que “hay un mismo objeto matematico con
distintas representaciones”. Lo que hay es un sistema complejo de practicas, que permiten
resolver problemas, en las que el objeto matematico en cuestién no aparece directamente, lo
que si aparece son representaciones del objeto, diferentes definiciones, proposiciones y
propiedades del objeto, procedimientos que se le aplican y argumentos acerca del objeto

(configuraciones de objetos primarios). Dicho de otra manera, a lo largo de la historia se han
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ido generando diferentes configuraciones epistémicas para el estudio del objeto en cuestion,

algunas de las cuales han servido para generalizar a las preexistentes.

Desde esta perspectiva, un criterio de idoneidad de un proceso de instrucciéon para un
objeto matematico es que el conjunto de practicas implementadas sea un conjunto lo mas
representativo posible del sistema de practicas que son el significado del objeto. Dicho en
términos de contextos, hay que presentar a los alumnos una muestra de contextos intra
matematicos representativa, una muestra de contextos que permita construir una muestra
representativa de los diferentes sentidos del objeto. Por otra parte, una vez seleccionada una
muestra representativa de contextos intra matematicos, hay que seleccionar los contextos extra
matematicos que permiten hacer emerger las configuraciones epistémicas en las que se

concretan dichos contextos intra matematicos.
3.3 La reflexcion sobre la complejidad del objeto matematico en la formacion de profesores.

En diferentes procesos de formacion de profesores de matematicas de Espafa, México,
Brasil, Ecuador, Chile, Panama, Costa Rica, Venezuela y Argentina (Ramos, 2006; Ferreres y
Vanegas, 2015; Pochulu, Font y Rodriguez, 2016; Breda y Lima, 2016; Seckel, 2016; Breda, Pino-
Fan y Font, 2017), se han realizado un conjunto de investigaciones que tienen como finalidad
investigar el uso del constructo criterios de idoneidad didactica, propuestos por el EOS
(Godino, Batanero y Font, 2007; Breda, Font y Lima, 2015; Breda, Font y Pino-Fan, 2018),
como herramienta para organizar la reflexién del profesor a su practica, cuando esta reflexion
esta orientada hacia la valoraciéon y mejora de la practica, con el objetivo de desarrollar en los

profesores la subcompetencia de analisis de la idoneidad didactica de un proceso de instruccion.

Estas investigaciones han puesto de manifiesto los siguientes aspectos: 1) aunque no se
incorpore explicitamente la enseflanza de los componentes e indicadores de los criterios de
idoneidad didactica, algunos de ellos, y en particular el componente <<muestra representativa
de la complejidad del objeto matematico>>, estan presentes de manera implicita cuando los
profesores o futuros profesores hacen valoraciones de propuestas didacticas (suyas o de otros)
(Breda y Lima, 2016; Breda, Pino-Fan y Font, 2017). 2) Incorporar el componente <<muestra
representativa de la complejidad del objeto matematico>> para valorar la idoneidad epistémica
de un proceso de instrucciéon, no es tarea facil, ni para los formadores ni para sus alumnos
(futuros profesores o profesores en servicio), pero se puede ensefiar como parte del proceso de

formacion del profesorado. En estos dispositivos formativos, se hace hincapié en la necesidad
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de realizar un estudio preliminar orientado a la reconstruccion de un significado global del

objeto matematico que se quiere ensefiar para poder ser conscientes de su complejidad.
8.8 Metodologia

La investigacion es primordialmente cualitativa, puesto que el interés es primero describir,
sobre todo, el desarrollo de un aspecto parcial de la competencia de los futuros profesores
(analizar y valorar la idoneidad de procesos de instruccion). Tiene ademas un componente de
desarrollo ya que, por un lado, se proporciona conocimiento detallado acerca del estado actual
de la formacion de profesores de secundaria (en formacién y en servicio) en Ecuador y, por otro

lado, se elabora recursos didacticos especificos para mejorar la formacion de estos profesores.

Tabla 19. Participantes de la investigacion

1. Formacioén Inicial: Futuros Profesores de Matematicas

Participantes Estudiantes de la Carrera de Pedagogia de las Ciencias Experimentales:
Matematicas y Fisica. Universidad de Cuenca.

2. Formacién Continua: Profesores de Matematicas en Ejercicio

Participantes 95 profesores de matematicas de instituciones publicas y privadas, de diferentes
provincias y ciudades del Ecuador.

Trabajan en niveles de Educacién General Basica superior (EGBS) y el
Bachillerato General Unificado (BGU).

Programa Master en Formacién Continua y Profesionalizacién Docente: Curso de dos afios
dividido en tres bloques: a) Bloque general (15 créditos ECTS); b) Bloque
especifico (21 créditos ECTS) y ¢) Bloque de Practicum y Trabajos de Fin de
Master (TFM) (24 créditos ECTS).

Asignatura Innovacién e Investigacion sobre la Propia Practica.

Abordada Objetivos: Presentar propuesta de innovacién y herramientas de valoracién de la
calidad de los procesos de enseflanza y aprendizaje de las matematicas que
permitan al profesor, la mejora de su propia practica.

Pretendia ademas hacer una iniciaciéon a la investigaciéon en Didactica de las
Matematicas y a la difusion de sus resultados.

Fuente: Autores

Se trata de disefar e implementar ciclos formativos que en el EOS son considerados
experimentos del desarrollo de las competencias y conocimientos del profesor. Es un tipo de
dispositivo que estudia el desarrollo profesional del profesor en formacién o en servicio, y se
fundamentan en los principios de los experimentos de ensefianza (Cobb e# al., 2003), lo que
significa que un equipo de investigadores estudia el desarrollo del profesor a la vez que lo
promueve como parte de un ciclo continuo de analisis e intervencion. En este caso, dado que

se pretende ensefar a los profesores participantes la importancia de tener en cuenta, para la
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enseflanza y aprendizaje de un determinado objeto matematico, una muestra representativa de
los diferentes significados de dicho objeto en el disefio, valoracion y redisefio de secuencias de
tareas, el proceso de instruccion se disend teniendo en cuenta el siguiente principio: para poder
usar este componente en la valoracién y redisefio de secuencias de tareas, el profesor, como
minimo, debe conocer los diferentes significados del objeto matematico a ensefiar (significado
holistico) y sus conexiones, debe conocer cudles de estos significados estan incluidos en el
curticulum y debe poder seleccionar y/o crear tareas en las que se tenga que usar un determinado

significado del objeto matematico que se pretende ensefiar.

Las muestras son intencionales ya que el dispositivo formativo se ha implementado con
profesores de secundaria en un master de Formaciéon de Profesores de Secundaria de
Matematicas de Ecuador y con futuros profesores de una Carrera de Pedagogia de las Ciencias
Experimentales de la Universidad de Cuenca, si bien la muestra no es estadisticamente
representativa, puede ofrecer informacioén relevante para la formacién de profesores en el

Ecuador.

Se disefaron tareas especificas y se analizaron las producciones de los participantes con
categorias a priori (tipos de significados del objeto matematico implicado) mediante un analisis
de contenido para inferir el significado parcial usado; después se realiz6 una triangulacién de

CXpCftOS.
8.9 Resultados

En esta seccién presentamos algunos de los resultados obtenidos, los cuales se han
difundido por medio de diversas publicaciones. Un primer resultado de la reflexiéon sobre la
complejidad de los objetos matematicos en la formacion inicial de profesores documentado en
Calle y Breda (2019) es que, como resultado de la experiencia realizada, los estudiantes en formacion docente,
son conscientes de que, para mejorar el aprendizaje de las matematicas, es necesario tener en cuenta la complejidad
de los objetos matemiticos, entendida como las diferentes formas de comprender los significados y su aplicacion en

la resolucion de problemas.

Un segundo resultado de la reflexiéon didactica en la formacién inicial de docentes sobre
la complejidad de las nociones de combinatoria (Calle, Parra y Paucar, 2020) es que los
participantes tienen dificultades para realizar el analisis de la actividad matematica, en particular

sus comentarios sobre las dificultades que tuvieron muestran unos analisis poco detallados.
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Un tercer resultado sobre los conocimientos de futuros profesores sobre los diferentes
significados del objeto matematico media aritmética (Calle, Breda y Sala 2020) es que es
importante fomentar la reflexion de los futuros profesores sobre los diferentes significados de
un objeto matematico, porque la presentacion de una muestra representativa de esta variedad
de significados permite que los estudiantes resuelven una variedad de problemas matematicos

adicionales.

Un cuarto resultado sobre qué significado atribuyen a la media aritmética profesores de
matematicas en ejercicio (Calle, Breda y Font, 2020a), es que, tener en cuenta el componente
representatividad de la complejidad del objeto matematico, es elemento importante para su
formacion, pues, para el profesor, conocer una muestra representativa de significados de un
objeto matematico, le permite trabajar con una diversidad de problemas, facilitando que los
alumnos construyan una red de significados parciales, conectados entre si, que les permita

desarrollar la competencia matematica que les posibilita resolver diferentes tipos de problemas.

Un quinto resultado sobre los significados de las medidas de tendencia central
contemplados por Profesores de Matematicas en sus Trabajos de Fin de Master (Calle, Breda y
Font, 2020b), es que los profesores estan de acuerdo en la importancia de considerar los
diferentes significados de los objetos matematicos en su proceso de ensefianza. Sin embargo,
no saben cémo disefar tareas con problemas de aplicaciéon que respondan a esta diversidad de

significados.
8.10 Conclusiones

Los resultados obtenidos, tanto en formacion inicial como continua, muestran que los
participantes, a pesar de las dificultados que tuvieron, consideran interesante la reflexion sobre
la complejidad de los objetos matematicos y su relacion con el desarrollo de la competencia
matematica de los alumnos. Por otra parte, los participantes presentaron, en las tareas que
disenaron, diferentes significados de los objetos matematicos, tanto intra como extra
matematicos, enfatizando en la importancia de tener en cuenta su complejidad, manifestando

que los diferentes significados se deben ir presentando de forma gradual a los alumnos.

Las dificultades observadas en los profesores ecuatorianos en su reflexiéon sobre la
complejidad de los objetos matematicos, es un resultado coherente con la investigacion sobre
la formacién de los profesores en la region andina (Yamamoto y Malaspina, 2018) y, también,

con la investigacion internacional sobre el conocimiento y las competencias del profesorado de
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matematicas, la cual ha evidenciado que los profesores tienen dificultades para interpretar
aspectos epistémicos de las tareas y para identificar su potencial educativo (Stahnke, Schueler y

Roesken-Winter, 2010).
8.11 Reflexiones finales

En los diferentes trabajos que se han realizado hasta la fecha, se ha presentado una
situaciéon muy similar y es que el incorporar el componente <<muestra representativa de la
complejidad del objeto matematico>> para valorar la idoneidad epistémica de un proceso de
ensefanza y aprendizaje, no es tarea facil, ni para los formadores ni para sus alumnos (futuros
profesores o profesores en servicio), pero se puede enseflar como parte del proceso de

formacion del profesorado.
8.12 Reconocimiento

Trabajo desarrollado en el marco del proyecto de investigacion en formacién de

profesorado: PGC2018-098603-B-100 (I\/ICIU/AEI/FEDER, UE).
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CAPITULO IX: RESULTADOS, DISCUSION Y CONCLUSIONES
FINAILES

Resumen

Este capitulo presenta los principales resultados y conclusiones que se han obtenido con relacion a los 5 objetivos
especificos propuestos. En segundo lugar, se hace una discusion general de los resultados de la investigacion,
Ademas, se muestran las limitaciones encontradas durante el proceso investigativo, los posibles trabajos futuros

como ampliaciones de esta investigacion y la difusion de los resultados realizada hasta el momento.

9.1 Resultados, discusion y conclusiones relacionadas con los objetivos

especificos 1y 2

Para los objetivos 1y 2, primero se ha hecho una revisién bibliografica selectiva y se ha
concluido que una caracteristica de la comunidad de investigadores en Didactica de las
Matematicas es la amplia diversidad de perspectivas tedricas. Cada uno de estos enfoques
privilegia alguna de las dimensiones del proceso de ensefnanza y aprendizaje de las matematicas
sobre las demas, pero hay un aspecto en el que muchos de estos marcos tedricos coinciden, nos
referimos a que consideran que una caracteristica de los objetos matematicos que deben ser

ensefados y aprendidos es su complejidad.

Tal como se sefiala en Rondero y Font (2015), la complejidad asociada a los objetos
matematicos conlleva algunas cuestiones que hay que tener en cuenta. .a mirada compleja sobre
los objetos matematicos lleva a pensar no en un objeto simple sino en un sistema complejo
formado por partes o componentes que deben articularse, o conectarse entre si. Aparece pues
el problema de la articulacién (conexién) de los saberes asociados a un objeto matematico como

la otra cara de la complejidad.

Se ha revisado la problematica de la complejidad segin como la contemplan cinco
enfoques teoricos: la Teorfa Antropoldgica de lo Didactico (TAD), el Enfoque Ontosemiotico
de la Cognicién e Instruccion Matematica (EOS), La Teorfa Acciéon-Proceso-Objeto-Esquema
(APOE), La Ciencia Cognitiva de las Matematicas (CGM) y la Teoria de la Objetivacion (TO).
Por otra parte, el proceso de conexiéon contemplado en los principios y estandares del NCTM
(2000) esta relacionado con la complejidad y se ha revisado como se aborda este aspecto en los

cinco enfoques teéricos considerados.
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La posiciéon compartida entre los directores de tesis y la doctoranda acerca de las
diferentes maneras de entender la complejidad de los objetos matematicos ha consistido en

tomar como referente teérico el Enfoque Ontosemiotico (EOS).

En el EOS (Font, Godino y Gallardo, 2013) se considera que el camino por el cual los
objetos matematicos emergen a partir de las practicas es complejo y deben ser distinguidos, al
menos, dos niveles de emergencia. En un primer nivel, emergen representaciones, definiciones,
proposiciones, procedimientos, problemas y argumentos (llamados objetos primarios en el
EOS), que se organizan en configuraciones llamadas epistémicas. Para explicar como emergen
los objetos primarios se usa la metafora “subir una escalera” para resaltar que la practica
matematica se puede considerar como subir una escalera, donde el escalén en el que nos
apoyamos para realizar la practica es una configuracion de objetos primarios ya conocida,
mientras que el escalén superior al que accedemos, como resultado de la practica realizada, es
una nueva configuraciéon de objetos primarios en la que alguno (o algunos) de dichos objetos
no era conocido antes. Los nuevos objetos primarios aparecen como resultado de la practica
matematica y se convierten en objetos primarios institucionales gracias, entre otros procesos, a

procesos de institucionalizacion.

En el EOS se considera un segundo nivel de emergencia, en el cual emerge un objeto
matematico (por ejemplo, el objeto funcién), que es considerado como un objeto que se
representa por diferentes representaciones, que puede tener varias definiciones equivalentes,
que tiene propiedades, etc. Esta segunda emergencia es el resultado de diferentes factores. Los
principales son los siguientes: 1) La objetividad de las matematicas. 2) El éxito predictivo de las
ciencias que usan las matematicas. 3) Simplicidad, intencionalidad y reificacion. 4) La metafora
del objeto en el discurso del profesor. 5) Diferenciacion entre ostensivos y no ostensivos. Estos
cinco factores, entre otros, generan en el aula, implicita o explicitamente, la visién descriptivo-
realista de las matematicas que considera: 1) que las proposiciones matematicas describen
propiedades de objetos matematicos y 2) que dichos objetos tienen algin tipo de existencia
independiente de las personas que los conocen y del lenguaje que se usa para conocerlos. Dicha
visiéon resulta dificil de evitar ya que las razones que llevan a generarla estan actuando
constantemente y de manera muy sutil. Mas que una posiciéon filoséfica asumida
conscientemente, se trata de una forma de entender los objetos matematicos que esta presente

de manera implicita.
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Segun el EOS, el objeto matematico derivada (por ejemplo) hay que situarlo en el segundo
nivel de emergencia de objetos considerado en este enfoque. Se trata de la emergencia de una
referencia global asociada a diferentes configuraciones de objetos primarios, las cuales permiten
realizar practicas matematicas en diferentes contextos —en los cuales, por ejemplo, la derivada
se ha interpretado como limite, como pendiente de la recta tangente o como velocidad
instantanea, ademas como un operador que transforma una funcién en otra—, lo cual lleva a
entender que la derivada se puede definir de diversas formas, representar de formas diferentes,
etc. Bl resultado, segun el EOS, es que se considera que hay un objeto, llamado derivada, que
juega el papel de referencia global de todas las configuraciones de objetos primarios. Ahora bien,
dicha referencia global, en la actividad matematica, se concreta en una configuracion de objetos
primarios determinada. Por tanto, lo que se puede hacer con este objeto de segundo nivel esta
determinado por esta configuracién. En el EOS, el objeto que juega el papel de referencia global
se puede considerar como unico por razones de simplicidad y, a la vez, como multiple ya que,
metaféricamente, se puede decir que estalla en una multiplicidad de objetos primarios agrupados

en diversas configuraciones.

LLa mirada sobre la complejidad de los objetos matematicos que tiene el EOS permite
reformular la visién ingenua de que hay un mismo objeto matematico con diferentes
representaciones. Lo que hay es un sistema complejo de practicas, que permiten resolver
problemas, en las cuales el objeto matematico (secundario) no aparece directamente, aquello
que si aparece son representaciones del objeto (secundario), diferentes definiciones,
proposiciones y propiedades del objeto, procedimientos y técnicas que se aplican al objeto y
argumentos sobre el objeto matematico (configuraciones epistémicas de objetos primatios en
términos del EOS). Dicho de otro modo, alo largo de la historia se han ido generando diferentes
configuraciones epistémicas de objetos primarios para el estudio del objeto matematico

(secundario), algunas de las cuales han servido para generalizar a las preexistentes.

También se han tenido en cuenta diferentes investigaciones que han usado el EOS como
referente tedrico para profundizar en la complejidad de diferentes objetos matematicos:
nameros naturales (Godino, Font, Wilhelmi y Arrieche, 2009), media aritmética (Rondero y
Font, 2015), limite (Contreras, Garcfa y Font, 2012), Optimizacién (Balcaza, Contreras y Font,
2017), Teorema de Thales (Font, Breda y Seckel, 2017), derivada (Pino-Fan, Castro, Godino y
Font, 2013; Pino-Fan, Godino y Font, 2011), antiderivada (Gotdillo y Pino-Fan, 2016; Gordillo,

Pino-Fan, Font y Ponce-Campuzano, 2018), integral (Mateus y Font, 2021) e inecuaciones
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(Monje, Seckel y Breda, 2018); asi como la comprension que tienen los estudiantes de dicha

complejidad (Pino-Fan, Font, Gordillo, Larios y Breda, 2018; Pino-Fan, Godino y Font, 2018).

Con relaciéon sobre qué criterios seguir para disefar secuencias didacticas para la
ensefanza del componente representatividad de la complejidad, el primer criterio es hacer ver
su necesidad relacionandolo con la nocién de competencia. Es decir, se remarca que actualmente
hay una tendencia a considerar que saber matematicas incluye la competencia para aplicarlas a
situaciones de la vida real, y que dicha tendencia, en algunos paises, se ha concretado en el disefio
de curriculums basados en competencias. Se hace hincapié en que la idea de competencia en el
fondo pone de relieve que las matematicas que se enseflan han de ser utiles para resolver
problemas en diferentes contextos, tomando como primer ejemplo problemas que se resuelven
aplicando significados parciales diferentes de algun objeto matematico (por ejemplo; tal como
se hace con el teorema de Thales en Font, Breda y Seckel, 2017). Después se puede reflexionar
sobre la complejidad de la nocion de otros objetos matematicos, entre ellos los de funcién (Font,
Vanegas, Ferreres, Carvajal y Adan, 2012), inecuacion, derivada y mediatriz. Esta reflexion
incluye una mirada histérica sobre la evolucion de dichos objetos matematicos y se analizan sus
deferentes significados, después se mira cuales de ellos estan incluidos en el curriculo de
secundaria (Font, Pino-Fan y Breda, 2020). El tercer criterio es seguir la siguiente secuencia: a)
seleccionar un objeto matematico (por ejemplo la pendiente), b) preguntar a los participantes
qué entienden ellos por pendiente de una recta, c) seleccionar los significados aparecidos en b
que forman parte del curriculo de secundaria, d) proponer diferentes problemas y peditles que
asocien cada significado con la tarea que pone en juego este significado para su resolucion (y
que justifiquen la asociacion) y e) en la puesta en comun sobre la resolucion de esta tarea se hace
hincapié en que cada problema exige poner en funcionamiento un tipo de significado parcial del
objeto matematico en cuestion y que la otra cara de la moneda de la competencia en el uso de
la nocién del objeto en la resolucion de una variedad de problemas era la enseflanza de sus
diferentes significados. Se trata de que los participantes pasen de un punto de vista ingenuo y
optimista, que presupone que el alumno facilmente realizara la transferencia del conocimiento
matematico generado en un solo contexto a otros contextos nuevos y diferentes, a otro punto
de vista mas prudente en el que, si bien se considera que la posibilidad de transferencia creativa
se puede dar, se asume que, sin un trabajo sobre una muestra representativa de la complejidad
del objeto matematico que se quiere ensefar y la articulacién y conexioén de los componentes
de dicha complejidad, es dificil que se pueda aplicar el objeto matematico a diferentes

contextos.
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Los criterios acabados de comentar se sintetizan de la siguiente manera: si se pretende
ensefiar a profesores o futuros profesores la importancia de tener en cuenta, para la ensefianza
y aprendizaje de un determinado objeto matematico, una muestra representativa de los
diferentes significados de dicho objeto en el disefio, valoraciéon y redisefio de secuencias de
tareas, el proceso de instruccion se debe disefiar teniendo en cuenta el siguiente principio: para
poder usar este componente en la valoracién y redisefio de secuencias de tareas, el profesor,
como minimo, debe conocer los diferentes significados del objeto matematico a ensefar
(significado holistico) y sus conexiones, debe conocer cuales de estos significados estan
incluidos en el curticulum y debe poder seleccionar y/o crear tareas en las que se tenga que usar

un determinado significado del objeto matematico que se pretende ensenar.

Siguiendo estos criterios se ha se ha confeccionado un banco de tareas (algunas presentes
en las fuentes consultadas y otras de disefio propio) correspondientes a bloques tematicos
diferentes y que sirven para mostrar la pluralidad de significados de un objeto matematico, de

sus tipos de representacion y de los problemas donde se aplica.

Los resultados de los objetivos 1 y 2 estan presentes en todas las publicaciones de los

capitulos anteriores.

9.2 Resultados, discusion y conclusiones relacionadas con los objetivos

especificos 3y 5

Con relacién al OE3 se ha disefiado e implementado un ciclo formativo en la formacion
continua de profesores de matematicas de secundaria en ejercicio, acerca al uso del uso del
componente “representatividad de la complejidad del objeto matematico” del criterio de
idoneidad epistémica. En concreto se ha aplicado en el Master de Formaciéon del Profesorado
de Educacién Secundaria en el Ecuador en la especializacion Matematicas, impartido por la
Universitat de Barcelona en la primera edicion y por la Universitat de Barcelona y la Universidad

Nacional de Educaciéon de Ecuador en la segunda edicion.

En el disefio del ciclo formativo el uso de los criterios de idoneidad didactica ha tenido
un papel relevante, ya que son un contenido a ensefiar con el objetivo de que sean usados como
pauta para organizar la propia practica. El ciclo formativo implementado es una adaptacion de
otro ciclo formativo implementado por primera vez en Rubio (2012), con profesores en
formacion del Master de Formacién de Profesores de Secundaria de Matematicas de la

Universitat de Barcelona, y después redisenado para la formacién de futuros profesores de
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primaria de Chile (tal como se explica en Seckel, 2016). Dicho ciclo se distribuye en dos
asignaturas: Innovacion e investigacion sobre la propia practica y Trabajo Fin de Master (TFM),

de acuerdo a la siguiente secuencia:

a) Analisis de casos (sin teotia). Se propone a los alumnos la lectura y analisis de episodios

de clase para que hagan un analisis a partir de sus conocimientos previos.

b) Emergencia de los niveles de analisis didacticos propuestos por el Enfoque
Ontosemioético de la Cognicion e Instruccion Matematica (EOS). La puesta en comun de los
analisis realizada por los diferentes grupos permite observar como el gran grupo contempla los
diferentes tipos de analisis didacticos propuestos por el EOS, aunque cada grupo sélo contemple

alguno de ellos.

¢) Tendencias en la enseflanza de las matematicas. El episodio analizado se ha
seleccionado de manera que los asistentes apliquen de manera implicita alguna de las tendencias
actuales sobre la ensefianza de las matematicas. Seguidamente se hace observar a los asistentes
que han utilizado esta tendencia de manera implicita. A continuacion, el profesor hace un

resumen de las principales tendencias en la ensefianza de las matematicas.

d) Teorfa (criterios de idoneidad). Se explican elementos tedricos a los alumnos, en
concreto se les explican los CID propuestos en el EOS (epistémica, cognitiva, interaccional,

mediacional, afectiva y ecologica).

e) Enla asignatura de Trabajo Final de Master los alumnos utilizaran los CID para valorar
su propia practica, en concreto la unidad que han disefiado e implementado. Tienen que hacer
un redisefio y mejorar algunos de los aspectos que la valoracion realizada indica que se deben y

pueden mejorar.

Por otra parte, en el paso de esta secuencia se ha ensefiado el uso del componente
representatividad de la complejidad de acuerdo con los criterios especificos obtenidos como
resultado de los OE1 y OE2. La implementacion de los pasos a—d se describe en el articulo

explicado en el capitulo 2 y el paso e en al articulo del capitulo 4.

Con relacion al objetivo 5, las publicaciones de los capitulos 2—4 aportan resultados
especificos para el objeto matematico Teorema de Pitagoras, para el objeto media aritmética y

para el objeto medidas de tendencia central.

La conclusién que se obtiene es que es posible diseflar e implementar este tipo de ciclos

formativos en la formacién continua del profesorado ecuatoriano de matematicas de secundaria.
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Ahora bien, se observan dificultades para que los profesores ecuatorianos reflexionen sobre la
complejidad de los objetos matematicos, lo cual es un resultado coherente con la investigacion
sobre la formacién de los profesores en la region andina (Yamamoto y Malaspina, 2018) vy,
también, con una amplia investigacion internacional sobre el conocimiento y las competencias
del profesorado de matematicas, la cual ha evidenciado que los profesores tienen dificultades
para interpretar aspectos epistémicos de las tareas y para identificar su potencial educativo

(Stahnke, Schueler y Roesken-Winter, 20106).

9.3 Resultados, discusion y conclusiones relacionadas con los objetivos

especificos 4y 5

Con relacion al OE4 se ha disefiado e implementado varios ciclos formativos en la
asignatura de Algebra Superior y en la asignatura Didactica de las Matematicas de la Carrera de
Pedagogia de las Ciencias Experimentales de la Universidad de Cuenca. En el disefio del ciclo
formativo el uso de los CID ha tenido un papel relevante, ya que son un contenido a ensefiar

con el objetivo de que sean usados como pauta para organizar la propia practica.

El ciclo formativo implementado es una adaptacion del implementado en el articulo del
capitulo 2 que su vez es una adaptacion de otro ciclo formativo implementado por primera vez
en Rubio (2012), con profesores en formacion del Master de Formaciéon de Profesores de
Secundaria de Matematicas de la Universitat de Barcelona, y después redisefiado para la
formacion de profesores de futuros profesores de primaria de Chile (tal como se explica en
Seckel, 2016). La implementaciéon completa de este ciclo se describe con mucho detalle en el
articulo del capitulo 7, mientras que en el articulo del capitulo 5 se pone el énfasis, sobre todo,
en la descripcion de la ensefanza y el aprendizaje del componente “muestra representativa de
la complejidad del objeto a ensefar” de acuerdo con los criterios elaborados en los objetivos

especificos OE1 y OE2.

En concreto, se siguid la siguiente secuencia; a) los estudiantes conjuntamente con el
docente seleccionaron una serie de objetos matematicos de los cuales se estudiarfa su
complejidad, b) con los objetos asignados y los grupos organizados, a cada grupo se le
propotciond literatura relacionada con el objeto sobre el que debian reflexionar, c) el grupo
debia hacerse preguntas como cuales son los significados parciales del objeto matematico, cuales
se trabajan segun el curriculo con los alumnos de secundaria, y qué representaciones se pueden

asociar a cada uno de los significados parciales de estos objetos matematicos, d) se les pidié que
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propusieran problemas para cada significado, ) después, cada grupo informé de sus reflexiones
al gran grupo, f) el gran grupo resolvid las tareas que se habian propuesto en cada pequefio
grupo, g) Finalmente, los estudiantes discutieron los resultados obtenidos, analizando su
aplicacion y generalizacion, a través de conclusiones y recomendaciones para tener en cuenta la

complejidad de los objetos matematicos en los procesos instruccionales.

Los resultados son coherentes con los obtenidos en el OE3 y con los obtenidos en las
investigaciones previas que han puesto de manifiesto que incorporar el componente muestra
representativa de la complejidad del objeto matematico para valorar la idoneidad epistémica de
un proceso de enseflanza y aprendizaje, no es tarea facil, ni para los formadores ni para sus
alumnos (futuros profesores o profesores en servicio), pero se puede ensefiar como parte del

proceso de formacion del futuro profesorado ecuatoriano de matematicas de secundaria.

Con relacion al objetivo 5, las publicaciones de los capitulos 5—7 aportan resultados
especificos para diversos objetos matematicos, entre otros: media aritmética; numeros
complejos, Teorema de Tales, ecuaciones, fracciones, funciones afines y cuadraticas. Por
ejemplo, en el caso de la media aritmética, estos resultados muestran que los futuros profesores
pueden resolver los problemas en los que el uso de un determinado significado parcial de un
objeto matematico es determinante, sin embargo, cuando se les pide justificar sus respuestas, se
infiere que tienen dificultades para relacionar el tipo de problema propuesto con el significado
parcial del objeto matematico determinante para la resolucion del problema y ain mas para

justificar dicha relacion.

La conclusion general es que incorporar el componente muestra representativa de la
complejidad del objeto matematico para valorar la idoneidad epistémica de un proceso de
ensefanza y aprendizaje, no es tarea facil, ni para los formadores ni para sus alumnos (futuros
profesores o profesores en servicio), pero se puede ensefar y aprender como parte del proceso
de formacién del futuro profesorado ecuatoriano de matematicas de secundaria. Entre otras
razones, por la necesidad de realizar un estudio preliminar orientado a la reconstrucciéon de un
significado global sobre el objeto matematico que se quiere enseflar para poder ser conscientes
de su complejidad. Por otra parte, en el caso del Ecuador es especialmente dificil si se tiene en
cuenta la débil formacién matematica y didactica de los profesores ecuatorianos, tal como se
documenta (Martinez Jara et al., 2018) en el reporte sobre Ecuador incluido en el informe,
coordinado por Yamamoto y Malaspina (2018), sobre la Educacién Matematica en la region

andina.
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Ahora bien, a pesar de estas dificultades, un resultado de la reflexién sobre la complejidad
de los objetos matematicos en la formacion inicial de profesores es que, como resultado de la
experiencia realizada, los estudiantes en formaciéon docente, son conscientes de que, para
mejorar el aprendizaje de las matematicas, es necesario tener en cuenta la complejidad de los
objetos matematicos, entendida como las diferentes formas de comprender los significados y su
aplicacion en la resolucion de problemas. Entre otras razones porque, para el profesor, conocer
una muestra representativa de significados de un objeto matematico, le permite trabajar con una
diversidad de problemas, facilitando que los alumnos construyan una red de significados
parciales, conectados entre si, que les permita desarrollar la competencia matematica que les

posibilita resolver diferentes tipos de problemas.

Otra conclusion para resaltar, relacionada con la investigacion de articulo 7, es el papel
que tienen las matematicas ensefiadas en la gufa de valoracién de la practica preprofesional
utilizada por los docentes tutores de la Carrera de Pedagogfa en Ciencias Experimentales de la
Universidad de Cuenca. Por una parte, las preguntas de la guia se pueden reinterpretar como
indicadores, componentes o criterios del constructo CID vy, por otra parte, casi no se
contemplan preguntas sobre la idoneidad epistémica en la gufa. En relaciéon con el segundo
aspecto, una explicacién plausible se halla en el tipo de formacién inicial y continua actual en el
Ecuador que evidencia un conocimiento insuficiente en matematicas y su didactica en el
profesorado de matematicas ecuatoriano, tal como pone de manifiesto, el informe del Instituto
Nacional de Evaluacion Educativa INEVAL) al cual se hace mencion en el informe sobre la
formacion de profesores ecuatorianos (Martinez Jara et al., 2018). El hecho de que la institucion
no considere prioritario la contemplacion de los aspectos epistémicos en la evaluacion de las
practicas docentes de sus estudiantes es un resultado que puede facilitar que esta institucién
ahora vea como problematico algo que antes no se consideraba asi: porqué dar tan poca
importancia a valorar la calidad matematica que imparten sus alumnos. Una vez, asumido como
problematica la guia que se usa para valorar la practica preprofesional, se pueden propiciar
cambios en la institucién para generar una nueva gufa enriquecida con preguntas relacionadas

con la calidad de las matematicas ensenadas.
9.4 Limitaciones y lineas de investigacién futuras

Con relacion a la realidad problematica descrita en el capitulo 1, en esta investigacion se
han obtenido resultados y conclusiones parciales que estan limitados por el hecho de que se han

obtenido en dos contextos institucionales muy especificos: a) Master de Formaciéon del
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Profesorado de Educacién Secundaria en el Ecuador en la especializacion Matematicas,
impartido por la Universitat de Barcelona en la primera edicion y por la Universitat de Barcelona
y la Universidad Nacional de Educaciéon de Ecuador en la segunda ediciéon y b) Carrera de

pedagogia de las ciencias experimentales: matematicas y fisica de la Universidad de Cuenca.

Sin embargo, consideramos que el proceso de ensefianza y aprendizaje de la complejidad
de los objetos matematicos en la formacién de profesores en el Ecuador es bastante amplio y
complejo, por lo que creemos conveniente que el proceso de investigacion realizado en esta
tesis continte desarrollaindose en la linea ya trazada en este estudio. Asi pues, se contemplan las

siguientes lineas futuras de investigacion:

Una primera linea de desarrollo que se ha identificado es la generalizaciéon de los
resultados obtenidos, es decir, que el estudio se amplie a otros contextos institucionales donde
se desarrollen procesos de instrucciéon de profesores de matematicas (en servicio o en
formacion). Dado que en la presente investigacion se ha trabajado solamente con un grupo
reducido de docentes, lo cual no es suficiente para hacer generalizaciones, creemos conveniente
que en investigaciones futuras se vayan incluyendo mas casos de estudio multiple, con la
finalidad de ir obteniendo resultados mas generales sobre la incorporacién de la complejidad de

los objetos matematicos a enseflar en la formacién de profesores.

Como resultado de esta investigacion hemos podido determinar unos criterios para
orientar el disefio y la implementacion de los ciclos formativos de los profesores participantes.
Dichos criterios implican que los participantes tengan ciertos conocimientos y competencias.
Por tanto, una segunda linea de desarrollo de esta investigacion esta relacionada con el analisis
de las competencias y conocimientos didactico-matematicos que necesitan los docentes para
contemplar la complejidad del objeto matematico a ensefiar en las secuencias didactica que
disenan e implementan. Dicho estudio, se ha iniciado de manera incipiente en las publicaciones
que constituyen esta tesis, pero esta previsto realizarlo con mas profundidad tomando como

referente teérico el Modelo CCDM del profesor propuesto por el Enfoque Ontosemiotico.

Se concluye que la investigacion realizada puede llegar a poner en cuestion cierto aspectos
que la institucién formadora no consideraba como problematicos. Para ello es necesario ir mas
alla de una investigacién desarrollando una tercera linea de estudio que, en primer lugar, consiga
problematizar la practica cotidiana del formador de profesores en su institucion (por ejemplo,
incorporar {tems sobre la calidad de las matematicas ensefiadas en la guia de valoracién de las

practicas pre profesionales de los futuros docentes) que hasta el momento no se habia
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considerado como tal en la instituciéon. Una vez conseguida esta problematizacion, tendria

sentido introducir la reflexion para el posible cambio de dicha practica problematica.
9.5 Difusion de los resultados de la investigacion

Del presente trabajo de investigacién se han derivado las siguientes publicaciones en

revistas, participacion en congresos y actas de congresos:

9.5.1 Publicaciones en revistas

v' Calle, E., Breda, A., y Font, V. (2023). Significados parciales del teorema de Pitdgoras
usados por profesores en la creacion de tareas en el marco de un programa de formacion
continua. Uniciencia, 35 (1), en prensa.

v' Calle, E., Breda, A., y Font, V. (2022). La complejidad de la nocién a ensefiar en la
valoraciéon de la practica preprofesional de futuros profesores de matematicas
ecuatorianos. Redimat-Revista de Investigacion dn Didactica de las Matematicas, 11(3), 218-249.
https://doi.org/10.17583/redimat.10986

v’ Calle, E., Breda, A., y Font, V. (2022). Conocimientos del futuro profesor de

matematicas sobre los diferentes significados de la media aritmética. Revista Acta
Latinoamericana de Matematica Edncativa, en prensa.

v' Calle, E., Breda, A., y Font, V. (2021). Reflection on the complexity of mathematical
items in initial teacher education. Journal of Higher Education Theory and Practice, 21, 197-
214. https://doi.org/10.33423 /jhetp.v21i13.4801

v' Breda, A., Seckel, M. J., Farsani, D., Silva, J. F., y Calle, E. (2021). Teaching and learning

of mathematics and criteria for its improvement from the perspective of future teachers:
a view from the Ontosemiotic Approach. Mathematics Teaching Research Journal, 13(1), 31-
51

v Font, V., Breda, A., y Calle, E. (2021). La idoneidad didactica en la formacién de
profesores de matematicas. Quintaesencia, 12(1), 162-167.

https://doi.org/10.54943 /rq.v12i1.165

v’ Calle, E., Mora, M., Jacome, M., y Breda, A. (2021). La ensefianza de las matematicas en
un curso de formacién en contexto de pandemia: la percepcion de futuros profesores

de matematicas de Ecuador. Cuadernos de Investigacion y Formacion en Educacion Matemitica,

16(20), 200-215.
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v' Calle, E. C., Breda, A., y Font, V. (2020) . :Qué significado atribuyen a la media
aritmética profesores de matematicas en ejercicio? Revista Acta Latinoamericana  de

Matematica Edncativa, 33(1), 643-652.

9.5.2 Capitulo de libro

v' Calle, E., Breda, A., Oyervide, M., y Alvarez, N. (2022). Analise de uma tarefa de medida
de tendéncia central com a ferramenta adequacao didatica: um olhar desde a formagao
inicial de professores. En Cristiane Antonia Hauschild Johann & Sérgio Nunes Lopes
(Org.). Docéncia e ciéncia: [refvalorizagao do conbecimento (pp. 75-84). Lajeado: Editora
Univates.

v' Calle, E., Breda, A., Font, V. (2022). La complejidad de los objetos matematicos en la
formacion inicial de docentes. En Jesus G. Lugo-Armenta, Luis R. Pino-Fan, Marcel
Pochulu & Walter F. Castro (Ed.). Enfoque Onto-Semidtico del Conocimiento y la Instruccion
Matematicos: Investigaciones y Desarrollos en América Latina (pp. 335-354). Osorno: Editorial
Universidad de Los Lagos.

v' Calle, E., Breda, A. (2019). Reflexién sobre la complejidad de los objetos matematicos
en la formacion inicial de profesores. En Daniel Aguilar, Martha Cobos, Luis Claudio

Cortés, Enma Campozano (Eds.). La Investigacion Educativa en un Mundo en Constante

Transformacion (pp. 29-50). Cuenca: ASEFIE.

9.5.3 Publicacion en Actas de Congresos

v' Calle, E., Oyervide, M., Alvarez, N., y Breda, A. (2022). Anélise de uma tarefa de medida
de tendéncia central com a ferramenta adequagao didatica: um olhar desde a formagao
inicial de professores. In Cristiane Antonia Hauschild Johann & Sérgio Nunes Lopes
(Org.). Anais do 11" Congresso Internacional de Ensino e Aprendizagens, V11, Semindrio
Institucional do Pibid/ Univates, 11 Semindrio do Residéncia Pedagdgica/ Univates (pp. 183-180).
Lajeado: Editora Univates.

v' Calle, E., Breda, A., y Font, V. (2020). Significados de las medidas de tendencia central
contemplados por profesores de matematica en sus trabajos de fin de master. In 1/
Encuentro Internacional en Edncacion Matemitica (pp. 457-462). Barranquilla: Universidad del
Atlantico.

v' Calle, E., Breda, A., y Sala, G. (2020). Conhecimento de futuros professores sobre os

diferentes significados do objeto matematico média aritmética. In Anais do XIV”
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Semindrio Sul-Mato-Grossense de Pesquisa em Educagao Matemitica (SESEMAT) (pp. 177-
184). Mato Grosso do Sul. UFMS.

v’ Breda, A., Font, V., y Calle, E. (2019). La idoneidad did4ctica en la formacién de
profesores de matematicas. En Actas del X1 Conferencia Interamericana de Educacion

Matematica (X1 CLAEM) (p. 1-9). Medellin: IACME.
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