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Formulacién general del Programa
Método directo de solucién

Opt f(x1,...,Xn)
sujeta a:  gi(x1,...,%y) = b1 m < n.

g(Xx1,. .-y Xn) = b2 con f, g €C?D).
D Cc R" abierto.

(1)

El conjunto factible es el definido por:

F={XeR" | g(X)=b1,..., gn(X) = bm}.
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Formulacién general del Programa
Método directo de solucién

La condicién m < n nos dice que el nimero de ecuaciones debe ser
menor que el ndmero de incognitas, ya que, en caso contrario el
sistema puede no tener solucién o una tnica solucién y en
consecuencia, resolver el programa no tiene sentido.
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Método directo de solucion

El método directo de solucién por eliminacién de variables consiste
en reducir el problema con n variables y m restricciones a un
problema de n — m variables sin restricciones mediante la
resolucién del sistema de m ecuaciones de las restricciones.
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Optimizacién con restricciones de igualdad

Problema general

Método de Lagrange

Interpretacion econémica de los multiplicadores de Lagrange

Formulacién general del Programa
Método directo de solucién

La descripcién formal del proceso es la siguiente:

Paso 1: En el sistema de ecuaciones que describe el conjunto
factible tenemos m variables no bésicas Xyg y n — m variables
basicas Xg, despejamos las variables no bdsicas en funcién de las

basicas,

gl(Xla 7Xn) — bl
g2(x1, .-, Xn) = b2
gm(Xla aXn) = bm
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Formulacién general del Programa
Método directo de solucién
Paso 2:

basicas,

En la funcién objetivo, sustituimos las variables no basicas por las

f(Xl,...

,Xn) = f()?B,)?NB) = f()?B,q)()?B)) .

Nuestro problema se ha reducido a un problema sin restricciones, lo

resolvemos y encontramos la solucién Xz, entonces, la solucién es

(X5, ® (X8)) = (Xg: Xns) -

=] =
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Optimizacién con restricciones de igualdad
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Ejemplo:

En el problema

min x? 4+ y? 4+ 7> —4x — 8y — 16z
sujetoa: x+y+z=2
x+2y=0

despejamos las (m = 2 variables no basicas del sistema) variables x
e z en funcién de la variable y ( n — m =3 — 2 =1 variables
bésicas) y sustituimos en la funcién objetivo reduciendo el ndmero
de variables de la funcién objetivo a 1. Es decir,
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Formulacién general del Programa
Método directo de solucién

X+y+z=2 N X = =2y
x+2y=0 z=2+y

la funcién objetivo queda reducida a f (y) = 6y? — 12y — 28,
y resolviendo el problema como un programa de éptimos sin

restricciones, obtenemos como resultado que y = 1y la solucién
del problema queda

(X*ay*72*) = (—2}’7}/;24‘)’) = (_27173)
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Formulacién general del Programa
Método directo de solucién

Ejemplo:

En el problema

Opt (x=1)?+y?
sujeto a:  y? = 4x

Encontrar la solucién grificamente y por sustitucion.

=] =
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Formulacién general del Programa
Método directo de solucién

Figure: Dibujo problema

Al resolver el problema anterior jsale la solucién correcta? En caso
negativo, jpor qué razén?

=] =
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Optimizacién con restricciones de igualdad Formulacién general del problema

Problema general Condicién necesaria de optimalidad de primer orden
Método de Lagrange Condicidn suficiente de optimalidad de segundo orden para maxir
Interpretacion econémica de los multiplicadores de Lagrange Condicién suficiente de optimalidad de segundo orden para minin

Dada la formulacién general del problema de optimizacién con
restricciones de igualdad, definimos la funcién de Lagrange
correspondiente mediante:

L(xt, - Xm AL, Am) = F(X) = > Ni(&i(%) — bi),
i=1

donde a los valores \A; se les llama multiplicadores de Lagrange o
también precios sombra.

Si X° es un punto factible del problema entonces,

f(%°) = L(%°; X°).
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Formulacién g | del probl,
Condicién necesaria de optimalidad de primer orden

Condicién suficiente de optimalidad de segundo orden para maxir
Condicién suficiente de optimalidad de segundo orden para minin

En lo que sigue, escribiremos para denotar el vector gradiente de
una funcién gi(X):

. _ (981 &1 dg1
Veix) = (8x1’ x' TOxy )’

y para denotar al Jacobiano de la funcién g(x):

= Og1(X 0
Vgi(X) %ﬁf ) %lx(nx )
Jg(X) = : = :
Vgm(X) v (x) dgol%)
o [ = =
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Formulacion g | del probl

Condicién necesaria de optimalidad de primer orden

Condicién suficiente de optimalidad de segundo orden para maxir
Condicién suficiente de optimalidad de segundo orden para minin

Una definicién importante es la siguiente:

Definition
Al punto x° se le llama regular si y sélo si los vectores

Vgi(xX°), Va(x°), ..., Vgm(x°)

son linealmente independientes.
También se puede decir que el rango de la matriz Jacobiana
Vgi(x°)

ng()?o)

sea igual al niimero de restricciones m .
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Formulacién g | del probl

Condicion necesaria de optimalidad de primer orden

Condicién suficiente de optimalidad de segundo orden para maxir
Condicién suficiente de optimalidad de segundo orden para minin

Sea la funcién lagrangiana

L(Xl, ey Xy )\1, ey >\m) = f()_(')—)\l(gl()_(’)—bl)—- . -—)\m(gm()_(')—bm) .

Lz X) = (%) = YN (g(%) — by).

Jj=1

Denotemos como VL(X; X) el gradiente de la funcién de Lagrange.
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Formulacién g | del probl,
Condicion necesaria de optimalidad de primer orden
Condicion suficiente de optimalidad de segundo orden para maxir

Condicion suficiente de optimalidad de segundo orden para minin

Theorem
Dado un punto X° € D que es regular.

En X° la funcién f (X) alcanza un éptimo local, entonces
VL(X°; A\°) = 0 para cierto \° € R™.

[m] = = =
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Fori

lacién
8

| del pi

Condlcmn necesarla de optlmalldad de primer orden
fi d

1 de 1o orden para maxir
Conducuon suficiente de uptlmalldad de segundo orden para minin

Denotemos como HL(X; X) la matriz hessiana de la funcién de
Lagrange. Desarrollada

92L(:X) 82L(%;X)
02x1 Ox10xn
HL(X; A) = : :
92L(%X) B82L(%;X)
OxnOx1 2Xn

=] =
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Formulacién general del problema

Condicién necesaria de optimalidad de primer orden

Condicion suficiente de optimalidad de segundo orden para maxir
Condicién suficiente de optimalidad de segundo orden para minin

Theorem

Sea dado un punto X° que es regular y que satisface la condicién
necesaria (VL(X°; \°) =0).

Si para todo v € R"\{0} tal que

se cumple que

vTHL(X?; X°)V < 0

entonces X° es mdximo local del programa.

Al vector V se le conoce como vector de direccién factible.
o (w1 =
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Formulacién g | del probl
Condicién necesaria de optimalidad de primer orden
Condicién suficiente de optimalidad de segundo orden para maxir

Condicion suficiente de optimalidad de segundo orden para minin

Theorem

Sea dado un punto X° que es regular y satisface la condicion
necesaria (VL()'(‘O; X°) =0).
Si para todo v € R"\{0}tal que

se cumple que

vTHL(°; X°)V > 0

entonces, X° es minimo local del programa.

=} = = = 12N Ge



Optimizacién con restricciones de igualdad

Problema general

Método de Lagrange

Interpretacion econémica de los multiplicadores de Lagrange

Formulacién general del problema

Condicién necesaria de optimalidad de primer orden

Condicion suficiente de optimalidad de segundo orden para maxir
Condicién suficiente de optimalidad de segundo orden para minin

Aplicamos al problema (2) el método de Lagrange:

Lix,y;A) = (x = 1)> + y?

Condicién necesaria:

OLerA) — p(x — 1)+ 4A =0
OL(x,y;\) _
7(3{ ) = —y?2+4x=0

- Ay?

— 4x).

2y(1-XN)=0=y=06 =1

Siy=0=x=0= —2+4X=0= X= 3. Candidato (0,0; 3).

SiA=1=2(x-1)+4=0=x—-1=2=x=-1=y>=—4
que no tiene resultado en el campo de los niimeros reales.
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For ion g | del probl

Condicién necesaria de optimalidad de primer orden

Condicién suficiente de optimalidad de segundo orden para maxir
Condicion suficiente de optimalidad de segundo orden para minin

Condicién suficiente:

PL(x,y;\)  02L(x,y;)\)

. _ 02x Ox0y
HLOG YA = | 21y 2Ly
Oy dx 9%y

En nuestro caso:

2 0 2 0
HL(x,y;)\)z(O 2_2)\)wHL(0,0;%)=(0 1),

que es definida positiva, y por tanto el candidato es un minimo
local o condicionado del problema.

o = = = 12N Ge



El teorema
Ejemplo

Theorem

Sea el problema general (1) que para b= (b1, -+, bm) la funcién
objetivo posee un éptimo local sobre el conjunto factible en el
punto (X*; \*) que es regular. Entonces,

of(b) ., .
8—bi—>\,- parai=1--- m.

[m] [ = =
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Optimizacién con restricciones de igualdad
Problema general El teorema
Método de Lagrange Ejemplo
Interpretacién econémica de los multiplicadores de Lagrange

Las restricciones de igualdad obligan al uso de toda capacidad de
los inputs (uso total de los recursos), es decir, no podemos
disponer de mas unidades de recursos o dejar de disponer algunas
unidades.

La pregunta es jcudnto estariamos dispuestos a pagar para que se
nos liberase del cumplimiento de la restriccion? 6 jcudl es el precio
sombra de la restricciéon?

Véase un ejemplo.
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Optimizacién con restricciones de igualdad
Problema general El teorema
Método de Lagrange Ejemplo
Interpretacién econémica de los multiplicadores de Lagrange

Un empresario necesita K unidades de capital y L horas de trabajo
para producir @ unidades de un producto, segtn la funcién de
produccién

Q(K,L) = 60Kz L3

El precio del capital es de 20% por unidad y el coste de una hora de
trabajo es de 15%.

(1) { Qué cantidad de capital y trabajo producen 4200 unidades de
producto con un coste minimo?

2) ;Cémo varia aproximadamente el coste minimo si se han de
producir 4250 unidades?
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Optimizacién con restricciones de igualdad
Problema general El teorema
Método de Lagrange Ejemplo
Interpretacién econémica de los multiplicadores de Lagrange

La funcién de Lagrange: (L(K,L;\) = L(K,L; X))

L(K, L;\) = 20K + 15L — A\(60K2 L3 — 4200).

El punto critico es (171.62,152.55) con multiplicador A = 1.63.
La hessiana es

3.1 1 2
15AK 2 L3 —10AK" 2L 3
H‘C(Kv La/\): _1r,_2 40 1, _5 )
—10AK 2L 3 FAK2L73
que evaluada en el punto critico, HL(171.62,152.55), es definida
positiva y por lo tanto el punto critico es un minimo local o

condicionado del problema.
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El teorema
Ejemplo

El coste minimo es
C(171.62, 152.55) = 20 x 171.62 + 15 x 152.55 = 5720.65%.

Si la produccién aumenta en 50 unidades, el coste minimo varia
aproximadamente en 1.63 x 50 = 81.5 $.

=} = = = £ DA
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