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Resum: El 1983 Dennis Sullivan tanca un problema de dinamica holomorfa, sobre
aplicacions racionals de I'esfera de Riemann, que feia més de seixanta anys que estava
obert. Amb les mateixes técniques va fer una nova demostracié d’'un teorema d’Ahlfors
sobre grups kleinians, i va iniciar un periode d’intensa activitat i interaccié entre les
dues arees.
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1 Introduccio

Dels dos teoremes als quals fem referencia en el titol de I'article, un és sobre
grups kleinians i I’altre sobre dinamica holomorfa. I parlem d’una tinica de-
mostracio perque el 1983 Sullivan resolgué el celebre problema de Fatou-Julia
sobre dominis errants, en dinamica holomorfa, i essencialment amb el mateix
argument dona una nova demostracié del teorema de finitud d’Ahlfors, en
grups kleinians. D’aquesta manera comencava una intensa collaboracié entre
les dues arees, i ho volem explicar en aquest article.

Comencem per la teoria de grups kleinians, iniciada a finals del segle X1x
amb els treballs de Felix Klein [18] i Henri Poincaré [30] (que li dona el nom
en honor de Klein). Un grup kleinia I' és un grup discret de transformacions
de Mobius, o homografies, de ’esfera de Riemann C = C U {o} = CP!, és a
dir, aplicacions ge la forma y(z) = (az + b)/(cz + d). Quan parlem de I'orbita
d’'un punt z € C, ens referim al conjunt I'z := {y(z), y € I'l. Per a tot grup
kleinia I tenim una particié dinamica de I'’esfera de Riemann C = CU {0} en
dos conjunts invariants R

C =AM uQ(@D),
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on A(I') (tancat) denota el conjunt limit o conjunt de punts d’acumulacio d’'una
orbita I'z ¢ C qualsevol (no depén de I’orbita escollida), mentre que el seu
complementari Q(I') és I’obert conegut com a conjunt ordinari, o normal, o
també com a domini de discontinuitat, ja que I' actua de manera propiament
discontinua a Q(I') (és a dir, totes les orbites son conjunts discrets de punts
a Q(I')). Sovint, el conjunt limit d’'un grup kleinia és un conjunt fractal, com
per exemple el de la figura 1.

FIGURA 1: Exemple de conjunt limit d’'un grup kleinia. (Font: Chris King.)

A la década de 1960 hi va haver contribucions molt rellevants amb els
treballs de Lars Ahlfors i Lipman Bers [1, 2, 3], que, inspirant-se en resultats
previs de Teichmiiller, van desenvolupar la teoria de deformacions quasicon-
formes per a grups kleinians, relacionant-los amb les superficies de Riemann.
Un dels principals teoremes és el teorema de finitud d’Ahlfors [1], un dels
dos protagonistes del text que ens ocupa. Aquest resultat estableix que el
quocient del domini de discontinuitat Q(I') per I'acci6 del grup I' té un nombre
finit de components que so6n superficies de Riemann de tipus finit, és a dir,
conformement equivalents a una superficie compacta menys un nombre finit
de punts.

Parallelament, a comencaments del segle XX, i motivats per processos itera-
tius com els generats pel meétode de Newton, aixi com per les solucions d’equa-
cions funcionals, Pierre Fatou ([13]) i Gaston Julia ([16]) desenvoluparen la teoria
d’iteracio de funcions holomorfes. En aquest context, si f = P/Q és una funci6
racional (irreductible) de grau d > 2, on d = grau( f) = max{grau(P), grau(Q)},
I'orbita d'un punt zy € C ve donada per I'aplicacié successiva de f, que dona
lloc a la successio

O(zo) ={z0,21,.--y2Zn,... },

on z, := f™"(zp) := fo Moo f(zp), per an = 1. Observem que, a diferéencia
de la situaci6 anterior, aqui les orbites venen amb una relaci6é d’ordre, i ens
preocupem, doncs, del seu comportament asimptotic quan n tendeix a infinit.
Analogament al cas dels grups kleinians, '’esfera de Riemann també es descom-
pon en dos conjunts totalment invariants (és a dir, invariants per f i per les
diferents branques de f~1),

C=7(f)uFf),
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on F(f) denota el conjunt normal o de Fatou o conjunt de punts per als quals
la successio d’iterats (fy), €s equicontinua (o normal), mentre que el seu
complementari, 7(f), es coneix avui com a conjunt de julia, i és el conjunt en
qué f té un comportament caotic (vegeu la figura 2). Intuitivament, podem
veure I'analogia del conjunt de Julia amb el conjunt limit d’'un grup kleinia
considerant el grup generat per les diferents branques de la inversa de f (alla
on estiguin ben definides), I = (f1,..., f4), ja que, en efecte, es dona que 7J(f)
coincideix amb els punts d’acumulaci6 de I’orbita de qualsevol punt sota I'acci6
de I (en el sentit definit anteriorment).

0.12
23 -

FIGURA 2: En negre, el conjunt de Julia de la funci6 f(z) = z3 —

Fent us de la teoria de families normals, que Paul Montel ([24]) havia desen-
volupat feia poc, Fatou i Julia van arribar a obtenir una classificacié exhaustiva
dels possibles components connexos periodics del conjunt de Fatou, és a dir,
d’aquells components U C F(f) tals que fP(U) = U per a alguna p > 1. Van
deixar oberta, no obstant aixo, la possible existéncia dels dominis errants, és a
dir, components del conjunt normal que no fossin periodics ni antiimatges de
components periodics. Aquest problema, junt amb d’altres, va romandre obert
durant més de seixanta anys, un periode letargic de la dinamica complexa en
espera de noves eines per seguir avancant.

El 1985 Sullivan va publicar la soluci6 del problema de Fatou-Julia sobre do-
minis errants. En un article excepcional [33], Sullivan no només resolia aquesta
qiestié de dinamica holomorfa que feia tant temps que estava oberta, sin6
que, amb un argument molt semblant (usant deformacions quasiconformes),
feia una nova demostracié del teorema de finitud d’Ahlfors. La demostraci6 de
Sullivan va descobrir punts en comu entre els dos temes de recerca i dona lloc
al que s’anomena diccionari de Sullivan, que estableix analogies entre objectes,
resultats i idees dels dos camps.

L’impacte que va tenir aquest resultat va ser majuscul, no tant pel teorema
en si mateix (que també), siné perque va obrir vasos comunicants entre dues
arees que fins aleshores s’havien considerat diferents, fet que va provocar
una explosio de nous avencos en aquestes disciplines (molts d’ells del mateix
Sullivan) al llarg de finals del segle xx. La teoria de funcions quasiconformes
havia penetrat amb forca a la dinamica complexa —la técnica que es coneix com
a cirurgia quasiconforme [10] és avui part de la formaci6 basica de qualsevol
estudiant de doctorat a I’area.
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Dennis Sullivan va rebre el premi Abel 2022 i vam pensar que seria una
bona ocasi6 per escriure el present article.

La resta de 'article esta dividida en tres seccions més. A la segona seccio,
introduim els grups kleinians i les nocions necessaries per enunciar el teorema
de finitud d’Ahlfors; a la tercera seccio, fem el mateix amb la dinamica holo-
morfa i el teorema de no existéncia de dominis errants. Finalment, a la secci6 4
presentem un esbos de les dues demostracions, que séon dues aplicacions d'una
mateixa idea, fent servir eines que serveixen tant per a dinamica holomorfa com
per a grups kleinians. Ho aprofitem per acabar amb el diccionari de Sullivan,
que estableix analogies entre els dos camps.

2 Grups kleinians i el teorema de finitud d’Ahlfors

2.1 Grups kleinians

En aquesta secci6 fem una breu introduccié als grups kleinians, és a dir, grups
discrets de transformacions de Mobius o homografies de I'esfera de Riemann
(0 la recta projectiva complexa) C = C U {oo} = CP'. Aquestes homografies son
transformacions racionals de grau 1, és a dir, aplicacions de la forma z — ?j:fi’
Mitjancant els coeficients a, b, c i d, el grup d’homografies s’identifica de
manera natural al grup de matrius PSL, (C), és a dir, el grup de matrius 2 X 2 a
coeficients complexos i determinant 1, llevat de signe (vegeu, per exemple, [6]).

EXEMPLE. Considerem el grup modular I' = PSL,(Z), que és discret i, per tant,
un grup kleinia. Es a dir, el grup de transformacions conformes z — ‘Cljis
amb a,b,c,d € Ziad - bc = 1. Aquest grup actua de manera propiament
discontinua en el semipla superior {z € C | Im(z) > 0}. A la figura 3 en
representem un domini fonamental. Des del punt de vista dels grups kleinians,
ens mirem I' com un grup de transformacions de tota ’esfera de Riemann C.
El grup I actua de manera propiament discontinua als semiplans superior i

inferior {z € C | Im(z) # 0} i les orbites s’acumulen al cercle real R=RU {o0}.

{zeC|Im(z) > 0}

FIGURA 3: El domini D = {z € C | -3 < Re(2) < 3, |z| = 1} és un
domini fonamental per al grup modular I' = PSL,(Z): cada orbita de I en
el semipla {z € C | Im(z) > 0} talla un sol punt de l'interior de D, o bé
en un o dos punts de la vora de D.
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Recordem de la introduccio que el conjunt de punts d’acumulacié d’una
orbita I'x c C s’anomena conjunt limit i es denota amb A(I'). En el cas que
I' sigui finit, seguim la convenci6 que A(I') = @. Recordem també que el domini
de discontinuitat d’'un grup kleinia és el complement del conjunt limit Q(I') =
C — A(). Tenim una particié dinamica C = Q(I') U A(T'), perque l'accio de T’
a Q(T') és propiament discontinua i el tancat A(I') és el subconjunt de punts
d’acumulaci6 de qualsevol orbitaI'x = {yx | y € T'}.

En I'exemple del grup modular I' = PSL»(Z), tenim que A(T') = R és un cercle
ique Q(I') = {z € C | Im(z) # 0} consisteix en dos discs, tal com es pot veure
a la figura 4.

D

FIGURA 4: El conjunt limit del grup modular PSL,(Z) és A(T') = @, que
representem com I'’equador a la figura.

LEMA 1. La cardinalitat del conjunt limit |A(I')| és0, 1, 2 0 .

DEFINICIO 2. Un grup kleinia I es diu que és elemental quan |A(T')| < 2 i no
elemental quan |A(T')| > 2, és a dir, quan |A(T')| = oo.

Els grups elementals tenen una dinamica molt senzilla: si |[A(I')| = 2, la
dinamica és d’atractor/repulsor, i si |A(I')| = 1, la dinamica és parabolica. A
més, algebraicament els grups elementals sén o bé finits (aleshores, A(I') = 0),
o bé una extensi6 finita de Z (aleshores, |A(I')| = 1 o 2) o de Z2 (aleshores,
IA(T')| = 2). La teoria de grups kleinians se centra en els grups no elementals i
d’ara endavant suposarem que tots els grups kleinians séon no elementals.

PROPOSICIO 3. SiT és un grup kleinia, aleshores A(I') és compacte, perfecte i
minimal.

Quan es diu que A(T') és perfecte, vol dir que no té punts aillats, i que sigui
minimal vol dir que qualsevol orbita s’acumula en tot A(T).

EXEMPLE. Un grup fuchsia és un grup discret de PSL>(R), és a dir, un grup
d’isometries del pla hiperbolic en el model del semipla {z € C | Im(z) > 0}. El
nom també és degut a Poincaré [29], en honor dels treballs de Lazarus Fuchs.

De la mateixa manera que per al grup modular, mitjancant la inclusio
PSL>(R) c PSL,(C), un grup fuchsia es pot veure com un grup kleinia, i el
conjunt limit A(I') és un subconjunt del cercle R. Aixo inclou els grups de
superficie de génere g > 1; en aquest cas el conjunt limit és A(I') = R, com a la
figura 4.



148 Nuria Fagella i Joan Porti

EXEMPLE. Els grups de Schottky prenen el nom dels primers exemples de
Friedrich Schottky [31]. Considerem quatre discs disjunts A,B,C,D C C, com a
la figura 5. Siguin y;, y» € PSL,(C) automorfismes conformes tals que:

y1I(C-B)=A i y(C-C)=D.

-
ol

FIGURA 5: Grup de Schottky, generat per yi,y» € PSL,(C), que complei-
xen y1(C-B) =Aiy.(C-C) =D.

Y1 Y2

FIGURA 6: Orbites dels cercles, que s’acumulen en un conjunt de Can-
tor A(T). En particular, Q(I') = C—A(T') és una superficie planar connexa
d’area infinita.

Es a dir, y; defineix un homeomorfisme entre I’exterior de B i I'interior
de A, i y> ho fa entre 'exterior de C i I'interior de D. En particular, y; (A) C A
iy2(C) cC.

Per construccio, y1(A), y1(C) i y1(D) son cercles disjunts a I'interior de A,
i tenim afirmacions similars per a y;! i y;!. Si iterem aquest procés, obtenim
inclusions successives amb les quals demostrem que y; i y» generen un grup
Iliure que és discret. A més, el conjunt limit A(I') en aquest cas és un conjunt de
Cantor, que és el limit de les iteracions de cercles, representat a la figura 6. El
domini de discontinuitat Q(I') = C — A(T') és connex, pero té topologia infinita.
La superficie Q(I') /T és una superficie compacta de génere 2.
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Per al proper exemple necessitem una definicié que s’utilitza tant en grups
kleinians com en dinamica holomorfa, i que farem servir en seccions poste-
riors. La noci6 de quasiconformitat és una relaxaci6 de la conformitat. Si una
aplicacié conforme porta cercles a cercles (a nivell infinitessimal), una aplicaci6o
quasiconforme porta cercles a corbes que potser no sén cercles, pero que estan
contingudes entre dos cercles de radi controlat.

DEFINICIO 4 (HOMEOMORFISME QUASICONFORME). Un homeomorfisme ¢: U —
V entre dos oberts de C s’anomena K-quasiconforme si, per a tot x € U, es
compleix

Iy supt[¢p(z) —Pp(X) Iz =x|=7} _
Hg () = msup 2 on ) (0 | 1z=x| =1} = &

Diem que ¢ és quasiconforme quan és K-quasiconforme per a algun K > 1. Ser
1-quasiconforme equival a ser holomorfa o antiholomorfa.

Geomeétricament, si una aplicaci6 conforme preserva angles, una de quasi-
conforme pot distorsionar-los, pero de manera controlada.

EXEMPLE. Un grup quasifuchsig és un grup kleinia pel qual existeix un homeo-
morfisme quasiconforme ¢: C — C tal que ¢pI'¢p~! és fuchsia, on el conju-
gat ¢pI'¢p~! denota el grup format per elements de la forma ¢py¢p—! amb y €T.
Es pot demostrar (per exemple a [17, teorema 8.17]) que un grup és quasi-
fuchsia si i només si el seu conjunt limit és la imatge d'una circumferencia per
un homeomorfisme quasiconforme, com a la figura 7.

FIGURA 7: Conjunt limit d'un grup quasifuchsia representat al pla C C C.
El domini de discontinuitat Q(I') té dos components homeomorfs a discs.
(Font: Dave Dumas.)

EXEMPLE. Les deformacions de I'exemple anterior s’anomenen quasiconformes.
Es poden construir deformacions d’un grup kleinia I' que no son necessa-
riament quasiconformes. Considerem representacions de I' en PSL, (C) fidels
i discretes (és a dir, morfismes de grup I' — PSL,(C) injectius amb imatge
discreta). D’aquesta manera, es poden deformar grups que deixin de ser quasi-
fuchsians i obtenir conjunts limit que ja no s6n corbes simples. En particular,
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pot haver-hi grups «amb cusps», com a la figura 8, o grups que s’anomenen
degenerats, com a la figura 9, també pot ser una manera de construir corbes
de Peano de Q és a dir, aplicacions continues del cercle S! a C = S2 que
son equivariants per 'accié d’'un grup de Mobius. Aquestes corbes de Peano
s’anomenen aplicacions de Cannon-Thurston [23] i s’obtenen com a aplicacio
del conjunt limit d'un grup fuchsia, que és §-, 1. al conjunt limit del grup kleinia,
que pot ser tot C = S2.

FIGURA 8: Conjunt limit d’'un grup que no és quasifuchsia, representat a
I'esfera C. El domini de discontinuitat Q(I') té infinits components, que
son discs. (Font: Curt McMullen.)

FIGURA 9: Conjunt limit d'un grup kleinia degenerat. En aquest cas el
domini de discontinuitat Q(T') és connex. (Font: Jeff Brock.)

Els grups kleinians estan relacionats amb les varietats hiperboliques de
dimensi6 tres, perqueée I'esfera de Riemann C és la frontera ideal de I'espai
hiperbolic H3. A més, PSL,(C) és el grup d’isometries de I’espai hiperbolic
que preserven l'orientacio: tota isometria de H3 s’estén de manera natural a
una Unica transformacié de Mobius de C. Mitjancant aquesta relacio, I'estudi
dels grups kleinians va renovar el seu interes a la década del 1980, a partir dels
treballs de Thurston en varietats hiperboliques tridimensionals [35]. Sens dubte,
I’embranzida que li va donar Sullivan va ser-ne una altra de les causes.
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2.2 El teorema de finitud d’Ahlfors

Per simplificar 1’exposicié, considerem grups kleinians I' < PSL>(C) que no
tenen elements d’ordre finit, és a dir, elements y € PSL,(C) no trivials que
compleixen que y™ és trivial per a un cert n € N. Tots els enunciats es poden
formular sense dificultat en el cas que I' tingui elements d’ordre finit, pero
I'exposicio és una mica més llarga. A més, pel lema de Selberg tot grup klei-
nia I' < PSL>(C) té un subgrup Iy < I d’index finit sense elements d’ordre finit,
i molts arguments es redueixen a aquest cas [17].

Sigui I' < PSL>(C) un grup kleinia amb domini de discontinuitat Q(T’).
Com que Q(I') és un obert de I'esfera de Riemann, possiblement amb infinits
components o amb topologia infinita, Q(I') és una superficie conforme (és a
dir, una superficie amb un atles conforme o holomorf). A més, I'acci6 de I'
a Q(T') és conforme i propiament discontinua i, com que suposem que no hi ha
elements d’ordre finit, I'accié de I' a Q(I') no té punts fixos. En conseqiiencia, el
quocient Q(T') /T és una superficie de Riemann.

TEOREMA 5 (FINITUD D’AHLFORS, 1964 [1]). Sigui I' un grup kleinia amb un
nombre finit de generadors. Aleshores la superficie Q(I') /T és hiperbolica de
tipus conforme finit.

Una de les conseqiiéncies del teorema és que Q(I')/I' té un nombre finit
de components, la qual cosa es pot veure com un resultat analeg al teorema de
Sullivan sobre la no existéncia de dominis errants.

Una superficie de Riemann pot ser elliptica (si és ’esfera de Riemann Q)
parabolica (si és C, C/Z, o C/Z?) o hiperbolica (tota la resta).

DEFINICIO 6 (TIPUS CONFORME FINIT I HIPERBOLICITAT). Una superficie de
Riemann és de tipus conforme finit si és conformement equivalent a una super-
ficie de Riemann compacta, possiblement menys un nombre finit de punts.

Si una superficie de Riemann és hiperbolica, aleshores és el quocient d'un
disc per un grup discret de transformacions conformes, i la metrica de Poincaré
del disc indueix una meétrica hiperbolica de la superficie de Riemann. Ser de
tipus finit és equivalent a tenir area hiperbolica finita.

Donat un component connex Qg del domini de discontinuitat Q(I'), denotem
amb I el seu estabilitzador aI', [y ={y € I' | yQp = Qp}. La part més interessant
de la demostraci6 del teorema de finitud d’Ahlfors és la proposici6 segiient.

PROPOSICIO 7. Per cada component connex Qg de Q(I'), el conjunt limit del seu
estabilitzador Iy és tota la frontera de Qgy, A(Iy) = 0Q.

Com que Iy estabilitza Q, el conjunt limit A(Iy) és un subconjunt de 0Qy,
ATp) € 0Qo, ila teoria classica de superficies hiperboliques ens diu que tenim
igualtat, A(Iy) = 0Qp, si i només si Qy/Iy és una superficie de Riemann de
tipus finit. Aquesta proposiciéo es podria veure com una conseqiiéncia del
teorema de finitud d’Ahlfors, pero en realitat és una etapa molt important de la
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demostracio. Ens fixem en aquesta proposici6 i en el fet que Q/T" té un nombre
finit de components, perque és on Sullivan va fer una nova demostracié en
I'article de dinamica holomorfa, com explicarem més endavant.

3 Dinamica holomorfa i el teorema de Sullivan

3.1 Transformacions racionals: dinamica holomorfa

Donada una funci6 racional f(z) = g(é)), on P i Q s6n polinomis sense termes

en com, hom pot considerar el sistema dinamic generat per la iteracio6 de f,
és a dir, les orbites (z,, := f"(zp))y de les diferents condicions inicials zg € C.
Processos iteratius d’aquesta mena apareixen de manera natural en modelar
fenomens que evolucionen en temps discrets, o en algorismes numerics de, per
exemple, calcul aproximat d’arrels de polinomis, com podria ser el conegut
metode de Newton.

La funci6 racional f, i, per tant, el sistema dinamic, s’estén de manera
natural a ’esfera de Riemann C := C U o, equipada amb la meétrica esférica,
estenent f per continuitat als zeros de Q (pols de f) i a I'infinit. Les orbites
de f poden comportar-se de maneres diferents. Aixi doncs, entre elles trobem
els equilibris del sistema, és a dir, les orbites periodiques de periode p, quan
Zn = Zns+p Per aalguna p = 11 per a tota n € N U {0}; o les que tendeixen a
una orbita periodica; o, ben diferentment, les que es comporten de manera
aparentment erratica o caotica, com per exemple omplint de manera densa
alguna part de l'esfera.

L’objectiu dels sistemes dinamics en general, i de la dinamica holomorfa en
particular, és estudiar i classificar el comportament asimptotic de les orbites
en termes de la condici6 inicial. Donat que les transformacions de Mdbius
tenen una dinamica forca simple, considerarem sempre que el grau de la
funcio racional, d := max{grau(P), grau(Q)}, és més gran o igual que 2, on
d coincideix amb el nombre d’antiimatges de qualsevol punt de C, comptades
amb multiplicitat.

Tal com hem esbossat a la introduccio, ’esfera es divideix en dos conjunts
totalment invariants (és a dir, formats per orbites que no es barregen entre
elles), que es defineixen com segueix.

DEFINICIO 8. El conjunt de Fatou d’una funcio6 racional f és el conjunt obert
més gran de C tal que la familia d’iterats {f"},, és una familia normal o
equicontinua (en la metrica esferica), és a dir,

F(f)={zo € C | {f™}n és normal en algun entorn de zy}.
El seu complementari, el conjunt de Julia de f, es defineix, per tant, com
J(f) =C\F(f) = {zo € C| {f"}n no és normal en cap entorn de zo}.

Veurem a la secci6 4.4 que, en el diccionari de Sullivan, el conjunt de Fatou
és I'analeg del conjunt de discontinuitat d'un grup kleinia, mentre que el
conjunt de Julia correspon al conjunt limit.
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El concepte de familia normal en un obert U fou desenvolupat per Mon-
tel [24] també a comencaments del segle xX, i identifica aquestes families de
funcions com aquelles per a les quals qualsevol parcial en té una que convergeix
uniformement en compactes de U. Les orbites de F(f) son, doncs, les orbites
estables, en el sentit que es comporten de manera similar a les seves orbites vei-
nes. Contrariament, les orbites de J(f) tenen un comportament inestable
o caotic. Un cas particular de les primeres serien aquelles que pertanyen a
una conca d’atraccio, és a dir, als oberts que envolten les orbites periodiques
atractores, que, com el seu nom indica, atrauen totes les orbites del seu voltant.

EXEMPLE (LA FUNCIO z2). El disc unitat (obert) D per a la funci6 f(z) = z2, que
consisteix en orbites que convergeixen en z =0 sota iteracio, és un exemple
d’una conca d’atracci6. O bé, en aquest mateix exemple, també ho és el com-
plementari del disc tancat C \ D, format per orbites que convergeixen unifor-
mement en el punt de l'infinit. Aquests dos conjunts formen el conjunt de
Fatou (o conjunt estable) de la funci6é f(z) = z2. El seu complementari, el cercle
unitat, és, doncs, el conjunt de Julia, i és senzill comprovar que és totalment
invariant (és a dir, £(S') = f~1(S!) = $'),1 que les seves orbites es comporten
d’'una manera radicalment diferent a les descrites anteriorment. Mencionarem,
per exemple, que S! conté un conjunt dens d’orbites periodiques de periodes
arbitrariament alts, en aquest cas repulsores, és a dir, que repelleixen les orbi-
tes properes; pero també que qualsevol entorn d’'un punt de S! cobreix, sota
iteracions successives, tots els punts de 'esfera excepte el zero i 'infinit.

Aquesta ultima propietat s’anomena propietat de superexpansio (blow-up
en angles), i juntament amb la densitat dels punts periodics i moltes altres
caracteristiques interessants (associades al concepte de caos) no son particulars
de z — z2, sin6 que son certes per al conjunt de Julia de qualsevol funcio
racional (i, de fet, de més generals i tot).

En analogia amb les propietats del conjunt limit d’un grup kleinia, mencio-
narem, per exemple, que el conjunt de Julia J(f) és un conjunt perfecte (és a
dir, sense punts aillats) de cardinal infinit; o que les successives antiimatges de
qualsevol punt de I'esfera s’acumulen sempre en tot el conjunt de Julia, fet que
escriuriem formalment com

J(fycfwe (ﬁlf”(w) = z, per algun n € N},

per a qualsevol z € C (excepte com a maxim dos punts), i on es dona la igualtat
size J(f).

De conjunts de Julia n’hi ha una immensa varietat, amb propietats ana-
litiques, geometriques i topologiques ben diferents: hi ha conjunts de Julia
connexos, disconnexos i conjunts de Cantor; continus indescomponibles; de
mesura zero o de mesura positiva; localment connexos o no localment con-
nexos; amb qualsevol dimensié de Hausdorff predeterminada entre 1 i 2, etc.
La relacio entre aquestes propietats i certes caracteristiques dinamiques de
la funci6é f, a vegades només relatives a uns pocs punts, han interessat els
matematics des del 1900 fins avui dia, i han connectat la dinamica complexa
amb diferents ambits de les matematiques, com la topologia, I’analisi, la teoria
geometrica de funcions o la teoria de nombres.
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La propietat de superexpansio juntament amb la invariancia del conjunt de
Julia i el fet que les funcions holomorfes séon funcions localment conformes
excepte al voltant d'un nombre finit de punts fan que els conjunts de Julia
exhibeixin una estructura fractal o autosemblant, que dona lloc a imatges tan
interessants com les de la figura 10. Tot i que Fatou i Julia ja van intuir aques-
ta complexitat, no va ser fins a I'aparici6 dels ordinadors grafics, al voltant
del 1980, que aquests conjunts van poder ser visualitzats. Aquest fet va pro-
vocar un renaixement de la teoria, que va atraure matematics de moltes arees
diferents, entre ells John Milnor, Jean-Christophe Yoccoz i el mateix Dennis
Sullivan. Expliquen els protagonistes de I’época que va ser durant la tardor
del 1981, en un seminari a I'Institut des Hautes Etudes Scientifiques (IHES),
quan Sullivan va exposar la connexi6é entre les deformacions quasiconformes
de superficies de Riemann, la teoria de grups kleinians i la dinamica complexa,
amb la qual cosa obria la porta a multitud d’aplicacions posteriors.

Per a un tractament rigorés de la dinamica de funcions racionals podem
consultar, per exemple, [7, 11, 22].

FIGURA 10: A dalt, a 'esquerra, conjunt de Julia (en negre) d'un polinomi
de grau 2 amb una orbita periodica de periode molt gran; a la dreta,
funci6 racional dibuixada a I'esfera de Riemann (conques d’atraccié en
colors clars). A baix, a ’esquerra, conjunt de Julia (en negre) d'una funci6
racional; a la dreta, conjunt de Julia (en negre) d'un polinomi de grau 2
amb una orbita periodica atractora de periode 9. La figura superior dreta
és cortesia d’Arnaud Cheritat.
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3.2 Els components de Fatou i el teorema de Sullivan

Partint de la definici6, veiem que el conjunt de Fatou és un obert. Per a la
funcié f(z) = z2 (i, de fet, z4 per a qualsevol d amb |d| = 2), hem vist que
F(f) té exactament dos components connexos. Perd aquests séon casos ben
especials (son els productes de Blaschke, analegs dels grups fuchsians), ja que,
per a qualsevol altra funci6 racional, el conjunt de components de F(f) és
infinit (numerable), cada un dels quals anomenat component estable o de Fatou
de la funci6 f. En analogia al conjunt de discontinuitat de grups kleinians, se
sap que el nombre de components de Fatou és sempre 0, 1, 2 0 co.

La total invariancia del conjunt de Julia (al qual pertany la frontera de qual-
sevol component de Fatou) fa que si U és un component de Fatou, f(U) també
ho sigui, essent f: U — f(U) una funcio6 propia (és a dir, una funcié amb grau
finit ben definit i més gran o igual a 1, i que envia la frontera de U a la frontera
de f(U)). Sestableix aixi un sistema dinamic entre els components estables,
els quals es poden classificar en primera instancia de la manera segiient.

DEFINICIO 9. Sigui U un component connex de F(f). Diem que U és
(a) periodic, si f¥(U)=U per aalgun p > 1 (anomenat invariant o fixsip = 1);
(b) preperiodic, si f¥(U) és periodic per a algun k > 1, pero U no ho és; i
(c) errant, si f*(U) n f™(U) = @ per a tot n + m.
Els components periodics van ser classificats amb més detall, en termes

del comportament asimptotic dels iterats ffl‘], essent aquest el contingut del
teorema de classificacié de Fatou [13] (vegeu la figura 11).

FIGURA 11: Els diferents tipus de components de Fatou: conca d’atraccio,
conca parabolica, disc de Siegel i anell de Herman (component en groc).
El grafic mostra també algunes orbites dins dels components invariants.



156 Nuria Fagella i Joan Porti

TEOREMA 10 (CLASSIFICACIO DE COMPONENTS DE FATOU). Sigui U un compo-
nent estable de f de periode p. Aleshores,

(a) U és part d’'una conca d’atraccié d'una orbita periodica atractora, és a dir,
fI = 20 € U, amb |(f7)'(z0)| < 1, 0 bé

(b) U és part d’'una conca d’atraccié d’una orbita periodica parabolica, és a
dir, f"" — zo € 0U, amb | (f?)" (z0)| = 1; 0 bé

(c) U és un domini de rotacio, és a dir, els iterats fP™ son conformement
conjugats a una rotacio rigida z — e*™*, amb x € R\ Q. En aquest cas
U només pot ser simplement connex (disc de Siegel) o doblement connex
(anell de Herman).

Fatou i Julia es basaren en la teoria de Montel per establir aquest teorema de
classificacié, mitjancant un estudi exhaustiu de les possibles funcions limit
de families normals d’iterats. Malgrat aquest avenc, no van saber determinar
si totes elles en realitat existien. No va ser fins al 1942 [32] que Siegel va
demostrar 'existéncia de discs de rotaci6 i fins al 1979 [15] que Herman va fer
el mateix amb els anells que avui porten el seu nom. Aquest és un dels punts
en que la dinamica connecta amb 'aritmeética, en la cerca de les condicions
sobre el nimero de rotacié6 « € R \ Q que asseguren la preséncia d’aquests
objectes. Val a dir que les condicions optimes sén encara avui un problema
no resolt que ha estat central al treball de matematics com Jean-Christophe
Yoccoz [37, 36] o Ricardo Pérez-Marco [27, 28], entre d’altres.

Un cop establerta la classificacié dels components (pre)periodics, va roman-
dre obert durant uns seixanta anys més el problema de la possible existéncia
de dominis errants per a funcions racionals, amb resposta incerta des que
Noel Baker el 1976 va trobar la primera funcié holomorfa (no racional) amb un
domini errant [5]. Com ja hem mencionat anteriorment, va ser al voltant dels
anys vuitanta que Dennis Sullivan va adonar-se que les deformacions quasicon-
formes, ja presents a la teoria de grups kleinians, podien ser utilitzades per
provar el resultat que tancaria la conjectura de Fatou i que avui es coneix com
a teorema de no existencia de dominis errants (no wandering domains theorem
en angles) o simplement com a teorema de Sullivan.

TEOREMA 11 (NO EXISTENCIA DE DOMINIS ERRANTS, 1985 [33]). Sigui f una
funcio racional i U un component de F(f). Aleshores U és periodica o preperio-
dica, és a dir, existeixen n,m € N U {0}, n = m, tals que f™(U) = f™(U).

Amb els mateixos arguments, Sullivan redemostrava també el teorema de
finitud d’Ahlfors, i obria la connexi6o entre la teoria de grups kleinians i la
dinamica holomorfa.

4 Deformacions quasiconformes i la demostracio de Sullivan

4.1 Funcions quasiconformes i coeficients de Beltrami

Com hem vist a la definici6 4, la quasiconformitat representa una versi6o més
feble de la conformitat; tal com s’ha comentat, les funcions conformes conser-
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ven els angles, mentre que les funcions quasiconformes els poden distorsionar,
tot i que de manera limitada. Sn homeomorfismes no necessariament dife-
renciables, tot i que ho son en gairebé tot punt. Malgrat aquesta limitacio,
molts teoremes sobre funcions conformes, quan sén expressats adequadament,
mantenen la validesa per a funcions quasiconformes.

El coeficient de Beltrami és una eina clau per a I’estudi d’homeomorfismes
quasiconformes.

DEFINICIO 12 (COEFICIENT DE BELTRAMI). Sigui p: U — C una funcié mesura-
ble. Diem que u és un k-coeficient de Beltrami en U si

[lu(z)|lee <k <1 gairebé per atotz e U.

Diem que u és un coeficient de Beltrami si ¢ és un k-coeficient de Beltrami per
a algun k < 1. Dos coeficients de Beltrami en U sén equivalents si coincideixen
en gairebé tot punt de U.

PROPOSICIO 13 (QUASICONFORMITAT I COEFICIENT DE BELTRAMI). Un homeo-
morfisme ¢: U — V entre dos oberts de C que preserva l'orientacio és K-
quasiconforme si i només si ¢ té derivades generalitzades (en el sentit de les
distribucions) a L}, . i

. 0zp(u)
IJ¢,(M) ' 0z (u)
és un k-coeficient de Beltrami amb k = %

Si ¢p: U — C és una funcio que té derivades L: . i0:¢p(u)/d,¢p(u) és un k-
coeficient de Beltrami (pero potser ¢ no és un homeomorfisme amb la imatge),
diem que ¢ és una funcié K-quasiregular.

D’alguna manera, pg (1) mesura com de lluny es troba ¢ de ser una funcio6
conforme en el punt u i, per tant, de preservar angles —observem que les
equacions de Cauchy Riemann 0s¢ (1) = 0 correspondrien a pu(u) = 0.

Vegem a continuacié com els coeficients de Beltrami poden ser transportats
mitjancant les funcions quasiregulars. Aquesta operacié s’anomena transport
enrere (pullback en angles).

DEFINICIO 14 (TRANSPORT ENRERE I INVARIANCIA). Donat un coeficient de Bel-
trami y en V i una funci6 quasiregular f: U — V, definim el transport enrere
de u per f com el coeficient de Beltrami definit a U per

0zf (u) + u(f(u))o.f(u)
O-f (W) + u(f(w)azf(u)

frfuu) =

Diem que u és f-invariant si f*u=u, entés com que p(u) = f*u(f(u)) gairebé
peratotu € U.
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Observem que, en el llenguatge dels pullbacks, el coeficient de Beltrami pig
definit per la funci6 ¢ s’escriu com

He = ™ po,
on uo = 0 és el que s’anomena estructura complexa estandard. Es dedueix del

lema de Weyl [2, 19] que una funci6é f quasiregular és holomorfa si i només si
S* 1o = o.

DEFINICIO 15 (EQUACIO DE BELTRAMI I INTEGRACIO). Donat un coeficient de
Beltrami u, I’equacio en derivades parcials

0:¢p = n(z)o-¢

es coneix com a equacio de Beltrami. Integrar u vol dir trobar una funci6
quasiconforme ¢ que resolgui I'’equaci6 de Beltrami o, equivalentment, trobar ¢
tal que pg = p = ¢p* o, en queé recordem que totes aquestes igualtats han de
complir-se gairebé per a tot punt.

Els coeficients de Beltrami tenen una interpretacié geometrica: pensem
que u(z) codifica la informaci6é d’una ellipse infinitesimal tangent a z (modul
reescalament), de manera que u és un camp mesurable d’ellipses tangents
a un obert U, definit gairebé pertot, i les excentricitats son uniformement
acotades. Una aplicacié quasiconforme f: U — V és derivable gairebé pertot
i la seva diferencial pot utilitzar-se per fer el transport enrere de cada una
de les ellipses infinitesimals tangents a un punt de V, i obtenir un nou camp
d’ellipses tangents a U. L’estructura complexa estandard ug = O correspon a un
camp de cercles i tota aplicacié holomorfa preserva py, és a dir, porta cercles
infinitesimals a cercles infinitesimals. Es pot veure, doncs, que un coeficient de
Beltrami indueix una estructura complexa a I'obert U (o en una superficie
de Riemann, si es defineixen apropiadament). No entrarem en detall en aquesta
direcci6 i remetem el lector a [10].

El famos teorema d’integrabilitat o measurable Riemann mapping theo-
rem (MRMT) demostrat per Morrey, Bojarski, Ahlfors i Bers [26, 9, 3] ens diu
que tots els k-coeficients de Beltrami sén integrables.

TEOREMA 16 (TEOREMA D’INTEGRABILITAT O MRMT). Sigui p un k-coeficient de
Beltrami en U, per a algunk < 1,onU = C (resp. U = C o U= D). Aleshores
existeix una funcio quasiconforme ¢: U — C (resp. p: U - Co ¢p: U — D) tal
que Uy = U gairebé pertot. A més, qualsevol altra @ que compleixi py = [ és de
la forma @ = f o ¢, on f és un isomorfisme conforme de C (resp. de C o D).

Fem notar el perqué del nom d’aquest teorema observant que si 4 = g = 0,
i U és conformement equivalent al disc (és a dir, U ¢ C simplement connex),
aleshores la funcié quasiconforme ¢: U — D que ens dona el teorema compleix
que ¢* Lo = Uo i, per tant, és conforme pel lema de Weyl. En altres paraules,
¢ és exactament la funcié de Riemann que envia U al disc unitat. Val a dir, per
acabar, que la definicié dels coeficients de Beltrami a ’esfera de Riemann C (o
en una superficie de Riemann general) requereix 1'is de cartes i de la notacio
adequada (vegeu, per exemple, [12, capitol 13] o [10, secci6 1.3.7]).
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4.2 L’espai de deformacions quasiconformes

En aquesta secci6é construim espais de deformacions quasiconformes tant per
a funcions racionals com per a grups kleinians.

Donada una funcié racional f, diem que g és una deformacio quasiconforme
de f si g és també una funci6 racional conjugada a f mitjancant una aplicacio
quasiconforme, és a dir, si existeix una funci6é quasiconforme ¢: C-Ctl que

g=¢ofodpl.

Al conjunt de deformacions de f, introduim una relacié d’equivaléncia definint
que gy ~ g2 sigr = p1ofopitige = 2o fop,' som conjugades per una
aplicacio conforme, és a dir, si ¢ o P! és conforme.

Analogament, donat un grup kleinia I' finitament generat, diem que I’ és
una deformaci6é quasiconforme de I' si també és un grup kleinia i tot ele-
ment y’ € I’ és conjugat a algun element y € I' mitjancant un homeomorfisme
quasiconforme, que no depen de y’. Equivalentment, existeix un homeomorfis-
me quasiconforme ¢: C — C tal que, per a tot y’ € I,

Y =¢poyod! (1)

per a algun y € I'. Observem que n’hi ha prou que aquesta condici6 es compleixi
per als generadors del grup i que I'" ha de tenir el mateix nombre de generadors
que I'. De la mateixa manera que en el cas racional, dues deformacions I'" i I'”
son equivalents si aquestes son conformement conjugades, o si ho sén les
aplicacions quasiconformes que les defineixen.

Les demostracions dels dos teoremes que ens ocupen (el teorema de finitud
d’Ahlfors i el de no existéncia de dominis errants de Sullivan) es basen en I'ana-
lisi de I'espai de deformacions quasiconformes Def( f) d'una funcié racional f,
o d’un grup kleinia I', Def(I'), modul la relacié d’equivaléncia que hem descrit.

Per entendre millor les propietats d’aquests espais, és convenient adonar-se
que el teorema d’integrabilitat ens permet reformula;-ne la definici6. En efecte,
suposem que tenim un coeficient de Beltrami y a C que és f-invariant, és a
dir, que f*u = p. Aplicant el teorema d’integrabilitat, obtenim una funci6
quasiconforme ¢ tal que p = g, 0, equivalentment, tal que ¢p*pp = . Si ara
definim la funci6 g = ¢ o f o p~1, veiem que g és quasiconforme i que

g o = (@ H*(f*(P* o)) = (" H*(f*u) = (1) *u = po,

de la qual cosa deduim, pel lema de Weyl, que g és holomorfa, i, per tant,
racional. Aixo ens diu que existeix una bijecci6 entre Def(f) i els k-coeficients
de Beltrami f-invariants, amb k < 1, és a dir,

B1(f) = {coeficients de Beltrami y € L* f-invariants amb ||u||« < 1}.

Aixo ens permet dotar 1'espai Def(f) d'una estructura de varietat complexa, ja
que B; (f) és la bola unitat de I’espai de Banach de k-coeficients de Beltrami
f-invariants, equipat amb la norma infinit.
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En el cas d'un grup kleinia I', per entendre I'’espai de deformacions quasi-
conformes Def(I') definit per (1) podem fer servir coeficients de Beltrami i el
teorema d’integrabilitat. Concretament, triem coeficients de Beltrami u € L*(C)
invariants per I': y*u = p per a tot y € I'. D’aquesta manera garantim que si
¢: C — C és una aplicacié quasiconforme amb coeficient de Beltrami u, és a dir,
compleix ;¢ = u(z)0,¢, aleshores ¢ oI o ¢p~! és un grup discret de Mobius,
ésadir, pol o™t € Def(I).

4.3 Idea de la demostracio dels dos teoremes

En aquesta seccié exposem la idea de la demostraci6é de Sullivan, que serveix
per als dos teoremes, i veiem com s’aplica en cada cas.

Comencem pel teorema de no existencia de dominis errants. Sigui f una
funci6é racional de grau d > 2. Recordem que un domini errant per f és
un component de Fatou U tal que f™(U) = f™(U) per a qualsevol m + n.
Observem primer que Rat,, ’espai de funcions racionals de grau d, pot ser
identificat (via els coeficients i certes normalitzacions) amb C24*1  és a dir, amb
un espai vectorial complex de dimensi6 finita.

Suposem ara que U és un component errant de F(f). Aleshores, Sullivan
demostra que existeix un espai de coeficients de Beltrami «no equivalents» amb
suport a U, de dimensi6 arbitrariament alta. Hom pot fer servir f per estendre
aquests coeficients a tot F(f) de manera compatible amb la dinamica, i de fet
a tot C. Aixo permet aplicar el teorema d’integrabilitat MRMT (teorema 16) per
obtenir un espai de deformacions quasiconformes de f no equivalents entre
elles de dimensio6 arbitraria, i, per tant, un subespai de Rat; de dimensi6 tan
gran com vulguem, la qual cosa és una contradiccio.

A continuaci6 considerem I' un grup kleinia amb un nombre finit de genera-
dors. En aquest cas volem explicar la demostracié de Sullivan de la proposicio6 7:
volem veure que, per a tot component connex Qg C Q(I') del domini de discon-
tinuitat, el conjunt limit de I'estabilitzador Iy = {y € T' | yQ¢ = Qo} és tota la
frontera 0Qy. Analogament al cas de funcions racionals de grau donat, I'espai
de deformacions quasiconformes de I', Def(I'), té dimensio6 finita. El motiu
és que Def(I') és un subconjunt de I'espai de representacions hom(I', PSL, (C)),
que és un conjunt algebraic de dimensio finita quan I és finitament generat (un
morfisme de I' a PSL, (C) esta determinat per la imatge dels generadors, és a
dir, per un nombre finit de matrius de PSL,(C) [4, 17]).

Per contradiccio, suposem que el conjunt limit de Iy no és tota la fron-
tera de QO,AA(FO) + 0Qp. Com que A(Iy) és tancat, existeix un subconjunt
obert V. Camb VnoQgy + 0 iV nA(ly) = @. De manera analoga al teo-
rema de components no errants, Sullivan construeix un espai de coeficients
de Beltrami de dimensi6 infinita que son I'-equivariants. El fet que 1'obert V
sigui disjunt del conjunt limit de Iy permet escollir els coeficients de Beltrami
que s’anullin en V N Q. Per tant, la integracié d’aquests coeficients s6n fun-
cions holomorfes a V n g, i aix0 ens permet construir coeficients que, quan
els integrem, difereixen a V N 0Qy. D’aquesta manera es construeix un espai de
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funcions quasiconformes de dimensi6 infinita, dim(Def(I')) = o0, i s’obté una
contradiccio.

Addicionalment, observem que, com que la dimensié de Def(I') és finita, si
Q/T tingués un nombre infinit de components connexos, aleshores gairebé tots
haurien de ser rigids, és a dir, tenir espai de deformacions trivials. Les iniques
superficies de Riemann rigides de tipus finit sén esferes sense tres punts, i
Greenberg dona un argument algebraic per veure que n’hi ha un nombre finit
aQ/T [14].

Per a una demostracio6 rigorosa de cada un dels teoremes podem consul-
tar [33], o també [1, 8, 21, 10, 17].

4.4 El diccionari de Sullivan

Al final de I'article, Sullivan observa que els dos teoremes sén dos resultats de
finitud en sistemes dinamics conformes basats en el teorema d’integrabilitat o
measurable Riemann mapping theorem. Pero I’analogia va més lluny i en un
article posterior a Acta Mathematica [34] aplica idees de funcions holomorfes i
dinamica de [20] per a ’estudi de grups kleinians.

El lector deu haver observat la semblanca de les figures de conjunts limit
de grups kleinians i conjunts de Julia d’aplicacions racionals. No només s’as-
semblen visualment, sin6 que comparteixen propietats com ara ser tancats i
perfectes. A la introduccié del mateix article de qué estem parlant [33], Sullivan
remarca aquesta i altres semblances i formula un «diccionari». El diccionari
proposa I'analogia entre una transformacio6 racional f de grau d > 2 i un grup
kleinia no elemental I' de n generadors. En el primer cas, I’espai de deforma-
cions de f té 2d — 2 parametres complexos; en el segon cas, y en té 3n — 3.
El conjunt de Julia J(f) es correspon al conjunt limit A(T') i comparteixen la
propietat abans esmentada de ser tancats i perfectes. El conjunt de Fatou F(f) i
el domini de discontinuitat Q(I') també es corresponen en aquest diccionari,
i comparteixen el fet que tant el nombre de components connexos de F(f) com
el Q(T') poden ser 0, 1, 2 o . Els dos teoremes, el de finitud d’Ahlfors i el de no
existéncia de dominis errants de Sullivan, formen una analogia al diccionari. El
diccionari és molt més llarg i ha evolucionant amb el temps des de la proposta
original; el lector interessat pot consultar, per exemple, [10] o [25].

Per acabar, esperem haver justificat amb un exemple el que diu la darrera
frase de la citaci6 del premi Abel sobre Dennis Sullivan: «his capacity to see
analogues between diverse areas of mathematics and build bridges between
them, has forever changed the field».
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