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INTRODUCCION

El estudio de la dindmica de los sistemas estelares fue ini-
ciado por Kapteyn(l), con su modelo de dos corrientes estelares,
segcin el cual loé’vectores velocidad de las estrellas no estin
distribuidos isotrdpicamente como se habia supuesto hasta entonces,
Yy Schwarzchild(Z) que demostrd que las dos corrientes de FKapteyn
podfan ser consideradas‘como consecuencia de una ley de distribu=
cién elipsoidal de velocidades residuales

0 (u,7,) = © o(-h2u2 = k2% = 1242)
donde u, Vv, W son las componentes de la velocidad residual,
segin tres ejes de coordenadas convenientemente elegidos, ¥y
C, hy k, 1, coeficientes que dependen de la posicién y del tiempo.

Puede decirse que hasta el descubrimiento de la rotacién
galéctica la Unica propiedad experimental que la astronomfa este-
lar aporta & la teorfa es la ley de distribucidn de velocidades
residuales, sobre la cual fundamentan sus trabéjos Eddington(3),
Jeans(4) y Charlier(s). desarrollando tanto Eddington como Jeans
teorfas matemfticas encaminadas no tento 2 cimentar la ley de
distribucibén elipsoidal cuanto a investiger las posibles formas
de sistemas estelares en que se cumple rigurosamente la ley de
Schwarzchild e intentando Charlier gxplicaria por analog{a con
la ley de Maxwell de la teor{a cinética de los gases.

Posteriormente, Stramberg(s) pone en evidencia el fenémeno
llamado de la corriente asimétrica, demostrando que la podlaciédn
estelar de la Galaxia no es cinemdticamente homogénea sino que
consta de dos subsistemas de estrellas con distintas dispersiones
para las velocidades residuales.

Lindblad(7) obtiene una inmediata explicacién del fenémeno
de la corriente asimétrica de la Galaxia baséndose en la hipéte-
813 de la existencia de subsistemas que se encuentran animados
de un movimiento de rotacidén alrededor de su eje comin de simetria.
La velocidad de rotacidn es tanto mayor ¥y la dispersién de las
velocidades residusles tanto menor cuanto més achatado sea el
subsistema.



Esta teorfa de la rotacién galéctica fue inmedi~tamente cone
firmada por Oort(a) con su estudio de los movimientos diferencia-
les de los centroides, refundiendo su interpretacibn y la de las
propiedndes de la distribucidn de velocidades en una teorfa tnieca,
vidlida en el disco galdctico para movimientos poco diferentes del
movimiento circular uniforme.(9)

Esta linea de investigacién que hemos trazado a grandes ras-
gos culmina en las obras de Lindblad(lo) y Chandrasekhar(ll). Este
f1timo en su obrs "Principles of Stellar Tynamics", en la que he-
mos basado fundamentalmente nuestro trabajo, recogiendo la obra
de sus antecesores, con la introduccién de un campo de movimientos
diferenciales y la consideracién de una furcién de distribucién
cuadritica en las velocidades residuales que satisface la ecuacidn
fundamental de la dindmica estelar, permite considerar un sistena
estelar como un medio contfnuo en el que se verifican las ecuacio=-
nes hidrodindmicas de continuidad y de movimiento(le).

“4s modernamente, algunos autores opinan que las fuerzas de
gravitacidn no son las nices que rigen la estructura y evolucién
de los sistemas estelares. Zsto supondrfa la presencia en la ecua-
cidn fundamental de la dindmica estelar de un potencial vector
ademis del potencial escalar, como puede verse en nuestro trabajo
"A Hote on Stellar Dynamics"(13),

Actualmente el estudio de la dindmica de los sistemas estela-
res se lleva a cabo, también, con la ayuda de ordenadores electrd-
nicos, tratando el sistema estelar numéricamente. Zste método nu-
mérico consiste en dar las masas, las posiciones y las velocidades
iniciales de todas las estrellas que componen el sistema estelar;
dichas cantidades se obtienen en la prictica por medio de nimeros
aleatorios, convenientemente transformados de modo que se reproduz-
ca una distribucién determinada. A partir de este estado inicial
se calcula exactamente la evolucidén dinémica del sistema integrando
nunéricamente las ecuaciones del movimiento(l4).

En la presente lfemoria, basindonos, como hemos dicho, en los
métodos clésicos, nos proponemos ampnliar el estudio de la dindmien
de los sistemas estelares, haciendo la hipdtesis de simetrfa cilin-
drica y la de esctado no estacionario.



Hemos dividido nuestro trabajo en ocho capf{tulos. En el
primero damos los postuledos y ecuaciones fundamentales de la
dinfmica de los sistemas estelares. Utilizamos la notacién ten-
sorial que fue introducida por el Dr. J.J. de Oris en su trabajo
"Contribucibén a la Teorfa de Chandrasekhar sobre la Dindmica de
los sisgtemas estelares"(l5), indicando los vectores con letras
subrayadas.

En el cap{tulo segundo la determinacién del tensor A a
simetrf{a eilindrica de eje 2z nos lleva a una forma distinta de
la obtenida por los autores clésicos que citamos en la bibliogra-
££a(16), Introducimos en &1 el término f = ke (O # 0, que nos
conduce a resultados muy interesantes. Suponemos para las galaxias
un plano ecuatorial de simetrfa, limiténdonos con ello al estudio
de las galaxias regulares.

Obtenemos en el capitulo 3 una primera expresidén de las com-
ponentes del veckor 425 ¥y la velocidad Eo y componentes que

luego podemos escribir en el capftulo 5 en forma mds sencilla al
imponer la hipbétesis anterior de que & sea simétrica respecto
al plano ecuatorial.

En el capitulo 4, debido al valor ke # 0, obtenemos para

la funcidn potencial ES una expresién mucho mds restringida que
la que habfan obtenido hasta ahora Camm, Oort, Lindblad, etc.,
segin indicamos en la bibliografia(17). A partir de la funcién
potencial encontrada determinamos completamente las funciones

j( y G . La determinacién de & , suponiéndola simétrica
respecto al plano ecuatorial, impone que k6 sea constante, lo
cual ,a su vez,simplifica notablemente las expresiones, tanto del
potencial como de la funcién )( + Finalmente, al imponer que la
funciém potencial )3 , la funcién :K y el ﬁenkor,égx gsean com-
patibles con la cuarta ecuacidn del sistema fundamental de la
dindmica de los sictemas esteleres, acaban de quedar relacionados
los coeficientes y funciones del tiempo que intervienen en los
tensores y funciones utilizados.

Las consecuencias més interesantes de la consideracibn del

coeficiente kg # 0 las tenemos en los capitulos 6 y 7.



En €l 6, con la determinacidn de las trayectorias de los centroi=-
des locales, que en el caso de ser k6 = 0 se reducen a las cir-
cunferencias @ =1;, z =1, ¥ en canmbio aquf, con ke £ 0, se

obtienen curvas alabeadas cuyas proyecciones son hipérbolas y
curvas espirales con ramas asintdticas. '

También aqui se cumple el teorema " G se mantiene constante
a lo largo de las trayectorias de cada centroide local”", demostra-
do por el Dr. Ords en su trabéjo ya citado ((15), p. 14 T.I).

En el capf{tulo 7 estudiamos la variacién de la velocidad con
la distancia. Obtenemos una gran concordancia entre las curvas
que expresan grificamente esta variacidn y las obtenidas experi-
mentalmente. Presentames tres ejemplos: M 33, en la cual la con=-
cordancia es casi perfecta; M 31, en la que prescindimos del
niicleo por presentar unas caracteristicas muy especiales, objeto
de estudio por parte de muchos autores(la); nuestra Galaxlia, en
la que se aprecia también diferencias en ordenadas en las proximi-
dades del nicleo que interpretamos como debidas a la existencia
de gas interestelar en esta regidn,lo cual da origen a una distri-
bucién de velocidades distinta de la elipsoidal.

El ajuste 1o hemos realizado para valores muy sencillos de
los parémetros, y a un grado de libertad, 2 fin de obtener asimis-
mo un modelo lo méAs sencillo posible, lo cual nos ha llevado al
valor k6 = 0. pera la Galaxia. Con esto queremos significar que
en nuestra teorf{a incluimos, como caso particular, el modelo cli-
sico que servia para explicar los hechos de observacibén de nuestra
Galaxia, pero que no explicaba, en cambio, fenémenos observados
en sistemas extragalfcticos. As{ la teorf{a clésica no explicaba
la concavidad de la curva velocidad-distencia hacia la parte posi-
tiva del eje QEL, en el origen, por consigulente no consideraba
curvas como la observada en M 33, para la cual, como hemos dicho,
existe concordancia perfecta con nuestro modelo.

Para llevar a cabo todos los cileculos, el detalle de los cua-
les hemos omitido, nos hemos ayudado del calculador electrdénico
de mesa Olivetti Programma 101l de la CAtedra de Astronomfa. Acra-
decemos 21 Sr. Piqueres la confeccidn de los programas.



En el cap{tulo 8 estudiamos la funcidn de distribucidn de
velocidades de tipo elipsoidzl, haclendo aplicacidn a nuestra
Galaxia de la teorfa desarrollada. Es de destacar que con ls in-
troduccién del término kg #0 , ¥ sﬁponiendo Z £ 0, obtenemos
un modelo que explica la desviacidn del vértex que se observa
experimentalmente. En este mismo capf{tulo estudiamos las constan-
tes de Oort y el término K.

Para no distraer la atencidn del lector hemos omitido, en
nuestra exposicidn, los desarrollos gque nos han conducido a la
obtencién de la mayor{a de las férmulas, que no tienen mis difi-
cultad que la de sBer largos y penosos.

Finalmente me creo en el deber de agradecer al Dr. Ords su
eficaz y valiosa colaboracidn y ayuda sin la cual es%EE'EZEE¥é
de que mi labor hubiera resultado estéril.
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l.=- POSTULADOS Y ECUACIONES FUNDAMENTALES

La dindmica de los sistemas estelares se fundamenta en los
tres postulados siguientes: ( (11), p. 89 )

I.- En todo punto r estd definido un sistema de coordenadas que
es funcidén contfnua de la posicién r y del tiempo ¢, respecto
al cual las estrellas se encuentran, en media, en reposo.

51 designamos por V 1la velocidad de una estrella respecto
al sistema inercial de referencia, y por I,( r, t ) 1la veloci-
dad, respecto al sistema inercial, del centroide local (origen de
coordenadas del sistema local) relativo al punto r , la velocidad
residual v de dicha estrella respecto al sistema local relativo
al mencionado punto seri:

!::E—v (1.1)

II.- La funcidn de distribucién 'V/ (r, 7V, £t ) es del tipo de
Schwarzchild.geng:alizado, es decir:

y(r.v,t)zwq;s) (1.2)
con Q=A- 32 (1.3)

y el tensor simétrico de segundo orden A Yy el escalar & son
funciones contfnuas de la posicién r y del tiempo t.

IIT.= Los movimientos de las estrellas vienen regidos por un poten-
cial 13 (r, t) por unidad de masa, y la funcibén de distribu-
¢ién 1%’ satisface la ecuacién fundamental de la dindmica estelar:

%
2

i

- . - . = '
. D_‘%/+g gred W grad 13 Grad‘\// 0 (1.4)

=¥
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Con estas hipbtesis el problema dindmico que se plantea es:
¢ En qué condiciones la ecuacién (l.4) considerada como una ecua-
cién diferencial en y/ » admite una solucién de la forma (1.2)7.

Sustituyendo la funecidn 1? (Q+ © ) en 1la ecuacidn de
continuidad se tiene:

dy . 4(Q+6 ) _, (1.5)
d(Q + 6 ) at
y por tanto:
. a(Q + J ) = 0 (1.6)
dt
Haciendo ahora é; . i 36 | (1.7)
-X-A.Eg-}-()_ 7 (néo EO-FS )' (1.8)

gegin (1.1) y (1.3) se tienes
Q+6 =aTP-2A7-X (1.9)

Y llevando este valor de Q + 6 a (1.4) e 1dentificando se obtie-
nen las relaciones: ( (15), p. 8 ) E

def A = 0O
1
defé;::—_ Elf-
? . (1.10)
A grad 13 + %%é% = --l-grad‘;( 1

que constituyen el sistema de veinte ecuaciones diferenciales,
fundamental en el estudio de la dinfmica de los sistemas estelares.
( (11)9 pe 93 )-
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2o~ DETERVINACION D3 A A SIVETRIA CILINDRICA, CONSIDERACICN DF Y

Al resolver la ecuacién def A = 0, para los elementos del
tensor simétrico de segundo orden

a h
A= h » ¢ ‘ (2.1)
g 2 c

8e obtienen, en forma cartesiana, las sigulentes expresiones:
( (11), p. 96=97 ).

2 2
a == 2(hyy +hy 2) ¥=hyg 3 = (8, + 2855 2 + g, 2 )

2 : 2
b == 2(f20 + 1, X) 2 - f4o_z - (bo + 2h30 x + h40 x< )
2 ' 2
¢ == 20gyp + 8y V) X = gy X" = (o + 250 ¥ + £,5 7 )
(2.2
f=(f{,,+f,.x=h 12) + (f,n + LX)y + (£on + 8.9X)2 + T, 7z
10 11 217 20 21 30 21 40

| 2
8= (8 + 877 = £,77) + (85 + 8,72 + (859 + hy )X + g2

2
ho= (Byg +hyy2 = 852°) + (Byg + By 2)x + (hgy + £5)2)7 + hyoxy

donde los coeficientes 140. 340, h40, f21, 810 hzl son constan=

tes y los restantes funciones del tiempo.

Como es sabido, el tensor A en forma cilindrica (eje z)
viene dado pors

s a st (2.3)
dondes
X b 4 0
® ©
S| =y x 0
® )
0 0 1

con O =%x+35° , obteniéndose:



& 2. 2 - 2 2 +
= (ax“+by“+2hxy) —55[xy(b-a)+h(x -y ﬂ = (fy+gx)
4 i 1
2 20 L 2. 2 1 .
Ao —[mammzy?)] o (ayPebxiezn) — (x-gy)
) 1
= (fy + gx) = (£fx - gy) c

(2.4)

Teniendo en cuenta en (2.4) las expresiones (2.2) e imponiendo la
condicién de simetrf{a cilf{ndrica, de eje z, el tensor A toma la
formas

kl+k4zz+2ksz 0 -(k4z+k5)
-2 2
A= 0 k1+k2w +k42 +2k52 ksa) (2‘5)
-(iy2 + ko) ke G k3+k46)2

en donde los nuevos coeficientes vienen dados en funcidn de los
antiguos por las relaciones:

g =<a ==, k

k., ==h

siendo ademis:

ho=hyy =8y =0

h = h = h =0

20 21 21 30

£ 0 {2.7)

30 = 820

'.flo = glo =0

Segin (2.2), Ky, k3' ke, kg son funciones del tiempo y k,, k

2 74
constantes arbitrarias.
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Si siguiendo a Camm(lg)efectuamos la traslacién

k
z =2 = —2 (2.8)
ky
el tensor A +tomard la forma:
2 -
Kl + k4Z 0 -k4UJZ
2 2 .
) 0 Ky + k0 + k,2 ke® (2.9)
- ‘ - - 2
kg
con K = — (2.10)
ky

suponiendo k4 # 0, ya que en casd contrario A no dependerfa de Z
El determinante de A es1

|A) = (R +k, 020k Zz)(Klk +E X, @ +k3k4z - (&) +x, 292 @? (2,11
Teniendo en cuenta que el plano 2 = z, con

se desplaza con el tiempo, segin (2.8) 2 es funcién del tiempo

y solamente podremos operar con el tensor A en la forma (2.9) si
suponemos el sistema estacionario, como hace Camm en el artfculo
que hemos mencionado, 0 cuando las operaciones que verifiquemos con
A sean de caracter algebraico, siendo entonces 2z = zZ; un plano
coordenado. Dicho plano es de simetr{a para lAl
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La forma (2.5) que hemos obtenido para el tensor A difiere
de la dada por los autores que hasta ahora se han dedicado al es-
tudio de la dindmica de los sistemas estelares en el término
f =k, , para los cuales es f = O, (Ver citas bibliogrificas
indicadas en (16) ). La consideracidn de este coeficiente nos ha
llevado, como hemos indicado en la introduccién, a interesantes
resultados que expondremos en los cap{tulos que siguen.

La forma cuadritica Q gque aparece en (1.3) debe ser defini-
da positiva ( (12), p. 43 ), lo cual impone las condiciones:

( (15), p. 15)
2
(By + k2 )lal >0 _—
(K, +k,22 )(K) + 1,07 +k,2%) > 0

De la segunda inecuacién de (2.13) se deduce que los dos fac-
tores que en ella figuran han de tener el mismo signo cualesquie-
ra que sean O y Z. S1 suponemos Z =0, K ¥ k, tendrén

el mismo signo. Por otra parte, de la primera de dichas relaciones
(2.13), desarrollando, se tiene:

(K, +,2%) (K, +1c,® 2416, 2%) (K k¥ Ky Ky ® P4k, 27) > (R, 4k,22) 2620 2

para cualquier valor de ® y Z. En particular, para O =0 2 = 0
ess Kz ky > 0 y como K% es esencislmente positivo, serd
Kl k3 > 0 ¥y por tanto Kl y k3 del mismo signo.

Si consideramos Z = 0O O¢¥ 0 y dividimos por Kf , tenien-
do en cuenta que kg d‘)2> 0 cualquiera que sea 0 , también
para cualquier @ serds (Kl + k2602)(23 + k4CD2) > 0 . De aquf

¥y de las condiciones anteriores se deduce que los coeficientes
Ki, k2, k3, k4 deben tener el mismo signo, o sea los cuatro deben

ser positivos o los cuatro negativos, cualesquiera que sean @D y
Z para que la forma Q 8sea definida positiva.



.

Ahora bien, la densidad estelar Y , o nimero de estrellas
por unidad de volumen, la funcién & que aparece en la funcién
de distribucién y el determinante |A| estin relacionados por la
férmula ( (15), p. 16 ):

\)-—‘j(i (2014)
VAl
con ¢(5) = 471 Y/ (r2 + 6 ) r° dr (2.15)

ypara W=0 y Z2=0 es |A]| = Kf k3 o« Para que dicha denw-
sidad estelar V sea real debe ser ks> 0, ¥ ésto unido a las
coﬁsideraciones anteriores, implica que los coeficientes Ki. kz,
k3, k, sean todos positivos cualesquiera que sean Wy 2z, o

sea, en cualquier punto del sistema estelar que consideremoa; no
siendo entonces V infinita para ningin valor de & , 2 inclue
ido el origen.

81 designamos por J 1la cantidad de luz emitida por unidad
de volumen y suponemoé que todas las estrellas tienen igual lumi-
nosidad, V gerd proporcional a J . La f£f8rmula que relaciona
J ¥ la densidad luminosa I sobre la placa fotogrifica es(24)

0

I(I,Z) = 2 J( ‘:)__LLZ)II) an
w? =x (2.16)

X

o aplicando la férmula de inversién de Abel(25):
BId

{8,17)
\/__

Se observa que en el 954 de las galaxias las isofotas,o cur-
vas de igual densidad luminosa I sobre la placa fotogréfica (26)

J(® ,2) "'—



%

presentan simetr{a ecuatorial£27) De la f8rmula (2.17) se deduce
que si I es funcién per en 2, también lo serd J y, por con-
siguiente, VY también ser{ funcién par en 2Z., Por otra parte,

la férmula (2.14) nos dice que si ) presenta plano de simetria,
siendo tambiéh el determinante | A| simétrico respecto a un plano,
a menos que ¢ (6 ) sea divisible por \/_I_A._I n ¢( 6 )
deberd presentar plano de simetrfa ecuatorial y éste seri el mismo
plano de simetrfa de |A|] . En virtud de estes consideraciones
supondremos, en nuestro trabajo, que & es simétrica respecto a

un plano ecuatorial y que éste es el By que es el de

simetrfa de |A| , limiténdonos con ello al estudio de las galaxias
regulares. El caso de que S no fuera a simetrf{a ecuatorial corres-
ponderfa a1l 5% de las galaxias irregulares que se observan.
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3e= DETERMINACION DE é Y Eo A SIMETRIA CILINDRICA

Al resolver la segunda ecuacidn del sistema (1.10) se obtie-
nen para /\ las siguientes componentes cartesianas:( (11), p. 99)

A4= y(yhéo"ﬂléo) - z(Xgéo-zgéO) = filyz -—Eaél +(33y +X23 +CS’1
sz z(zféo-y:réo) - x(yh%o-xhéo) - gilzx -%béy +Plz +Y3x +82

A3 x(:g%o—zgéo) - y(zféo-yféo) - hilxy -%céz + (321 +Yly + 53
(3.1)

donde los acentos denotan dezfivacién respecto del tiempo, siendo
@_1 v 51 (1 =1,2,3) funciones arbitrarias del tiempo y

B+ Y1="%o Ba*t¥2=8o (B3 *Ys=Dhio (3.2)

Imponiendo la condicién de simetrfa cilfndrica, para lo cual basta
tener en cuenta que las dos primeras componentes de é deben ser
de la forma:

A= x (D ,2) -y 6( D ,2)

Azs YTFD ,z) + xG6( &O ,2) (3.3)

expi-eséndolas en coordenadas cil:[ndricas(')y recordando ademds (2.6)
¥ (2.7) se obtiene en nuestro caso:

Amu Cb(—%ki +.kg5 z)
Ae.-@m+kézm | (3.4)

Af-- kga)"’ +-]‘.-;- k% z +53

(") Las f£8rmulas de paso son:
AEJ-%(’Azi‘IAl) AB-

(xAD,-34))
Aa-A3 2 4

=
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Podemos calcular las componentes de la velocidad V_  despe-

=0
jéndola de (1.7) o
T, =47 A (3.5)
ks
Teniendo en cuenta que hemos adoptado el plano Zy = =-— de
k
4

simetrfa para la galaxia, lo cual equivale a haber definido el
centro de la galaxia, podemos referir las componentes de la velo-

k
cidad a dicho centro efectuando en (3.5) la tras;aci6n z =2 2

k

4

introducida ya en (2.8), lo cual equivale a tomar'.é> de componen=
tes:

Amu(f)(——]éK]'_-t-ké z)

ke k!
Dy= D(=p=2-5 4+ 1} 2) (3.6)
S |

k: X5

g o X oxy &
Z32==(-k5a) 1"5 k3 Z -3 ‘*és)

ky

De esta forma las componentes de la velocidad go = Eb +

WLW'O o
o~ -

referidas al centro de la galaxia, serén, ordenando respecto
a Oy 2Z:
ERRCIP § -k 1 . 2 2 1.2 4

Tfo m{2 Bk Ky G +5 k, (k Ri-2k ek kg) @2 22 + 3 k2 kg 24 4

+ (kplegkel = k2K + kg @ *+ Kslighy = Fhpkgks + k2k4b3)w Z +

+d,(kakd =L Ktk + Kk, 02) 20 +L KIEK, + K.k, - k2) D2 +

g\Eskg =5 kikg + k, O 3 Kk, + kks = kg
1 > 1 1

*3 (el + k3 2% + K (kg = S itk +k,05) 2 + SRRy,

(3.7)



=l 6=

0 W) 73
@, = m{-— ky(=kgK} + 2K1k6)w z +-2 (2Kt = keki) 27+
+ Kl(-k (5-' k ké + ksk )w + ("‘k3 4@-k k ké + 1k5k6k3 - k ks 3)22‘1

.

1 1 -
4

(3.8)

A )1 4, .1 2,3
Eo = o) 2 KRRAEL DE 3 Ky (kEiRkk i kiiok) O

‘e 2 2

+ k4(- 'ék k. + k 8 + k ,;-) z4 +%K1(k4xi -Zkaé + kzk%) 2z +

1 3 K1 ' 2y 22
+> x1k4k5 Z +-;4(k4kse+k5k6ké-§ P 5 3+k4k253+k2k3k -k k6) D° +
2

2, 1.2 1 By ,
+ 2 K (= 3 kikg + k453 + kykd) 2% + 3 Kjky 2 -3 = (k3K = 2kky) +

4

+ Kfé3} _ (3.9)

Para que dichas componentes no tomen valor infinito para
O constante y 2 tendien_do g infinito, o0 para Z constante
¥y ®© tendiendo a infinito, y la tercera componente de la velocidad

9
30 = zo + % no sea finita para @ constante y Z tendiendo
4
e infinito, siendo la forma | A | del denominador de signo constan-
te, segfin hemos indicado en el capitulo 2, anularemos los coeficien-

5 5 gel numerador de 7(0 y E o

tes de los términos en D’ ¥y 2
¥y el coeficiente del término en Z4 del numerador de la tercera
componente.



- Con ello tendremos las condiciones:

k, K{ =0 (3.10) -
53 o 5 (3.12)
=
kg = 0 (3.11)

De (3.10) se deduce que, 0 bilen es k, =0 o bien es K} = 0.

S1 supusiéramos k, = 0, el determinante | A| quedarfa reducido a:
2 -2 2
|1|=(K1+k4z)[xlk3+(x‘1k4—k ) +k34z] (3.13)

expresién de segundo grado en O o+ Igual que antes, para que las
componentes de la velocidad no fueren infinitas para Z constante
y @ infinito, anularfamos los coeficientes de los términos en

3

0’ » con lo cual seria nulo el coeficiente -(K1k4- kg) de G)2

en |A| , Entonces | A| no dependerfa de @ , por cuya razén
deberfan anularse los términos en & de las tres componentes de
la velocidad y, como después de las condiciones (3.11) y (3.12)

@© es factor comin en todas ellas, la galaxia no girarfa. El mo-
delo no tendrfa sentido f{sico y por consiguiente en (3.10) supon-
dremos siempre K{ =0 k, £O.

Sustituyendo pues (3.10), (3.11) y (3.12) en las componentewm
(3.7), (3.8) y (3.9) obtendremos las nuevas componentes de la ve-
locidad U_

-0
-3
w Z [} 1
== k
@o - —Q—(Klw‘? + kq 22 + 15 ) [k4ké z -(k4@+ kgk? -kaé)]
|A | k,
. k Kl
3 6 "
go':-m(kﬁz + )kasd-(k4‘5+k G-kﬁkéﬂ

(3.14)



Zsz k% o2z

1
6

k. k
Dyel- 5
oot
k. .
D= k3 (02 +-2)
k4

) + ki érb

=) 8

Y sustituyendo en (3.6),1as nuevas componentes de 43 -

(3.15)
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4.- JETERMINACION DX B Y D% X

Desarrollando la tercera ecuaciédn del sistema (1.10) de ecua-
ciones diferenciales

A graGJES + iiglg - grad.)(

teniendo en cuenta que limitamos nuestro estudio a sistemas este-
lares a simetria cilindrica)y que por tanto supondremos

— —_— ?

00 20
que la variable 2z es una funcidn del tiempo dada por (2.8), ¥
sustituyendo A ¥y é} respectivamente por (2.9) y (3.15), tendremos

K22 "
(K1+k22)§B X, © 2 213 +(— +Xxrz)® n__lf_g.a)x

5
02 k,
k! k
kg _Dg +kgz-(§3'+ﬂ)= 0 (4.1
02 Xk,
PR W ke 1 oX
ky G —+(k3 4© )3—2- k4(k +k4w ) =-_2_..D_;

De la segunda ecuacidn de este sistema (4.1), integrando, se
obtiene:

k 1 k? k
J 3.8 2,1 (40 205, 2+ P (@, (4.2)
2kg ke k4

Eliminando ‘)( entre las ecuaciones 1% y 38 del sistema (4.1)
gse tiene:
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W
02

- 3k, 0 <=+ kg DO = 0 (4.3)

y sustituyendo en esta iltima (4.3) el potencial (4.2) y operando:

W k k kk
. 2 (EEE uo+3 +4——§- 3(—4—@' +——6—-5-k§)cﬁ = 0 (4.4)
4 onY Y kg X k

Como LF es 8810 funcidn de (© y de t debe sers
k4(3' + k2 kg - kg k3 =0 | (4.5)

y como hemos supuesto k, £ 0:

U .
T9 g, 520, By,
Sy B+ 35 4 ke e 0 (4.6)

La ecuacién (4.5) nos da una nueva relacién entre los coefi-
cientes que deben verificar idénticamente, y de ella, integrando,
obtenemos:

k4 @ - ké kg + ki k5 =c (4.7)

siendo el primer miembro el coeficlente que aparece en las compo-
nentes de la velocidad (3.14).
Integrando ahora (4.6) resulta:

K(t k |
\F.() g-?+3u) (4.8)
2kg

y sustituyendo este valor de \F en (4.2), teniendo en cuenta la
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relacién (4.5), obtenemos la funcidn potencial:

k2 E(t k
R PR P NP RS (4.9)
k4 4V kg

81 kg =0 la segunda ecuacibn del sistema (4.1) no determi-
na el potencial B $ nos dice solamente que B es constante., La
primera y tercera ecuaciones nos den la ecuacién (4.3) que, en el
ceso de sistemas estelares en estado estacionario y simetrfa cilfn-
drica fue estudiada por Oort ((9), p. ), Camm ((19), p. 202),
Fricke(28) y Lindblad ((20), p. 33), obteniendo la solucién més
general de la forma

I B (a) = @ (v)

=1y

' (4.10)

donde u y v son reices de la ecuacidn

ul - (®2+Z?')u+a(a)2- 22) —azzo

E) =k

2k4

con a =

En el caso de un sistema no estacionario, con k6 =0 al

resolver la ecuacién (4.3), hemos hallado la solucién:

3. @ (u,t) = @ (v,4) R

U =YV

k4 (4.11)

En efecto, la primera parte de (4.11) corresponde a la solucién
general de la ecuacidén sin segundo miembro cuya resolucién es la
Ya conocida en caso estacionario ya que en ella no intervienen



derivadas respecto al tiempo. El segundo término de (4.1l), que
aparece al resolver la ecuacidn con segundo miembro, verifica
idénticamente la ecuacién (4.3).

Observamos que el introducir en el tensor A el coeficiente
ke # 0 1lleva como consecuencia obtener una expresién mucho més
restringida del potenciel, de acuerdo con las consideraciones de
Chandrasekhar ((11), p. 136) por las cuales para obtener la mixima
generalidad en la forma de 13 (O, 2) debe imponerse las mixi-
mas restricciones en los coeficientes del elipsoide de velocidades.
El término ke # 0 supone un grado mds de libertad en dichos coe-

ficientes.

De la expresién (4.9) del potencial deducimos que &ste no es
simétrico con resﬁecto al plano de simetrf{a de la galaxia mas que
en el caso de ser kg =0, es decir, que kS gea una funcién

lineal del tiempo y, por tanto, el sistema ( (O, z) sea un sis-
tema inercial.

Para determinar la funcién ;K., sustituimos la expresién
(4.9) de I} en las ecuaciones primera y tercera del sistema (4.1);
as{ obtenemos, teniendo en cuenta ademds (4.5):

4K kg ki X

— (g +1,2) + 25— -2 ) D =

(4.12)
4K k -
® T e o7

e integrando:

2
2K kg kd kg
X.__(K +k22)+( _-_5.)(‘.)24-1:_22 D(¢t
oY L 4 Kl k6 k4 3 k6 + D(t)
(4.13)

siendo :}( funcién par en Z y por tanto simétrica respecto al
plano que hemos supuesto de simetrfa para la galaxia.
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5.= DETERVINACION DE & Y RELACIONES ENTRE 103 _COEFICIENTES Y

FUNCIONES DETL, TIEMPO

Obtendremos © de la relacién (1.8)

Cmm X =D+ ¥, (5.1)

teniendo en cuenta (3.14), (3.15), (4.13) y la relacidn (4.7) que
nos simplificard las anterioress

2K
S ls--- (El + k 32) - g Kl(.U + k 2) - D(t) =
O (x,®2 Klk)(kkz )2 - kg% (5.2)
- ——— + k Z + . 2
k, | Al Kl 3 k, el k4§

En el apartado 2 hemos hecho la hipdtesis que © fuera siné-
trica respecto al pleno ecuatoriel 2z = = kS/k4 0 lo que es lo

mismo 2 = O. Anularemos pues los términos impares en 2, para lo

cual bastard que se verifique

k=0 (5.3) o dlen e, =0 (5.4)

Ahora bien, para ¢; =0 y Z =0 1la velocidad U es idéntica-

mente nula, 1o cual no parece expresar de un modo demasiado satise
factorio 1a realidadvfisica de los sistemas estelares. Por ello,
supondremos en nuestros razonamientos cl #0, ké = 0.

Para kg = 0, & se reduce a:

& afe k kK
6 =—3 (B + k,2%) = D(t) = —= (K, &% k522 Ly 3) « 2.3

(5.5)



siendo las componentes de é y go :

Am= ké&)z

-1
A = — (k! k )
seEL V5 e Ll (5.6)

4

k
Aj = x3(@2% +2)
k4

ey k
T_C,. 1 6 3,

[A)

c K, k
@=-2 B(22 4502+ 62 (5.7)

I A k4
k
1A | k4

¥y el potencial B y la funcidn X tomarédn la format

3.3,
= zZ +—_—?;-+ B(t) (5.8)
I, ® |
2
2K kg
2 B o B
= e —— k 2 - — D(t S
X be(K]_"‘4) k4w+() (5.9)

Los coeficientes constantes Kl, kz, k3, k4, k6 y las funcio-
nes del tiempo kl; kS’ é)a. K, B, ¥y D que hemos ido considerando
a2 lo largo de nuestro trabajo no son independientes entre si.
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En efecto, ya hemos encontrado entre ellos las relaciones (2,10)
¥y (3.12). Obtendremos otras al imponer que la funeidn potenci&lla
y la funcién jxl sean compatibles con la cuarta ecuacibén del sis-

é 'Y gradl\)) —25_6-

Teniendo en cuenta (5.6), (5.8) y (5.9), operando e identi-
ficando obtenemos

E' =0
(5.10)
2k, k@ k2
D'(t) = e 3 25 5
k
4

La primera ecuacidén nos dice‘que K no depende del tiempo.
De la segunda se deduce para D(t) el valor:

D(t) = —-———-3-——5— + 05

con c5 constante.
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6.- TRAVECTORIAS DE 103 _CENTROIDES LOCALES

3ean las ecuaciones del movimiento de un centroide local:

do w de dz
= = = dt (6.1)

Vi O

Sustituyamos en ellas _)72, (:L ’ Zo por sus expresiones en

funcién de ( ©®, z) y hagamos luego, de ecuerdo con (2.8), el
cambio

- k k'
z =% ~—2 dz = 42 - —2 dt
k4 ky
Obtenemos:
dw w 4e dz dt
o= = —
K.k ¥ -
-3 - 1% - 2 2 -2, 1 2
clk6[0 Z -cluJ( . + Kl(o + ka ) clksto (—;r + 2°) |A|
4

(6.2)

Integrando la igualdad formada por las razones primera y tercera
se obtiene: ’

K, + k4z2
@2

= Cl (6-3)

Integrando la formada por las razones segunda y tercera, después
de sustituir el valor de C; hallado en (6.3), o sea:

- 30 ' dz

g, 2
kg C + Ky k, kg(Ky + k,2°)
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K

1

siendo

> 0, (eap. 2, p.12), obtenemos:

- ko 6

: k
4
. - arc tag | [— 2 = C (6.4)
2
ky Cy + Ky Xy \[ 4Ky \/K1

E integrando 1la igualdad formada por las razones tercera y cuarta
de (6.2), teniendo en cuenta el valor de Cy de (6.3), después de
dividir por 054, o sea:

az at
clkﬁc (C, + k) (Cakot Kik,) = k2 C
& % 3 * BallG Xt Ky iy 6 %1

se obtiene:

k4 Z ' t

- = C
l

3 (6.5)

Si en (6.4) despejamos 2Z ¥y sustituimos Z en funcién de (O
deducido de (6.3), tendremos:

c — k \/E.k
\/_& 52 -1 = tag( -02\/K1k4 -BoV18 g3 (6.6)

Ey Ciks+ Kyky

Las ecuaciones (6.3) y (6.6) nos dan la proyeccidn sobre el \
plano (U , Z,y sobre 2 = 0 en coordenadas polares de eje polar
0 ¥y argumento & , respectivamente, de las trayectorias de los
centroides locales. La ecuacidn (6.5) es la ecuacidn horaria del
movimiento.

A
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Estudiemos ahora la forma de estas trayectorias. Como segin

k4 ! (") '
hemos dicho, — > 0, 81 —/— > 0, la curva integral (6.3) es
.
! A% -
una hipérbola de semieje real a =\[— ¥ asintotas Z = _\/—— D.
C . k
1 4

Para estudiar en la misma hipétesis la segunda curva integral

(6.6) hagamos, por comodidad,
k K.k
_ 6\/ *1%4 .,

~

02 K1k4 =mée

o

Clk3+ Klk4 A
¥ llamemos : dE} = : R, con lo cual se podri escribir en
b
la forma:
_ R
w = (6-7)

cos m(@ = Oo)

siendo fAcil ver que es una curva con ramas infinitas, dependien-
do la forma de sus ramas del valor de me. S1 m =X 1, son rectas.
S1 m.>;l1| gon ramas hiperbdlicas y el nimero de ellas depende
de dicho valor de m . En cambio si m< |1|, son curvas espi-
rales con ramas infinitas y el nimero de vueltas hasta alcanzar

@ un valor infinito depende del valor de m. En las figuras
damos un ejemplo para m = 2 ¥y para = = 1/10.

51 kg =0, a partir de (6.2) deducimos que las trayecto-

rias de los centroides locales son circunferencias O = Il' Z= I

de acuerdo con teor{as anteriores ((12), p. 241). En cambio, si

2

L7
éb_ £ 0 no tiene sentido fisicn.

B
1
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k6 # 0, se obtienen las trayectorias de los centroides locales
como interseccién de las superficies cilfindricas (6.3) y (6.7).

Se demuestra en dinfmica estelar ((15), p.14) a partir de las
ecuaciones (1.10) que YV, Y & verificon la ecuacidn diferencial

06

St +V +gred G =0 (6.8)

lo cual es fhcil comprobar en nuestro caso.
Aplicando el método de resolucidn de Lagrange, si C1 y C

2
son dos integrales primeras independientes del sistema

dd dz
T

Zo

la integral general de (6.8) seri de la forma
6 =6 ( Cl, 02 ) (6.10)

Pero, (6.9) son precisamente las ecuaciones del movimiento

de un centroide local, podemos enunciar que " G se mantiene

constante a lo largo de la trayectoria de cada centroide locel",
enilogamente a lo que ocurre en el caso de ser k6 = O,

((15), pel4).



| = R
| T 2(8-0-) 'g.:l




Consbruccion de la eurva t'nhgml

@ = R
mzo(a‘eo)







Te= ESTUDIO DE LA CURVA VELOCIDAD=DISTANCIA

3i en las componentes (5.7) de la velocidad hacemos k., = O,

obtendremos: , io" Eo = 0,

.

|
5 5 (7.1)
E1+ k2Cl'J + k4Z

®, -

Esta segunda componente coincide con la dada por J.H.Oort((22),p.465)
En nuestro trabajo el término k6 ¥ 0 hace aparecer las dos com-

ponentes )70 y go de la velocidad, en direccién radial y per-

pendicular respectivamente.

Chandrasekhar ((11), p. 122) en el estudio que hace del caso
de sistemas estelares con simetr{a axial obtiene, trabajando en
dos dimensiones, ade-mfs de la componente tangencial (), , de la
cual (7.1) es una generslizacién, una componente radial J|[, de la
velocided, que corresponde a un movimiento radisl de expansién
o contraccidn, ya que es ;TK,# 0 88lo si es funcidn del tiempo.
ILlega a la conclusién que "el campo de movimientos radiales estd
directamente relacionado con el caracter no estacionario del sis-
tema®,

Igualmente en el caso de tres dimensiones la tercera compo-
nente de YV, que obtliene Chandrasekhar es funcién del tiempo,

Es de notar, que nosotros, aun en caso estaclonario, obtenemos
una componente radial )_(oyé O y otra perpendicular 2 # 0 de

la velocidad, &l considerar kg ¥ 0, ya que, en efcto, en las

componentea (5.7) el finico coeficiente que depende del tiempo
es ké. El signo de k6 nos da una idea de la forma que va to-

mando el sistema estelar al glirer slrededor del eje Z. BEn efecto,
8l observamos la resultante de las dos componentes radial y per-
pendicular de la velocidad veremos que tanto si kG es positivo

como s8i es negativo el sistema sufre una dilatacién en una parte
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del plano ecuatorial y una contraccién en la parte opuesta, in-

virtiéndose al cambiar el signo.

Nos interesa estudiar 1la segunda componente C): de la velo-

cidad en funciédn de 1la distancia @

» para hacer aplicacién de

la teorfa desarrollada en los cap{tulos anteriores, comparando los

resultados que obtengamos con datos experimentales.

Si kG = 0, para Z = 0,
(2.9) de | A| y simplificando, obtenemos:
-01/k4(b
0 K, + kzw2

que fue estudiada por Chandrasekhar((ll), p.1l23)
31 kg #0, es, también para Z = O:

c

1 2
{D(k3 +k4a) )

k
@, : s

(By + ky02) (kg + k,8°) = K2

0 haciendo:

teniendo en cuenta la expresidn

(7.2)

(7.3)

- K+ kK, = ko
CQ)o" CI (704) 57 = K1 4+ 23 6 (7.5)
K ky Kk,
k. k
Tul 3 (7.6) (7.7)

4
%

B %
la misma (7.3) se escribiri:

@-Jk

1+ kD)
l+?@”+t@q

(7.8)
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Para representar graficamente (7.8) tencamos en cuenta que
para =0 es @o= 0 ¥y para 0= o es @o= 0.

La forma del denomninador ha de ser de signo constante, para lo
cual, o todos los coeficientes son positivos ( ? >0, T>0) o
con 9 <@, UTU>0, deberi ser 2

92<4t (7.9)

La derivada de @o respecto a (O es:

16, _ -0, pral - (pg - 300 - Gu-g) B2 -1

am 1+9m° +Tvat)?

{7:16)

¥y para que @0 presente extremos debe anularse el numerador de
(7.10), o lo que es lo mismo, haciendo ®»% = x , debe verificarse

},{‘txs-(ﬁg)-3?3)12-(3}\.-83)::-1:0 {7.11)

dependiendo los extremos de la funcién @o (O ) de la naturaleza
de las raices de esta ecuacidn en x. °

Teniendo en cuenta la hipdtesis que hemos hecho de distribue
cién elipsoidal, esta ecuacidn (7.11) posee una ralz real positiva
(ya que el producto de las raices es positivo y no puede poseer
tres raices reales positivas); en consecuencia, @0 posee un solo
extremo positivo. En efecto la condicidn necesaria para que las

tres raices de (7.11) fueran positivas serfa que se verificaran
las limitaciones

#30% &5 - S8 >0 ;§€->-o

/U‘C i (7.12)

y como segin (7.6), (7.7) y (cap. 2, pég. 12) es M>0, T>O,
la Qltima se verificari_a 8iempre ¥y las dos primeras se reducir{an

Jp>3T P < Ipm (7.13)



y de ellas obtendrfiamos < > 3/2 (/.A +£) en contradicciédn
con (7.5). e

Estudiemos ahora la concavidad de la curva (7.8) en el origen.
d@®,
d®
es &o y la ecuacidn de la tangente a la curva @0(&'3) en el

Para O e0 es s(ﬂ,o « La pendiente de @o en el origen

origen @o = cﬂg.,cr) Para ver si la curva es céncava o convexa

en dicho punto basta estudiar las intersecciones de esta tangente
con la curva. En la interseccidn se verificari:

-2’ ‘D
JLOLT)MQQO (1 + @)

1+ 330[7@4- To4

cuyas soluciones song

G:)BO; (IJ-::\’LC—Q— (7.14)

@J\ De esta (7.14) se deduce fécil-
mente que para S’ > 0, la inter-
seccibdn es real si M >SD vy es
imaginaria si /u<9 « En el pri-
mer caso la concavidad va diri-

! glda hacia la parte positiva del

‘ eje de las @o ; en el segundo

caso la concavidad va diriglda

= hacia la parte negativa del eje

®o de las @o .

Para ¢ < 0 1la interseccién es

siempre real y la concavidad va

dirigida hacia la parte positiva

del eje de las @o .

W . Para /UBQ » 8 O =0 y no hay

segunda interseccién.

Ely

Y

si k6'= 0, para Z = 0, tal como hemos indicado en la pégi-
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na 31, obtenemos la componente C)o dada por (7.2), que coincide
con la dada por Chandrasekhar en su Nonografia tantas veces cita-
dae La curva (7.2) presenta un solo extremo y su concavidad en el
origen va dirigida hacia la parte negativa del eje Gﬂ, o La im-
portancia de haber introducido el término ke ¥ 0 radica, princi-
palmente,en que se pueden explicar, con nuestra teoria, las formas
de las curvas que relacionan la velocidad con la distanclas obteni-
das experimentalmente en gran niimero de galaxias, ineluyendo, como
caso particular, las explicadas en la teorfa de Chandrasekhar.

Estudiemos ahora la variacién de la velocidad angular
=
(:% 1+u0D

o . 7415
. ‘ﬂ*“?@vwm (7.15)

que en el origen, (= 0, coincide con el valor cfhode la pendien-
te de la tangente en &l1; para O-—oc0 , €3 nulaj y para un punto
cualquiera de la curva coincide con la pendiente de la recta que
lo une con el origen de coordenadas (=0, ®o= 0).

Derivando (7.15) respecto a (O e igualando a cero la deriva=

da se obtienet
/U‘U£D4+ilttbz—/p4-?::c
=0

slendo las soluciones de la primera:

) -TrVTYaemT (r-0)
o=1F \/ +MT (g (7.16)

pe

Sustituyendo en la derivada segunda de (7.15) llegamos a los gi-
gulentes resultadoss

| Para (L =0, si ¢ >0, 1la velocidad angu-
lar presenta mixirmo si /1,\5 y minimo si /.4)5?. Si ?40,
presenta minimo.

Obsérvese que el caso de méximo corresponde a2l de concavidad
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hacia la parte negativa del eje ()o , ¥ el de minimo al de con=-
cavidad hacia la parte positiva.

Para los valores de (0 dados por (7.16) hemos de tener en
cuenta que 2l sustituir en la segunda derivada para determinar los
m&xinos y minimos deberemos considerar sélamente la determinacién
positiva de las dos raices y ademis deberi ser

’Cz’+/u‘c(/u-§) >0

\/ TY+ uT (n-9) >T
¥
para que (0 sea real y positiva., O sea, elevando &l cuadrado ¥y

gimplificando: MT ()u-— g) -

y como /Ult>0) serd: }A)?.
Sustituyendo pues (7.16) en la segunda derivada obtenemos

que para este valor la funcién velocidad angular presenta mixiro.
Observamos que este miximo relativo de la velocidad angular para

@ # 0 lo encontramos sélamente en el caso de curvas velocidad-
distancia con mfnimo en el origen (concavidad hacia arriba), ¥y
por consiguiente explicable por la introduccién del término ke £ 0
Por otra parte,la presencia de dicho miximo explicar{a el fendéme-
no que fue observado por primera vez en las nebulosas espirales
NeGeCo 2681l y NeGoCe 3190 segin el cual la estructura espiral de
una galaxia consta de dos partes, una interior;hasta una deterﬁi-
nada distancia critica (7.161,en la que los brazos se desarrollan
en el sentido de la rotacibén del nficleo y otra exterior en la
que se desarrollan en sentido contrario(?9

Aplicaremos ahora a tres ejemplos concretos la teorfa que
acabemos de desarrollar, pero antes debemos advertir que nuestra
curva velocidad-distancia ha sido obtenida, en cada caso, para
Z =0. Al crecer Z 1la velocidad (:% disminuye. En efecto, para
verlo derivemos (@, respecto a Z, o0 lo que es lo mismo, tenien-
do en cuenta que Kl + k4zz ha de tener signo constante, halle-

a ®, >

mos con = + k,Z 0 sea:
d X Ki 4=
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- 2\ ~ 2 2 o2
4@, . e -[“Clk4(xlk4 - ks)co + 27 1k3k4 X + k3 X]

(7.17)
o > _ 28 8 il
dax i, [(kzco 4 X)(K1k4w + kg X) - kg @ x]

e igualando a cero obtendremos:

-2 +
= Kk \/ Kk, xz

X =

y como K1k4 > 0, es X imaginaria cualquiera que sea @© , lo

cual nos indica que @D(X) no posee extremos reales. Esto quie-
re decir que, no siendo @),(X) constante, seri constantemente
creéien‘te o decreciente. Para averiguarlo acudiremos a la misma
funcién ya que aunque en (7.1l7) el denominador sea positivo es di-
£{cil saber cual es el signo del numerador a causa del término
Klk -k6.

Sea pues,
o2

6. ks X + Ejk,
B (= - i (k.2 + x)(ij + Ki ©°) - k2 021
4 B o+ Bk, - kg

para X->0, es ®,(x) 20, ya que hemos supuesto positiva la
pendiente de (H),(D) en el origen y por tamto - cl/k4 > C.

En cambio, para X—>00 es (o(X) =0, ya que el grado del
denominador respecto a X es superior al del numerador. Luego
la funcién (E@),(X) ¥y, en consecuencia la (H),(Z) es decreciente,
Esto explicard las pequeflas diferencias que encontramos en
ordenadas entre las curvas obtenides a partir de las observacio-
nes Spticas y radioeléctricas y las obtenidas a partir de nuestra
f8rmula (7.8), en el sentido 0 - C ¢ 0 , sobre todo en el inter-
valo en que se puede estimar mejor las medidas, ya que las nebulo-
sidades observadas no estdn, como hemos supuesto nosotros en el
plano del ecuador(jo) '

Para simplificar la construccién de la curva velocidad-distan-~
cia escribiremos la ecuacidn (7.8) en forma reducida, de tal manera




que para un valor determinado de sz =X que supondremnos

igual a la unidad, obtengamos un valor de Cjou(:Lq también
unitario.
De esta manera obtendremos:

l+q+r (1 +p yz) y
1l+p l+qy " +2ry
: = 2
donde y© m— con X =Q° 3 P =,f*xl : q = ? x 3

!
@,

@,

= t:xf H P =

Las relaciones (7.9), (7.13) v las que pueden deducirse de
comparar (7.5), (7.6) y (7.7), se verificardn también anflogamen-
te entre p, q, r « Para simplificar ‘aun més el problema supone
dremos que ¥y =1 corresponde 2 un miximo de la funcién P, de
manera que (7.18) presentari mdximo en el punto 1"(1,1). De este
modo, la condicién

Ppr Ys - (p q = 3r) Y4 - (3p - q) 32 -l =0
anfloga a la (7.11), obtenida anulando la primera derivada de

(7.18) respecto a y , se verificard para y2
entre p, q, r tendremos la nueva relacién

= 1, por tanto

'p(r -q) +3(r-p) +q=-1=0 (7.19)

- que se verifica, en particular, para p =r =1 cualguiera que
sea q.

Esto nos sugiere un modelo sencillo que nos permife el ajus-
te de nuestra ecuacién a las curvas observadas, con un grado de
libertad. En efecto, haciendo en (7.18) p=r =1 y tomando gq

como parémetro, construimos la familia de curvas a un parémetro
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de la firura 4. e entre elles, la que corresponde al velor
q==-1,5 ajusta ruy satisfactoriamente 1la nebulosa del Tridnmulo
( 33 ), 1r que corresponde a2 q = + 1, la de Andrdmeda ( I 31 ),
y la que corresponde a q = + 2, nuestra Galoxia, como justificr-
mos a continuacidn, comparando para cada una los valores observa-
dos y los calculados.

Je las consideraciones de la pégina 33 y las relaciones (7.5),
(7.6), (7.7), teniendo en cuenta, ~demis, las relaciones entre

Py @ Ty T My @ T ,» resulta que si q >0, kg £#0 ¥

p=r=1, debe verificarse 1 g <2 35i ke = 0, es
g = 2 y entonces la curve es del tipo (7.2).

El tomar q como parimetro siendo p =r =1 equivale, te-
niendo en cuenta (7.5), (7.6) y (7.7), a considerar en (7.3) k¢
k k4

como parametro, siendo - = —— , igualdad que responde a la
K k
1 3

observacibn y a la que nos referiremos al hacer aplicacién a la
Galnxia.

APTICACION A M 33, La galexia M 33 es de tipo espiral normal Sc,
se halla en la constelacidn del Triéngulo y es uno de los objetos
extragalécticos mds estudiados debido a sus grandes dimensiones
Yy favorasble inclinacién.(3l)

4 @,
0
450 K"f‘/éeg.
A0 |
SD L M 33
i il i ' i i i A 1 \
0 200 %00 600 #oo foo0 A0 400 4600 M50 W Ik
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A partir de la curva velocidad=-distancia dada por Mayall(jz)
que reproducimos en la figura 5, obtenemos los valores de las P
observadas de la tabla I. Las P calculadas las obtenemos a par-
tir de la ffrmula (7.18) con p=r =1, q == 1,5, Tanto las
abscisas como las ordenadas son valores reducidos, teniendo en
cuenta que el méximo (1060,125) coincide con el punto (1,1). En
el grifico (fig. é) hemos dibujado de trazos la miema curva de la

figura 3 reducida a nuestro sistems, ¥y contfnua la curva caleulada
con nuestro modelo!'q

TABLA I
{0 en pCS. y P obs. P cale. 0=-C
100 0,094 0,035 0,024 0,011
200 0,188 0,C6l 0,051 0,C10
300 0,283 0,094 0,086 0,008
400 0,317 0,141 0,133 0,008
500 0,472 0,212 0,201 0,011
600 0,566 0,306 0,300 0,006
700 0, 660 0,435 0,442 - 0,007
800 0,755 0,611 0,631 - 0,020
900 0,849 C,799 0,833 - 0,034
1000 0,943 0,940 0,975 - 0,035
1100 1,038 0,975 0,989 - 0,014
1200 - 1,132 0,870 0,896 - 0,026
1300 1,226 0,740 0,764 - 0,024
1400. 1,321 0,635 0,635 0,000
1500 1,415 0,564 0,530 0,034
1600 1,509 0,519 0,446 0,073
1700 1,604 0,494 0,381 0,113

(") Por fidelidad al modelo de Mayall no hemos reducido las
distancias 21 nuevo médulo, lo cual no afecta al resultado de

la comparacién con nuestro modelo, ya que trabajamos con ina
ecuacidn reducida.



APLICACTON A M 31. Para el e~tudio de 1n rotrcidn e la nebulosa
de Andrémeda, de tipo espiral 3b, generalmente se distingue entre
la parte correspondiente al nlicleo @ < 12' y 1la narte evterior
al mismo (0 2 12'. Le primera presenta unas caracterf{stices muy
especi=les y no e~ posible estudiar el campo de velocidndes en
esta regidn central por métodos épticos. Para ajustar nuestro mo-
delo & la parte exterior de dicha regién central hemos tomado como
base la curva velocidad-distancia de la figura 7, dada en recien-
tes estudios por Rubin y Ford(33)

400 7

Joog

200

ROTATIONAL VELOCITY (KM/SEC)

L 1 I i 1 "
] 20 40 &0 80 100 120
DISTANCE TO CENTER (MINUTES OF ARC)

i

A partir de esta curva obtenemos los valores de las P obser-
vadas de la tabla II, teniendo en cuenta que al méxiro (9,53;273)
le corresponde en nuestra curva el punto (1,1). Los valores de P
calculados se han obtenido para p=r =1 y q =1, de la fér-
mila (7.18).

En el grafico (figura 8) que acompada el texto comparamos la
curva que tomamos como comparacidn, reducida a nuestro sistema
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¥ que hemos dibujado de trazos y la que obtenemos con nuestro
modelo, dibujada continua.

TABLA IT
% en EpGe. y P obs. P calc. 0=C
2 0,210 0,194 0,313 - 0,119
3 0,316 0,363 0,469 - 0,103
4 0,421 0,575 0,614 - 0,039
5 0,526 0,736 C,T44 - 0,008
6 0,632 0,850 0,851 - 0,001
7 0,737 0,927 0,928 - 0,001
8 0,842 c,974 0,976 - 0,002
9 0,947 0,996 0,997 - 0,001
10 1,053 0,996 0,997 - 0,001
11 1,158 0,982 0,982 - 0,000
12 1,263 0,960 0,956 0,004
13 1,368 0,930 0,924 0,006
14 1,474 0,897 0,888 0,009
15 1,579 0,864 0,852 0,012
16 1,684 0,832 0,815 0,017
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APLICACION A LA GALAXIA. Para la Galaxia tomamos, para ajustar
nuestro modelo, la curva de la figura 7, basada en €l modelo de
Schmidt (1965) ((33), p. 397). Haciendo corresponder el méximo
(8,5; 253) al punto (1,1) de nuestra curva, obtenemos las coorde-
nadas reducidas de la tabla III. Como en el caso de M 31 nuestro
modelo no ajusta las proximidades del ndcleo, donde adem&s obser-
vamos las desviaciones de sentido contrario al que, segin la teo-
rfa, deber{amos obtener. La causa de este hecho hemos de buscarla
en la funcidn de distribucidn de la velocidad del gas interestelar
en esta regidn, donde no es elipsoidal, y donde, ademis, la obser-
vacibn Sptica debe ser sustituida por la radioeléctrica§34)

Hemos calculade los valores de P & partir de nuestra férmu-
la (7.18), tomando para los parémetros los valores PpP=re=1l,
qQ = 2. En la gréfica (figuralB8) comparamos los valores observades
¥ los calculados.
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TABLA TIT

Wen Kpc. N P obs. F calc. 0=2C

1 0,118

2 0,235 0,743 0,443 0, 300
3 0,353 0,813 0,627 0,186
4 0,471 0,862 0,769 0,093
5 0,588 0,910 0,873 0,037
6 0,706 . 0,941 0,942 0,001
7 0,824 0,975 0,981 0,006
8 0,941 0,988 0,988 0,000
9 1,059 0,990 0,998 0,008
10 ; I B 0,986 0,987 0,001
11 1,294 0,966 0,967 0,001
12 1,412 0,941 0,943 0,002
13 1,529 0,910 0,916 0,006
14 1,647 0,886 0,887 0, Y01
15 1,765 0,850 0,857 0,007
16 1,882 0,827 0,828 0,001
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8e= DINANMICA GALACTICA

31 suponemos la funcidn de distribucidn (1.2) de tipo elip-
soldal, Q debe ser una forma cuadritica homogénea de signo de-
finido en las velocidades residuales, como ya hemos indicado
(pdgina 11). E1 tensor A se puede suponer de la forma (2.9) ya
que, en lo que sigue, todos los razonamientos son algebraicos.

La expresidén de Q seri:

Q = (Kl +k22)()_{ 7-{)2 +( + k, D 2 +k422)(®-@0)2+

+ (k3 + k4a‘) 2)(z - zo)2 - 21:46) z(]_(-ﬂo)(z -2,) +

+ 2,0 (@ = Eo)(z - 2) (8.1)

verificando los coeficientes las condiciones (2.13).
La ecuacidén de las superficies de nivel VU(Q +G§) =0C, con
C constante, es equivalente a Q = C, determinando el valor del
pardmetro C 1las distintas superficies de nivel de la funcién
de distribucibdn de velocidades residuales. Al suponer que la ley
de distribucidn es elipsoidal dichas superficies de nivel, en
cada punto y para cada instante, constituyen una familia de elip=-
soides concéntricos, semejantes y semejantemente dispuestos.
Refiriendo el elipsoide (8.1) a sus ejes principales tendre-
mos:

Q=8 (JT=Tb)2 + 8 ,( @= @)? + 85z = 2)° (8.2)

donde 8y, S, 85 Son, segin la teorfa general de las cuddricas,

- las reices de la ecuacidn caracter{stica:

3 2 =
g7 = I 8 +J 8 = A44 0 (8.3)
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siendo

I=2K +k3 + 2k422 + (k2 +k4)®2

J = (Ej+ k w2+ K 32)(314- k3+k4(w +2%) +k 5(Ep+ X z2)+(r1 4-1:6)@d

2

By = (Bp+ k0% k432)(K1k +K k4@ + kgl 22)- (K + k zz)ksw

Los cosenos directores 1, M, N, de cada eje se obtendrin
del sistema

2 e
(Kl+k4z -s)L-k4wZN=0
(K1+k P + k,2° = 8)M + koS N =0 (8.4)
- - -2
-k4£o ZL +k,OM+ (k3+ k4¢o - g)N =0

donde 8 es cada uno de los valores By 32, 93, soluciones

de (8.3).
Suponiendo en primera aproximacidén Z = 0, tendremos:

(Kl—S)L:=0

2-B)M+k6(I)H=0 (8.5)

(K1+k2c“b

2_.8)N=0

ke DM +(k3 - k4(D
siendo la ecuacidn ceracter{stica (8.3):
3. (2K, + ko + (k.+ k )c52)32 +[¥ + Xk 662) + 2(K ko + K,k (02) +
Ry + Mgt MRyt By B+ ky07)Ky 1k3+ K &y

oy (5 4415 (B 502 ~k2@2| o ~ (&, +k, ®?) (K, x 5+ k, (0 2) 4K, k2 2
(8.6)



cuyas soluciones son 8, = Kl s

: 4
o B _. 2|2
K, + k3+ (k2+ k4)w :\/[Kl - k3+ (k2 - k4)co ] - @

2

32.3 =

Para s, = Kl el sistema (8.5) nos da L £0, M =N = 0(")

El eje iri dirigido en 1la direccibdn de (/)1 -J0).

» las soluciones de (8.5) serdn L =0 y Yy N dis-
; tintos de cero y el eje estari si-

/\2_20 tuado en el plano (@ -®o) ,

(2 - Zo).

Anflogamente, para 8 = 85 obten-

dremos L =0, !'y, N distintos de

Para 8 = 8

=0
vaib cero y el eje seri perpendicular
Ss 1’;::#0 al anterior, también situndo en
, (@'@o)a (z"zo);
= =
s 0-0 81 kg =0, las soluciones de la
Q
w40 ecuacidn caracter{stica son:
M:N:O X 2
8, = Kl 8, = Kl + ZCD
N-T .

O3 = k3 * 1{4-(1-J y los ejes de

la culddrica coinciden con los ejes coordenados. En efecto, para

que se verifique el sistema (8.5) con s = 5, debe ser M =N = C,

L # 0; para que se verifique con s = s, serd M £0, N=1L =0

y para que se verifique con s = 83 serd N=0, MeL =0,
Vemos que en ninguno de los dos casos el modelo explica

la desviacidn del vértex que se observa experimentalmente eh nues-

tra Galaxia(?') 3in embargo, recofdemos que las hipétesis hechas

hasta ahora eran

Z =0, ke £ 0 é z2 =0, kg = 0

(") Las soluciones distintas de cero corresponderfan a una cufdri-
ca derenerrdae.

(") Llamamos vértex a la direccién del eje mayor del elipsoide de
velocidades. La diferencia de longitudes entre el vértex y la direc-
cidn del centro recibe el nombre de desviacién del vértex.



y supongamos 2 # O, ke # 0 . La solucién del sistema (8.4)
seri:

L M N

: i 2 s 2 2 - 2
k4d)Z(K1+kzaJ +k4z -8) -kecu(Kl+k4Z -8) (Ki+k4z -s)(K1+kau) +

+k 2= 8)

4

no eiendo nulos los denominadores para las soluciones 811 859 B

2 2
de la ecuacién (8.3), ya que ni By +k,2° ni K +k,®2 + k4z2
son soluciones de la misma. Existirén, pues, para cada 8y (1=1,2,3)

tres valores 1, M, N, distintos de cero, y los ejes del elipsoi-
de estarin situados obl{cuamente respecto a los ejes de coordena-
das. En este caso el modelo presentarf desviacién del vértex ya
que la direccidn del eje mayor del elipsoide no coincide con la
direccién del centro de la Galaxia.

S1 kg =0, en le misma hipStesis de 2 # 0, con

8 # K, + kzcbz + k4z2 serd

A Z_Zo M = 0’ N£ 0’ II é 0 y Con
8 =K +k,®° +%,2° serd
= oy 2 4
N=0 M=o )
MgO L=0, N=0., Uno de
LMo LY¥#0 ' '

los ejes del elipsoide ird di-

LaN=0 rigido hecia (@ - ®@,) y los
M#0 6 -0 otros estaridn situados obl{cua-

menta en el plano (J1 = J1o),
(2 - Zo). En este caso tampoco
J-Th se obtiene pues desviacién del
vértéx. De esta forma generali-
zamos el resultado obtenido por G.G. Kuzmin‘, - expuesto por
P. Parenago en su obra resumen de los estudios de Astronomia Este-
lar en la U.R.S.S.(35)



-43-

Vemos pues, en resu—en, que el dnico caso en que se puede
erplicar esta desviacidn observeda experimentalmente es aquél en
que siendo Z # 0 es ke £ O.

Ctro hecho experimental es que, en las proximidades del 3Sol,
Ry = 10 Kps. ((27), p. 29), 2 = O, entre los semiejes

® =
E;, o 5 S del elipsoide de velocidades residuales se verificaeg

g — = 1,656 (8.7)
=5 )

Teniendo en cuenta el valor de dichos semliejes, obtenemos,
de la primera relacidn:

- 2,2 2 = B
(Kl-k3+(k2-k4)(_o ) -4k OO0

que se verifica en el caso particular

k6=0 Kl=k3 k2=k4
Haeiendo uso de esta solucidn particular, la segunda de las rela-
ciones (8.7) nos da, sustituyendo & y ?7 por sus valores:

R2

8 E
2 0  _1,656° (8.9)

5 a1 + k
5 K
Teniendo en cuenta gqge en este caso la curva GDO( w ) viene

dada por (7.2), y sustituyendo en (8.9) R, por 10 Kps., obte-

nemos para la abscisa del médximo

CBMB ;Il- = 7,7 Eps.

valor que difiere en 0,8 Kps. del adoptado por 3chmidt y al que
nos hemos referido anteriormente (pég. 42).
831 kg # 0 y suponemos, siempre en nuestro modelo,



k k

. (pdg. 38) , las relaciones experimentales (8.7)
5 Ky
nos dicen que para la Galaxia k6 debe ser muy pequefio, o dicho
de otra forma, q ~ 2. Estas consideraciones nos han llevado a
tomar gq =2 en el ajuste que hemos hecho de nuestra Galaxia.

Al estudiar la rotacidn diferencial de la Galaxia encontra-
mos los coeficientes llamados constantes de Oort ((12), p. 77)
que se expresan por las férmulas:

Ani(-pg—go-*éﬂ)
2 D® @ P

(8.10)

>  J@® @ v,
1

El término kg ¥ 0 determina que el campo de velocidades

v sea no solenoidal. En efecto, sustituyendo en

d Dﬂo D2
aiv EO 5 J_( {O D 2

los valores (5.7), obtenemos:

23k, k, 20°

@4 6 W
[A]

div Eo =

que no es idénticamente nulo mls que en el caso de ger k6 = O,
En consecuencia, el término K que aparece en la componente ra-



dial de la velocidad es K # 0 en el caso de ser kg ¥ 0 para

puntos no situados en el plano ecuatorial, y en camblo es K =0
cuando kg = O aun con Z # 0 . Recordando los resultados da la

pagina 47, podemos decir que en el fdnico caso en que explicamos
la desviacidn del vértex es K ¢ 0.

Los valores mis recientes de A y B, adoptados en el
"Symposium" de la U.A.I. de marzo de 1963, son: ((26), p. 29)

A = + 15 Em/s por Kps.

(8.11)
B = = 10 Km/s por EKps.

En virtud de la definicidn de estas constantes hacemos 2 = 0,
con lo cual serd ,)To =0 ¥ (:% vendrid dada por (7.8). Susti-

tuyendo estos valores y sus derivadas en (8.10), y operando con=-
venientemente, obtenemos la relacidn

B / 1+ 2}102)2'4- (,u,g-t)tb“
B - A \/(4 +g>a)°'+w‘*)(,.-1+ﬁm)

que coincide con la relacidn ,5}45 entre los semiejes del elip-
solde, como es fécil comprobar.

Tomando (O =10Kps., p=r=1, q=2, obtenenos,
con nuestro ajuste »/% =0,65, siendo 0,64 el que se

obtiene a partir de los valores (8.11). La diferencia es comple-
tamente azceptable dada la aproximacién con que vienen dadas las

constantes A ¥y B, la cual no permite, por otra parte, tomar

nuestros parimetros con mayor aproximacién.



w5

BIBLIOGRAFIA

(1).-

(2)"-

(3)e-

(4).=

(5) o=

(6).=

(7)0-

(8)s=

Kapteyn, J.Ce 1905. "Star streaming®. Britisch Association
for the Advancement of Science. Report 257.

Schwarzchild, K. 1907. "Uber die Eigenbewegungen der
Fiisterne“. Nachridhten von der KBniglichen
Gesellschaft der Wissenschaften zu GYtingen.
Fathematischphysikalische Klasse, €14,

Eddington, A.3. 1913. "The dynamics of a globular stellar
system®, Monthly Notices of the Royal Astro-
nomical Society, 74, 5, 1913; 75, 366, 1915;
16, 37, 1915.

Jeans, J.'l« 1915. "On the theory of star-streaming and the
structure of the universe", Monthly Notices
of the Royal Astronomical Society, 76, 70.

Charlier, C.U.L. 1917. "Notes on statistical mechanics".
Meddelanden fr¥n Lunds Astronomiska Observa-
torium, Series II, n2? 16,

Str8mberg, G 1924. "The asymetry of stellar motions and
the existence of a velocity restriction in
space". Astrophysical Journal, 59, 228.
L

Lindblad, B. 1925. "Star-streaming and the structure of
the stellar system". Arkiv fBr matematik,
astronomi och fysik, 19 A, n? 21, 1925; 19 B,
n? 7, 1926.

Oort, JoHe 1927, ™"Observational evidence confirming
Lindblad's hypotesis of a rotation of the
galactic system". Bulletin of the Astronomical
Institutes of the Netherlands, 3, 275.

1927. "Investigations concernings the rotational
motion of the galactic system, together with
new determinations of secular parallaxes,
precession and motion of the equinox". Bulle-
tin of the Astronomical Institutes of the
Netherlands, 4, 79.



(9)s- Oort, J.H. 1928, "Dynanmics of the galactic system in the

(10) .-

(11) .=

(12) 4=

(ls)l-

(14) .~

(15)0-

(16)0-

(17).‘

(18) .-

(19) .~

(20) .-

(21)--

vicinity of the Jun". Bulletin of the Astro-
nonical Inctitutec of the Netherlands, 4, 269.

Lindblad, B. 1933. "Die Milchstrasse". Handbuch der
Astrophysik. Das 3ternsystem. Tomo I/II.
3d. Jpringer. Berlin. y

Chandrasekhar, 5. 1942. "Principles of 3tellar Dynamics".
The University of Chicego Press, Chicago.

Ogorodnikov, F.F. 1965. "Dynamics of 3tellar Systems”.
#d. Fergemon Press, Oxford, nis. 4.

Catald, ¥8 A. 1965. "A lNote on Stellar Dynamics". Boletin
de 1la 3eccién de Astronomia del Seminario
latemdtico de Barcelona, Vol. IV, n? 1.

1énon, M. 1966. "Les nouvelles méthodes de la Dynamique
Stellaire". Colloque de Besangon. Editions
du Centre “ational de la Recherche 3cienti-
fique, pAg. 45.

Orts, J.J. de 1952, "Contribucibdn a la teorfa de Chandra-
gekkhar sobre la dindmica de los sistemas es-
telares". Collectanea l"athematica. Darcelona.
Vol. V, fasc. 2.

Ver notas bibliogrificas ((11), p. 116), ((19), p.2C1),
(20), (21), (22), (23).

Ver notas bibliogrificas ((9), p».159), ((1°9), p.202),
((20)1 p033)v (28).

Kinman, TeDe 1965. “"The llucleus of ! 31". The Astrophy-
sicol Journal, 142, 4, 1376.

Canm, G.L. 1941 "The ellinsoidal distribution of stellar
velocities". I'onthly Hotices of the Astrono-
mical Soclety, 101, 4.

Lindblad, 3. 1959. "Galactic Jynamics", Handbuch der
Physik , Vol. LIII, Ed. Springer, Berlin, n.33.

Ollongren, A. 1962. "Three-dimensional gnlactic stellar
orbits". Tulletin of the Astronomicrl Insti-
tutes of the I'etherlands, 16, 521.



_(22)e= Cort, J.3., 1965. "3tellar DJynamics"., Galactic Structure.
%d. A. BlaauwVol. V of 3tars and €tellar
8ystems, Chicago, pag. 455.

(23) .= Iihalas, D. 1968, "Galactic Astronomy". Ed. ¥.Y. Freeman,
3an Francisco, pig. 214.

(24) =~ Prendergast, K.E. 1961. "Masses of Galaxies". Problems of
Extra-Galactic Research. I.A.T. Symposium
ne 15, Ld. G.C. llcVittie, New York, »dsg. 134.

(25) «= Goursat, Z. 1942. "Cours d'Analyse I'athématique".
Ed. Gauthier-Villars, Par{s, pdgz. 340.

(26).- Van Houten, C.J. 1961. "3urface photometry of extragalac-—
tic nebulae". Bulletin of the Astronomical
Institutes of the Netherlands, :4&, 509.

(27).- Lequeux, J. 1967. "Physique et évolution des golaxies™.
Ed. Dunod, Paris, pag. 95.

(28).~ Fricke, o 1951. "
Astronomische Nachrichten, 28C, 193,

(29) .= Lindblad, B. 1948. "On the dynamical theory of spiral
structure". Stockholms Observatorium~ Annaler,
12, 4.

(30) .- Abetti, G. & Hack, M. 1964. "Nebulae and Galaxies",
BEd. Faber and Faber, London, pég. 209.

(31) .= Gordon, ".J. 1969. "History of our Understandding of a
Spiral Galaxy: 'lessier 33". The Quarterly
Journal of the Royal Astronomical 3Society,
10, 4.

(32)e= “ayall, ".U. & Aller, L.l. 1942. "The rotation of spiral
nebula Fessier 33". The Astrophysical Journal,
52, 425.

(33) e= Rubin, V.C. & Ford, W.¥. Jr. 197C. "Rotation of Andromeda
nebulae". The Astrophysical Journal, 159, 1-2.



(34) .= Kanlan, S.A. 1966, "Interstellar gas dynamics". Vol 3 of
International Series of Monographs in Natural
Philosophy, Ed. Pergamon Press, Oxford, p.S8.

(35) o= Parenago, P.P. 1955. "Studies in Stellar Astronomy in the
USSR". To the IX General Assembly of the
I.A."Ts Dublin, 1955. Publ. House of the
Academy of Sciences of the US3R, Moscow, p. T4.

(36)e~ Armellini, G. 1947. "I Fondamenti scientifici della Astro-
nomia", Ed. U. Hoepli, I'ilén, pég. 278.

Obras v articulos consultados que no se han citado en el texto:

l.- Ohlsson, Je« 1927. "A review of stellar dynamics". Medde-
landen frin Lunds Astronomiska Observatoriunr,
Serie 1I, 48.

2.~ Von der Pahlen, E. 1937. "Lehrbuch der Stellarstatistik".
Ed. A. Barth, Leipzig.

3.=- Babcock, H.ds 193%38. "The rotation of the Andromeda nebula”.
Publications of the Astronomical Society of
the Pacifie, 50, 174.

4.- Liniblad, B. 194" "On the dynamics of stellar gystems".
Stockholms Observatoriums Annaler, 13, 5.

5= Von der Pahlen, E. 1947. "Einflihrung in die Dymamik von
Sternsystemen". Ed. Birkh¥user, Basel.

6.~ Coutrez, Re 1949. "Contribution a 1l'dtude de la dynamique
des systtmes stellaires". Annzles de L'Obser-
vatoire Royal de fielgique®, 3, 4 (3).

Te= Camm, GeL. 1950, "Self-gravitating star systems™ ,
Monthly liotices of the Royal Astronomical
Society, 110, 4, pdg. 305.112, 2, pdg. 155,

8.- Oort, J« 1952. "Problems of galactic structure®. The
Astrophysical Journal, 116, 2, pie. 233.



Qe

lOI-

110_

12.-
13."

140"

15.‘-

160“"

170"‘

lnc"

55

Prendergast, F.H. 1954, "Cne dimensional self-gravitating
gtar systems", The Astronomicsl Journal,
23' 7' pél"r. 2600

Wweaver, H. 1955. "Mathematical bias in the Oort A and B
parameters derived from proper motions”,
The Astronomical Journal, 60, 6, pig. 211.

Rurth, R. 1957. "Introduction to the "echanics of 3tellar
Systems". Ed. Pergamon Press, London.

Delhaye, J. 1957. "Astronomf{a Estelar". Ed. Vergara, 3arcelona.

Vaucouleurs, G. 1958, "L'exploration des galaxies voisines
par les méthodes optiques et radio-é&lectriques?
Bd. “asson & Cie, Par{s.

Oort, J.l., Yerre, F.T., Westerhout, G. 1958, "Reports on
the progress of astronomy". Yonthly Votices
of the Royal Astronomical Dociety, 118, 4,
par. 379.

daymen, DP.A. 1959. ™Velocity ellipsoids and the gravitatio-
nal potential of the CGalaxy". lMonthly Notices
of the Royal Astronomical Society, 119, 1,

pé.[‘,’. 340

2d. A. Dlaauw y otros. 1959. "Second conference on co-ordi-
nation of galactic research". I.A.l.
Syrmposium n? 7, lield at SaltsjBbaden near
3toclkcholm, june 1957, Cambridge.

196C. "Les recherches gelactiques et extragnrlactiques
et la photogravhie électronique”. Colloque
International du Centre National de 1n
Recherche JScientifique, Annales d'Astronhv-
sique, 23, 3, pfg. 305 a 466.

Joolley, i. Ved. .o 1960. "The Jynemics of Ltars in the
Neighbourhood of the Sun". Vistas in Astronomy.
Ed. A. Beer, Vol. 3. Pergamon Fress, Oxford.



200"‘

210"’

22-"

23 .=

240"'

25!‘

260"

270"’

28."‘

3randt, .. 1960, "On the distribution of ~nss in galaxies.
I. The large-scale structure of ordinary
spirels with anlications to M 31", THe Astro-
physical Journal, 131, 2, pig. 293.

.

Brandt, J.C. 1960. "On the distribution of mess in galaxies.
II. i discussion of the noss of the Malaxye.
The Astrophysical Journal, 131, 3, pAg. 553.

Lallemand, A. ¥y otros. 196(. "The rotation of the Iucleus
of M 31", sublications of the Astrononical
Society of the Pacific, 72, 425, pfg. T6.

Kerr, F.J. 1962. "Gelrctic velocity models and the inter-
pretation of 2l-cm. surveys", Monthly ~otices
of the Royal Astronomical .ociety, 123, 4,
pde. 327,

Belton, I'« and Brandt, <.C. 1962. "On the local surface
density a2nd the scale of the Galaxy". Public-
cations of the Astronomical 3Society of the
Pacific, 74, 441, »ég. 515.

ving, I.R. 1963. "The Dynamics of grlaxies". Annual Review
of Astronomy and Astrophysics, Vol. 1,

Rougoor, Ge.{. 1964, "The neutral hrdrogen in the central
recion of the Galactic System". Bulletin of
the Astronomical Institutes of the Vetherlands,
16, 6, pnic. 331,

dallace, J.. « and Copeland, J. 1964, "Velocity field in a
model of a sniral galaxyd Publications of the
Astronomical Jociety of the Pacific, 76, 452,
Hirs F15.

Goldstein, I'= 1965. "Classicel echanichs". Addison-/esley,
London.

Jchmidt, . 1965. "Rotation parameters and distribution

of mass in the Golaxy! Galaetic Structure.
Ed. A. Blamuw, Vol. V of Stars and Stellar
Systems, Chicago.



29.- Contopoulos, G. ‘de 1966, "The theory of orbits in the
solar system and in stellar systems". I.A.IL,
Jymposium n? 25,

20s= Shane, W.7. & Bieger-3mith, G.P. 1966. "The galactic rotation
curve derived from observations of neutral
hydrogen™. Bulletin of the Astronomical Insti-
tutes of the Netherlands, 18, 4, pag. 263.

31l.~ Innanen, F.A. 1966. "Mass models of the galactic systen".
The Astrophysical Journal, 143, 1, pir. 153.

32.= Furth, R. 1967. "Introduction to Stellar ltatistics™.
International Series of Monographs in Natural
Philosophy, Vol. 10. Pergsmon Press, Oxford.

33.=- 3Jhoji Eato. 1968. "HEydrodynamic equations of differentially
rotating stellar systems and the velocity
ellipsoid". Astrophysies and 3pace Sclence,
2, 1, pdg. 37.

34.= lFikheilov, A.i. Ed. 1969. "Physics of 3tars and Stellar
Systems". Isrrel Program for Scientific
Translations, Jerusalén,

35.- Becker, Ad. & Contopoulos, G. 1970. "The Spirasl Structure
of Our Galaxy™. lI.A.U., Symposium n? 38.
Held in Iase}, Switzerland, 29 aupust-4 sept.,
1969.

36.= Hohl, F. 1970. ™"Dynamical 7volution of disk gelaxies".
I'T- \..S.A. TR-R 343.

37.- Burbidge, G..l. 1970. "The nuclei of grlaxies". Annual
Review of Astronomy and Astrophvsics, Vol. &,
pé.{';o 369.



	MACP_CUBIERTA
	MCP

