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INTRODUCCION

El estudio de la dinámica de los sistemas estelares fue ini-

ciado por Kapteyn^^, con su modelo de dos corrientes estelares»

según el cual los vectores velocidad de las estrellas no están

distribuidos Isotópicamente como se había supuesto hasta entonces,

y 3chwarzchild^ 2 ^
que demostré que las dos corrientes de Eapteyn

podían ser consideradas como consecuencia de una ley de distribu-

cián elipsoidal de velocidades residuales

(UfV>w) K c e
(-h2u2 - kV - lV)

donde u, v, v son las componentes de la velocidad residual»
según tres ejes de coordenadas convenientemente elegidos, y

C» h, k, 1, coeficientes que dependen de la posición y del tiempo.
Puede decirse que hasta el descubrimiento de la rotación

galáctica la única propiedad experimental que la astronomía este-

lar aporta a la teoría es la ley de distribución de velocidades

residuales, sobre la cual fundamentan sus trabajos Eddington^) #

Jeans^) y Charlier^), desarrollando tanto Eddington como Jeans

teorías matemáticas encaminadas no tanto a cimentar la ley de

distribución elipsoidal cuanto a investigar las posibles formas

de sistemas estelares en que se cumple rigurosamente la ley de

Schwarzchild e intentando Charlier explicarla por analogía con

la ley de Maxwell de la teoría cinética de los gases.

Posteriormente, StrSmberg^ pone en evidencia el fenómeno
llamado de la corriente asimétrica, demostrando que la población
estelar de la Galaxia no es cinemáticamente homogénea sino que

consta de dos subsistemas de estrellas con distintas dispersiones
para las velocidades residuales.

Lindblad^ obtiene una inmediata explicación del fenómeno
de la corriente asimétrica de la Galaxia basándose en la hipóte-
sis de la existencia de subsistemas que se encuentran animados

de un movimiento de rotación alrededor de su eje común de simetría.
La velocidad de rotación es tanto mayor y la dispersión de las

velocidades residuales tanto menor cuanto más achatado sea el

subsistema.
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Esta teoría de la rotación galáctica fue inmediatamente con-

firmada por Oort(®^ con su estudio de los movimientos diferencia-

les de los centroides, refundiendo su interpretación y la de las

propiedades de la distribución de velocidades en una teoría única,
válida en el disco galáctico para movimientos poco diferentes del

movimiento circular uniforme.(9)
Esta línea de investigación que hemos trazado a grandes ras-

gos culmina en las obras de Lindblad^^ y Chandrasekhar^-^ • Este

último en su obra "Principies of Stellar Dynamics", en lá que he-

raos basado fundamentalmente nuestro trabajo, recogiendo la obra

de sus antecesores, con la introducción de un campo de movimientos

diferenciales y la consideración de una función de distribución

cuadrática en las velocidades residuales que satisface la ecuación

fundamental de la dinámica estelar, permite considerar un sistema

estelar como un medio continuo en el que se verifican las ecuacio-

nes hidrodinámicas de continuidad y de movimiento•

y.ás modernamente, algunos autores opinan que las fuerzas de

gravitación no son las únicas que rigen la estructura y evolución

de los sistemas estelares. Esto supondría la presencia en la ecua-

ción fundamental de la dinámica estelar de un potencial vector

además del potencial escalar, como puede verse en nuestro trabajo
"A lióte on Stellar Dynamics"(13).

Actualmente el estudio de la dinámica de los sistemas estela-

res se lleva a cabo, también, con la ayuda de ordenadores electro-

nicos, tratando el sistema estelar numéricamente. Este método nu-

raérieo consiste en dar las masas, las posiciones y las velocidades

iniciales de todas las estrellas que componen el sistema estelar;
dichas cantidades se obtienen en la práctica por medio de números

aleatorios, convenientemente transformados de modo que se reproduz-
ca una distribución determinada. A partir de este estado inicial

se calcula exactamente la evolución dinámica del sistema integrando
numéricamente las ecuaciones del movimiento^^-).

En la presente Memoria, basándonos, como hemos dicho, en los

métodos clásicos, nos proponemos ampliar el estudio de la dinámica
de los sistemas estelares, haciendo la hipótesis de simetría cilin-

drica y la de estado no estacionario.
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Henos dividido nuestro trabajo en ocho capítulos* En el

primero damos los postulados y ecuaciones fundamentales de la

dinámica de los sistemas estelares. Utilizamos la notación ten-

sorial que fue introducida por el Dr. J.J, de Orus en su trabajo
"Contribución a la Teoría de Chandraselchar sobre la Dinámica de

los sistemas estelares"(í5), indicando los vectores con letras

subrayadas.
En el capítulo segundo la determinación del tensor A a

simetría cilindrica de eje z nos lleva a una forma distinta de

la obtenida por los autores clásicos que citamos en la bibliogra-
fía(l6) # Introducimos en él el término f = kg 6ü 0, que nos

conduce a resultados muy interesantes. Suponemos para las galaxias
un plano ecuatorial de simetría, limitándonos con ello al estudio

de las galaxias regulares.
Obtenemos en el capítulo 3 una primera expresión de las com-

ponentes del Vecbor y la velocidad V
Q , componentes que

luego podemos escribir en el capítulo 5 en forma más sencilla al

imponer la hipótesis anterior de que 6" sea simétrica respecto
al plano ecuatorial.

En el capítulo 4, debido al valor kg ¡4 0, obtenemos para

la función potencial )3 una expresión mucho más restringida que

la que habían obtenido hasta ahora Camm, Oort, Lindblad, etc.,
según indicamos en la bibliografía^ 1^. A partir de la función

potencial encontrada determinamos completamente las funciones

X y <5* • La determinación de <5
~

, suponiéndola simétrica

respecto al plano ecuatorial, impone que kg sea constante, lo

cual,a su vez,simplifica notablemente las expresiones, tanto del

potencial como de la función X • Finalmente, al imponer que la

función potencial , la función 'X y el teobor A sean com-

patibles con la cuarta ecuación del sistema fundamental de la

dinámica de los sistemas estelares, acaban de quedar relacionados

los coeficientes y funciones del tiempo que intervienen en los

tensores y funciones utilizados.

Las consecuencias más interesantes de la consideración del

coeficiente kg ¡á 0 las tenemos en los capítulos 6 y 7.
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Bn el 6, con la determinación de las trayectorias de los centroi-

des locales, que en el caso deser kg = 0 se reducen a las cir-

cunferencias ¿D = 1^, z = y en cambio aquí, con kg 0, se

obtienen curvas alabeadas cuyas proyecciones son hipérbolas y

curvas espirales con ramas asintóticas.
También aquí se cumple el teorema " <5T se mantiene constante

a lo largo de las trayectorias de cada centroide 10032", demostra-

do por el Dr. Orús en su trabajo ya citado ((15), p. 14 T.I).
En el capítulo 7 estudiamos la variación de la velocidad con

la distancia* Obtenemos una gran concordancia entre las curvas

que expresan gráficamente esta variación y las obtenidas experi-
mentalmente. Presentamos tres ejemplos: M 33» en la cual la con-

cordancia es casi perfecta; M 31» en la que prescindimos del

núcleo por presentar unas características muy especiales, objeto
de estudio por parte de muchos autores; nuestra Galaxia, en

la que se aprecia también diferencias en ordenadas en las proximi-
dades del núcleo que interpretamos como debidas a la existencia

de gas interestelar en esta región,lo cual da origen a una distri-

bución de velocidades distinga de la elipsoidal.
El ajuste lo hemos realizado para valores muy sencillos de

los parámetros, y a un grado de libertad, a fin de obtener asimis-

mo un modelo lo más sencillo posible, lo cual nos ha llevado al

valor kg = 0. para la Galaxia. Con esto queremos significar que

en nuestra teoría incluimos, como caso particular, el modelo clá-

sico que servía para explicar los hechos de observación de nuestra

Galaxia, pero que no explicaba, en cambio, fenómenos observados

en sistemas extragalácticos. Así la teoría clásica no explicaba
la concavidad de la curva velocidad-distancia hacia la parte posi-
tiva del eje (h)0 , en el origen, por consiguiente no consideraba

curvas como la observada en II 33, para la cual, como hemos dicho,
existe concordancia perfecta con nuestro modelo.

Para llevar a cabo todos los cálculos, el detalle de los cua-

les hemos omitido, nos hemos ayudado del calculador electrónico
de mesa Olivetti Programraa 101 de la Cátedra de Astronomía. Agrá-
decemos al 3r. Piqueres la confección de los programas.



En el capítulo 8 estudiamos la función de distribución, de

velocidades de tipo elipsoidal, haciendo aplicación a nuestra

Galaxia de la teoría desarrollada. Es de destacar que con le in-

troducción del término kg £ 0 , y suponiendo Z ^ 0, obtenemos

un modelo que explica la desviación del vértex que se observa

experimentalmente. En este mismo capítulo estudiamos las constan-

tes de Oort y el término K.

Para no distraer la atención del lector hemos omitido, en

nuestra exposición, los desarrollos que nos han conducido a la

obtención de la mayoría de las fórmulas, que no tienen más difi-

cuitad que la de ser largos y penosos.

Finalmente me creo en el deber de agradecer al Dr, Orús su

eficaz y valiosa colaboración y ayuda sin la cual estoy segura

de que mi labor hubiera resultado estéril.
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1.» POSTULADOS Y ECUACIONES FUNDAMENTALES

La dinámica de los sistemas estelares se fundamenta en los

tres postulados siguientes; ( (ll), p. 89 )

I*- En todo punto r está definido un sistema de coordenadas que
.

es función continua de la posición r y del tiempo t, respecto

al cual las estrellas se encuentran, en media, en reposo*

3i designamos por V la velocidad de una estrella respecto
al sistema inercial de referencia, y por 20 ( r * t ) la veloci-

dad, respecto al sistema inercial, del centroide local (origen de

coordenadas del sistema local) relativo al punto r , la velocidad

residual v de dicha estrella respecto al sistema local relativo

al mencionado punto serás
v = V - V

Q
(1.1)

II*- La función de distribución \j/ ( r, V, t ) es del tipo de

Schwarzchild generalizado, es decir:

y/( r, V, t )= y( Q ♦ € ) (1.2)

con Q m A • v2 (1.3)

y el tensor simétrico de segundo orden A y el escalar 6“ son

funciones continuas de la posición r y del tiempo t.

III.- Los movimientos de las estrellas vienen regidos por un poten-

cial B ( £ » t ) por unidad de masa, y la función de distribu-

ción y/ satisface la ecuación fundamental de la dinámica estelar:

jli¡L + V • grad y - grad 13 • Grad '\I/ m 0 (1.4)
dt 7) t ' /
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Con estas hipótesis el problema dinámico que se plantea es:

d En qué condiciones la ecuación (1.4) considerada como una ecua-

ción diferencial en '\¡s , admite una solución de la forma (1.2)?.

Sustituyendo la función Xj/ ( Q + 6" ) en la ecuación de

continuidad se tiene:

—LZ— .
♦ g—L = o (i.5)

d(Q + 6" ) dt

y por tanto:
d ( Q * 6 )■ - 0 (1.6)

dt

Haciendo ahora ,

A ■ A 7
— —o

(1.7)

A • + CT (« A • I0
+ $ )» (1.8)

según (1.1) y (1.3) se tiene:

Q+6- =k.f -zA-Z-X h.9)

y llevando este valor de Q + & a (1.4) e identificando se obtie-

nen las relaciones: ( (15), p. 8 )

def A m 0 *\

def A

A grad
c) t

A . grad O
♦

1 ¡) A

2 c) t

® - — grad
2

,A 3*
2 St

( 1 . 10 )

que constituyen el sistema de veinte ecuaciones diferenciales,
fundamental en el estudio de la dinámica de los sistemas estelares.
( (11), p. 93 ).
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2.- DETERFIMCION D5 A A SIMETRIA CILINDRICA. CONSIDERACION DE V

Al resolver la ecuación def A ** O, para los elementos del

tensor simétrico de segundo orden

A

h

13

f

g

f

c

( 2 . 1 )

se obtienen, en forma cartesiana, las siguientes expresiones!
( (11), p. 96-97 ).

a - “ 2< h
20 + h

21 z) y " h
40 y2 " (a

o
+ 2®30 z * g40

z? )

b “ - 2 ( f20
+ f

2i *) * - f40
' (bo

+ 2So 1 + h
40

*
2 1

O “ - 2 <e20 + g 21 y) I - g40 x
2

- <c
0

+ 2f
J0 y + f

40 y
2 )

( 2.2
f “ (f10 + fllx - h21x2) + (t2Q + f

21l)y + < f50
+ g21* )z + f

40yz

g " ( g10
+ gll7 " f

21y2 ^ + í g20
+ g217 ^ 2 + ^ g30

+ *21y * x + g40
zx

h ■ + ^l2 * g21
z2 ^ + ^ h20 4 h

21
z ^ x + < h

30
+ f

21
z ^ 7 + h

40xy

donde los coeficientes f^Q, g^Q , h40* ^21* g21* ^21 son cons ‘*'an’"

tes y los restantes funciones del tiempo.

Como es sabido, el tensor A en forma cilindrica (eje z)
viene dado por*

s A S'1 (2.3)
donde»

Co
2 2

* + y »con obteniéndose»
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A

(ax +by +2hxy)

[(b-a)xy+h(x2
-y

2 )J
0)'

(fy + gx)

[xy(b-a)+h(x2
-y

2 )j
(ay2+bx2-2hxy)

1
(íx - gy)

(íy+gx)

1
~ (fx-gy)

2.4)

Teniendo en cuenta en (2.4) las expresiones (2.2) e imponiendo la

condición de simetría cilindrica» de eje z» el tensor A toma la

formal

A

I k
1+k^z

2
+2k^z

-(k^z H* k^)(A)

-(k4
z+k

5 ) \
k^+kg W

2+k
4

z
2
+2k¡.z

k6 W

k6 0

k^+k^ü)
2

(2.5)

en donde los nuevos coeficientes vienen dados en función de los

antiguos por las relaciones:

^ - a
0

= - 'bo k
4

" - e40
“ ‘ f

40

k
2

= - h
40 k

5
B " fi30

c " f
20 (2.6)

k
3

“ * c
o

k6
81 f

U
c “ gll

siendo además:

*10

*20
f

30

*11
l
21

g21
s 0

f
21

82 *30 “ 0

g20

"10
** g10

(2.7)

Segán (2.2), k^, ky k^, kg son funciones del tiempo y k^, k^
constantes arbitrarias.
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Si siguiendo a Caram^^^ efectuamos la traslación

z o 2 — ( 2 . 8 )

el tensor A tomará la formas

h + V
2

A 0

-k, (ju Z

\ 4

0

+ k
2

¿D 2
+ k

4
Z 2

ib

-k
4
(I)Z

k6ó)

_ p
+ k^U)

\

(2.9)

con \ " ( 2 .10 )

suponiendo k^ ¿ 0, ya que en casó contrario A no dependería de Z

El determinante de A ess

| A) «* (K1+k
2 cD

2+k
4

Z 2 )(K1
k

5
+Z

1
k

4
a) 2+k

3
k

4
Z

2 ) - (K^k^Jk^eO2 (2.11

Teniendo en cuenta que el plano z «= z^ con

( 2 .12 )

se desplaza con el tiempo, según (2.8) Z es función del tiempo
y solamente podremos operar con el tensor A en la forma (2.9) si

suponemos el sistema estacionario, como hace Camm en el artículo

que hemos mencionado, o cuando las operaciones que verifiquemos con

A sean de carácter algebraico, siendo entonces z » un plano
coordenado. Dicho plano es de simetría para A •
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La forma (2.5) que hemos obtenido para el tensor A difiere

de la dada por los autores que hasta ahora se han dedicado al es-

tudio de la dinámica de los sistemas estelares en el término
f = kg(30 , para los cuales es f = 0. (Ver citas bibliográficas
indicadas en (16) ). la consideración de este coeficiente nos ha

llevado, como hemos indicado en la introducción, a interesantes

resultados que expondremos en los capítulos que siguen.
La forma cuadrática Q que aparece en (1.3) debe ser defini-

da positiva ( (12), p. 43 )* lo cual impone las condiciones:

( (15), p. 15)

(3^ + k
4Z

2 ) | A | > 0

(^ + k
4

Z
2

+ k
2

C0 2
+ k

4
Z

2 ) > 0

(2.13)

De la segunda inecuación de (2.13) se deduce que los dos fac-

tores que en ella figuran han de tener el mismo signo eualesquie-
ra que sean ¿o y 2. Si suponemos Z ® 0, y k

0 tendrán

el mismo signo. Por otra parte, de la primera de dichas relaciones

(2.13)* desarrollando, se tiene:

(Z1
+k

4
Z

2 ) (K^+k^cü
2+k

4
Z

2 ) (K1k^+K1k
4

<X) 2
+k^k4

Z 2 ) > (E^+k^
2 ) 2

kgü) 2

para cualquier valor de 63 y Z. En particular, para U) ■* 0 Z *= 0
7 O

es: kj > 0 y como es esencialmente positivo, será

kj > 0 y por tanto y k^ del mismo signo.

Si consideramos Z « 0 tü jé O y dividimos por , tenien-
p p

do en cuenta que k| ¿ü > 0 cualquiera que sea co , también
o o

para cualquier cu será: (K^ + k
2 &) )(E^ + k4 <Ir) > 0 . De aquí

y de las condiciones anteriores se deduce que los coeficientes

K^, k
2 , k^, k

4
deben tener el mismo signo, o sea los cuatro deben

ser positivos o los cuatro negativos, cualesquiera que sean cD y
Z para que la forma Q sea definida positiva.
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Ahora bien, la densidad estelar V » o número de estrellas

por unidad de volumen, la función <5“ que aparece en la función

de distribución y el determinante I A I están relacionados por la

fórmula ( (15), p. 16 ):

V7*7
(2.14)

con (2.15)

- 2
y para Wa 0 y Z = 0 es |A| «E^k^. Para que dicha den-

sidad estelar sea real debe ser > 0, y ésto unido a las

consideraciones anteriores, implica que los coeficientes K^, knt

ky k^ sean todos positivos cualesquiera que sean Cü y Z» o

sea, en cualquier punto del sistema estelar que consideremos, no

siendo entonces infinita para ningún valor de ¿D , Z inclu-

ido el origen.
Si designamos por J la cantidad de luz emitida por unidad

de volumen y suponemos que todas las estrellas tienen igual lumi-

nosidad, ’S) será proporcional a J • La fórmula que relaciona

J y la densidad luminosa I sobre la placa fotográfica es^^*

I(x,z) « 2

V Cü^-xZ
'X

o aplicando la fórmula de inversión de Abel^*^

(2.16)

J( to ,z) ■

77

lL dx

Jd). V x2 - U> 2
( 2 . 17 )

Se observa que en el 95$ de las galaxias las isofotas
f

o cur-

vas de igual densidad luminosa I sobre la placa fotográfica,' 2^
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presentan, simetría ecuatorial!De la fórmula (2*17) se deduce

que si I es función par en Z, también lo será J y, por con-

siguiente, V también será función par en Z. Por otra parte,
la fórmula (2.14) nos dice que si 'O presenta plano de simetría,
siendo tambiéjb el determinante ¡ A | simétrico respecto a un plano,
a menos que 0 ( 6" ) sea divisible por VI A I , 0(6*)
deberá presentar plano de simetría ecuatorial y éste será el mismo

plano de simetría de j A | * En virtud de estas consideraciones

supondremos, en nuestro trabajo, que CT es simétrica respecto a

un plano ecuatorial y que este es el z^ que es el de

simetría de | A | , limitándonos con ello al estudio de las galaxias
regulares. El caso de que 6" no fuera a simetría ecuatorial corres-

pondería al 5& de las galaxias irregulares que se observan.
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3.- DETERMINACION DE A Y JQ
A SIMETRIA CILINDRICA

Al resolver la segunda ecuación del sistema (1.10) se obtie-

nen para ^ las siguientes componentes cartesianas:( (11), p. 99)

y(yhj0-xh^Q ) - z(xgjQ-zg^0 ) - f^jz **~ a
o

x + X2Z + C
d

A,» 2 (zf^0-yf¿0 ) - x{yh$0-ih' 0 ) - g^zi-ivy +p x
* + Y3X + ^ 2

Aj= xfxg^-zg^) - y(zf^0-yf¿0 ) - h¿jxy +yi7 +

(3.1)

donde los acentos denotan derivación respecto del tiempo, siendo

fl y £>i (i * 1,2,3) funciones arbitrarias del tiempo y

fl + Y 1
“ fÍ0 (?2 + ^2 “ g10 (^3 + ^3 * **10

Imponiendo la condición de simetría cilindrica, para lo cual basta

tener en cuenta que las dos primeras componentes de deben ser

de la forma:

Z\ 4
« x F( (X) ,z) - y G( (ó ,z)

(3»3)
y F( ¿D ,z) + x G( (jó ,z)

/ H \

expresándolas en coordenadas cilindricas 1 ;
y recordando además (2.6)

y (2.7) se obtiene en nuestro caso:

A& « üü (-y z)

- p íD + z w> (3.4)

A
2

o -kj(I)
2 +|kjz+^

(") Las fórmulas de paso son:

(yA 2
+ x Ai) ¿(xA, - yA.)

“ 1

a- a
3

“ 2 1



-15-

Podemos calcular las componentes de la velocidad V
Q despe-

jándola de (1.7)
2o - A 4 (3.5)

Teniendo en cuenta que hemos adoptado el plano z-^ = - de

simetría para la galaxia, lo cual equivale a haher definido el

centro de la galaxia, podemos referir las componentes de la velo-

k5
cidad a dicho centro efectuando en (3«5) la traslación z = Z -—-

k
4

introducida ya en (2.8), lo cual equivale a tomar ^ de componen-
tes:

Acó» d) (-^ KJ + k£ z)

a,

1c
¿D (-p —— + k¿ z)

= (-k’cO 2 k
3 Z

k4 kq \
- 2-2 + ¿„)

(3.6)

De esta forma las componentes de la velocidad U
Q

= JQ
+

O

O
v f

+15

referidas al centro de la galaxia, serán, ordenando respecto
a ¿o y Z:

Tío -TT¡[t ya®
4

+ T k
4 (k4

Kí-2k6k6+k
2
k

3 ) z2 + T k
4 k

3
+

+ (k2
k

5k£ - k|k^ + k
4
kg ^ + k

5
k6k¿ - -|k2k^k5

+ k
2
k

4 ^> ¿ó 2
Z +

+ k
4 (k3k¿ k^k5

+ k
4 ^)

3 ) Z3 +-| £*(^4 + k^ - k^) d) 2
+

+
T + *1*3 } z2 + "i k

3
k

5 + k4^3 5 z +
T K

lKÍk
3

(3.7)
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a O)

I A |
+2k4 (2k3k¿ - k6k') Z3

+

+• K^(-k^^ - k^k£ + kgk,pü;^ 4 (-k^k^p -k^k^k¿ 4
2
k

5
k 6k

3
“ k

4
k6^ 3^ 2 ^

*\ 1i< 2k
3
ké * k6k

3 )Z
*

(_k3
k4? _k

5
k

5
k¿ + T k5

k6k
3

" k
4
k6^ J

(5.8)

JJ 1

U| ^ k
2
k

4K¿ c04 2 4 \ k
4 (k4E£-2k6k¿4K1k^4k2k») G)V 4

4-| k^k^ Z 5
4 (^ k^kg 4 k

5kgk¿ - 4k
2
k

5
k

3
+ k

2
k4^ 3

+ k
2
k

3
k5”k5

k6^

4 k
4 (--|k^k5

4 k^S^ 4 kjk|) Z4
4 -^(k^ -2kgk¿ 4 kjk^) ¿O2 Z 4

+ 4 E
l
k

4
k

3 z3 +^L (k4
k6 ^4k5

k6k¿*|k2
k

5k^4k4
k

2 8 3
4k

2
k

3k^k|)cD2
4

4 2

4 2 (— k|k^ 4 k
4 3

4 k^k^) Z 4 E^k^ Z — — (k^k^ — 2k^k^) 4

K|í) (3.9)

Para (jue dichas componentes no tomen valor Infinito para
CO constante y Z tendiendo a infinito, o para Z constante

y <30 tendiendo a infinito, y la tercera componente de la velocidad

Z
o

+

Ir •k
5

no sea finita para 00 constante y Z tendiendo

a infinito, siendo la forma I A | del denominador de signo constan-

te, segfin hemos indicado en el capitulo 2, anularemos los coeflcien-

tes de los términos en cü
>

y del numerador de ~J\ 0 y Q

y el coeficiente del término en S

componente*

del numerador d® la tercera
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1

Con ello tendremos las condiciones:

*
2 4 - 0

Vf

*3 0

( 3 . 10 )

(3.11)

L.-iíi
5 k

4

( 3 . 12 )

De (3.10) se deduce que, o bien es k. e 0 o bien es K£ = 0.

Si supusiéramos k^ «* 0, el determinante | A | quedaría reducido a:

A | *= (í^ + k
4

Z ¿ ) K^k^ ♦ (K^- k|) cD2
+ k^ Z (3.13)

expresión de segundo grado en Cü , Igual que antes, para que las

componentes d® la velocidad no fueran infinitas para Z constante

y Q infinito, anularíamos los coeficientes de los términos en

or t con lo cual sería nulo el coeficiente (K^k^- kg) de cu

en | A | • Entonces | A | no dependería de ¿o » por cuya razón
deberían anularse los términos en ¿0 de las tres componentes de

la velocidad y, como después de las condiciones (3.11) y (3.12)
(D es factor común en todas ellas, la galaxia no giraría. El mo-

délo no tendría sentido físico y por consiguiente en (3.10) supon-
dremos siempre « 0 k^ 0 .

Sustituyendo pues (3.10), (3*11) y (3*12) en las componente»
(3.7), (3.8) y (3.9) obtendremos las nuevas componentes de la ve-

locidad ü :
—o

X

©o

O)
3 z

lA

O

k
4k¿ Z - (k4 f + k5

k6
~ k 6k

5 )]
h k

:(K,6j 2
+ k, Z 2

+ )
|A| 1 5 k.

k
4
k¿ Z - (k4f + k5k6

-k6k
5 >j

ü3
Z

I A|
(k, Z‘

: 6 *1,
b

4
L) | k

4k¿ z -(k. r ^5^6 ™ ^6^5)
(3.14)
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T sustituyendo en (3.6)^ las nuevas componentes de /\ :

Afca= k,i u) Z

kq k¿
♦

5 —) + (JO ( 3 . 15 )
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4.- DETERMINACION DS )3 Y D3 X

Desarrollando la tercera ecuación del sistema (1.10) de ecua-

clones diferenciales

A grad Ü + -~= «* - 4j grad ^0 1

teniendo en cuenta que limitamos nuestro estudio a sistemas este-

lares a simetría cilíndrica
; y que por tanto supondremos

Dd
vx
'¿e

0 ,

que la variable z es una función del tiempo dada por (2*8), y

sustituyendo A y respectivamente por (2.9) y (3*15)» tendremos

f 2\ 3¿3(K. + k.Z^) - k,ó)ü -4^-1 4 ító 4 0 z

k6 Tz

k* 2

k
4

+ kg Z ) cü
\

kg Z -( (3 * +

- k, (D Z +(k3
+k

4 ¿Ó 2 )
c> Z k,

' "3
T

"4( k,. + k.cD
2 )

í^X

0 ( 4.1

i )X
2

)
De la segunda ecuación de este sistema (4.1)» integrando» se

obtiene:

2k, k/- \ k„ I
t) (4.2)

Eliminando entre las ecuaciones 15 y 3 9 del sistema (4.1)
se tiene:
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DI) * + k
4 (Z2 -<b 2 )

- 3k4 <2> + 3k§ w - 0
C/ .

C>CÓC>2 ^ 5cO

(4.3)

y sustituyendo en esta última (4.3) el potencial (4.2) y operando:

k. Z ¿Í ló+ 3^1 4- 4 —¿3 ) - 3(— (i* - kg)¿ü «= O (4.4)
k¿ k¿ \ k6

5

Como cj> es sólo función de co y de t debe ser:

k
4 p* + kg k

5
- k6 kg * 0

y como hemos supuesto ^ O:

d\ 6>vp ^g -

♦ 3 4—- U m O
d G)r P)a) k*

(4.5)

(4.6)

la ecuación (4.5) nos da una nueva relación entre los coefi-

cientes que deben verificar idInticamente, y de ella, integrando,
obtenemos:

k
4 ? - H k6 + k¿ k

5
" °1 (4.7)

siendo el primer miembro el coeficiente que aparece en las compo-
nentes de la velocidad (3*14).

Integrando ahora (4*6) resulta:

K(t) k2 ,
U> - - Go + B(t)
7 0>* 2k¿

(4.8)

y sustituyendo este valor de \j> en (4.2), teniendo en cuenta la



relación (4»5), obtenemos la función potencial;

I) kg K(t) k
j-O **—— 2 + —r-75— ~ ( ¿ú + 2 ) + B(t) (4.9)

2k,

Si kg * 0 la segunda ecuación del sistema (4.1) no determi-

na el potencial j~í) $ nos dice solamente que ^ es constante. La

primera y tercera ecuaciones nos dan la ecuación (4.3) que, en el

caso de sistemas estelares en estado estacionario y simetría cilín-

drica fue estudiada por Oort ((9)» p. ), Camm ((19)» p. 202),
Fricke^ 28 ^

y Lindblad ((20), p. 33), obteniendo la solución más

general de la forma

0 (u) - 0 (v)
(4.10)

U - V

donde u y v son raices de la ecuación

u
2

- (Co 2
+ Z

2 )u + a(có 2
- Z 2 ) - a

2
*= 0

con
h - k

3
2k

4

En el caso de un sistema no estacionario, con = 0 al

resolver la ecuación (4.3), hemos hallado la solución:

B 0 (u,t) - 0 (v,t) k" z

u - v
(4.11)

En efecto, la primera parte de (4.11) corresponde a la solución
general de la ecuación sin segundo miembro cuya resolución es la

ya conocida en caso estacionario ya que én ella no intervienen
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i

derivadas respecto al tiempo. El segundo término de (4.11), que

aparece al resolver la ecuación con segundo miembro, verifica

idénticamente la ecuación (4.3)•
Observamos que el introducir en el tensor A el coeficiente

kg ¿ 0 lleva como consecuencia obtener una expresión mucho más

restringida del potencial, de acuerdo con las consideraciones de

Chandrasekhar ((11), p. 136) por las cuales para obtener la máximá

generalidad en la forma de 13 ( tü , z) debe imponerse las máxi-
mas restricciones en los coeficientes del elipsoide de velocidades.

El término kg ^ 0 supone un grado más de libertad en dichos coe~

ficientes.

De la expresión (4.9) del potencial deducimos que éste no es

simétrico con respecto al plano de simetría de la galaxia mas que

en el caso de ser k| = 0, es decir, que k^ sea tina función

lineal del tiempo y, por tanto, el sistema ( ¿ü , z) sea un sis-

tema ihercial.

Para determinar la función

(4.9) de 13 en las ecuaciones primera y tercera del sistema (4.1);
así obtenemos, teniendo en cuenta además (4*5)*

/*C , sustituimos la expresión

4K

00 '

(Ki + k,Z 2 \ . n -

5
,2

) + 2(E1
——■ --JL )
k6 k

4

CÜ

4K k?
— k , Z + 2 k„ —2 Z
a 1 4 3 k.

IX
'díú

^Z

■x

V (4.12)

J

e integrando:

X-- 2K « k?
— (K, + k,Z ¿ ) + (K- —

w 1 4 n
k

^Í)Co 2
Z 2

+ D(t)
k.

(4.13)

siendo X función par en Z y por tanto simétrica respecto al

plano que hemos supuesto de simetría para la galaxia.
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5.- DETERMINACION DB €T Y RELACIONES ENTRE L03 COEFICIENTES 7

FUNCIONES DEL TIEMPO

Obtendremos 6 de la relación (1.8)

S - - X “4* ^ (5.1)

teniendo en cuenta (3.14), (3*15), (4*13) y la relación (4*7) que
nos simplificará las anteriores*

2K k ?
*5 » —- (K, + k.Z 2 ) (3L, (7)

2
+ k,Z

2 ) - D(t) -

Gr x * ke
^

- —- (K.¿D 2
♦ k,Z

2
+ •^¿2)(k.k¿Z - c-) 2

k
4 IA| ^ 3 k

4
4 6 ^

En el apartado 2 hemos hecho la hipótesis que (5* fuera simé-
trica respecto al plano ecuatorial z « - k^/k4

o lo que es lo

mismo Z ta 0. Anularemos pues los términos impares en Z, para lo

cual bastará que se verifique

k^»0 (5.3) o bien c^*=0 (5.4)

Ahora bien, para c^ «* 0 y Z » 0 la velocidad U
Q

es idéntica-

mente nula, lo cual no parece expresar de un modo demasiado satis-

factorio la realidad física de los sistemas estelares. Por ello,
supondremos en nuestros razonamientos ¿ 0, k£ « 0.

Para k¿ «= 0, <5" se reduce a:

2K 0
s
-^ (Ki+ V> - D(t) -

afc 2

t. I AI (l^cü
2

+ kjZ
2

+

k
4

) -

k * 2
kK

5 *3

k^
TT (5.2)

(5.5)
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siendo las componentes de y ü

k£ ¿Ó Z

A g = — (k¿ k6 + c^íüB
k4

(5.6)

f\ a «s —k¿ (Cü 2
+ —— )5 k,

© = ~^_©(ILb ■-«**-

i A| k
4

+ K
L ®

2 +k
3

Z
2 ) (5.7)

I,-A^© 2 (-^** 2 )

y el potencial O y la función A tomarán la forma:X

B(t) (5.8)
k

4
Oj

X' 2K k'
2

- — (EL + k,Z 2 ) L cü
2

+ D(t) (5.9)
OT

x q k.
4

Los coeficientes constantes K^, k
2 , k^, k

4> kg y las funcio-

nes del tiempo k^¿ k^ f R» B, y D que hemos ido considerando

a lo largo de nuestro trabajo no son independientes entre sí.
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En efecto, ya hemos encontrado entre ellos las relaciones (2.10)
y (3,12). Obtendremos otras al imponer que la función potencial J3
y la función ^ sean compatibles con la cuarta ecuación del sis-

tema (1.10), ^
A • grad JO «-=

¿ ~d t

Teniendo en cuenta (5.6), (5.8) y (5.9), operando e identi-

ficando obtenemos

r

D'(t)

( 5 . 10 )
¿

la primera ecuación nos dice que K no depende del tiempo.
De la segunda se deduce para D(t) el valor:

D(t)
k k* ^
*3 *5

+ Cr

con c c constante
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6.- TRAYECTORIAS DE LOS CENTROIDES LOGALES

Sean las ecuaciones del movimiento de un centroide local:

d ó) uj d© dz

jT
"'

®°
m

T
0

( 6 . 1 )

Sustituyamos en ellas

función de ( £> , z)
cambio

Tío- Q». z
0

y hagamos luego,

por sus expresiones en

de acuerdo con (2.8), el

dz dZ dt

Obtenemos:

d tu

CikgCu^Z

üó d© dZ dt

C]L co (+ K
x Cú 2

+ k
3

Z
2 ) c

1
k6 L0

2 (— + z
2 ) I A I

k
4

k
4

(6.2)

Integrando la igualdad formada por las razones primera y tercera

se obtiene:

R + V
¿o 2 (6.3)

Integrando la formada por las razones segunda y tercera, después
de sustituir el valor de 0^ hallado en (6.3), o sea:

- d© dZ

VE
1

+ k
4Z?)k

3
C

1
+ K1

k
4
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K-i
siendo —r-> 0, (cap. 2, p.12), obtenemos:

k.

* k6 ®
- ■ are tag \ j —2 Z * C-

k
3

C
l

+ K
l

k4 VVl V *L
(6.4)

B integrando la igualdad formada por las razones tercera y cuarta

de (6.2), teniendo en cuenta el valor de C, de (6,3), después de
_

a
x

dividir por Lo , o sea:

dZ dt

cl
k6 „

-ET°1 (C^ + ^3) (^1^3+ ^1^4^ ^6 ^2.

se obtiene:

k4
Z

C
1

k 6 G
l ^ C

1
+ k2^ a

i
k3* ^1^4^ “ k6 °1

( 6 . 5 )

Si en ( 6 , 4 ) despejarnos Z y sustituimos Z en función de Có ,

deducido de (6.3), tendremos:

- ta«< -c
2 \/rak

4

k6\/V4
C^k^+ Y.^k^

© ) (6.6)

Las ecuaciones (6.3) y (6.6) nos dan la proyección sobre el

plano Co , Z > y sobre Z « 0 en coordenadas polares de eje polar
¿O y argumento © , respectivamente, de las trayectorias de los

centroides locales. La ecuación (6.5) es la ecuación horaria del

movimiento.



Estudiemos ahora la forma de estas trayectorias. Como según

hemos dicho, -—- > 0, si —— y 0,^ ^ la curva integral (6.3) es

K, K,

\ / ^1 +\ / ^1 -

una hipérbola de semieje real a =\ /— y asíntotas Z = \ ¿D

Para estudiar en la misma hipótesis la segunda curva integral

(6.6) hagamos, por comodidad,

\fhk. *= m ©
4 O

m

:
l
k

3
+ %.k4

'

y llamemos
* \ *=

*
R, con lo cual se podrá escribir en

la formas

R
Gü

eos m(© - Q
q

)
(6.7)

siendo fácil ver que es una curva con ramas infinitas, dependien-
do la forma de sus ranas del valor de m. Si m = ¿ 1, son rectas

Si m > I 1 | son ramas hiperbólicas y el número de ellas depende
de dicho valor de m . En cambio si m < 11 | , son curvas espi-
rales con ramas infinitas y el número de vueltas hasta alcanzar

Cü un valor infinito depende del valor de m. En las figuras
damos un ejemplo para m = 2 y para m = 1/10.

31 kg = 0, a partir de (6.2) deducimos que las trayecto—
rias de los centroides locales son circunferencias ¿ú * I^‘ z=

de acuerdo con teorías anteriores ((12), p. 241). En cambio, si

no tiene sentido físico.
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kg ¿ O, se obtienen las trayectorias de los centroides lóceles

como intersección de las superficies cilindricas (6.3) y (6.7).

3e demuestra en dinámica estelar ((15)» p.14) a partir de las

ecuaciones (1.10) que y <3T verifican la ecuación diferencial

dt
+ ío grad <5~ = 0 ( 6 . 8 )

lo cual es fácil comprobar en nuestro caso.

Aplicando el método de resolución de Lagrange, si y

son dos integrales primeras independientes del sistema

d d) d 2
= dt (6.9)

la integral general de (6.8) será de la forma

6" *= 6T ( C^, ) (6.10)

Pero, (6.9) son precisamente las ecuaciones del movimiento

de un centroide local» podemos enunciar que n (5* se mantiene

constante a lo largo de la trayectoria de cada centroide local",
análogamente a lo que ocurre en el caso de ser kg = 0.

((15), p.14).



 



 



f-
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7,- ESTUDIO DE LA CURVA VELOCIDAD-DISTANCIA

3i en las componentes (5*7) de la velocidad hacemos kg * O»

obtendremos j 5o ■ °-

5 7 (7.1)
K

1
+ k

2 CQ + ^¿Z

Esta segunda componente coincide con la dada por J.H.Oort((22),p.465)
En nuestro trabajo el término kg jé O hace aparecer las dos com-

ponentes J~J0 y de la velocidad, en dirección radial y per-

pendicular respectivamente,
Chandrasekhar ((11), p. 122) en el estudio que hace del caso

de sistemas estelares con simetría axial obtiene, trabajando en

dos dimensiones, ade-'más de la componente tangencial (0O , de la

cual (7,1) es una generalización, una componente radial JTo de

velocidad, que corresponde a un movimiento radial de expansión
o contracción, ya que es ] J0 ¿ O sólo si es función del tiempo,
llega a la conclusión que "el campo de movimientos radiales está
directamente relacionado con el carácter no estacionario del sis-

tema".

Igualmente en el caso de tres dimensiones la tercera compo-

nente de Y
Q que obtiene Chandrasekhar es función del tiempo.

Es de notar, que nosotros, aun en caso estacionario, obtenemos

una componente radial O y otra perpendicular Z
Q

O de

la velocidad, al considerar kg jé O, ya que, en efcto, en las

componentes (5.7) el iónico coeficiente que depende del tiempo
es k¡J. EL signo de kg nos da una idea de la forma que va to—

mando el sistema estelar al girar alrededor del eje Z. En efecto,
si observamos la resultante de las dos componentes radial y per-
pendicular de la velocidad veremos que tanto si kg es positivo

como si es negativo el sistema sufre una dilatación en una parte
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del plano ecuatorial y una contracción en la parte opuesta, in-

virtiéndose al cambiar el signo.

Nos interesa estudiar la segunda componente ©o de la velo-

cidad en función de la distancia Cj , para hacer aplicación de

la teoría desarrollada en los capítulos anteriores, comparando los

resultados que obtengamos con datos experimentales.
Si kg * 0, para Z * 0, teniendo en cuenta la expresión

(2.9) de | A | y simplificando, obtenemos:

(7.2)

que fue estudiada por Chandrasekhar((11), p.123)
3i kg s¿ 0 , es, también para Z « 0:

1- CD (k3
+ k

4 ¿D
2 )CD (k^ + k^a)
2 )

(7.3)

(^ + k
2 ¿5

2 )(k3
+ k^co

2 ) - k
2

¿ó
2

o haciendo:

(7.4) (7.5)

(7.6) (7.7)

la misma (7.3) se escribirá:

(7.8)
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Para representar gráfi canente (7.8) tendamos en cruenta que

para 63 = 0 es ©o *= 0 y para 6o = oo es (Si 15 0.

La foma del denominador ha de ser de signo constante, para lo

cual, o todos los coeficientes son positivos ( > 0, T > 0) o

con <3 < 0, T >0, deberá ser
2

<J
2

< 4 T (7.9)

La derivada de ©o respecto a (.o es;

a©„
d có ■cíloyur có 6

- (/u <j> - 3 T)cd 4
- (3^-<?) to 2

- i

(1 + ^ CD
2

+ Z (xft ) 2
(7.1C)

y para que ©)0 presente extremos debe anularse el numerador de
O

(7.10), o lo que es lo mismo, haciendo ód'*" = x , debe verificarse

yu X x
3

- ( M J - 3 t:)x2
- (3 ^ - £ )x - 1 «= 0 (7.11)

dependiendo los extremos de la función ©0 ( CO ) de la naturaleza

de las ralees de esta ecuación en x.

Teniendo en cuenta la hipótesis que hemos hecho de distribu-

ción elipsoidal, esta ecuación (7.11) posee una raiz real positiva
(ya que el producto de las raicea es positivo y no puede poseer
tres raíces reales positivas); en consecuencia, (h)0 posee un solo

extremo positivo. En efecto la condición necesaria para que las

tres raíces de (7.11) fueran positivas sería que se verificaran

las limitaciones

JtízlZ > o
/UT

3 -

yll'C
^>0 4

4a
> o (7.12)

y como según (7.6), (7.7) y (cap. 2, pág. 12) es JJ >0, T:>0,
la última se verificaría siempre y las dos primeras se reducirían
a

yU ^ > 3 Z <p 3 LU (7.13)
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r
y de ellas obtendríamos ^ > 3/2 ( yU + ~) en contradicción
con (7.5). ^

Estudiemos ahora la concavidad de la curva (7.8) en el origen.

Para G) tr o es

<3 ©o
dO)

¿lo • la pendiente de (h)0 en el origen

es y la ecuación de la tangente a la curva (ü)0 (co) en el

origen @0 = Cl) Para ver si la curva es cóncava o convexa

en dicho punto basta estudiar las intersecciones de esta tangente
con la curva. En la intersección se verificará:

¿lo 60 *s ¿l¿ (1 + U, cíf)u5

i + (spc&S'+r co 4

cuyas soluciones son*

(o B 0 { (7.14)

®„A

De esta (7.14) se deduce fácil-

mente que para ^ > 0, la Ínter-

sección es real si u > ^ y es

imaginaria si jl < (3 . En el pri-
raer caso la concavidad va diri-

gida hacia la parte positiva del

eje de las (H)0 ; en el segundo
caso la concavidad va dirigida
hacia la parte negativa del eje
de las @0 •

Para ^ < O la intersección es

siempre real y la concavidad va

dirigida hacia la parte positiva
del eje de las (g)0 •

Para JJ *=(3 f es 6ü*=0 y no hay
segunda intersección.

Si kg '=* O, para Z « O, tal como hemos indicado en la pági-
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na 31» obtenemos la componente (ti/o dada por (7.2), que coincide

con la dada por Chandrasekhar en stt Monografía tantas veces cita-

da# La curva (7.2) presenta un solo extremo y su concavidad en el

origen va dirigida hacia la parte negativa del eje @0 • La im-

portancia de haber introducido el término kg ¿ 0 radica, princi-

pálmente,en que se pueden explicar, con nuestra teoría, las formas

de las curvas que relacionan la velocidad con la distancia obteni-

das experimentalmente en gran número de galaxias, incluyendo, como

caso particular, las explicadas en la teoría de Chandrasekhar.

Estudiemos ahora la variación de la velocidad angular

1 + jiXítf
1 + pcó^T© 4 (7.15)

que en el origen, Lo » 0, coincide con el valor abo de la pendien-
te de la tangente en él; para ¿o —* oo , es nula; y para un punto
cualquiera de la curva coincide con la pendiente de la recta que

lo une con el origen de coordenadas { » 0, *= 0).
Derivando (7.15) respecto a 05 e igualando a cero la deriva-

da se obtiene*
i: üj^ +2 z o)

5'- = 0

(.0=0

siendo las soluciones de la primera:

(7.16)

Sustituyendo en la derivada segunda de (7.15) llegamos a los si-

guientes resultados:

Para ¿ur=0, si ^>>0, la velocidad angu-
lar presenta máximo si ju ^ ^ y mínimo si ^u> 3i ^ <0,
presenta mínimo.

Obsérvese que el caso de máximo corresponde al de concavidad
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hacia la parte negativa del eje ©0 , y el de mínimo al de con-

cavidad hacia la parte positiva.
Para los valores de ¿5 dados por (7,16) hemos de tener en

cuenta que al sustituir en la segunda derivada para determinar los

máximos y mínimos deberemos considerar sólamente la determinación

positiva de las dos ralees y además deberá ser

r 2'+
/wc(^-^) > o

\j z ^+ z (m-j) >x

para que Có sea real y positiva, 0 sea, elevando al cuadrado y

simplificando:

y como > Oj será: /°?-
Sustituyendo pues (7,16) en la segunda derivada obtenemos

que para este valor la función velocidad angular presenta máximo.
Observamos que este máximo relativo de la velocidad angular para

cu 0 lo encontramos sólamente en el caso de curvas velocidad-

distancia con mínimo en el origen (concavidad hacia arriba), y

por consiguiente explicable por la introducción del término kg ^ 0

Por otra parte,la presencia de dicho máximo explicaría el fenóme-
no que fue observado por primera vez en las nebulosas espirales
N.G.C, 2681 y lí.G,C. 3190 según el cual la estructura espiral de

una galaxia consta de dos partes, una interior^ hasta una determl-

nada distancia crítica (7,16)^ en la que los brazos se desarrollen

en el sentido de la rotación del núcleo y otra exterior en la
í 29 )

que se desarrollan en sentido contrario

Aplicaremos ahora a tres ejemplos concretos la teoría que

acabamos de desarrollar, pero antes debemos advertir que nuestra

curva velocidad-distancia ha sido obtenida, en cada caso, para
Z = 0. Al crecer Z la velocidad (H)0 disminuye. En efecto, para
verlo derivemos ©c respecto a Z, o lo que es lo mismo, tenien-

do en cuenta que + k^Z* ha de tener signo constante, halle-

d X
t

mos con o sea:
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d®0

d X

CjS - k|)a 4
+ Z^lc^tó

2 likj X 2j
k^ j^(k 2 0)

2
+ X) (K^k^Cü 2 + X) - kg © 2 xj2

(7.17)

e igualando a cero obtendremoss

X =_

- K
i
k

4<S 2 -V- V4*!?*

y como JL^k^ >0, es X imaginaria cualquiera que sea cü , lo

cual nos indica que 0O (X) no posee extremos reales. Esto quie-
re decir que, no siendo ©0 (X) constante, será constantemente

creciente o decreciente. Para averiguarlo acudiremos a la misma

función ya que aunque en (7.17) el denominador sea positivo es di-

fícil saber cual es el signo del numerador a causa del término

v4
-k i-

Sea pues,

,—s C-j LO

@.00= - -i-
X + ICjk^ó)

2

(k2
¿ó 2

+ X) (k^X + E^lD
2 ) - kg lo

2
X

para X -> 0, es ©oU) ^ 0, ya que hemos supuesto positiva la

pendiente de ©0 (u5) en el origen y por tanto - c^/k^ > 0.

En cambio, para X—¡>-co es @o(X) *= 0, ya que el grado del

denominador respecto a X es superior al del numerador. Luego
la función @o(X) y, en consecuencia la ©0 (Z) es decreciente.

Esto explicará las pequeñas diferencias que encontramos en

ordenadas entre las curvas obtenidas a partir de las observado-

nes ópticas y radioeléctricas y las obtenidas a partir de nuestra

fórmula (7.3), en el sentido 0 - C < 0 , sobre todo en el Ínter-

valo en que se puede estimar mejor las medidas, ya que las nebulo-

sidades observadas no están, como hemos supuesto nosotros en el

plano del ecuador'

Para simplificar la construcción de la curva velocidad-distan-
cia escribiremos la ecuación (7.8) en forma reducida, de tal manera
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— 2
que para un valor determinado de co *= que supondremos

igual a la unidad, obtengamos un valor de ©0 « también

unitario.

De esta manera obtendremos:

2
l + q + r (1 + p y ) y

(7.18)

2 x

donde y m —

*1

las relaciones (7.9)» (7.13) y las que pueden deducirse de

comparar (7.5), (7.6) y (7.7), se verificarán también análogamen-
te entre p, q, r . Para simplificar aun más el problema supon-

dreraos que y = 1 corresponde a un máximo de la funcián P, de

manera que (7.18) presentará máximo en el punto E(l,l). De este

modo, la condición

p r y
6

- (p q - 3r) y
4

- (3p - q) y
2

- 1 « 0

análoga a la (7.11), obtenida anulando la primera derivada de

(7.18) respecto ay, se verificará para y
¿

« i; por tanto

entre p, q, r tendremos la nueva relación

p(r - q) + 3(r - p) + q - 1 « 0 (7.19)

que se verifica, en particular, para p = r = 1 cualquiera que
sea q.

Esto nos sugiere un modelo sencillo que nos permite el ajus-
te de nuestra ecuación a las curvas observadas, con un grado de

libertad. En efecto, haciendo en (7.18) p =t r = 1 y tomando q

como parámetro, construimos la familia de curvas a un parámetro
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de la figura 4. e entre ello3, la que corresponde al velor

q = - 1,5 ajusta muy satisfactoriamente la nebulosa del Triángulo
( 33 ) , la que corresponde a q = + 1, la de Andrómeda ( r 31 ),
y la que corresponde a q = + 2, nuestra Galaxia, como justifica-
nos a continuación, comparando para cada una los valores observa-

dos y los calculados.

de las consideraciones de la pagina 33 y las relaciones (7.5),
(7.6), (7.7), teniendo en cuenta, además, las relaciones entre

p, q, r, y ^ , Z » resulta que si q > C, kg 0 y

p = r = 1, debe verificarse 1 <C q <2. 3i kg = 0, es

q = 2 y entonces la curve es del tipo (7.2).
SI tonar q cono parámetro siendo p = r = 1 equivale, te-

niendo ea cuenta (7.5), (7.6) y (7.7), a considerar en (7.3) kg
k

?
k.

.

como parámetro, siendo = , igualdad que responde a la
K

1
k

3

observación y a la que nos referiremos al hacer aplicación a la

Galnxia.

APLICAdOK A r 33 . La galexia M 33 es de tipo espiral normal Se,
se halla en la constelación del Triángulo y es uno de los objetos

extragalácticos más estudiados debido a sus grandes dimensiones

y favorable inclinación.
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(
A partir de la curva velocidad-distancia dada por Mayall w '

que reproducimos en la figura 5, obtenemos los valores de las P

observadas de la tabla I» Las P calculadas las obtenemos a par-

tir de la formula (7.18) con p = r = 1, q *= - 1,5. Tanto las

abscisas como las ordenadas son valores reducidos, teniendo en

cuenta que el máximo (1060,125) coincide con el punto (1,1). En

el gráfico (fig. é) hemos dibujado de trazos la misma curva de la

figura 3 reducida a nuestro sistema, y continua la curva calculada

con nuestro modelo

TABLA I

cb en pcs. y P obs. P cale. 0 - C

100 0,094 0,035 0,024 0,011
200 0,188 0,C61 0,051 0.C10
300 0,283 0,q94 0,086 0,008
400 0,377 0,141 0,133 0,008
500 0,472 0,212 0,2ol 0,011
600 0,566 0,306 0,300 0,006
700 0,660 0,435 0,442 - 0,007
800 0,755 0,611 0,631 - 0,020
900 0,849 0,799 0,833 - 0,034
1000 0,943 0,940 0,975 - 0,035
1100 1,038 0,975 0,989 - 0,014
1200 1,132 0,870 0,896 - 0,026
1300 1,226 0,740 0,764 - 0,024
1400 1,321 0,635 0,635 0,000
1500 1,415 0,564 0,530 0,034
1600 1,509 0,519 0,446 0,073
1700 1,604 0,494 0,381 0,113

C ,s ) Por fidelidad al modelo de Mayall no hemos reducido las

distancias al nuevo módulo, lo cual no afecta al resultado de

la comparación con nuestro modelo, ya que trabajamos con tima

ecuación reducida.
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i

aP 1.ICA.CI0K A K 31 » Para el estudio de Ir» rotación ie la nebulosa

de Andrómeda, de tipo espiral 3b, generalmente se distingue entre

la parte correspondiente al núcleo có < 12' y la narte exterior

al mismo Có ^ 12', La primera presenta unas característicos muy

especiales y no es posible estudiar el campo de velocidades en

esta región central por métodos ópticos. Para ajustar nuestro rao-

délo a la parte exterior de dicha región central hemos tomado como

base la curva velocidad-distancia de la figura 7, dada en recien-

tes estudios por Rubín y Pord^ 33}

A partir de esta curva obtenemos los valores de las P obser-

vadas de la tabla II, teniendo en cuenta que al máximo (9,5;273)
le corresponde en nuestra curva el punto (1,1). Los valores de P

calculados se han obtenido para p = r = 1 y q = 1, de la fór-
muía (7.18).

En el gráfico (figura 8) que acompaña el texto comparamos la

curva que tomamos como comparación, reducida a nuestro sistema



 



-41-

y que hemos dibujado de trazos y la que obtenemos con nuestro

modelo, dibujada continua,

TABLA II

en Kpe. y P obs. P cale. 0 - C

2 0,210 0,194 0,313 - 0,119
3 0,316 0,363 0,469 - 0,103
4 0,421 0,575 0,614 - 0,039
5 0,526 0,736 0,744 - 0,008
6 0,632 0,850 0,851 - 0,001
7 0,737 0,927 0,928 - 0,001
8 0,842 0,974 0,976 - 0,002
9 0,947 0,996 0,997 - 0,001
10 1,053 0,996 0,997 - 0,001
11 1,158 0,982 0,982 - 0,000
12 1,263 0,960 0,956 0,004
13 1,368 0,930 0,924 0,006
14 1,474 0,897 0,888 0,009
15 1,579 0,864 0,852 0,012
16 1,684 0,832 0,815 0,017
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APLICACION A LA GALAXIA » Para la Galaxia tomamos, para ajustar
nuestro modelo, la curva de la figura 7» basada en el modelo de

Schmidt (1965) ((33), p. 397). Haciendo corresponder el máximo

(8,5; 253) al punto (1,1) de nuestra curva, obtenemos las coorde-

nadas reducidas de la tabla III. Como en el caso de M 31 nuestro

modelo no ajusta las proximidades del núcleo, donde además obser-

vamos las desviaciones de sentido contrario al que, según la teo-

ría, deberíamos obtener. La causa de este hecho hemos de buscarla

en la función de distribución de la velocidad del gas interestelar

en esta región, donde no es elipsoidal, y donde, además, la obser-

vación óptica debe ser sustituida por la radioeléctrica# 4 '

Hemos calculado los valores de P a partir de nuestra fórmu-

la (7.18), tomando para los parámetros los valores p = r = 1,

q = 2. En la gráfica (figura/O) comparamos los valores observados

y los calculados.



 



TABLA III

a)en Kpc. y P obs. P cale. 0 - C

1 0,118
2 0,235 0,743 0,443 0,300
3 0,353 0,813 0,627 0,186
4 0,471 0,862 0,769 0,093
5 0,588 0,910 0,873 0,037
6 0,706 0,941 0,942 - 0,001
7 0,824 0,975 0,981 - 0,006
8 0,941 0,988 0,988 0,000

9 1,059 0,990 0,998 - 0,008
10 1,176 0,986 0,987 - 0,001
11 1,294 0,966 0,967 - 0,001
12 1,412 0,941 0,943 - 0,002
13 1,529 0,910 0,916 - 0,006
14 1,647 0,886 0,887 - o , xa

15 1,765 0,850 0,857 - 0,007
16 1,882 0,827 0,828 - 0,001
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8.- DINAKICA GALACTICA

3i suponemos la función de distribución (1.2) de tipo elip-
soidal, Q debe ser una forma cuadrática homogénea de signo de-

finido en las velocidades residuales» como ya hemos indicado

(página 11), El tensor A se puede suponer de la forma (2.9) ya

que, en lo que sigue, todos los razonamientos son algebraicos.
La expresión de Q será*

Q * (Kx
+ k

4
Z 2 )( J] - JT0 ) 2

+ (Sx
+ k

2
ü) 2

+ k
4Z")((tí) - (S^) 2

+

+ (k3
+ k

4 C0
2 )(Z - Z

Q ) 2
- 2k

4
¿ü Z( Jf-Ko)(Z - Z

Q
) +

+ 2k 6 d) (© -(©j)(Z - Z
Q

) (8.1)

verificando los coeficientes las condiciones (2.13).
La ecuación de las superficies de nivel Vp (Q + 6" ) a C, con

C constante, es equivalente a Q = C, determinando- el valor del

parámetro C las distintas superficies de nivel de la función

de distribución de velocidades residuales. Al suponer que la ley
de distribución es elipsoidal dichas superficies de nivel, en

cada punto y para cada instante, constituyen una familia de elip-
soides concéntricos, semejantes y semejantemente dispuestos.

Refiriendo el elipsoide (8.1) a sus ejes principales tendre-

mos:

Q * s
x ( JT - TI ) 2

+ b
2 ( ©- ©) 2

+ S
3 (Z - Z

o
) 2 (8.2)

donde s.. s~, s, son, según la teoría general de las cuádricas,
1 ’ 2 j

las raicea de la ecuación características

- I s
2

+ J s - A
44

a 0 (8.3)
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siendo

I = 2^ + k
5

+ 2k
4

Z
2

+ (k2
+ k

4 ) ¿D
2

J «= (E1
+ k

2 Co
2

+ k
4

Z
2)(KL

+ k
5

+k
4 ( ü) 2

+ Z
2 )) + ^(1^+ k

4
Z

2 )+(E3
k

4-k^)¿?'^
A

44
= (E1+ k

2 có 2
+ k

4
Z

2 )(E1
k

3
+ K^o)

2
* k^Z

2
)-^*- k

4
Z

2 )k^o 2

Los cosenos directores L, F, N, de cada eje se obtendrán
del sistema

(K1
+ k

4 Z
2

- s)L - k
4

¿ü ZK = 0
^

(I^+^Cü2
+ k

4
Z

2
- s)M + kg^o N = 0 >

^ P
-k

4 co Z L + kg(óK + (kj+ k
4 có - s)N = 0

(8.4)

donde s es cada uno de los valores s^ f s^, s^, soluciones

de (8.3).
Suponiendo en primera aproximación Z = O, tendremosi

(^ - s) L = 0 \

(^ + k
2 ¿ó

2
- s)M + kg d) íí » O V

kg (jo M +(k^ + k
4 0Ó 2

- s) N ** 0 j

siendo la ecuación característica (8.3)*

s5 - (2K^ + k^+ (kg+ k
4 ) ¿o 2 )s 2 k

2 ¿ü 2 )E1
+ 2(E1 k^+ Kjk^o

2 )

(8.5)

k
2
k

4 cb 4+k
2
k

3 có 2 -k|CO 2
s -í^+^íd

2 ) (^k^^co
2)^^^2

„ o

( 8 . 6 )
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cuyas soluciones son s
i

= »

K
x

+ k
3

+ (k 2
+ k

4 )d) 2 íV/^ - k
3

+ (k2
- k

4 )ü) 2] 2
- 4kg¿o

2

s
2,3

Para s, ® K, el sistema (8.5) nos da L ¿ O, F *= N «= O (")

El eje irá dirigido en la dirección de ( JT - ]~¡o).

Para s « s
2

las soluciones de

(8.5) serán L «= 0 y r y lí dis-

tintos de cero y el eje estará si-

tuado en el plano ( © - ©0 ) ,

(z - Z
0
).

Análogamente, para 9 = obten-

dremos L *= 0, I', N distintos de

cero y el eje será perpendicular
al anterior, también situado en

(© - ©o)» (2 - Z
Q
).

Si kg = 0, las soluciones de la

ecuación característica son:

s
1

= s
2

s Kj + k
2 ¿D

2

s
3

= k
3

+ k
4
^ 2

y los ejes de

la cuádrica coinciden con los ejes coordenados. En efecto, para

que se verifique el sistema (8.5) con s = s^ debe ser M *= N *= C,
L 0; para que se verifique con s *= Berá Tí yé 0, N = L = 0;

y para que se verifique con 8 = 8^ será N = 0, M = L «= 0.

Vemos que en ninguno de los dos casos el modelo explica
la desviación del vértex que se observa experimentalmente eh núes-

tra Galaxia^ Ü * ^ Sin embargo, recordemos que las hipótesis hechas

hasta ahora eran

Z * 0, kg 0 ó Z ** 0, kg *° 0

PT las soluciones distintas de cero corresponderían a una cuádri-

ca degenerada.
("') Llamamos vértex a la dirección del eje mayor del elipsoide de
velocidades. La diferencia de longitudes entre el vértex y la direc-
ción del centro recibe el nombre de desviación del vértex.
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y supongamos Z 0, kg O • La solución del sistema (8,4)
será:

L M N

k^cD ZÍK^+kgCü^+k^Z^-s) -kgdH^-fk^Z^-s) (E^+k^Z
2-e) (J^+k^to

2
+

+k
4

Z 2
- s)

no siendo nulos los denominadores para las soluciones s^, s^» s^,
O

de la ecuación (8*3)» ya que ni + k^Z ni + k^d) 2 + k^Z^
son soluciones de la misma* Existirán, pues, para cada s^ (i=l,2,3)

tres valores L, K, N, distintos de cero, y los ejes del elipsoi-
de estarán situados oblicuamente respecto a los ejes de coordena-

das. En este caso el modelo presentará desviación del vértex ya

que la dirección del eje mayor del elipsoide no coincide con la

dirección del centro de la Galaxia.

SI k¿ *b 0, en la misma hipótesis de Z 0, con

s + k
2 ¿o 2

+ k^Z
2 será

M = 0, 0, L yé 0 y con

s m E
1

+ kgóD + k^Z será

H j£ 0, L « 0, N » 0. Uno de

los ejes del elipsoide irá di-

rigido hacia (0 - 0 O ) 7 los

otros estarán situados oblicua-
menta en el plano (- JT0),
(Z - Z

Q ). En este caso tampoco
se obtiene pues desviación del

vértéx. De esta forma generali-
zainos el resultado obtenido por G.G. KuzrainV expuesto por

P. Parenago en su obra resumen de los estudios de Astronomía Este-
( 35 )

lar en la U.R.S.S. ^ 1
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Vemos pues, en resumen, que el único caso en que se puede
explicar esta desviación observada experimentalmente es aquél en

que siendo Z ¿ 0 es kg 0.

Otro hecho experimental es que, en las proximidades del Sol,

Kps. ((27), p. 29), Z « 0, entre los semiejes

del elipsoide de velocidades residuales se verifica^5. 9 •

— * 1,656 (8.7)
9

Teniendo en cuenta el valor de dichos semiejes, obtenemos,
de la primera relación:

(% - + (k 2
- k

4 ) LO
2 ) 2

- 4kg "o
2
^ 0

que se verifica en el caso particular

k 6
“ 0 h. ° k

3
k

2
= k

4

Haciendo uso de esta solución particular, la segunda de las reía-

clones (8.7) nos da, sustituyendo y *1 por sus valores:

E. + k0 R
2

± ¿ o
1,656 2 (8.9)

Teniendo en cuenta que en este caso la curva (Q)© ( co ) viene

dada por (7.2), y sustituyendo en (8.9) R
0 por 10 Kps., obte-

nemos para la abscisa del máximo

7,7 Kps.

valor que difiere en 0,8 Kps. del adoptado por ochmidt y al que

nos hemos referido anteriormente (pág. 42)*

3i kg ^ 0 y suponemos, siempre en nuestro modelo,
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-iL =—z_ (pág. 38) , las relaciones experimentales (8.7)
% k

3

nos dicen que para la Galaxia kg debe ser muy pequeño, o dicho

de otra forma, q ^ 2. Estas consideraciones nos han llevado a

tomar q *= 2 en el ajuste que hemos hecho de nuestra Galaxia.

Al estudiar la rotación diferencial de la Galaxia encontra—
mos los coeficientes llamados constantes de Oort ((12), p* 77)
que se expresan por las fórmulas:

A 1 ( .

a
t

a ^T7„)
2 c>U) ¿D & 1) 6

B =

1

2
^

a /[ "D ]70 \

e) Co Co Co ^ @

1
( %_ 4

2 B Co có ¿o 7) 0

( 8 . 10 )

1
K = div V

O —O

El término kg ^ 0 determina que el campo de velocidades

V
Q

sea no solenoidal. En efecto, sustituyendo en

div V
—o

D2a

D2

los valores (5.7), obtenemos:

div V
—o

2 (S k
4

k6 Zl°
2

I A |

que no es idénticamente nulo más que en el caso de ser «= 0.
,

b
En consecuencia, el termino K que aparece en la componente ra-
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dial de la velocidad es K 0 en el caso de ser kg ^ 0 para

puntos no situados en el plano ecuatorial» y en cambio es K « 0

cuando kg « 0 aun con Z jé 0 • Recordando los resultados da la

página 47, podemos decir que en el único caso en que explicamos
la desviación del vértex es K 0.

los valores más recientes de A y B, adoptados en el

"Symposium" de la U.A.I. de mareo de 1963, son: ((26), p, 29)

Á as + 15 Km/3 por Kps.

B r - 10 Km/8 por Kps.
( 8 . 11 )

En virtud de la definición de estas constantes hacemos Z * 0,
con lo cual será J70

= 0 y ©0 vendrá dada por (7.8). Susti-

tuyendo estos valores y sus derivadas en (8.10), y operando con-

venientemente, obtenemos la relación

V B . / 1 + 2 jx 00^+ z )Co^

B - A V( 4

que coincide con la relación entre los semiejes del elip-

soldé, como es fácil comprobar.
Tomando Lo « 10 Kps., p « r « 1 , q « 2 , obtenemos,

con nuestro ajuste ^) / c, «0,65, siendo 0,64 el que se

obtiene a partir de los valores (8.11). La diferencia es comple-
tamente aceptable dada la aproximación con que vienen dadas las

constantes A y B, la cual no permite, por otra parte, tomar

nuestros parámetros con mayor aproximación*
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