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Abstract

This work analyzes point processes, focusing on the zeros of Gaussian Analytic
Functions (GAFSs) in the complex plane. The properties of the GAFs are explored,
including the repulsion between zeros and their invariance under transformations.
Preliminary concepts on complex Gaussian distributions and holomorphic funcions
are detailed, as well as studying the procedure leading to the results on the distribu-
tion and variance of the zeros of GAFs, comparing them with those of the Poisson
process.

Resum

Aquest treball estudia els processos de punts obtinguts com a zeros de les funcions
analitiques Gaussianes (GAFs) en el pla complex. S’exploren les propietats dels
GAFs, incloent-hi la repulsié entre zeros i la seva invariancia sota transformaci-
ons. Es detallen conceptes preliminars sobre la Gaussiana complexa i les funcions
holomorfes, i s’estudia el procediment que ens porta a obtenir resultats sobre la
distribucié i variancia dels zeros dels GAFs, comparant-los amb els del procés de
Poisson.

2020 Mathematics Subject Classification. 60G55, 30B20, 30C15
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1 Introduccid

Les successions aleatories de punts, o també conegudes com a processos de punts,
és un tema d’interes que s’ha estat estudiant durant molt de temps en els ambits de
les matematiques, l'estadistica i la fisica. Aquests processos de punts sén models
matematics que descriuen la manera en que es distribueixen aleatoriament punts
en un espai metric, com el pla, tal que aquests formen conjunts comptables i sense
punts d’acumulacié. Aquests processos son essencials per modelar i analitzar molts
fenomens fisics, com per exemple, la distribucié d’estrelles d’una galaxia, I’arribada
de persones en una cua, els brots d'una malaltia contagiosa en una provincia o la
distribucié de particules amb la mateixa carrega confinades en un camp extern.

En matematiques i estadistica els estudis s’han centrat especialment en el procés
de Poisson, el procés més important d’aquest tipus de models, que ha sigut amplia-
ment estudiat i aplicat. S’utilitza per modelar esdeveniments que passen de manera
aleatoria en 'espai i el temps. La propietat més rellevant d’aquest procés és la inde-
pendencia entre els punts que cauen en diferents subconjunts disjunts. Aixo implica
que si tens diferents subconjunts que no es solapen en l’espai on s’esta estudiant
aquest procés, el nombre de punts de cada subconjunt és independent dels altres.
Anem a presentar breument el procés de Poisson a C:

Donada una seqiiencia aleatoria A, en C i un obert A C C. Definim n(A) =
#(A, N A). Aleshores A, és un procés de Poisson si es compleix:

1. n(A) té una distribucié de Poisson de parametre p(A), és a dir,

P(n(A) = k) = eMA)—(“(;))k k> 0.

2. Si AN B = @, aleshores n(A) i n(B) soén variables independents.

Aleshores se sap que p(A) defineix una mesura a C. A més a més, el reciproc és
cert: si p(A) és una mesura a C, aleshores existeix un procés de Poisson A, tal que
el parametre de n(A) és u(A). En particular, si agafem un multiple de la mesura
d’area

amb L > 0 , existeix un procés de Poisson associat a aquesta mesura. Recordem
que la distribucié de Poisson té la particularitat que ’esperanca i la variancia d’una
variable aleatoria és el mateix parametre.

Per tant, si A = D(a,r), aleshores la variable

n(A) = #(A,NA)

té esperanca




1 variancia també

Var(n(A)) = Lr*.

No obstant, la suposicié essencial de que els punts sén independents per aplicar
el procés de Poisson és raonable en molts casos, pero no sempre és valida. Hi
ha fenomens els quals el nombre de punts en 'espai afecta a la probabilitat de la
presencia de punts en el seu voltant. Un exemple de dependeéncia negativa, que
estudiaven els fisics, es produeix quan s’observa la distribucié de particules amb la
mateixa carrega confinades per un camp extern. Saber que hi ha una particula en
una ubicacid especifica fa menys probable que hi hagi altres a prop seu, ja que les
particules tenen una repulsid. En aquest cas, la suposicié de la independeéncia no
és valida, per tant es necessita buscar altres models més complexos per descriure
correctament aquests fenomens.

Veurem que un possible procés amb repulsié per estudiar el cas que acabem
de descriure surt de considerar el conjunt de zeros de funcions analitiques amb
coeficients Gaussians aleatoris independents. En aquest treball estudiarem el procés
de punts obtinguts com a zeros de les funcions analitiques Gaussianes aleatories en
una variable i gairebé només en el pla. Una funcié analitica Gaussiana, també
anomenada GAF, és una serie de la forma

1) =3 anen()

on a, son variables aleatories Gaussianes estandard complexes i els e, son funci-
ons analitiques determinades. Aquestes funcions tenen propietats estadistiques i
geometriques que ens seran molt 1tils, com la invariancia per translacions del seu
conjunt de zeros, que facilita I'estudi de les seves propietats; la repulsié entre els
zeros, ja que els zeros dels GAF's tendeixen a repel-lir-se; i I'estudi de la seva dis-
tribucio, ja que podrem obtenir resultats especifics de la distribucié dels zeros i les
seves fluctuacions. No obstant, ens trobarem amb diferents problemes tecnics que
haurem de solucionar, com ara la convergencia simultania de la serie per tots els z
d’un domini, i veure com afecta aquestes variables aleatories al radi de convergencia
per poder estudiar només alla on la funcié convergeix.

Ara donarem una idea de perque els zeros de funcions d’aquest tipus exhibeixen
repulsio local. Ho fem en un cas senzill i amb un argument heuristic, sense entrar
en consideracions tecniques. Si considerem un polinomi monic

p(2) = 2"+ an_12" .. Farz +ag

tal que els coeficients son variables aleatories, volem veure com es distribueixen les
seves arrels. Recordem el segiient lema:

n

Lema 1.1. Sigui p(z) = [[(z — () amb coeficients ax, 0 < k < n — 1. Diem
k=1
{Ce}i_y ales arrels de p(z). Aleshores la transformacid T : C"* — C" definida per

T(Ch ceey Cn) = (an_l, ceey ao)

\)



té per determinant ’'anomenat determinant de Vandermonde

detT =[] - ¢

1<j

El lema ens diu que hi ha una transformacié entre els zeros del polinomi ((y, ..., (,)
i els seus coeficients (a,_1, ..., ap). El determinant és important perque ens mostra
com es relacionen les mesures en 'espai dels zeros amb les mesures en 1’espai dels
coeficients. Per tant, si els coeficients a; es distribueixen segons la mesura de Le-
besgue en C", la freqiiencia amb que apareixen les arrels en determinades regions

de I'espai complex es veu afectada per aquest determinant [][¢; — ¢;|>. Aix0 im-
i<j

plica que les arrels no estan distribuides uniformement, sino que la densitat esta

determinada per aquest terme, per tant, les arrels tendeixen a repel-lir-se entre si,

ja que aquest terme és petit quan les arrels estan a prop, i gran quan estan lluny.

En aquest treball explicarem aquest procés de punts, l’analisi dels zeros dels
GAFs i les seves propietats. Paral-lelament tractarem el cas d'un GAF en el pla
complex com exemple per analitzar i visualitzar els resultats que se’n treuen i les
seves consequiencies. També compararem certs resultats amb el procés de Poisson
per posar de manifest els avantatges que s’extreuen d’aquest procés.

Comencarem, en els preliminars, fent un recordatori de les idees basiques i les
tecniques necessaries per tractar aquest tema. Ens centrarem en la Gaussiana com-
plexa en I'ambit de la probabilitat, i per altra banda, ’estudi de les funcions ho-
lomorfes i els seus conjunts de zeros tractat amb distribucions en ’ambit de I’analisi
complexa.

Un cop explorats aquests conceptes, introduirem les funcions analitiques Gaus-
sianes i les seves propietats. Després de veure que aquest tipus de funcié

f(2) =) anen(z)  an~Nc(0,1) iid. (1.1)

esta ben definida a un cert domini 2 C C, tindrem que f(z) és una variable normal
de mitjana 0. Aix0 és aixi perque tota combinacio lineal de Gaussianes és Gaussiana.
A més, essent f(z) una Gaussiana d’esperanca 0, el seu comportament probabilistic
queda determinat per la variancia

Var(f(2)) =E(If(2))-

Un calcul directe a partir de (1.1) mostra que

Var(f(2)) = K(z,2) = Y _ [ea(2)[.

A partir d’aqui considerem el conjunt de zeros Z(f) de f, o més aviat la mesura

aleatoria
dnf: Z (5)\.
AEZ(f)



Al capitol 4 demostrarem ’anomenada férmula d’Edelman-Kostlan, que diu que
I'esperanca de dny ve donada per

1
E(dnys) = EA log K(z, 2)

A aquesta mesura 7 = E(dny) se 'anomena primera intensitat del procés de
punts, la qual, per la rigidesa de Calabi, veurem que determina el conjunt de zeros

del GAF.

Mostrarem també com construir un procés de punts al pla que tingui per primera
intensitat precisament la mesura de Lebesgue (o un multiple seu), és a dir, la mesura
Lme(Z) considerada anteriorment pel procés de Poisson. Per exemple, si el definim
a un disc D(a,r) de radi r > 0, aleshores tenim que

E(ns(D(a,r))) = Lr?

i ens adonem que és la mateixa mitjana que teniem en el procés de Poisson.

Finalment, a I'tltim capitol estudiarem la variancia de la variable comptadora a
un disc. Es a dir, donat un disc D considerem la variable

ns(D) = #(Z(f) N D)

Estudiem aleshores la variancia Var(ny(D)) i constatem, almenys al cas del pla,
que aquesta variancia és menor que al mateix cas amb del procés de Poisson, és a
dir, que els zeros del GAF produeixen un procés de punts més rigid que el procés
de Poisson.

Observem dues mostres d’aquests dos processos en el pla sota una translacié,
amb el mateix promig de punt per unitat d’area, extretes de [6]:
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Figura 1: Procés de Poisson Figura 2: Zeros d'un GAF

Tot i que dues variables poden tenir la mateixa esperanga, poden presentar di-
ferents nivells de fluctuacié. Per exemple, com veiem en el procés de Poisson, la
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variable comptadora amb la mateixa mitjana que la d'un GAF mostra una distribu-
ci6 de punts més “irregular” i amb més fluctuacio, malgrat tenir la mateixa mitjana.
Aix0 es deu al fet que la variancia més petita d'un GAF implica que els seus valors
estan més a prop de ’esperanca, amb major probabilitat.






2 Preliminars

En aquest capitol recollim alguns elements de probabilitat i d’analisi complexa que
seran utilitzats durant el treball, tot i que estrictament no sén resultats sobre GAFs.

2.1 Probabilitat

En aquesta primera seccio exposarem el concepte de la Gaussiana complexa i algunes
de les seves propietats basiques.

2.1.1 Gaussiana Complexa

Abans de introduir la Gaussiana complexa, establirem certa terminologia. Sigui X
una variable aleatoria que segueix una distribucié normal, amb funcié de densitat
1 —(z=m)?
f(x) = ——e 252‘1‘ y
V2mo?
tal que u € Ri o € (0,+00). Denotem X ~ Ng(p,0?) on p representa la mitjana
de la variable aleatoria i o2 la seva variancia.

Definicié 2.1. La Gaussiana complexa estandard a ~ N¢(0,1) és una variable
aleatoria complexa amb funcio de densitat

f() =~k

™

z2€C
respecte la mesura de Lebesgue en el pla complez.

Per trobar aquesta funcié de densitat hem escrit la variable en part real i part
imaginaria a = X + 1Y, tal que X,Y ~ NR(O,%) ii.d. Considerant el vector
aleatori (X,Y) tenim que

i utilitzant que X 1Y sén independents, obtenim:

fan(@,y) = fx(@)fy(y) = %6(12“’2).

Aleshores, si 2 = x + iy, tenim que |z]? = 2% + y* i la funcié densitat és

fal2) = leflzlf

™

Veiem algunes propietats basiques d’aquestes variables:

Proposicié 2.2. Siguin a,a; ~ N¢c(0,1) independents i idénticament distribuides
per tot k € N. Aleshores



1. |al® és una variable exponencial amb parametre A = 1.

0 sij#k,
1 sij=k.

3. lim sup/|a,| =1 amb probabilitat 1.
n—roo

Demostracio:

1. Calculem directament la funcié de distribucié de |a|?, passant a coordenades
polars:

]. 2 1 e 2 2 e 2
P(la]* > t) = / —e7 1" dm(a) = —/ / e " rdodr = / e " 2rdr
|a|22t T T \/i 0 \/E

Si fem un canvi de variable de 7% = s, tenim

P(af 2 0)= [ e s,
t

que és la funcio de distribucié d’una exponencial de parametre \ = 1.

2. Utilitzem que Var(az) = E(|ax — E(ax)|*) per tot k € N. Com, per hipdtesis,
aj té mitjana 0, variancia 1 i els diferents a;, sén independents, aleshores

E(a)E(@) = 0 sij# k.

E(ak@) - {E(|6Lk‘2) — VCLT(CL]C) =1 s j = k.

3. Volem demostrar que
P(limsup {/|a,| <1) = 0 = P(limsup {/]a,| > 1)
Aix0 és equivalent a demostrar que, per tot € > 0,
Plimsup {/|an] <1—¢) = 0 = P(limsup {/]an| > 1+ ¢)
Fixem doncs € > 0 i demostrem aquestes igualtats.

a) P(limsup, {/|a,| <1—¢€) = 0:
Si succeeix 'esdeveniment limsup,, {/|a,| < 1 — ¢, aleshores existeix ng tal
que per tot n > ny

€
n\/ |an| S 1-— 57
és a dir,

la,| < (1 - %) Vn > ny.



Llavors, per la independeéencia

ol < (1=5)" vz =2 | () {id= (1-5)')

n>ng

~II° {|an|2 <(1- %)Qn} .

n>ng

Utilitzem que |a,|* és una exponencial de parametre A\ = 1 (Proposicié 2.2
apartat 1), tenim

P [yanP < (1 - %)Zn] - /0(1_2> et = 1— e (128)7

Per veure la convergencia del producte observem que aleshores

P []an] < <1 — %)n Vn > no} = H [1 — e_(1_§>2n]

n>ng

= exp { Z log(1 — e(lé)zn)}.

n>ng

Aquesta és una serie de termes negatius amb un terme general que no tendeix
a 0, de fet

e\2n
lim log(1 — e (1-5) ) =log0 = — 0.

n—o0
Es a dir,
€ n
P [|an| < (1 . 5) v > no] —0,
com voliem.

P(limsup,, {/|a,| > 1+¢) = 0:

Analogament al cas anterior, si succeeix 1’esdeveniment lim sup,, {/|a,| > 1+e,
aleshores existeix una successié {n;} — oo tal que

€
§/ |ank| > 1+§>

és a dir,



Llavors, un altre cop per la independencia

2n

P o> (1) | =T 8™
k

2ng,

%}(Hz)

=€

La serie > (1 + %)%k és de termes tots positius, i té un terme general que no
k

tendeix a 0. Per tant, divergeix i

9 € an
P |lan,| 2(1+§) k| =0,

com voliem. O

També es vol destacar el segiient lema sobre les Gaussianes, el qual necessitarem
per calcular la variancia de la variable comptadora a una regid, al Capitol 5.

Lema 2.3 ([6]). Sigui £ i v Gaussianes complezes i E(§7) = 0. Aleshores

8

2m

»-lkl>—‘

1
Couv(log|€], log []) = 7 Lia( 16]%)

La funcio Liy s’anomena dilogaritme.

2.2 Analisi complexa

En aquesta seccié farem un recull de resultats de la variable complexa que necessi-
tarem als capitols successius.

2.2.1 Notacid

Anunciem una serie de notacions que utilitzarem durant el treball.

Sigui z = x + iy en notacié complexa, es defineix

dz = dz + idy
dz = dx — idy
Recordem també que
o 1[0 0 0 1/0 .0
= =—i= == t+i .
Jz 2\ 0z dy 0z 2\ 0z dy
Aleshores
0,.0_290 o_90 _,-9
5z 9z oz 9. 9z oy

10



Equacions de Cauchy-Riemann:

Si definim una funcié f =u+iv: Q C C — C de classe f € (). Aleshores
f compleix les equacions de Cauchy-Riemann si

Uy = Uy
Uy = —Vy

i aquesta condicié equival a que f sigui holomorfa a 2, que denotarem f € H ().

En termes de a@ i 2. les equacions de Cauchy-Riemann sén 9 — .
z ~ 0Z 0z

Teorema de Morera:

Al capitol 3, per veure que el GAF esta ben definit, haurem de veure que el limit
uniforme sobre compactes d’una funcié holomorfa és també holomorf, per la qual
cosa necessitarem el teorema de Morera.

Teorema 2.4 (Teorema de Morera). Si f és continua a €2 i

f(2)dz=0
oT

per a tot triangle T C €, aleshores f es holomorfa a 2.

Principi de prolongacié analitica:

En el capitol 4, aquest principi sera essencial per poder tractar els zeros d’un
GAF, ja que ens assegura que sén punts ailllats i aixo facilita 'estudi de la seva
distribucio en el pla complex.

Teorema 2.5 (Principi de prolongaci6 analitica). Sigui f una funcié holomorfa en
un domini connex ). Aleshores el conjunt Z(f) ={X € Q: f(A\) =0} és un conjunt
discret sense punts d’acumulacio a 2.

Denotem Z(f) = {A\x}re;

2.2.2 Seéries de funcions holomorfes

Ens interessara construir series de funcions holomorfes, per aixo necessitem saber
quan una serie d’aquest tipus defineix una funcié holomorfa. La convergencia que
assegura que el limit sigui també holomorf és la convergencia uniforme sobre com-
pactes.

Definicié 2.6. Sigui Q C C obert. Una successio {f,}, de funcions f, : Q@ — C
convergeir uniformement sobre compactes de €2, si per cada compacte K C € la
successio de restriccions { Il K}n convergeir uniformement.

Lema 2.7. Sigui @ C C obert. Sigui {f,}, una successid de funcions holomorfes
fr Q@ — C amb limit puntual f(z) = lim, f,(2), z € Q. St {f.},, convergeix
uniformement sobre compactes de €2, aleshores f també és holomorfa a €.

11



Demostracio:
Per veure que f és holomorfa utilitzem el Teorema de Morera 2.4. Llavors, donat
que el limit uniforme d’una funcié continua és continua, només ens falta veure que

f(z)dz=0 VYT CQ
ar

Tenint en compte el Teorema de Cauchy: si f € H(2) i v és un cami tancat,
aleshores

/y f(=)dz = 0.

Llavors, com el limit és uniforme sobre compactes, {f,} és holomorfa a Q i 9T és
un compacte, podem intercanviar limit i integral i deduir que

f(z)dz = / lim f,(z) dz = lim fu(2) dz=0 VYT CQ
ar d

U
2.2.3 Funcions harmoniques i el Laplacia
Voldrem escriure la mesura dny = > J) com al Laplacia de log |f| en el sentit

AeZ(f)
de les distribucions, per aixo volem tractar les funcions harmoniques i les seves

propietats. Primer, recordem que quan tenim una funcié holomorfa f € H(Q), les
equacions de Cauchy-Riemann ens asseguren que

of
A
0z
Definicié 2.8. El Laplacia A es defineiz com ’operador
0? 0?
A=—4 —.
0x? + Oy?
En termes de z i Z s’expressa com
402
A —
020%

Definicié 2.9. Una aplicacié U : Q — R es diu harmonica si U € €*(C) i
Au = 0.

Com exemple canonic de funcions harmoniques tenim les parts reals (o ima-
ginaries) de les funcions holomorfes.

Lema 2.10. Sigui f(z) una funcid holomorfa a Q2. Aleshores, Re(f) i Im(f) son
harmoniques.

12



Demostracio:

Si definim f = u + v de classe f € €%(C) i f € H(R), aleshores
2
s L0 (01

T 0202 02 \0%
ja que % = 0 . Llavors, tenint en compte aquesta propietat , queda
Af =Au+iAv=0

per tant A(Ref) = A(Imf) = 0.
U

Una altra propietat de les funcions harmoniques que utilitzarem sera la que se’ns
mostra en el lema de Poincaré, que és una especie de reciproc del Lema 2.10.

Lema 2.11 (Poincaré [7]). Sigui 2 un obert simplement connez i u(z) una funcid
harmonica en . Aleshores existeiz h € H(S2) tal que w = Re(h).

Tornant al Lema 2.10 anterior, ens interessara especialment el cas u(z) = log | f(2)],
on f és holomorfa i f(z) # 0.

Corol-lari 2.12. Sigui f(z) una funcic holomorfa a 2. Aleshores, si Z(f) denota
el conjunt de zeros de f, tenim

Alog|f(2)| =0 si 2z ¢ Z(f) (2.1)

Demostracio:
Sigui f € H(2). Per definicid, si f(z) # 0 el logaritme de f(z) té la forma

log f(2) = log | f(2)| + iarg f(z)
Rellog f(2)].

Aplicant el Lema 2.10 a la funcié g(z) = log f(z), que és holomorfa alla on
f(2) # 0, tenim que Re[log f(2)] és harmonica si f(z) # 0, és a dir,

Alog|f(2)|=0 si z¢ Z(f)

(
on arg f(z) és un argument de f(z). Per tant, log|f(z)]
)

com voliem.
O

Aquesta igualtat es pot generalitzar a tots els z € Q si entenem Alog|f(z)| en
el sentit de les distribucions.

2.2.4 Distribucions i la mesura comptadora

Veurem que, en lloc de treballar amb successions de punts, és més convenient tre-
ballar amb distribucions que tenen per suport la successié. Aixo permet utilitzar
totes les propietats de les distribucions.
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Definicié 2.13. Una distribucio T és una aplicacio
T:¢>(C)—C
p = T(p)=(Tp)eC

lineal i continua. Aqui €°(C) indica les funcions infinitament derivables i amb
suport compacte.

Ara veurem una serie d’exemples de distribucions que ens seran molt 1tils en els
capitols segiients.

Exemple 2.14. 1. La distribucié associada a una funcié f € L], (integrable a tot
compacte) es defineix com

(Tr) = [ Haela) i we(0)

Es per aquesta rad que a les distribucions se’ls hi diuen de vegades “funcions gene-
ralitzades”.

2. Distribucio associada a una mesura:
Recordem que una mesura positiva p és una aplicacié entre una o-algebra de con-
junts Bi Ry

p:B— [0,+ o0

A = p(4)
tal que
i) p(@) =0,
i) w(UAx) =D n(Ax), si Ay, € B disjunts dos a dos,

k k
iil) w(A) >0 VAeB.

Aleshores, una distribucio associada a una mesura p es defineix com
(Tos) = [ pla)duta) o€ 6(O
c

La mesura que donara sentit a la distribuci6 dels zeros d'un GAF sera la mesura
delta de Dirac a un punt a € R, que es defineix

da : P(R") — [0, +00]

0 si a¢d A
A 5“(A):{1 si aiA

En particular,

(Tho, @) = /Csodao —o(0)  pe?x(C).
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Per donar sentit al Laplacia d’una distribucié, ens interessara comprendre també
com es comporta la derivada d’una distribucié.

Derivada d’una distribucié:

Sigui 7" € D’(C) una distribucié, aleshores la derivada 7'/ € D’(C) també és una
distribucié i es defineix a partir de la igualtat

<T,7<p> = _<T7Q0/> QOE%COO(C)
Exemple 2.15. Sigui ;4 una mesura positiva. Aleshores i/ queda definida per:
(n', ) = —/w’du-

En particular, dg queda definida per
(8", ) == [ " dhy == '(0),

Iterant, es poden definir derivades successives d’aquesta manera
(TW, ) = (DO, W) k>1, ¢e€>(C).
En particular, per T € D’(C), tenim
(AT, @) =(T, Ap) Vo e$>(C)
Farem servir aixo al cas particular 7' = log |z|, amb z € €.

Lema 2.16. Sigui a € C. Aleshores en el sentit de les distribucions, es compleiz la
seglient igualtat

1
%Alog |z — a| = d,. (2.2)

—Alog|z| és la soluci6 fonamental del Laplacia.

Es diu que ;-

Demostracio:

Demostrem la igualtat en el centre, cas a = 0. El cas general surt per translacio.
Volem doncs

1
%Alog]d = o,

o equivalentment que per tota ¢ € €>°(C), funcié infinitament derivable i de suport
compacte,

1
<%A10g|2|, ) = (do, ).

15



Es a dir, volem veure que
1 1
(loglzl, 5-Aw) = /C(log [2]) 5 Ap(2) dm(z) = ¢(0) (2.3)

Utilitzem la segona identitat de Green [2]: Donats u,v € €*(f2), aleshores

0 0
/Q(uAv — vAu)dm = /BQ <ua—z - Ua—Z) dc. (2.4)

Definim u(z) = log|z| i v(z) = ¢(z). Llavors, triem un R suficientment gran per
tal de construir un domini Qr = D(0, R) que contingui el suport de ¢. Observem
que log |z| ha de ser de classe €' a tot el domini, per tant és necessari excloure
el punt z = 0. Per aquest motiu, considerem e¢ > 0 i traiem el disc D(0,¢) del
nostre domini. En conclusid, utilitzarem la segona identitat de Green en el domini

Qg =D(0,R)\D(0,€), amb € > 0 prou petit i R > 0 prou gran.

Aleshores apliquem la férmula:

/QR,E (log |2]Ap(2) — @(2) - 0) dm(2) :/

QR

0 01
(10211520 - w0 221D g

Si R és prou gran (suposem ¢(z) C D(0, R)), llavors en la frontera 0$2g el valor
de ¢ és 0, i tenim

dp 810g|§|>
log |z|Ap(z) dm(z) = — 1 () — d
/ og |-l Ap(2) dm(>) /C |:€(°g|<'an<<> (02D g

Com a la circumferéncia || = 7 el vector normal 7/ té la mateixa direccié que
el radi r, aleshores

logr = log|(|
0 0 1
Toglel = ZLlogr = -.
on og |¢| or 08T r

Substituim en la integral:

[ omtiagrane = - [ (loaegZi0 - 510 )
| ~—toge [ 2(gyagr+ L
= toge [ G0l + ¢ [ el

I¢|=e

Si R és gran i e N\ 0, la integral de I'esquerra ens queda

lim log |z|Ap(z) dm(z) :/log|z|Agp(z) dm(z),
E\O QR,E C

ja que log|z| té una singularitat integrable.
Ens falta determinar el limit quan € \, 0 de la part de la dreta de la igualtat
anterior.
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Per una banda, tenim que, la funcié continua |g—i(§)| assoleix valor maxim al
compacte K := D(0,1/2). Es a dir, existeix M tal que

max]a—ﬂ < M.
K On

Per tant

e—0

1
’—loge/ a—*”(g)\dq’ < |—logel-M-2r¢ = 2rM(elog=) — 0.
(cl=e O ¢

Per arribar al resultat de la igualtat (2.3) només queda veure que

im? [ () ]dC] = o (0),

e—0¢€ Kl:C
equivalentment, que:
1 1
— d — —(0)) |d
e L A= o0) = 5 [ (000 o)l

tendeix a 0 quan e \ 0.

Com ¢ és continua, fixat n > 0 petit existeix € > 0 tal que si |(| < € aleshores
|£(¢) = @(0)] <.

Llavors si [¢| <,

1

1 1
e K|:E|<p(C)—sO(O)| d¢| < 2_7r6/||:€n d¢| < 2—7T677(27T6):77,

g

Tenint en compte els resultats anteriors sobre les funcions holomorfes, ja podem
comprendre la distribucié dels zeros d'una funcié holomorfa en el pla complex en
relaci6 amb el Laplacia. Recordem que, pel principi de prolongacié analitica, els
zeros d’una funcié holomorfa a un domini formen un conjunt finit o una successié de
punts aillats, sense punts d’acumulacié. Definirem dn; com la mesura comptadora
dels zeros de f.

Teorema 2.17. Sigui f € H(S2), on Q C C és un domini, amb el conjunt dels seus
zeros Z(f) = { M} ey Aleshores

dny = —Alog\f \—Zé,\k, (2.5)

on la tqualtat s’entén en el sentit de les distribucions.
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Demostracio:
Hem demostrat en el Corol-lari 2.12 que

Alog|f(z)| =0 si z¢ Z(f),

i ara estudiarem el Alog|f(z)| en els z € Z(f).

Si fixem un zero \g, en general té una multiplicitat m,, i per tant, prenent el
desenvolupament de Taylor,

o (k)

Es a dir, podem escriure, en un entorn de A,

f(z) = (z = )™ g(2),

on ¢ és una funcié holomorfa i sense zeros. Llavors pels z propers a A\, tenim
log | f(2)] = mylog |z — Ag| + log |g(2)],
i per tant, pel Lema 2.16,
Alog |f(2)] = mrAlog |z — M| + A log |g(2)| = my 27w 05,

Resumint, pels z propers a A,

1

Q—Alog |f(2)] = mkdy,.

s

Per tant, podem escriure
Alo Iz
9 g £ Ak

on entenem que 0y, apareix tantes vegades com la multiplicitat m,, de A.

2.2.5 Teorema de Green (notacié complexa)

La darrera seccié d’aquests preliminars es dedica a una reformulacié del Teorema
de Green amb z,Z.

Teorema 2.18 (de Green). Sigui Q2 un obert i sigui f,g dues funcions de classe
€1(2). Aleshores es compleiz

i [ (O
/amfdz—l—gdz— 22/9((92 67;) dm(z), (2.6)
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Demostracio:
Aqui es tindran en compte els conceptes vistos a la Notacié 2.2.1.

Comencem passant la notacié complexa de la integral de linia a variable real:
/ fdz+gdz = / (fdx+ifdy)+ (gdx —igdy)
o0 o0
= [ oo +ils =gy

Apliquem el Teorema de Green classic (a R%, amb notacié real): donades P,Q €

€1(9) aleshores
P
/ Pdx+Qdy = / (@ — 8_) dz dy.
1) o\ Oz dy
Ens dona

feonesi—an= [0 (3-2)- (- 5)} e
() ()
() ()

Si tornem a passar-ho a notacié complexa, ens dona el resultat final

L) (o) e [ e
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3 GAFs i construccio

Finalment, un cop vist les idees basiques i les tecniques necessaries per tractar
aquest tema, introduim les funcions analitiques Gaussianes (GAFs) i analitzem la
distribuci6 aleatoria dels zeros d’aquestes funcions.

3.1 Funcions analitiques Gaussianes

Les funcions analitiques Gaussianes es representen com una serie de potencies, o
més generalment com una serie de funcions holomorfes, en un domini {2 que, pel
que hem vist en el Lema 2.7, ha de convergir sobre conjunts compactes d’aquest
domini per tal que estigui ben definida. Aquesta convergencia no és evident que es
compleixi de manera simultania per tots els punts de 2.

Per tant, abans de veure com es defineixen aquestes funcions, veurem una manera
general de construir funcions analitiques aleatories i poder aplicar-ho als GAF's.

Teorema 3.1. Sigui e, una successio de funcions holomorfes a . Suposem que
>, len(2)]? convergeix uniformement sobre compactes de Q. Siguin a,, variables ale-
atories i.1.d. amb mitjana 0 i variancia 1. Aleshores, amb probabilitat 1, )", anen(2)
convergeir uniformement sobre subconjunts compactes en ) i, per tant, defineix una
funcio analitica.

Fixat z, podriem considerar la successié e,(z) = ¢, i observar que si Y |c,|?
convergeix uniformement sobre compactes i a,, sén i.i.d. amb mitjana 0 i variancia
1, aleshores la serie ) anc, convergeix amb probabilitat 1, ja que per la desigualtat
de Kolmogorov

k [e%s)
1
Plsu a;ci| >t < = 2 =0 uan N — 0.
[kZJI\)f’j:ZN il >t < t2;v|]| q

Pero no és gens evident que la serie convergeixi per tot z simultaniament. Es a dir,
és clar que si B, = {w: ), ane,(z) < oo} aleshores P(B,) = 1, pero no ho és
gens que P((,.o B:) = 1.

La idea de la demostraci és considerar la serie Y a,e,, dins d'un espai de Hilbert
i provar per aquesta serie una versié de la desigualtat de Kolmogorov. D’aquesta
manera haurem demostrat la convergencia i, en conseqiiencia, que el seu limit exis-
teix en aquest espai. Després, per les formules de Cauchy, deduirem la convergencia
uniforme sobre compactes d’aquest limit, i finalment que és una funcié holomorfa.

Demostracio:
Sigui K un subconjunt compacte dins de €. Considerem la successié

n

Xn(z) = Z ager(z)

k=1
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i veiem que estd continguda al conjunt L?(K) (respecte la mesura de Lebesgue).
Recordem que

12(K) = {f Kol ( [ |f|2)1/2 < +oo}

Aleshores, com que ||.|| és una norma, i per la desigualtat de Cauchy-Schwarz

1 X3 = /|Zakek )[Pdm(z) < / <Z|ak|2) (Z|€k(2’)|2) dm(z) < +o0.

Volem demostrar que per a tot k < n es compleix la seglient igualtat:

ENXll® [ ag,5 < K = 1XelP+ D [lesll. (3.1)

j=k+1

Reescrivim X, Z a;e; + Z a;e;j. Aleshores, fixat els a; tal que 7 <k, tenim
7j=1 j=k+1

1X,|]2 = /XX dm = / (Zajej—i— > a]ej> <im+ i m) dm

j=k+1 m=1 m=k-+1

:/ <|Zajej|2+z Z Aj0mC;iCm + Z Zajame]em+ Z a]ame]em) dm

7=1 m=k+1 j=k+1m=1 m,j=k+1

S e+ Y Y e (/ %dm) FY S (/ e@dm)

=1 m=k+1 j=k+1m=1

+ ;G /eladm).
5 (]

m,j=k+1

Llavors, per 'apartat 2 de la Proposicio 2.2,

0 sij#m,
1 sij=m,

E(ajty,) = {

i ens queda el resultat que voliem:

E[1Xall* | a7, < ] = | Xl]* + Z / lej*dm = || Xi]]* + Z eI

j=k+1 j=k+1

Fixat € > 0, definim el “stopping time” 7 = inf {n € N : || X,,|| > €}. Utilitzant
a la segona igualtat, la segiient propietat de ’esperanca condicionada

E(E(X]Y)) = E(X),
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escrivim

3

E(]1X[1%) ZE 1Xal ") = ) EE(IXal L= | aj, j < k)
k=1
= ZE(lT=kE(HXnH2 | aj, j < k))
k=1
—ZE r=k (IIXk||2+ > !Iegll2> per  (3.1)
Jj=k+1

zZauwn%zX}w#&
=€ ZE ’Tk‘_EZP P(T<n)

Aleshores,
(SupllXH>6)—P(T<n)< EI!X %) Z:H%H2 (3.2)

Acabem de demostrar la desigualtat de Kolmogorov per variables aleatories en
I’espai de Hilbert.

A continuacid, suposem m < n iapliquem la desigualtat a la successio { X,, — X, }
Per hipotesi, >, |e,(z)]* convergeix uniformement sobre compactes K en Q. Ales-
hores, per definicié de suprem, tenim

n*

P( sup ||X, — Xnl|| >2¢) <P (3m,n> N tq || X, — Xnl|| > €)

m,n>N
n 1 [e'¢)
= PP< = |2 .
Sl <5 > Nl 0

j=m+1 j=N+1
Amb aixo,
PEmn>N tq || X,—Xnl|<e) =1,

és a dir, X,, és una successié de Cauchy a L?(K) amb probabilitat 1.
Com L?(K) és un espai complet, existeix X = lim, X,, a L*(K), és a dir, existeix
X € L*(K) tal que || X — X,||r2(¢) — 0.

— 00

Ens falta veure que X també és holomorfa. Pel que hem vist en el Lema 2.7,
sera suficient veure que {X,}, — X uniformement sobre compactes. Com X,, és
una funcié analitica a € per cada n, si D(z,,r) C €, la férmula de Cauchy dona

X, (2) = 2;@/0 ! (¢ ) ¥z € D(z 1), (3.3)
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on C, és la frontera del disc D(zg,7). Llavors, fixem z € D(z,, R), prenem r &€
(2R,3R) i integrem la igualtat anterior respecte r dr:

SRx;@grdr:-if 3R<j£'xﬁ“)dg>rdr

2R 21 Jop - C—z

Parametritzant ¢ = z, + re, t € [0, 27|, tenim

3R 3R pon it
1 Xn(2
() rdr = (2o + 1)

— - re'lr dt dr.
9R 2 Jor Jo %o +reEft —

Els punts w = z, + re' tal que r € (2R,3R) i t € (0,27) recorren I'anell centrat a
20
A={w: 2R <|w— z| < 3R}.

De fet, la doble integral anterior és una integral d’area a A:

S0 = o [ 2 s aa)

w—z

Per tant,

Xo(2) = 5 [ Xalw) =2 4A) = [ Xa(w)oufw) da(o)

on

1 w—2z,

p=(w) = S5TR2 w— 2z~

A continuacié veiem que la familia {¢.(w)},cp,, ) ¢ uniformement acotada a
L*(K). Siw € AizeD(z,R), tenim |w— z,| < 3R i |w— 2| > R, per tant

(PRI /W% P daw) = [ s daw)
(MRQ) /QdA( ) = C(R)

Llavors, utilitzant la desigualtat de Cauchy-Schwarz, deduim que, per tot z €
D(z,, R),

|&@~%@méwmmwwm%mmmm
1/2
<C (/A X, — Xmlzdm(w)) = O || Xn — Xinll72(a)

Per tant, {X,(2)}, és uniformement de Cauchy a D(z,,7), que implica que X,
convergeix uniformement al limit X (z) = lim,, X,,(2) sobre conjunts de compactes
en € i, aleshores, pel Lema 2.7, el limit X (2) també és holomorf a D(z,, 7).

i
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3.2 Presentacido del GAF amb el nucli de covariancia

Definicié 3.2. Una funcio analitica Gaussiana a un domini €2 C C és una combi-
nacio lineal

f(z) = Z An€n(2)
n>0
de funcions analitiques e, : 2 — C amb
Z le(2)]? < +o0 uniformement sobre compactes de €2,
n>0
i amb coeficients a, aleatoris Gaussians complexos independents de mitjana 0 i

variancia 1, és a dir, a, ~ Nc(0,1) i.i.d.

Observem que 'apartat 3 de la Proposicié 2.2 ens assegura que el radi de con-
vergencia no es veu afectat per les variables aleatories a,, ja que lim sup{/|a,| =1,
n—0o0

amb probabilitat 1. Aix0 ens soluciona uns dels problemes que teniem alhora d’es-
tudiar ’espai de convergencia dels GAFs.

Veiem que el Teorema 3.1 que acabem de veure s’aplica a aquest tipus de serie
de funcions f(z), per tant ens garanteix que defineix una funcié analitica a €.

Aleshores, si la serie que defineix f(z) convergeix uniformement sobre compac-
tes, les seves propietats probabilistiques queden determinades per la mitjana i la
variancia, ja que tota combinacié lineal de Gaussianes és Gaussiana.

Veiem que la mitjana és necessariament zero:
E(f(2)) =) en(2)E(an) =0
n
Per altra part, la variancia, o més generalment, la covariancia, queda determinada

per les funcions e, (z).

Definicié 3.3. Sigui X,Y dues variables aleatores. La covariancia de XiY és

Cov(X,Y) = E[XY] — E(X)E(Y)

Ara si tenim un GAF avaluat a dos punts z,w € 2, és a dir, tenim f(z) i f(w),
aleshores la covariancia és:

K(z,w) : = Cov(f(2), f(w)) = E(f(2) f(w)) = E(Y_ anea(2) Y _ Tmem(w))

= en(@)em(W)E(antn) = > en(2)en(w).
n,m n=0
Diem que K(z,w) és el nucli de covariancia.

En particular, tenim que:
Var((2)) = Cou(f(2), f(2)) = K(z, 2).
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3.2.1 EIl GAF al pla

Fixant un parametre real L > 0, considerem l’espai de Fock, que es defineix com

Fu= {7 € HO) NI, == [ 1R dne) < +oo}

Observem que la constant £ es tria per a que [[1]|7, = 1 (és una normalitzacio).

Denotem:

Lema 3.4. La successid {e,(z)}, €és una base ortonormal de Fy,.

Demostracio: Fem en el cas L = 1, el cas general es faria de manera analoga.
Aleshores sigui

z
en(z) = , n >0
(2) =75
a) El sistema {e,(2)}, és ortonormal:
> dm(z ) ki e dm(2)
- A =zl |2l
(ere) = [ e S = [ 2 ek O

/ / b k0, i zrdﬁdr
\/_\/_ ™

Ic+j€ (/27r i(k— ])edﬁ) dr
\/_\/_ 0 @

Per una banda, si k # j velem que (e, e;) = 0 ja que la integral s’anul-la,
demostrant 'ortogonalitat.

Per altra banda, si £k = j ens queda

1 [ 1 [
llex]|” = (ex, er) = k;'/ r%e"QZrdr:E/o thetdt,

i utilitzant que T'(s + 1) = fooo t*e~"dt, veiem que ||e||* =

b) {en(2)}, és un sistema generador: Sigui f una funcié analitica en C. Aleshores
té un desenvolupament de Taylor convergent a tot C.

:szzbmﬁ =3 (b Vil en(2)

n=0
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Un cop vist que {e,(2)}, és ortonormal tenim que

1D crenl =D fenl.
k k
Per tant

£ = 1bal n!

o0
Cal veure també que Y |e,(z)|* convergeix uniformement sobre compactes en C
n=0

2 .
per tal de construir el GAF. Pero aixo és cert, ja que Z o 2| z|? = ell#” convergeix

uniformement per tot disc en el pla complex degut a que el radi de convergencia de
la serie exponencial és +oo.

Per tant, ja podem definir el GAF al pla.
Yt
n=0 ! \/TL_

per tot real L > 0 i amb variables a,, ~ N¢(0,1) i.i.d.

Observacié 3.5. El GAF f no pertany a J;, amb probabilitat 1, ja que

N N
HfNH2 fNafN <Zanen )7Zanen(z)> :Z‘anP?
n=1 n=1

i quan a, sén Gaussianes estandard independents, aquesta serie divergeix amb pro-
babilitat 1.

Per demostrar 1'iltim pas observem que

. 2 T _
{w.2|an| < —i—oo} Q{w.gggo|an|—0}.

n=1

Per tant, és suficient veure que P ({w : lim |a,| = O}) =0:
n—oo

Fixem un e > 0, aleshores per la independencia dels a,,

Plvn>no aa| < el =[] P(lan] <€)

n=ng

i per la Proposici6 2.2 apartat 1,

2

P(lan| < ¢ :/ e tds < 1,
0
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és a dir,

com voliem.

Finalment, calculem el nucli de covariancia de f(z) en aquest cas:

o o0 oo
L" Lzw)" -
—S a@a@ =Y Logr =3 L _ e
n! n!
n=0 n=0 n=0

3.3 Invariancia per translacions

Una caracteristica destacada d’aquestes funcions és la seva invariancia sota trans-
formacions adequades. En aquest cas, veurem que la distribuci6 del conjunt Z(f)
és invariant per translacions en el pla complex C.

Primer necessitarem el segiient lema:

Lema 3.6. Sigui a € C. La transformacio

Tuf(z) = f( — a)eta=-lF

és una isometria de Fr,.

Observem que T, f té els mateixos zeros que la translacié f,(z) = f(z — a).

Demostracio:
Directament de la definicio

L)%, = / T (2)Pe o dm(2)
/ |f | |€Laz|2€—L|a|2 e_L|Z‘2dm(z)

=2 e =P et tane) = 2 [ f@P et )

Aix0 es transmet a la distribucié del GAF.

Proposicié 3.7. Els GAFs f(z) i T,f(z), on a € C, tenen la mateiza distribucio.

Ho denotem f(z) L Tof(2).

Demostracio:
Per construccié, la transformacié

Tof(2) = f(z —a)e Laz—5lo? _ (Z anen(z — a))eLaZ_L/ma‘2

n
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és una Gaussiana centrada al 0, ja que el factor exponencial és determinista i els
coeficients a,, no estan afectats per la translacié. Per tant, com l’esperanca és 0, el
comportament probabilistic queda determinat per la covariancia.

Aleshores, si f(z) 1 T, f(z) sén dues Gaussianes centrades al 0 amb la mateixa
covariancia, tindrem que soén variables amb la mateixa distribucié.

Cal provar que
Ki(z,w) = K, f(2, w).

Si fu(2) = f(z — a), aleshores

L(z—a)(w—a)

— eLzﬁszﬁfLaWJrL\aP

K (z,w) =Kp(z —a,w—a) =e
Calculant veiem que

LzE—(L/2)\a|2eLaE—(L/2)|a\2 _

esz—Lza—Laﬁ+L|a|2 eLzE—&-Laﬁ—L\aP

Kr, (2, 0) = Ky, (2, w)e

= I = K(z,w),

tal com voliem.

Corol-lari 3.8. FEls zeros de f i de la traslladada

Juz)=f(z—a) aeC

tenen la mateiza distribucio.

Aix0 és immediat ja que, si diem f,(2) = f(z — a), tenim

Z(Tof) = 2(fa(2)) = 2(f) + a
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4 Primera Intensitat i formula d’Edelman-Kostlan

Un cop vistes les propietats de les funcions analitiques Gaussianes, volem estudiar
el conjunt de zeros d’aquests GAFs. Donada f una funcié Gaussiana, hi tenim
associada una mesura aleatoria; la mesura comptadora

dnf: Z (5)\.
AEZ(f)

Volem donar sentit a la “mesura mitjana” d’aquestes dny, una nova mesura que
digui com es distribueixen en mitjana els punts de Z(f). A aquesta mesura es diu
" primera intensitat”.

Definicié 4.1. Donat un GAF f diem primera intensitat a la mesura E(dng) do-
nada per

(E(dny), ) =E((dns, ¢)) ¢ € €>(C).

Veurem que la primera intensitat esta directament determinada pel nucli de
covariancia del GAF. També, una cosa més impressionant que veurem, que si dos
GAFs tenen la mateixa primera intensitat, aleshores aquestes dues funcions sén
iguals en distribucié (rigidesa de Calabi).

4.1 Foérmula d’Edelman-Kostlan

Veiem tot seguit com queda determinada la primera intensitat.

Teorema 4.2 (Formula d’Edelman-Kostlan). Sigui £ un GAF en un obert 2 i sigui
dng la mesura comptadora de Z(f) amb nucli de covariancia K(z, z), per tot z € Q.
Aleshores

1
E(dng) = 4—AlogK(z,z), (4.1)
7
on el Laplacia A s’ha d’interpretar en el sentit de les distribucions.

A aquesta igualtat també se I'anomena féormula d’Edelman-Kostlan.

Demostracio:
Com ja hem dit, si f és Gaussiana de mitjana 0, el seu comportament probabilistic
queda determinat per

Var(f(z)) = K(z,2).

Volem veure com es descriu E(dng) en termes de K(z, z).
Donada ¢ € €>°(C), per definici6

(Etdnn). o) = E(ldne o)) = E( [ o) au2) 1)
= £( [ 8¢ (- os () am(o))
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Aleshores, per poder utilitzar el Teorema de Fubini i passar 'esperanca dins la
integral al pla, hem de veure que Ap(z) 5= log|f(z)| és integrable.

Pel Teorema de Tonelli
e ([186] gltoskt [an) = [ 186G GoE(oglf)) | dne)

Ara, fixat z € C, f(z) és una Gaussiana complexa amb mitjana 0 i variancia K(z, z).
Aleshores,

f(z) —E(f(2)) f(2)

VVar(f(2)) K(z, 2)

és una normal estandard (normalitzada), que denotem a.

Llavors,

log |f(2)] = log (% K(z,z)) = log|a| + logv/K(z,2).

Observem que el terme log/K(z, z) és determinista. Aplicant I'esperanga i fent
servir que la funcié de densitat d’a és %e“ZP, tenim

E(| log|£(2)||) < E([log|all) + |logK(z,2)|
_ /C |log(z)|%e‘zl2dm(2) + | log /K(z,7) |

> 1
= / | log(t) | = e 2rtdt + | log /K(z,2)|
0 m

— / | log(r) | ¢ dr + | log VK (2, 7) |
0
= C+ |logvK(z,2)|

on (' és una constant finita.

Observem que |logK(z, z)| és localment integrable per tot z. L’inic problema
que podriem tenir és en els punts z, tal que K(z,,2,) = 0. Tenint en compte que
K(z,w) és holomorfa en z, antiholomorfa en w i K(w, z) = K(z,w), els zeros de
K(z, z) sén aillats. Si zy és un zero de multiplicitat p, llavors

K(z,2) = |z — 2,|*L(z, 2)
amb L(z,, z,) # 0. Tenim doncs, a un entorn de z,
logK(z, 2) = 2plog|z — z,| + log L(z, 2)

i com log |z — z,| és integrable en un entorn de z,, aleshores log K(z, z) també. En
conclusié

e ([1av1eiten] ) < o
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Per tant podem aplicar al Teorema de Fubini, a (1) i deduir que
1
(Bt p) = E( [ ap(e) (5 loxt ) (o))
1
— [ 8¢(2) o Ellog £(2)) dm(2)
c T

Fent servir el mateix raonament que abans per calcular E(log |f(2)|) tenim,

E(log [f(2)]|) = A + log vK(z, 2)

on A és una constant finita. Substituim a la integral anterior i tenim,

(Etdnehp) = [ Ao) (A + o lox VR ) dm(a)

Aplicant la segona identitat de Green (2.4), veiem per una banda que

/CAgp(z) % dm(z) = 0,

i finalment, per I'altra,
1 1
(Eldnn).¢) = [ 9(e) 5 Alog VRE2) dm(z) = (5 Alog VR(z:2), )
c
En conclusié, la primera intensitat és la mesura

1
E(dng) = EA log K(z, z)

4.1.1 La primera intensitat al GAF del pla

Recordem que a C hi tenim el GAF:
[ee] \/ﬁ
f(2) ; N (C)

on L >01ia,~Nc(0,1) iid. El nucli de covariancia és
K(z,w) = &,
1 per tant,
Var(f(z)) = K(z, 2z) = "’
Aleshores, per la férmula d’Edelman-Kostlan, la primera intensitat del GAF és

Lo , L
~ .05 = 5 dm(2)

1 1
E(dny) := EAlog K(z,2) = EAL|Z|2 =
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Recordem que haviem vist anteriorment que els zeros d'un GAF en 'espai de
Fock son invariants per translacions. Aquesta invariancia queda demostrada en la
primera intensitat, que també és invariant per translacions en C.

Apliquem aquest resultat als zeros dins un conjunt A. Recordem que

n() = #2()nA= [ dny

A

és la variable comptadora del conjunt A. Per exemple, si A = D(a,r), tenim que

L L
E(ny(A)) — / Lam(z) = L4 = 2
AT s
A més a més, per visualitzar i entendre millor aquests resultats hem creat un
programa amb Python que il-lustra la distribucié dels zeros d’'un polinomi truncat
del GAF que estem estudiant

N
Z anen(2),
n=0

al cas L = 1. Observem que, els zeros de les funcions estan distribuits de manera
“uniforme” en el disc D(0, VN ). A mesura que augmentem el valor de N el disc es
va fent cada vegada més gran fins a omplir tot el pla complex. De tal manera que
els zeros del GAF acaben tenint una distribucié uniforme, i per tant, invariant per
translacions per tot el pla. Observem els exemples del polinomi de grau N = 100
(esquerra) i N = 150 (dreta). Obtenim el segiient dibuix:

Part imaginaria
Part imaginaria

4.2 Rigidesa de Calabi

La rigidesa de Calabi garanteix que dos GAFs que tenen la mateixa primera in-
tensitat, aleshores també tenen la mateixa distribucié. Per tant, aquest teorema
d’unicitat conclueix que el conjunt de zeros d’'un GAF ve determinat per la seva
primera intensitat.

Per demostrar el teorema necesitarem el segiient lema:
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Lema 4.3. Sigui F(z,w) una funcié en un obert Q tal que és holomorfa en z i
antiholomorfa en w, per tot z,w € Q. Si F(z,z) = 0 per tot z € €, aleshores
F(z,w) =0 per tot z,w € Q.

Demostracio:
Utilitzant translacions si és necessari, hem de veure que F' és 0 en un entorn de
(0,0) en 2. Com F és una funcié analitica real holomorfa en z i antiholomorfa en
w, la podem expressar com:

on ¢y, sén valors complexos. Llavors, tenim que

F(z,2)= Z Z Cnmz" Z" (4.2)

n=1 m=1
Es clar que
an—i—m )
J =k —
Sangan© 2 =0 = dmmamynim!,

on

1 st j=n 1 k=m
O(nm)(j,k) = 0 altres

Reescrivim Pexpressié (4.2) en aquests termes, i utilitzant la hipotesis F(z, z) = 0,
tenim:

an—‘rm
B ER

Aleshores, ¢,m =01 F(z,w) =0 per tot z i w en .

0 F(Za Z)|z:0 = C(n,m)n!m!a

Ja podem enunciar el teorema:

Teorema 4.4 (Rigidesa de Calabi). Sigui Q un obert simplement connex en C i
siguin f i g dos GAFs. Si E(dny) = E(dny), aleshores ezisteir una funcid analitica

determinista ¢ en ) tal que no s’anul-la en cap punt i per la qual f 4 vg. A més,

Zs 4 Z4. En conclusio, la primera intensitat d’'un GAF determina el seu conjunt
de zeros.

Demostracio:
Suposem que Ky (z, 2), K4(2, 2) # 0 en tot Q. El cas general es fa de manera analoga,
amb alguna complicacié tecnica afegida. Aplicant la formula d’Edelman-Kostlan a
la primera intensitat de f i g tenim que

1 1
EA logKf(z, 2) = EA log K,(z, 2)
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Aixi

A(log K¢(z,2) — logKy(z,2)) =0,

o equivalentment

sws(ie5) =

Aixi doncs, la funcié

és harmonica. Escrivim

K;(z,2) = e"@K,(z, 2).

(4.3)

Com ) és un obert simplement connex, pel Lema de Poincaré 2.11, sabem que

existeix h € H(Q) tal que 2Re(h) = u. Per tant,

(H() — ARE(h) _ | )2 = M) P — (2 )i(2),

on ¢ = €. Substituim a (4.3)

Ky(z,2) = 9(2)0(2)Ky(2, 2),

i pel Lema 4.3, necessariament per tot z,w € 2

Ky (z,w) = $(2)p(w)Kq(2, w),

o d , . : . .
Aixo implica que f = 1g. Com % és una funcié exponencial, mai s’anul-la i per

tant, Z 4 Z,.
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5 Variancia

Finalment, veurem alguns resultats que mostren que aquest procés de punts que
hem estudiat és molt més rigid que el procés de Poisson que hem vist al principi.
Una manera de mesurar aquesta rigidesa és estudiar la variancia de les variables
comptadores ns(A) = #(Z(f) N A), per aixi, poder-la comparar amb la del procés
de Poisson. Suposarem que K(z,z) # 0, que és el cas generic i en la demostracio
del Teorema 3.1 ja s’ha tractat el cas contrari.

Primer recordar que, donat un obert U C X, tenim la variable comptadora

ns(0) = #(Z(N0) = [ F-Alogls

El teorema general en aquest capitol és:

Teorema 5.1. Sigui U C X un obert on OU és de classe €. Sigui f un GAF i
sigui K(z,w) el seu nucli de covariancia. Aleshores

Vo) =~z [ [ 755 (Rea) 7 (i) 4707 01

K(z,w)?
K(z, 2)K(w, w)

on I(z,w) =

Observem que, com esperavem, la variancia només depen del nucli de covariancia.

Demostracio:
Per definicio,

Var(ns(U)) = E[(ns(U) — E(ns(U)))*] (5.2)

Utilitzant la férmula d’Edelman-Kostlan (4.1) :
i)~ Ens©) = [ S-atoglfe)] - [ AlogK(e.z)
(

_/ L Alog ’IJ;(?’Z).

Ara utilitzarem la férmula de Green (2.6). Sigui 2 una regi6 oberta i U un obert
tal que U C Qi de classe €. Per F € €2(Q)

/an%(z)dz = 2z'/U <0 — % (zg—];(z)» dm(z)

O*F 1
; 8,282(2) dm(z) = B UAF(Z) dm(z)

=2
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Volem utilitzar aquest resultat a la funcié F(z) = lo Perd F ¢ €2 per

culpa dels zeros de f. Com la probabilitat P[Z(f) N oU = ()] = 1, aleshores

OF -
/8Uz£(z)dz

esta ben definit quasi segurament. Pero no és el cas de

1
§/UAF(Z) dm(z).

D’altra banda, si entenem aquesta integral en el sentit de les distribuciones, llavors
si que podem donar-li un sentit ja que

%/UAF(Z) dm(z) = %/U[A log|f(2)] — %AlogK(z,z)] dm(z)

1 1
:ﬂ/U%Alog]f(z)] _W/UEIOgAK(z’Z) dm(z)
= m[ns(U) — E(ng(U))]-

Per tant utilitzant aquesta igualtat, escrivim

02
==
~
LE

)~y = 1 [ Sos ZAL

Tal com hem fet per demostrar la férmula d’Edelman-Kostlan, denotem la no-

ramlitzacié del GAF com f(z) = % ~ N¢(0,1). Aleshores,

Var(ng(U)) = E /E)U;f)azl |_f<z)|z 3U7Zraaw 1og—|é§z)|w)]

e /w/w(?r) log | (2)| - log | (w)

Com f(2) i f(w) segueixen una N¢(0,1), aleshores el terme

i\* 0 ) )
(1) Jetoelfl o el tw)

és integrable a QU. Llavors, totes les condicions necessaries per aplicar el Teorema
de Fubini es compleixen, per tant 'apliquem dues vegades:

Var(ns (U // [(W) 9 tog ()] -log | f(w)] |

Com estem en un compacte on £ log | f(2)| és uniformament acotat a AU, aleshores
pel Teorema de derivacié sota el 81gne de la integral [5] podem intercanviar derivacié
i valor esperat:

v = [ [ (5 L Lefiicionio)]. 69
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Per calcular aquesta expressié farem servir el Lema 2.3:

En el nostre cas, tenim:

O(z,w)=E F(2) f(w)| =E
(2,w) = E | (=) f(w) N NG

f(z) T ]: K(z,w)
(

Per simplificar-ho, denotem:

I(z,w) = 0(z,w)|* =

Aleshores, si

Covllog f(2), log f(w)] = Ellog f(2) log f(w)] — E[log f(2)]E [log f (w)],
com el segon terme és constant, tenim

0 0

g a_E[loglf( 2)| log | f(w)]] = %

2 Covllog | f(2)],log | f(w)]]

5|

Seguint pel punt (5.3), i fent servir el Lema 2.3, obtenim:

Var(ng(U /8U . azawLZQ(I(z,w))dEd@

Ara recordem que

x
Li = —
ZQ(Q:) n=1 n’
per calcular a,LZQ(I(z, w)):
* ) ) oI
o Liallzw) = 2 L (1 w)
" ol 01 , 0%1
= LZZ (I(z,w))%% LZ2 (I(Z7w))agaw
Substituim la serie que defineix Lio
0? “m-—1_,\ 0l oI SN LG |
Fzow e w) = (7”2:2 m 1 )ozow (;zl m )azaw
= n+ 1 oI oI = " %1
e In _—
(;n—l—Q ) 920w (;nﬂ 820w
A continuacié veiem que
0?1 101 oI




De (5.4) traiem que:

ol 0 [K(w,2)| K(z,w)
9z 0z {K(z,z)} K(w, w)
or 0 [K(z,w) | K(w, 2)
ow ow {K(w,w)} K(z, 2)

Aleshores,

gigi 882 [K((w:j))]a%[l((z,w)}K(z,w)K(w,z): 0’1

Si ho apliquem al resultat anterior ens queda

st (S22 i (S5 5
—— (St )

(e )

e

N 1 arar
HZI) I1-Dozow

K(w, w)

'NIH
SRR

S| Q’\“J
gl gl

|

'\4|H

Tornant a (5.5), obtenim:

1 0? 1 ol ol
VaT(nf(U))__E/aU o 970T  I(1 = )azawdzdw.

Finalment, com hem calculat a (5.6):

101 01 01 _ 0 (K(w,2)\ 9 (K(z,w)
[10z0w 0zZ0w Oz '

i substituint arribem al resultat desitjat:

vt =g [, [, 795 (1) 05 (Ko 7707

5.1 Variancia al pla

Ara podem aplicar aquesta féormula general (5.1) al pla complex. Per simplificar-ho,
considerem l'obert U = D(a,r), amb r > 0. Degut a la invariancia per translacions
de la primera intensitat dv = Ldm(’z la distribucié de la variable n¢(D) no depen

d’a, i podem escollir a = 0.
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Utilitzant que K(z,w) = e*® obtenim:

I(zw) = K(z, w)K(w, 2) _ L2 Lwz _ La@-3) JLw(E-w) _ ,~L|z—w]?
’ K(z, z)K(w’ w) elLzz o Luww .

Calculant les derivades de la férmula (5.1) i substituint, arribem a

1 1 zw Lzw _—L|z|? —L|w|? o
var(nf(U)):_H/aU/aUmeL 6L e L] e Llwl LQ(Z—w)dedw.

Parametritzant OU en ’angle, tenim

_L,,,2|eu9_en/)|2 ) ) ) )
Var(ng(U 47T2 / / T r2(e"? — ) re (i) df re ™ (—i)di

e Lr?li- ei(¥=0)|2
o0-9) (1 _ pil=0)y2
47T2 / / _ o Lr¥[l—ei(v- 9)|2 (1 e’ ) df di.

Fem el canvi de variable ¢t = ¢ — 0, tal que 6,1 € (0, 7)

L2p4 2 2 o Lr?l-etf? )
- _ —itq it
Var(ng(r)) = i /0 /0 s T (1 —e")2dt p do

i sabent que e7(1 — e%)? = —(2 — 2cost) = —2|1 — €| obtenim:

24 e~ Lri1—e"|? I
Var(ng(r)) = 5 /0 e |1 — e"|"dt.

Aleshores per simetria,

L2rd [T —Lr2|1—e™|? ‘
Var(ng(r)) = ! / . ¢ T 11— e™|*dt.
0

T — e~ Lr?l-eit

Apliquem ara el canvi de variable x = 2Lr?*(1 — cos(t)) = Lr?|1 — ¢"|>. Aillant ¢
obtenim ¢ = arccos (1 — 5755 ) i fent les derivades corresponents tenim

vV Lr dx

2Lr? \/z\/1 — x/(4Lr?)

Substituint a 'expressié d’abans ens queda:

o S Lr? d
Var(ng(r)) = ! / € — x " *
0

s L —e*Lr? 2Lr? \/2\/1 — x/(4Lr?)
\/L_'r? NG
1—6 N 1—x/(4Lr2)

dt =

Si sabem que

[e.9]

n=1
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obtenim

VIr?
Var(ng(r " Z / Ve dx
0 1 —x/(4Lr?)
Volem veure qué passa quan E(n(r)) = Lr* — oo .
Mirem primer quina és la part dominant de la integral:

4Lr?
I, = / e \/5 n
0 1 —x/(4Lr?)

4Lr? 4Lr? 1
= e "/ xdr + / e " —1 T dzx
/0 Ve 0 1 —x/(4Lr?) ve

4Lr? 4Lr? 1— m
_/ e—nw\/zdx_‘_/ e—nwﬁ l’/( r )dl‘
0 0

B 1—z/(4Lr?)

Comprovem que la segona integral és o(1) de la primera quan Lr? — co. En general

— _ (A=VI-yd+vi-—y 1-(0-y)  y
Lovil-y= 1+/T+y T 1+VI—y 1+/I-y

Aixi
ALr? 1—+/1—z/(4Lr?
/ 6—7Z$\/E 'T/( r ) dl’
0 1 —a/(4Lr?)
4Lr? 2
4L
[ s o/(11r?) .
0 1—ax/(4Lr?)(1 + /1 —x/(4Lr?))
1 4Lr? e~ 1:3/2 Lr?— 00
< 2 / r — 0,
4Lr? Jo 1 —az/(4Lr?)
ja que
/ e 32 dr < +o0.
0
Amb aixo,

e [ 1_1/5(4”2)dx:</04”2 mfdx) (1+0(1).

Ara, posem

ALr? 00 0o
/ e "\ xdr = / e " xdr — / e "z dx.
0

0 4Lr2

Com que fooo e " \/x dr és una integral finita (convergent), la integral

o
— Lr?
/ e rde T=0.
4

Lr2
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Aixi, podem escriure

/04”2 R (/0 naz\/—dx> (1+0(1)).

Substituint a la integral i fent el canvi de variable nx =t ens dona

I, = (14 0(1)) /OOO e "xdr = (1+0(1)) /Ooo e‘t\/%%

Fent servir la definicié de la funcié Gamma
I'(z) = / t"le7tdt x>0,
0

tenim

T(3/2)

3z

I, = (1+0(1))

Finalment ens queda que la variancia és:

VL2 S T1(3/2 VILr?
Z(/)

Var(ny () = Y2 3 P02 1 4 o1)) = Y rispcs/2)1+ o)
on ((z) = %, x>1

Fent servir que I'(3/2) = y/7/2, tenim doncs

Var(ng(r)) = C(3/2)VLr2(1 + o(1)) ~ VLr2.

4\/_
Tenint en compte que la variancia de ns(r) en el procés de Poisson és exactament
Lr?, veiem que aquest procés de punts associat als zeros de les funcions analitiques
Gaussianes en el pla complex és més “rigid”, en el sentit en que la variancia és
d’ordre menor.
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6 Conclusions

En conclusié, hem resolt els problemes inicials demostrant que el radi de con-
vergencia no depen dels valors aleatoris i que la convergencia uniforme simultania
per a tot z es compleix sota certes condicions que les funcions analitiques Gaussia-
nes (GAFs) compleixen. Els resultats indiquen que les propietats probabilistiques
d’aquestes funcions estan determinades pel nucli de covariancia K(z,w) i que les
funcions soén invariants sota certes transformacions, facilitant el calcul dels seus
ZETos.

Aquesta invariancia per translacié, que em vist en el cas del pla complex, és espe-
cialment 1til en el context de models amb repulsio, com el descrit en la introduccié,
on la distribucié de particules amb la mateixa carrega crea una distribucié uni-
forme degut a la repulsié entre particules. Estudiant els zeros d’aquestes funcions,
hem trobat que la primera intensitat esta directament relacionada amb la variancia.
Aquesta relacié ens proporciona un model matematic rigords per descriure fenomens
de repulsio on la suposicié d’independencia entre punts no és valida, oferint una al-
ternativa al procés de Poisson. A més, la rigidesa de Calabi ens permet concloure
que GAFs amb la mateixa primera intensitat sén iguals en distribucid, millorant la
precisié alhora de predir comportament complexos.

Finalment, hem observat que la distribucié dels zeros dels GAFs presenta menys
fluctuacions que el procés de Poisson, donant estabilitat i fiabilitat a aquest model
per descriure fenomens amb repulsio.
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