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Abstract

This document explores the Jacobi matrices topic and their invertibility, as well as second-
order difference equations with both variable and constant coefficients. These two subjects
are linked by the fact that solving a difference equation can aid in determining the inverse
of a Jacobi matrix. This document offers an alternative method for inverting Jacobi
matrices, highlighting the significance of difference equations in this area.

Resum

Aquest document estudia les matrius de Jacobi i la seva invertibilitat, aixi com les equa-
cions en diferencies de segon ordre tant en coeficients variables com constants. Ambdues
estan vinculades pel fet que la inversa d’'una matriu de Jacobi es pot trobar resolent una
equacié en diferencies. En aquest document s’ofereix un metode alternatiu per invertir
matrius de Jacobi, destacant la importancia de les equacions en diferéncies en aquest
ambit.
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Capitol 1

Introduccio

La motivacié principal d’aquest treball de fi de grau és introduir i analitzar les matrius
de Jacobi, centrant-nos especialment en la seva invertibilitat. Ens proposem trobar la
inversa d’aquestes matrius i examinar-ne les propietats. Abordant aquest problema, ens
adonem que resoldre la inversa de les matrius de Jacobi és equivalent a resoldre una
equacio en diferencies de segon ordre amb coeficients variables. Aquesta observacié ens
introdueix a l’estudi de les equacions en diferencies. Es tracta d’un camp que, tot i rebre
certa atenci6 actualment tal com demostra Particle [1] recentment publicat a Special Ma-
trices, encara no presenta una metodologia estructurada i universal per a la seva resolucié.

A continuacié, trobarem un sumari de cada part del nostre estudi, el qual hem divi-
dit en tres capitols diferents.

En el segon capitol, definirem les matrius de Jacobi, distingint els casos en que aquestes
sén simetriques i no simetriques. També estudiarem la seva invertibilitat. A més, en el cas
de les matrius simetriques, analitzarem les propietats dels seus valors propis i els de les
seves submatrius principals. Finalment, farem una concisa introduccié sobre les matrius
de Toeplitz.

En el tercer capitol, farem una breu exposicié dels polinomis ortogonals, centrant-nos
en un dels exemples més coneguts, els polinomis de Txebixov.

En el quart capitol, introduirem les equacions en diferencies de segon ordre amb coe-
ficients variables. Estudiarem la seva definicié, propietats i les condicions que garanteixen
I’existencia i la unicitat de les seves solucions. Analitzarem la base de ’espai de solucions
de ’equacié homogenia i les seves propietats. Aixi, demostrarem que trobant dues soluci-
ons linealment independents de ’equacié homogenia, podem obtenir la solucié homogenia
i, mitjangant la funcié de Green, la solucié particular.

No obstant aix0, reconeixerem que trobar aquesta base no és una tasca senzilla. Per
tant, en I'abast d’aquest treball, plantejarem la mateixa estructura que hem trobat en
el cas dels coeficients variables, centrant-nos ara en un cas més senzill amb coeficients
constants. Aixi doncs, la relacié que haviem esmentat abans amb les matrius de Jacobi
implica que en aquest cas també ha de complir les condicions d’una matriu de Toeplitz.



Continuarem explicant el funcionament de la resolucié estandard que s’utilitza habi-
tualment, basat en l’equacio caracteristica associada. A més, presentarem una altra via
de resolucié que no depen de trobar les arrels d’una equacié caracteristica ni tampoc del
tipus d’aquestes arrels. Finalment, definirem la relacié entre les solucions d’una equacid
en diferéncies amb coeficients constants i la seva corresponent autoadjunta, i demostrarem
que els polinomis de Txebixov sén els vectors de la base de la solucié homogenia.



Capitol 2

Preliminars

2.1 Notacio

En primer lloc, establirem algunes notacions i terminologia que es faran servir al llarg del

treball.

Sigui K un cos arbitrari. Sovint assumirem que K = R.

e K[z] denota I’anell de polinomis en una variable amb coeficients a K.

o K™*™ denota el conjunt de les matrius de n files i m columnes amb coeficients a K.

e La matriu A € K™ amb elements a;; s’escriu com A = (aj)1<i<n, 1<j<m. Es a

dir,

Gnl

aio
a2
as2

an2

ai3
a23
ass

an3

A1m
a2m
a3m

anm

c Knxm

o Sigui A € K"*", det(A) denota el determinant de la matriu quadrada A. Aleshores

A és singular < det(A) = 0.

e Sigui A € K"™,  A! representa la matriu transposada de A. Aleshores, A és

simetrica < Af = A.

o [ € K™ " representa la matriu identitat.

e Sigui A € K" i k < min(n,m), A; denota la submatriu principal d’ordre k de la

matriu A. Es a dir,

a21
Ay = | an

951

a12
a22
a32

Qa2

ai13
a3
as3

a3

Ak
Az
asg

ALk

c kak



Sigui A € K™ i k < min(n,m), 0 denota el menor principal d’ordre k de la
matriu A. Es a dir,

aip a2 a3 --- Qg

a1 @22 ag3z -+ Ak
O = det(Ag) = |@31 @32 azz -+ A3kl

a1 G2 a3 - Qg

Sigui A € K™ i k < min(n,m), P¢(z) € K[z] denota el polinomi caracteristic de
Ap. Es a dir,
P{(z) = det(Ay — xI).

A més, diem que x és un valor propi de Ay < Pf(x) = 0.
Sigui p(z) € K[z], deg(p(z)) denota el grau de p(x).

Siguin p(z),q(x) € K[z]. Aleshores, (p(z),q(x)) denota el producte escalar de p(z)

iq(x).

Sigui p(x) € K[z] i p(x) # 0, aleshores ||p(x)| = +/(p(x), p(z)).

Sigui p(x) € K[z], aleshores d%(p(x)) denota la derivada respecte de x de p(z).

Sigui ¢ € K, aleshores denotem z; com el limit a zg per 'esquerre i ﬂ:ar com el

limit a xgy per la dreta. Es a dir,

zy = lim =z, xar = lim =x.
T—=T xﬁxa'

Sigui I =Z, N o0 {0,...,n+ 1}. Consegiientment
—SiT=ZoN, llavors [ = I.
- SiI=H0,...,n+ 1}, aleshores I ={1,...,n} 1 6(1) = {0,n + 1}.

Sigui I = Z, N o {0,...,n+ 1}, C(I) denota 'espai vectorial de les funcions amb
valors a R i variable a I. Es a dir,

C(I)={f:I—R}.



2.2 Matrius de Jacobi

El terme ”"matriu de Jacobi”’prové del teorema formulat pel matematic alemany Carl
Gustav Jakob Jacobi I'any 1848. Aquest teorema estableix que tota matriu simetrica
sobre un domini d’ideals principals pot ser transformada, mitjangant una congruencia, en
una matriu tridiagonal.

Les matrius tridiagonals s’utilitzen en diverses arees de les matematiques aplicades, la
fisica i 'enginyeria. Una de les seves aplicacions més comunes és en Ianalisi d’errors
de les solucions de problemes de valor de frontera de dos punts, associats a equacions
diferencials ordinaries que utilitzen metodes de diferéncies finites [2].

Definicié 2.2.1. ([2]) Una matriu de Jacobi és una matriu tridiagonal de la forma

bl C1
as b2 (6]
as bg C3
J = o , € R™™, (2.2.1)
p—1 bn—1 cn—1
an by
Exemple 2.2.2.
1 2 0 0 0
4 2 3 00
J=101 4 7 0| eR>™
0 03 9 4
0 00 39

és una matriu de Jacobi.

Definicié 2.2.3. Sigui J € R"*"™ una matriv de Jacobi. Denotem per {0;}; ; C R la
successio de menors principals de J. FEs a dir,

b c b1 C1 0
0L =0b1, 0= ! ! , bO3=las by cof, ... ,0,= det(J). (2.2.2)
@2 b2 0 as b3

Emprant la Regla de Laplace [8], una eina que simplifica el calcul de determinants en
matrius de dimensions elevades, arribem al segiient resultat.

Proposicié 2.2.4. ([2]) La successié {0;};—; C R definida a (2.2.2) satisfa la relacid de
recurrencia de tres termes

Qi = biei_l — aic,-_lei_g, 1= 1, 2, ey, (2.2.3)

on
0_1=0, 0=1.

Lema 2.2.5. ([2]) Considerem {6;};"; C R la successid definida a (2.2.2). Si dos termes
consecutius d’aquesta successio son zero, llavors la matriu J és singular.

Demostracio 2.2.6. La demostracié resulta immediata de la relacié de recurréncia des-

crita a (2.2.3). O



A partir d’aquest moment, assumim que la matriu de Jacobi J € R™*™, definida per
Pequaci6 (2.2.1), és no singular. Seguidament, definirem una altra successié amb 1’objectiu
de determinar les expressions dels elements de la seva matriu inversa a les seccions 2.2.1,
quan J no és simetrica, i a la 2.2.2, si J és simeétrica.

Definicié 2.2.7. ([2]) La successid {¢;};_; C R és definida com
¢i = bigit1 — iy1CiGit2, i=mnn—1,...1, (2.2.4)

on
an-f—l = 17 ¢n+2 = 0.
Lema 2.2.8. ([2]) Siguin {6;};—,, {¢i}i_y C R les successions definides a (2.2.2) i (2.2.4),

respectivament. Es compleir que,

Ordry1 — arp1ckOk—10k12 =0p, k=n,n—1,...,1. (2.2.5)

Demostracié 2.2.9. Utilitzarem induccié sobre k.
e Cas inicial, k = n:
‘9n¢n+1 - an+lcn0n—1¢n+2 =0,-1—- an+lcn9n—1 -0 =10,. (226)

e Pas inductiu: Suposem que 'equacié (2.2.5) se satisfa per k =n,n —1,...,1, ales-
hores provem que és cert per k =17 — 1.

Oi—10; — aici—160i—20i11 = 0i—10; — (bibi—1 — 6;) i1, per (2.2.3),
=0;i-10i — bifi—10i+1 + 0iPit1,
=0;_10; — bili—10i41 + aiy1¢i6i—1Pi2 + 05,  per (2.2.6),
=0;i10; — 0;—1(bidiy1 — aip1¢iit2) + On,
=0;-19; — 0i—19; + Op,
=0,.



2.2.1 Cas no simetric

En aquesta seccid, considerarem una matriu de Jacobi J € R™*™ no simetrica. L’objectiu
és calcular la seva inversa J 1 = (a;j)1<ij<n € R

Exemple 2.2.10.

1 12 0 0 0
4 2 3 0 0
J=10 1 4 —8 0| eR>™
0 -3 9 4
00 0 3 9

és una matriu de Jacobi no simetrica.

Previament, és necessari demostrar alguns resultats previs que ens conduiran a la
nostra conclusio final.

Lema 2.2.11. ([2]) Sigui J € R™ " una matriu de Jacobi no simétrica, i sigui J 1 =
(ij)i<ij<n € R™™ la seva inversa. Aleshores,

7j—1
alj: (H Ck )ajla j:2,3,...,n. (227)

a
=1 k+1

Demostracié 2.2.12. Primerament, tenim que J~'J = I, on I € R™ " és la matriu
identitat. Aix{ doncs, en multiplicar la primera fila de J~! per les columnes de J, obtenim

L p=1
Cp-1Q1p-1 + bparp + apr101pi1 = (2.2.8)
0, p=2,3,...,1n,
on
10 = 0, O‘Ln-i-l =0.
A partir de l'equaci6 (2.2.8), deduim que
a1 = (—1)j+10102---6j_1¢g+1, j = 2,3,...,77,. (2.2.9)
n
De manera analoga, multiplicant les files de J per la primera columna de J~1,
L p=1
apQp—1,1 + bpapl + Cpapt1,1 = (2.2.10)
0, p=2,3,...,1m,
on
ool = 0, Qpt11 = 0.
A partir de l'equacié (2.2.10) deduim que
L (_qyit! bj+1 . _
a1 = (—1) asas - ¥i —2,3,...,77,. (2.2.11)

. .a<
j >
On

Segons les expressions dels termes «ai; i a1 definits a (2.2.9) i (2.2.11) respectivament,
concloem que

7j—1
Oqj i c1C9 - -Cj_l N H Cl
Q51 a2as - aj el Ak+1
A partir de la qual es dedueix el resultat. O



Lema 2.2.13. ([2]) Sigui J € R™ " una matriu de Jacobi no simétrica, i sigui J 1 =
(ij)i<ij<n € R™™ la seva inversa. Sii < j,

7—1
Ck
aij = H Oéji.

a
s Okt

Demostracié 2.2.14. En primer lloc, tenim que J~'J = I, on I € R™*" és la matriu
identitat. Multiplicant les files de J per la columna j-éssima de J~!

a;0G—15 + biaij + Cioit1,; = 0, :=1,2,...,7—1, (2.2.12)
on
Qpj = 0.

Segons 'equaci6 (2.2.12), deduim que

—1)i—1g. .
aqzi—l—iiﬁi i=1,2,...,5—1. (2.2.13)
C1C2 - - Ci—1

Analogament, multiplicant la fila j-éssima de J~! per les columnes de J
Ci—10i—1 + bZ‘Oéji + Qiy105i41 = 0, 1=1,2,...,7—1 (2.2.14)
Aleshores, la solucié de 'equaci6 (2.2.14) és expressada per

119,
aﬂ:L4L4;;&; i=1,2,...,j—1 (2.2.15)
azaz - - - a;

Tenint en compte les expressions dels termes aj; i ayj; definits a (2.2.13) i (2.2.15), res-
pectivament, tenim que si i < j
Qjj agaz---a; Oj
)
Qji  C1C2-"-Ci—1 Q41
a2a3---a; C1C2---Cj—1

= . ,  pel Lema 2.2.11,
Ci1C2---Cj—1 Q203 - --Gj

j—1
_ GCiy1 - Cj—1 H Ck

Ai+1Ai42 " - Qj Q41

k=i

O

Finalment, arribem al segiient teorema, el qual, donada una matriu de Jacobi J €
R™ "™ no simetrica ens dona les expressions dels coeficients de la seva matriu inversa,
J 1= (Ctij) e Rxn,

Teorema 2.2.15. ([2]) Sigui J € R™ ", una matriv de Jacobi no simétrica, i sigui

J7t = (ij)i<ij<n € R™™ la seva inversa. Sii>jia; #0Vi=1,2,...,n,
+17 0i_ ¢L . .
s — (=)' ajpaj40 - a5, j=1,2,...,i—1,
) Oic1¢ita .
n + ) ] =1



A continuacid, presentem un exemple del calcul de la matriu inversa d’una matriu de
Jacobi no simetrica utilitzant els resultats obtinguts anteriorment.

Exemple 2.2.16. ([2]) Considerem la segilient matriu de Jacobi no simetrica
€ R3S, (2.2.16)

Volem calcular la seva matriu inversa J 1 = (eij)i<ij<3 € R3*3. Utilitzant les definicions
de les successions {91-}?:1, {Qbi}?:l C R descrites a (2.2.2) i (2.2.4) respectivament, veiem
que

° 9_1 :O’ 00:17 01 :27 02:97 93:_117
e p1=-2, ¢2=2, ¢3=95, ¢s1=1 ¢5=0.

Utilitzant el Teorema 2.2.15, podem calcular 1'dltima fila de J 1. Es a dir,

Oops  1-4-1 4

Q31 = (—1)4a2a3

0 ~ —11 11’
0164 4.9.1 8
e o 204 91 9
BT e, T 1 1

Aplicant el Lema 2.2.13, calculem els elements restants de J 1.

i ﬁ Ck N _clcga 37 ;4 _7§
B aprr ) 0 agaz 0 1-4 \11) 11’
8

k=1

2
_ Ck e 7 4
23 = (H ak+1>a32 8T 4( 1> BETH

k=2

Novament, segons el Teorema 2.2.15,
g Bops —1-1-5 5
az = (=1 az=g ECTRRNETE
thos  2-5 10

=TT T T T 1

Ara, a partir del Lema 2.2.13,

1
_ Ck o 35\ 15
a1z = (H ak+1> = LT (11) BETh

k=1

En darrer terme, usant el Teorema 2.2.15,
oo 1-2 2
(87 = —— — = ——,
A T

En conclusié, la matriu inversa de J € R%*® definida a (2.2.16) és

L (2 1 21
J = i 5 —10 14 | e R3*3,
-4 8 -9



2.2.2 Cas simetric

En aquesta seccid, considerarem una matriu de Jacobi J € R™*" simetrica. En primer
lloc, estudiarem les propietats dels valors propis de J i de les seves submatrius principals
Ji. Posteriorment, analitzarem com calcular la seva matriu inversa. Aquest estudi ens
permetra obtenir una comprensiéo més profunda de les caracteristiques de les matrius de
Jacobi simetriques.

Definicio 2.2.17. Una matriu de Jacobi

b
a9 b2 (&)
as b3 C3
J= ) ) ) e R™" (2.2.17)
an-1 bp-1 cp
an bn,
és simetrica si es compleir que
a; =c¢ji—1, 1=2,3 y T
Esa dir,
b1 C1
C1 b2 C2
Co bg C3
J = ) ) ) e R™™, (2.2.18)

Cn—2 bp—1 cn—1
Cn—1 by,

Definicié 2.2.18. Sigui J € R™*" una matriu de Jacobi simétrica. Denotem per { Pf(z)},_, C
Rx] la successid de polinomis caracteristics de les matrius J. Es a dir,

bl—l‘ C1

Pe(z) = by, P(z) = o, Po(a) =det(J —al),  (2:2.19)

c by — x
on
P5(x) = 1.
Observacié 2.2.19. Sigui {Pg(x)};_, € R[z] la successié definida a (2.2.19). Aleshores,
Vk = 1,2,...,n, els zeros de Pf(x) sén reals, ja que és el polinomi caracteristic d’una

matriu simetrica.

Exemple 2.2.20. Considerem la segiient matriu de Jacobi simetrica

2 100
1370 s
07 4 9f €F
009 5

e

Utilitzant la definici6 de la successié { Pg(x)})_, € R[z] descrita a (2.2.19), tenim
P§(z)=1, Pf(x)=2-x, P§x)=a2*>—5bx+5 P§x)=—z>+92%+ 24z 78,

P(z) = 2t — 1423 — 6022 + 603z — 795.

10



Ara, aplicant la Regla de Laplace [8], obtenim el segilient resultat.

Proposicié 2.2.21. [3]) La successié {Pf(z)};_, € Rlz] definida a (2.2.19) satisfa la
relacid de recurrencia de tres termes

PE(x) = (bpyr — 2)PE(x) — i PEy(z), k=1,2,....,n— 1. (2.2.20)
Ara presentarem una definicié que ens servira per a estudiar els valors propis de J i

de les seves submatrius principals Jy.

Definicié 2.2.22. ([3]) Una successid {Py(z)},_, € Rlz]| és una successid de Sturm si
compleix les segiients condicions:

(a) deg(Fo(z)) > deg(Pi(x)) = -+ > deg(Pu(z)),
(b) Si Ik e{l,....n—1} i zp € R tal que Py(z9) =0, llavors Pi11(xo)Pr_1(z0) < 0.

Observacié 2.2.23. La segona condicié de la Definicié 2.2.22 implica que dos polinomis
consecutius no tenen cap arrel real comuna.

Teorema 2.2.24. ([3]) La successié {P{(z)}_, € Rlz] definida a (2.2.19) és una suc-
cessio de Sturm.

Demostracié 2.2.25.

(a) Resulta immediata de la relacié de recurréncia definida a (2.2.20).

(b) Ho provarem per reduccié a ’absurd. Suposem que 3k € {1,...,n —1} i zp € R tal
que P¢(zo) =01 Pg  (w0) = 0. A conseqiiencia de la relaci6 de recurrencia definida
a (2.2.20), tenim P{_,(x9) = 0. Recursivament, arribem a P{(z9) = 01 P§(zo) = 0.
No obstant aixo, per la Definici6 2.2.19, B§(z¢) = 1 el que ens porta a contradiccié.
A més,

Pi i (z0)PE 1 (0) = (e — 20) PE_ (w0) P (o) — i (PE_1 (o)), per (2.2.20),
= (br+1 — x0) PE_1(x0) - 0 — Z(Pg_y (x0))?,
= —ci(Pf_(20))* < 0.

O

Abans de continuar amb els segilients resultats, és necessari definir la funcié de canvi
de signe si(x).

Definicié 2.2.26. ([3]) Sigui {Pg(x)};_, € Rlz] la successid definida a (2.2.19). Donat
ke {1,2,...,n}, anomenem funcid de canvi de signe a la funcid

s : R —= NU{0}, (2.2.21)
tal que Vo € R

sk(x) = nombre de canvis de signe acumulats en la seqiiéncia P§(x), ..., P;(x).

11



Tot seguit, presentarem un exemple per il-lustrar el funcionament de la funcié de canvi
de signe.

Exemple 2.2.27. Considerem la segiient matriu de Jacobi simetrica

2 -1 0
J=1-1 3 =—2| eRr¥3
0 -2 4

Ara, apliquem la definici6 de la successié de polinomis {Pg(m)}izo C Riz], que s’ha definit
a (2.2.19). Aquesta successio és la segiient

PS(z) =1, Pf(x)=2—=x, P§x)=a>-5c+5, P(z)=—2>+92%— 21z +12.

En primer lloc, considerarem el cas en que x = 0 per determinar el valor de la funcié de
canvi de signe en aquest punt per als diferents valors de k € {1,2,3}. Primer, trobem els
valors dels polinomis en aquest punt

P5(0)=1, Pf(0)=2, P5(0)=5, P5(0)=12.
Com podem observar, no hi ha cap canvi de signe; aixi,
sp(0) =0, k=1,23.
Ara considerem x = 3 i avaluem els polinomis en aquest punt per obtenir els seus valors
P§3)=1, Pf(3)=-1, P5(3)=-1, P5(3)=3.
Es evident que hi ha un canvi de signe entre P§(3) i Pf(3), aixi com entre Ps(3) i P5(3).

Per tant,
51(3) =s2(3) =1, s3(3)=2.

Teorema 2.2.28. ([3]) Sigui k € {1,2,...,n} i sk(x) la funcid de canvi de signe definida
a (2.2.21). Aleshores

Jda,b € R : s(a) # sk(b) = Jzg € (a,b) : P{(xg) = 0.

Demostracié 2.2.29. Sigui k € {1,2,...,n} i sg(z) la funcié de canvi de signe definida
a (2.2.21). Considerem a,b € R tal que si(a) # sx(b). Sabem que Iz € (a,b) ir < k
tal que P%(xo) = 0. L’objectiu és demostrar que r = k. Per tant, si suposem que r < k,
només cal comprovar que s,(a) = s,(b). Pel Teorema 2.2.24, tenim que

Pr oy (w0) Py (wo) <O.

Ara, podem distingir dos casos

o P (z0) >01i P¢, (m) <0,

r

o P (x9) <01 Py(x0) > 0.

r
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Només demostrarem el primer cas, ja que l'altre és analeg. Suposem, sense perdua de
generalitat, que PS(a) < 01 PS(b) > 0, és a dir, que P¢(x) és creixent a l'interval (a,b).
Aleshores,

P? i(a) >0, Pf(a) <0, P (a)<0,

PEy(6) >0, Pb)>0, PLy(b) <0,

Observem que en tots dos hi ha un canvi de signe, per tant s,(a) = s,(b). O

Ara presentarem un exemple per il-lustrar I'aplicacié del Teorema 2.2.28.

Exemple 2.2.30. Considerant I’Exemple 2.2.27, previament mostrat, els dos primers
polinomis de la successié { Pg(x)};_, € R[] definida a (2.2.19) sén

P5(x)=1, Pi(z)=2-u.

Si prenem z = 1, aleshores
P =1, Pi(1) =1,

Com podem veure no hi ha cap canvi de signe, aixi doncs s1(1) = 0.

Ara, si prenem z = 3
PS(3)=1, PE(3)=—1.

En aquest cas, hi ha un canvi de signe, de manera que s1(3) = 1.

Aplicant el Teorema 2.2.28, es dedueix que Jzg € (1,3) tal que P{(xg) = 0. En par-
ticular, zg = 2.

Teorema 2.2.31. ([3]) Sigui {P{(x)},_, € Rlz] la successid definida a (2.2.19). Ales-
hores, Yk € 1,2,...,n, es compleizen les segiients propietats

(a) Els zeros de Pg(x) tenen multiplicitat 1.

(b) Si 3z € R tal que Pi(xo) # 0 i sp(xo) = m, on sp(x) és la funcié de canvi de signe
definida a (2.2.21), aleshores Pg(z) té m zeros menors que x.

A conseqiiencia del Teorema 2.2.31, es deriven els segiients resultats.

Corollari 2.2.32. ([3]) Una matriu de Jacobi J € R™ "™ simétrica no té valors propis
maltiples.

Demostracié 2.2.33. Sigui J € R™*" una matriu de Jacobi simetrica. Per definicid,
els valors propis de J sén els zeros de P5(x) € R[z]. Com que Pj(zx) € {Pg(x)};_,, la
successié definida a (2.2.19), aplicant la primera propietat del Teorema 2.2.31 arribem al
resultat. U

Corollari 2.2.34. ([3]) Sigui k € {1,2,...,n} i {P{(x)},_, C Rlz] la successid definida
a (2.2.19). Llavors,

#{zo € (a,b) [ P(z0) = 0} = sx(b) — sk(a),
on sk(x) és la funcié de canvi de signe definida a (2.2.21).

Demostracié 2.2.35. La demostracio resulta immediata aplicant la segona propietat del
Teorema 2.2.31. O
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Corollari 2.2.36. ([3]) Sigui {Pf(x)};_, € R[z] la successid definida o (2.2.19), k €
{1,2,...,n} i zg € R tal que P{(xg) = 0. Aleshores,

P¢_y(zg)Pi(zg) >0, Pi_y(zd)Pi(ad) <.

A més, si(z) augmenta una unitat a (zg,zy), on sk(x) és la funcié de canvi de signe
definida a (2.2.21).

Teorema 2.2.37. ([3]) Sigui { Pf(x)}}_,, la successi definida a (2.2.19), k € {1,2,...,n}
i 29, v1 € R dos zeros consecutius de P_(z). Aleshores, P{_,(x) i P, () tenen un tnic
zero a (xg,x1).

Demostracié 2.2.38. Sigui k € {1,2,...,n} iz, 1 € R dos zeros consecutius de P (x).
Podem suposar, sense perdua de generalitat que,

Pf(zy) >0, Pi(zg) <O0. (2.2.22)
Per tant, com que g i 1 sén dos zeros consecutius de Pg(z),
Pi(z]) <0, Pg(xf) > 0. (2.2.23)
Ara, aplicant el Corotari 2.2.36, tenim que
P 1w ) Pi(ag) > 0, PEy(af) L) <0,
Pgy(ay)Pi(ay) > 0, Pgy(ay)Pi(af) <0
Utilitzant les expressions descrites a (2.2.22) i (2.2.23), tenim
Pi_y(zg) >0, Pgy(zy) <0,

el que implica que P{ ,(x) té com a minim un zero a (zg,z1). Ara volem veure que
és tunic. Suposem que Pf_;(x) té més d’un zero a (xg,x1), aleshores Pf(x) té un zero
a (xo,21), fet que contradiu que zo i 1 sén dos zeros consecutius de P¢(x). Per tant,
P{_,(x) té un tnic zero a (g, z1).

Finalment, com que
P]?_l(x[)) > O, Pkc._l(l'l) < 0,

aplicant el Teorema 2.2.24, obtenim que
Pi(af) <0, Pgy(xy) >0,

el que implica que P () té com a minim un zero a (xo, z1). Per a demostrar la unicitat,
s’aplica un raonament analeg al cas de P{_,(x). O
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Després d’estudiar els valors propis, continuem investigant com calcular la inversa
d’una matriu de Jacobi J € R™*" simetrica. En el segiient lema trobem una expressié de
la n-¢ssima fila de J~1 € R™*",

Lema 2.2.39. ([2]) Sigui J € R™" una matriu de Jacobi simétrica, i sigui J ' =
(ij)i<ij<n € R™™ la seva inversa. Aleshores,

)
, j=n.

. 67 R
R (—1)n+]CjCj+1-~~cn_1 = J = 1,2,...,7’L—1,
Anj =9 On
On

Demostracié 2.2.40. Primerament, tenim que J~'J = I, on I € R™*" és la matriu
identitat. Aix{ doncs, en multiplicar 1'dltima fila de J~! per les columnes de J, obtenim

0, p=12...,n—1,

(2.2.24)
1, p=n,

Cp—10np—1 + bpnp + Cpampy1 = {

on
ano = 0, Ann+l = 0.

Quan p # n, a partir de 'equacié (2.2.24), deduim que

—1)7719,_
s — (=19, 19l =23, ..n, ¢ #£0. (2.2.25)
cico - .- Cj—l

Ara considerem el cas p = n de l'equacié definida a (2.2.24) per obtenir I'expressié de

anl.

Cn—10nn—1 + bpapn, =1,

(—1)"‘2071—1971—2 (_1)n—1bn9n_1
=1 2.2.25
< 6102 Tt Cn—z + 0102 ... C’I’L—l anl Y per ( )7

(1!

2
(bnenfl - Cn_19n72)anl =1,
C1C2 - Cp—1

(_1)n_10nanl

C1€C2 " Cp—1

=1, per (2.2.3).

En conseqiiencia, arribem a

(2.2.26)

Qnl =

on 0, # 0 ja que J és no singular.
Aleshores, substituint I’expressié de ay,1 descrita a (2.2.26) a equacié (2.2.25), obtenim
el resultat que voliem demostrar. O

Teorema 2.2.41. ([2]) Sigui J € R™ "™, una matriu de Jacobi simétrica, i sigui J ! =
(ij)i<ij<n € R™™ la seva inversa. Sii>jic #0Vi=1,2,...,n—1,

(2.2.27)

n
0i—1¢it1

n

L 0;_1¢it1 . .
_ (_1)z+]cjcj+1"'ci—1]972+7 J :1,2,...72—17
Q5 = . .
) J=1

Vi=n,n—1,...,1.
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Demostracio 2.2.42. Utilitzarem induccié sobre 7.

e Cas inicial, i = n: Es compleix pel Lema 2.2.39.

e Pas inductiu: Suposem que I'equaci6 (2.2.27) se satisfa per i = k + 1, és a dir,

Ordpsa " PR (2.2.28)

7] -
Aleshores provem que és cert per ¢ = k. Si multipliquem la k-éssima fila de J~! per les

columnes de J, obtenim

0, p=12...k—1,

2.2.29
1, p=Fk, ( )

Cp—10k,p—1 + bpQigp + CpOpi1 = {

on ago = 0. Quan p # k, la solucié de (2.2.29) és

—1)y-1g.
apj = (=) IO 93k ¢ £0. (2.2.30)
cico - - - Cj—l

Ara considerem el cas p = k de I'equacié definida a (2.2.29) per obtenir l'expressié de ay;.

Ch—10 k—1 + bpagr + cro g1 = 1,

<(_1)k_20k—19k—2 n (= 1) 10k
C1C2 - Cp—2 C1C2 ++ C—1

) apl + crag e = 1,  per (2.2.30),

(=pF! 2
—————(bibk—1 — cf_1Or—2) o1 + crag g1 = 1.
€1C2 " Cp—1
Aleshores,
-1 k*lek
Lam =1 - ckagsir,
c1eg - Cpo1
Or_
—]—+(ik;@”2>, per (2.2.28)
n
_ Ot k10112
0y, ’
0
= w, pel Lema 2.2.5.
On
Consegiientment,
_ Ph+1
g = (=1)"lerer ey (2.2.31)
n

Aixi, substituint l'expressié de aj; descrita a (2.2.31) a 'equacié (2.2.30) tenim que es
compleix per ¢ = k. O
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A continuacid, presentem un exemple del calcul de la matriu inversa d’una matriu de
Jacobi simetrica utilitzant els resultats obtinguts anteriorment.

Exemple 2.2.43. ([2]) Considerem la segiient matriu de Jacobi simetrica

51000
1 4200

J=10 2 3 4 0| cR> (2.2.32)
00423
000 31

Volem calcular la seva matriu inversa J 1 = (Qij)i<ij<s € R5*%5, Utilitzant les definicions
de les successions {6;}°_;, {#;}>_, C R descrites a (2.2.2) i (2.2.4) respectivament, veiem
que

[} 9—1 - 07 00 = 17 01 == 57 02 == 197 93 = 377 94 = 2307 95 = _5637
® 91 =-563, ¢o=-120, ¢3=-37, Qu=-7, ¢5=1, ¢6=1, ¢7=0.

Utilitzant el Lema 2.2.39, podem calcular I'iltima fila de J~1. Es a dir,

= j=5

i 6,_ .
i — {(—1)5”%‘0]’“-“04 = =124,
=
Per tant,

6 1-2-4-3-1 24
Q51 = C1C2C3C4 - = =

05 —563 563
01 2-4-3-5 120
Q52 = —0203049*5 = T 563 = 563’
A 4-3-19 228
Q53 = 0304@ =563 563
03 3-37 111
abd = _C4£ =~ 563~ £63’
04 230

0455:%——%-

De manera analoga, utilitzant el Teorema 2.2.27, podem calcular els elements restants de
la matriu J—! € R>*5, Per tant, la matriu inversa de J € R>*5 definida a (2.2.32) és

120 —-37 14 8 —24
—37 185 —70 —40 120
14 —70 133 76 —228 | e R%*?,
8 —40 76 —37 111
—24 120 —228 111 230

- 1
563
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2.3 Matrius de Toeplitz

En aquesta seccioé ens limitarem a fer una breu exposicio de les matrius de Toeplitz, ja que
no és el nostre objectiu d’estudi. Per a un tractament més complet del tema, recomanem
al lector consultar [4].

Les matrius de Toeplitz es caracteritzen per ser constants al llarg de les diagonals pa-
ral-leles a la diagonal principal. El seu nom prové d’Otto Toeplitz, un matematic alemany
que va treballar en I'area de 'analisi funcional.

Es sabut que moltes matrius sén similars a les matrius de Toeplitz, i s’ha demostrat que
qualsevol matriu pot ser expressada com a producte de matrius de Toeplitz [4]. Tenen
moltes aplicacions, com per exemple en el processament de senyals, ’analisi de dades
temporals i les equacions integrals, aixi com en la teoria de grafs i I’algebra.

Definicié 2.3.1. T' = (aij)1<i j<n € R™*™ és una matriu de Toeplitz quadrada si

aij = aiy14+1, Vaig €T,

és a dir,
ao a_l a_2 “ . o a_(n_l)
aq ayg a—1
az ai
T = e R™"
a_q a_9
al ag a_—1
an_l e e a2 al aO

és una matriu de Toeplitz.
Observacié 2.3.2. Una matriu de Toeplitz no és necessariament quadrada.

Exemple 2.3.3.

2 3 45 6
1 23 45
T=]101 2 3 4| eR>®
701 2 3
9 70 1 2

és una matriu de Toeplitz.
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Capitol 3

Polinomis Ortogonals

En aquest capitol, farem una breu exposicié dels polinomis ortogonals i examinarem un
dels exemples més coneguts, els polinomis de Txebixov. Aquest estudi té com a objectiu
establir les bases per a la comprensié de la seva relacié i utilitat en les equacions en di-
ferencies de segon ordre, concretament en aquelles amb coeficients constants.

Els polinomis ortogonals sén polinomis que compleixen la propietat d’ortogonalitat res-
pecte a una mesura o pes especific. Aquesta ortogonalitat és fonamental en camps tan
diversos com l’analisi funcional, la teoria de ’aproximacid, la mecanica quantica i 1’es-
tadistica.

La seva investigacié es remunta a matematics com Txebitxov i Legendre, i té aplicacions
practiques per resoldre equacions diferencials, aproximar distribucions de probabilitat
i analitzar dades. En resum, els polinomis ortogonals sén eines molt versatils en ma-
tematiques i ciencies aplicades.

A continuacid, presentarem la definicié i algunes propietats basiques.

Definicié 3.0.1. ([3]) Siguin p(z), q(z) € Rlz]. Diem que p(x) i q(x) sén ortogonals
respecte a w(x) € R[x] a linterval (a,b) C R si

b
(p(z),q(z)) = / w(z)p(x)q(z) dx = 0.

En canvi, si considerem el cas discret, tenim que p(z) i q(x) sén ortogonals respecte a
{witiL, CRY si

(p(x),q(2)) = Z wip(ei)q(ei) = 0,

omeyp <egg<...<¢gp.

Teorema 3.0.2. ([3]) Existeiz una unica successio de polinomis monics ortogonals {g;(x)}!'_ o C
R[] tal que

deg(gi(z)) =14, i=0,1,...,n.
Demostracié 3.0.3. Considerant el conjunt de polinomis linealment independents {xi}?z_ol -
R[z], podem construir la successié {q;(x)}}, usant el metode de Gram-Schmidt. D’a-
questa manera,

i—1
wo(z)=1, ¢(z)=2a"— Zaijqj(:v), i=1,2,...,n.
=0
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Fixat i € {1,2,...,n}, volem determinar 'expressié dels coeficients a;; € R, Vj €
{0,1,...,7 — 1}. Per aconseguir-ho, imposarem que la successié de polinomis {g;(x)}7,
sigui ortogonal, és a dir,

(i(2), ¢j(2)) = (o', ¢;(2)) = ij(gj(2), ¢j(2)) =0, j=0,1,....i~1.

Aixi doncs,

1.
s _Bha@)
lg; ()]

O

Corollari 3.0.4. La successio de polinomis {q;(z)}?_, C R[z| definida al Teorema 5.0.2
és de la forma

i—1
gi(z) = ' — Zaijqj(x), i=1,2,...,n,
j=0
on
qo(z) = 1.

Teorema 3.0.5. ([3]) La successid de polinomis {q;(x)}1—, C Rlz] definida al Teorema
3.0.2 satisfa la relacio de recurréncia de tres termes

gi(z) = (x — pi)gi_1(z) — B2 1qio(x), i=1,2,...,n, (3.0.1)
on
q-1(z) =0, qo(z) =1,
i i, B € R.
Demostracié 3.0.6. Sigui i € {1,2,...,n}. En primer lloc, podem observar que

deg(gi(z) — zgi—1(x)) =i — 1.
Per tant, ho podem expressar de la segiient manera

i—1
¢i(x) —xgi-1(z) = > crqr(x), (3.0.2)
0

i

onc, €ER, k=0,1,...,7—1.

Prenent el producte escalar (,) de l'equacié (3.0.2) amb ¢;(z), j = 0,1,...,i — 1, ob-
tenim

i—1
(ai(2), 4j(2)) = {ai-1(2), 2q;(2)) = Y ewlan(@),q;(2)) = ¢jllg;(@)[?, j=0,1,....i—1
0

b
I

Per definicid, la successié {q;(z)}}_, € R[z] és ortogonal, per tant, tenim que

(gi(z),q;(x)) =0, 5=0,1,...,i—1. (3.0.4)

A més, com que deg(zq;(z)) <i— 2,
(@), 2g5(0) =0, F=0,1,....i—3 (3.05)
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Aplicant les equacions (3.0.4) i (3.0.5) a I’equacié (3.0.3),

Aixo implica que,
¢;=0, j=01,2...i—3.

Conseglientment, I’equaci6 (3.0.2) és equivalent a
¢i(7) — vgi-1(z) = ci—2gi—2(z) + ci—1gi-1(2).

on N (gi—1(x), xqi—1(x))
b G = T L (@))?
(gi-1(x), 2qi—2(x))
lgi—2(2)?

Com que z¢;—2(x) € R[x] es monic i deg(xg;—2(x)) =i — 1 , podem expressar-lo com

Ci—2 = —

i—2
vqi2(x) = i1 () + Y djg(x). (3.0.6)
i=0

Ara, prenent el producte escalar (,) de 'equaci6 (3.0.6) amb ¢;_1(z), obtenim

(gi-1(z), 2qi—2(x)) = H%’—l(x)HQ'
Per tant,
ci—=2<0, cio2= —»32‘2—17
on 9
5= la@I?
= .
lgi—1 ()|
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3.1 Polinomis de Txebixov

En aquesta seccid, el nostre objectiu és descriure les propietats fonamentals dels polino-
mis de Txebixov atés que, resultaran una eina molt eficient per resoldre equacions en
diferencies de segon ordre amb coeficients constants. La relacié entre aquestes equacions
i els polinomis de Txebixov es determina mitjancant la llei de recurrencia de tres termes
que compleixen aquests polinomis.

Aquesta familia de polinomis va ser introduida per Pafnuty Txebitxov a mitjan segle XIX
i s’Than convertit en un element fonamental en la resolucié de problemes en arees com
I’aproximacié de funcions.

Aquests polinomis es poden definir de dues maneres diferents: a través de relacions trigo-
nometriques o mitjancant una recurrencia especifica. En aquest cas, optarem per utilitzar
I'dltima opcié.

Definicié 3.1.1. ([5]) Una successié {P,(x)}>°  C C[x] s’anomena successid de poli-
nomis de Tzebizov si satisfa

Poio(x) =22Py41(x) — Py(x), VneZ. (3.1.1)

Les segiients propietats sén conseqiiéncia directa la relacié vista a ’equacié (3.1.1).

Lema 3.1.2. ([5]) Si {P,(z)},>° . C Clz] és una successié de polinomis de Twebizov,
aleshores, Vk € 7,

Pi(s) — 2P (x) = 5 (Pul@) ~ Poyale)), Pele) — oPea() = 5 (P(e) — Pros(a)).

Demostracié 3.1.3. Per demostrar la primera identitat, prenem n = k i per definicié
tenim
Pi(x) = 2xPiy1(x) = —Prao(x), Vk€Z. (3.1.2)

Sumant Pj(x) a ambdues bandes de 'equacié (3.1.2)

2Py (z) — 2xPyi1(z) = Pp(z) — Pyyo(z), Yk eEZ

1
Py(z) — xPiyqi(x) = §(Pk(:c) — Piyo(z)), VEe€Z.
que és la identitat que buscavem. L’altre cas és analeg agafant n = k — 2. O

A continuacid, explorarem com podem construir una successié de polinomis de Txebi-
xov utilitzant dues successions de Txebixov i dos polinomis arbitraris.

Lema 3.1.4. ([5]) Siguin {P,(x)} > {Qn(2)}12° _ C Clz] dues successions de Tie-

n=—00 ’ n=—oo0 =
bizov i dos polinomis qualssevol P(z),Q(z) € Clz]. Fizats k,m € 7Z, la successid de

polinomis {R,(2)}2° __ C Clz] definida com

Ry () = P(2)Pryn(v) + Q(@)Qmin(z), Vn €,

és una successio de Txebizov.
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Demostracié 3.1.5. Fixats k,m € Z, hem de veure que {R,(z)}, >

(3.1.1) , ¥n € Z. Per definicié de la successid,
Ryy2(2) = P(2) Peyny2(2) + Q(2)Qmint2(z), VneZ

Com que {P, ()}t i {Qu(z)}>° . sén dues successions de Txebitxov podem aplicar

la relacié descrita a I'equacié (3.1.1),

Rusa(@) = P(2)(22Prsnit — Peon(@)) + Q@) 20Quins1(2) — Quan()), Vn € Z

satisfa l’equacio

=
Rusa(@) = 20(P(2) Pens1 + Q@)Quini1) — (P(@)Pesn(@) + Q@) Quan(a), Vn € Z
=
Ryio(x) =2xRp11(x) — Ry(x), Vn e Z.
O
En el seglient lema veurem que, coneguts els termes de la successié {P,(x) :{iofoo

d’ordre 0 i d’ordre 1 i la seva paritat, podem deduir la paritat dels altres termes.

Lema 3.1.6. ([5]) Si {P,(2)}2° __ C C[z] és una successid de Txzebizov tal que

o Py(—x) = Py(x) i Pi(—x) = —Pi(x), o bé
o Py(—x)=—Py(x) i P(—x) = Pi(x)
Vx € C. Aleshores,

o P (—x)=(—1)"P,(x), o respectivament
o Py(—z) = (~1)"""Py(2),

VneZiVreC.

Demostracié 3.1.7. Demostrarem només el primer cas, ja que l'altre es pot demostrar
de manera analoga.
Utilitzarem inducci6 sobre k.

e Cas inicial, k = 0,1. Se satisfa per hipotesi.

e Pas inductiu: Suposem que se satisfa per k =n i per k = —n,
Py(—z) = (-1)"Pp(z), P_p(—z) = (=1)""P-n().
Aleshores provem que és cert per k=n+1ik=—(n+1).
Pn+1(_x) = _2$Pn(_x) - Pnfl(_x)a
— —20(—1)"Pa(a) — (—1)" Py (@),
= (=1)""(22P(x) — Pooa(2)),
= ()" Py (),

P_(ny1)(—2) = —22P_p(—2) — P_(;,_1)(—2),
= —22(=1)""P_p(x) — (=1)' TP (o) (),
= (1)~ (@22P_, () — P_(p_1)(2)),
= (—1)" P (@),
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O

Abans d’abordar les definicions dels polinomis de Txebixov de primera, segona, tercera
i quarta especie, és necessari familiaritzar-nos amb alguns conceptes.

Definicié 3.1.8. ([5]) Una successié de Trebizov {P,(z)}!>° _ C Clz] es diu normalit-

n=—oo
zada st Vx € C satisfa
d

P =1, —P =1
o) =1 i)
Corollari 3.1.9. ([5]) Si {P,(z)}>2_., C Clx] és una successid de Tzebizov normalitza-
da, llavors {P,(z)}22 _ . és simple, és a dir,
d
%Pn(x) =n, VneN, VzeC. (3.1.3)

Demostracié 3.1.10. Utilitzarem induccié sobre k.

e Cas inicial, £k = 0, 1: Clarament es satisfa per definicid.

e Pas inductiu: Suposem que l’equaci6 (3.1.3) se satisfa fins a k = n, aleshores provem
que és cert per k =n + 1. En primer lloc, per hipotesi,

%(xpn(x)) =n-+1, %Pn,l(x) =n-—1, vz € C.

En conseqiiencia, Vr € C,

% 1 (2) = %(29513”(@ — Pp1(2)),
d d
= %(21:]3”(:1:)) — %P’n—l(‘r)?

=2n+2—-n—-1=n+1.

O

Observacié 3.1.11. Per tant, podem observar que una successié de Txebixov norma-
litzada esta univocament determinada per ’eleccié del polinomi de Txebixov de primer
ordre.

Definicié 3.1.12. ([5]) Denominarem successions de Polinomis de Tzebizov de prime-
ra, segona, tercera i quarta espécie i les denotarem per {T,(x)}o>_ o, {Un(2)}0e_ o,
{Vo(@)}52 _ oo, {Wh(x)}22_ o C Clz], respectivament, a les successions de Trzebizov nor-

malitzades corresponents a les segiients eleccions del polinomi d’ordre 1,

Ti(x) =z, Ul(zx)=2z, Vi(x)=2cx-1, Wi(z)=2z+1
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Capitol 4

Equacions en diferencies

L’estudi d’aquest capitol s’ha basat en [5], on ens enfocarem en l'analisi d’equacions en
diferencies de segon ordre. Com es va exposar a la Introduccié, aquestes equacions tenen
una relacié directa amb la determinacié de la matriu inversa d’una matriu de Jacobi.

Les equacions en diferéncies serveixen com a eina fonamental per modelar processos dis-
crets en arees tan diverses com l’economia, I’enginyeria i la fisica.

En primer lloc, introduirem la seva definicid, les propietats basiques aixi com la deter-
minacid de les seves solucions. Per a un tractament més complet del tema, remetem el
lector a [5] 1 [6].

A més, analitzarem les equacions en diferéncies amb coeficients constants i la seva relacid
amb els polinomis de Txebitxov.

4.1 Equacions en diferéncies de segon ordre

En primer lloc, introduirem la definicié i les seves diverses caracteritzacions.

Definicié 4.1.1. ([5]) Donats a(k), b(k), c(k), f(k) € C(I), anomenem equacic en di-
feréncies de segon ordre amb coeficients a(k), b(k), c(k) i dada f(k), a Uequacio

o

a(k)u(k+ 1) = b(k)u(k) + c¢(k — Du(k — 1) = f(k), kel. (4.1.1)

Exemple 4.1.2.

o

uk+1)—uk—-1)=k*>-3, kel,
és una equacié en diferencies de segon ordre.

Definicié 4.1.3. Les solucions de l’equacio descrita a (4.1.1) sén les funcions u(k) € C(I)

que verifiqguen la igualtat Vk € 1.
Observacié6 4.1.4. ([5])

e Clarament, les solucions no depenen del valor que tenen els coeficients a(k), b(k),
¢(k), ni tampoc de la dada f(k) quan k € 6(I).

e Quan n+1 € §(I), els valors ¢(n) i a(n+ 1) no condicionen a l'equacié (4.1.1) (més
endavant podrem imposar que a(n+1)=c(n) i ¢(n+1)=a(n)).
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Definicié 4.1.5. ([5]) El coeficient a(k) € C(I) de l’equacio (4.1.1) s’anomena coeficient
principal. Direm que 'equacid (4.1.1) esta en forma explicita < a(k) =1Vk € I.

Definicié 4.1.6. Podem caracteritzar les equacions en diferéncies mitjancant dues pro-
pietats.

o Si f(k)=0Vk € I, direm que l’equacio (4.1.1) esta en forma homogeénia,
a(k)yu(k + 1) — b(k)u(k) + c(k — Du(k —1) =0, ke l. (4.1.2)

En cas contrari, completa.

e Sida,b,c € R tal que els coeficients de 'equacid (4.1.1) compleizen que

a(k) =a, b(k)=biclk)=c, Vkel,

aleshores direm que l’equacié (4.1.1) té coeficients constants. En cas contrari, no
constants.

Exemple 4.1.7. Aquest és un exemple senzill d’equacié en diferencies de segon ordre,
completa amb coeficients constants.
o

uk+1)+uk—1)=2k, kel

En aquest cas, la solucié és

A continuacid, volem analitzar les condicions sota les quals I'equacié (4.1.1) té soluci6
i determinar la seva unicitat.

Teorema 4.1.8. ([5])(Teorema d’existéncia i unicitat). Donats m € I U {0} i xg,z1 €
R, lequacid definida a (4.1.1) té una tnica solucid u(k) € C(I) tal que u(m) = xo @
u(m+1) = zy.

Demostracié 4.1.9. En primer lloc, per definicié tenim que u(k) € C(I) és soluci6 de
lequaci6 (4.1.1) &

) kD T
u(k—i—l)—a(k) (k) ol (k 1)+a(k:)7
b(k) a(k) f (k)
u(k:—l):c(k_l)u(k) C(k_l)u(k—i—l)—i-c(k_l),
Vk € } . En particular,
Cbmtl)  em)  fm+1)
wmt) = I T a0 am 1)
s 1) — ) a(m) . fm)

c(m—l)xoi c(m—1) c(m—1)

Aleshores, raonant inductivament, tant regressivament com progressivament, obtenim
que els valors de la funci6 u(k) € C(I) queden univocament determinats per xp,z1 € R i

F(k) € C(I). O
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Podem concloure que, donats xg,x1 € Rim € IU{0}, el problema consisteix a trobar
una funcié u(k) € C(I) que verifiqui I'equaci6 (4.1.1) i les condicions inicials u(m) = xg
iu(m+1) = x1. Aquest problema I'anomenem problema de valor inicial per I'equaci6

(4.1.1) amb m € T U {0}

Addicionalment, com es demostra en el Teorema 4.1.8, aquesta solucid és existent i Uinica.
Per tant, com a corol-lari, deduim el segiient resultat.

Corollari 4.1.10. ([5]) Sigui u(k) € C(I) una solucié que satisfa l'equacio (4.1.2), lla-
vors,

u(k) =0, Vk € I & 3Im € I U{0} tal que u(m) = u(m +1) = 0.

Definicié 4.1.11. ([5]) Denotarem els conjunts de solucions de les equacions (4.1.2) i
(4.1.1) de la segiient manera

o S={u(k)ecC)|alk)ulk+1)—b(k)u(k)+c(k—Du(k—1)=0, k€ j’},
e S(f) =A{u(k) eC(I)|a(k)ulk + 1) — b(k)u(k) + c(k — N)u(k — 1) = f(k), k € j’}
Corollari 4.1.12. ([5]) El conjunt S és un espai vectorial de dimensié 2. D’altra banda,

Vf(k) e C(I), S(f) # 0, agafant u(k) € S(f) podem escriure U'espai S(f) com

S(f) = u(k) + S

El nostre proxim objectiu és caracteritzar quan dues solucions de l’equacié en di-
ferencies homogenia (4.1.2) formen una base per a S. Aix0 es pot aconseguir mitjancant
els segiients conceptes.

Definicié 4.1.13. ([5])(Wronskia). Anomenem Wronskia a aplicacio
w:C(I)xC(I)—C(I)
que Yu(k),v(k) € C(I) assigna Uaplicacié wlu,v](k) € C(I) definida com

u(k) v(k)

wlwvlB) =1k 1) ok + 1)

=ulk)v(k+1) —vk)u(k+1), Vkel.  (4.1.3)

Observaci6 4.1.14. Sin+ 1 € §(I) es compleix
wlu, v)(n +1) = wlu, v](n).

Corollari 4.1.15. ([5]) El Wronskia és una aplicacid bilineal i antisimétrica. D’altra
banda, Yk € T U {0} i VYu(k),v(k) € C(I) es verifica que,
u(k) v(k)

wlu, v](k) = wk+1)—uk) vk+1)— U(k)‘ B

u(k +1) v(k+1)
u(k+1) —u(k) vk+1)—v(k)|"

Demostracié 4.1.16. Desenvolupant els dos determinants podem veure clarament que
arribem a Pexpressié definida a l’equacié (4.1.3). O
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Proposicié 4.1.17. ([5]) Donats u(k),v(k) € C(I), llavors
u(k),v(k) son linealment dependents < wu,v|(k) =0, Vkel.

La definicié del Wronskia ens permet expressar la solucié de qualsevol problema de
valor inicial per a I’equacié homogenia (4.1.2), utilitzant una base donada S.

Corollari 4.1.18. ([5]) Donada {u(k),v(k)} una base de lespai S, Vm € I U {0} i
Vxg,z1 € R, tenim que [inica solucid de l’equacid homogeénia (4.1.2) que compleiz z(m) =
xo i z(m+1) =1 és expressada com

1 o

z(k) = [(xov(m + 1) — z1v(m))u(k) + (x1u(m) — zou(m + 1))v(k)], ke l.

wlu, v](m)

Demostracié 4.1.19. Sigui z(k) € C(I) una solucié de l'equacié (4.1.2). Com que
z(k) € Si{u(k),v(k)} és una base de S, podem escriure

2(k) = Mu(k) + po(k), Yk e, (4.1.4)

on A\, €R.
A més, com que z(k) compleix les condicions inicials z(m) = z¢ i z2(m+1) = x1, substituint
k=mik=m+1 al’expressié (4.1.4) tenim

u(m) v(m) A\ [z
um+1) vim+1))\u) \x1)°
Per la Proposicié 4.1.17 tenim que
wlu, v](k) # 0 Vk € I,

ja que u(k) i v(k) sén linealment independents i, per tant,

(0) = o (i o) () = s G i)
[

A continuacid, introduirem un nou tipus d’equacié en diferencies de segon ordre i expli-
carem com transformar ’equacié definida a ’equacié (4.1.1) en aquest format. L’objectiu
principal d’aquesta introduccié és preparar-nos per a futures aplicacions, concretament en
la simplificacié de la resolucié d’equacions en diferéncies de segon ordre amb coeficients
constants.

Definicié 4.1.20. ([5]) Definim l’equacio en diferéncies adjunta associada a
[¢]

a(k)u(k+1) = b(k)u(k) +c(k — Du(k —1) = f(k), kel
com ’equacio,
c(kyu(k +1) — b(k)u(k) + alk — Du(k —1) =0, ke I. (4.1.5)
En particular, si c(k) = a(k), Vk € I, direm que 'equacid és autoadjunta.
Exemple 4.1.21. Aquest és un exemple senzill d’equacié en difereéncies de segon ordre

autoadjunta.
(¢}

ku(k+1)+ (k—Du(k—1)=2k+1, kel.

En aquest cas, a(k) = c(k) =k, Vk € I.
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Definicié 4.1.22. ([5]) Si S és lespai de solucions de Uequacio (4.1.2), escriurem S* per
Uespai de solucions de l’equacid (4.1.5).

Observacié 4.1.23. ([5]) Clarament, ’equaci6é adjunta associada a (4.1.5) és I'equacié
homogenia (4.1.2), és a dir,
S* = 5.

A més, si equaci6 (4.1.1) és autoadjunta aleshores,
S =5
Ara estudiarem la relacié que hi ha entre els espais S i S* i per fer-ho introduirem la

funci6é d’acompanyament p(k) € C(I) i les seves propietats. Préviament, definim la funcié
signe que utilitzarem ara endavant.

Definicié 4.1.24. ([5]) La funcié signe s(k) € C(I) la podem definir com

1 st k>0,
s(k)=140 si k=0, (4.1.6)
-1 si k <O0.

Definicié 4.1.25. ([5]) Definim la funcic d’acompanyament p(k) € C(I) per l'equacio
(4.1.1) com
max(k,0)—1 a(s) s(k)
k) = — kel 4.1.
p(k) ) 1'_[(190) | ke (4.1.7)

On s(k) € C(I) és la funcid signe definida a (4.1.6). Per tant,

* p(0)=1,

o p(k) =120 44, k>0,

S=

e p(k) = Hs_zlk’ Z(Z); k <O.

Observacié 4.1.26. ([5]) Denotarem per p*(k) € C(I) la funcié d’acompanyament per
lequacié adjunta associada a l’equacié (4.1.1), és a dir, la funcié d’acompanyament per
lequaci6 (4.1.5). Observem que, de fet,

pr(k)=pt(k), Vkel
Ara exposarem un exemple que il-lustra I’aplicacié de la funcié d’acompanyament d’una
equacié en diferencies de segon ordre.

Exemple 4.1.27. Donada la segiient equacié en diferencies de segon ordre,

o

(B> = Du(k+ 1)+ (k—Du(k —1)=2k+1, kel (4.1.8)

Segons (4.1.7), tenim que la funcié d’acompanyament p(k) € C(I) de 'equacié (4.1.8) esta
definida com
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o p(k)=T1"20 £, k>0,

o p(k) =12 755, k<O.

Lema 4.1.28. ([5]) Sigui p(k) € C(I) la funcid d’acompanyament definida a (4.1.7)
associada a l’equacié (4.1.1), aleshores

p(k)a(k) = p(k+ 1)c(k), VkeIU{0}.
A més, Uequacid (4.1.1) és autoadjunta < p(k) =1 Vk € I.
Demostracié 4.1.29. Per demostrar la primera identitat, podem suposar sense perdre
generalitat que k > 0, ja que laltre cas és analeg. Llavors per definicié,

k
k) iy = “O TS TS _ g 1), vike Tu{o).

El cas de la segona identitat és immediat. Utilitzant la Definici6 4.1.20 tenim que I'equacid
(4.1.1) es autoadjunta <

a(k) =c(k), Vke Il & @:1, Vs=0,....k—1 < pk)=1, Vk e I.

O

Observacié 4.1.30. ([5]) Sigui p(k) € C(I) la funcié d’acompanyament definida a (4.1.7)
associada a l'equacié (4.1.1). Sin+ 1 € §(I), podem suposar que a(n + 1) = ¢(n) i, per
tant,

a(n+1)pn+1)=a(n+1)

n n—1
I1 ”] ~ a(n) [H o ] = a(m)p(n).

s=0 C(S) s=0

A més,
p(n+ L)a(n + Dwlu, v](n + 1) = p(n)a(n)wlu, v](n).

Proposicié 4.1.31. ([5]) Si u(k),v(k) € S, llavors
a(k)ywlu, v|(k) = c(k — Vwu,v](k — 1), Vke I.

Per tant, Uaplicacio p(k)a(k)w[u,v|(k) = ct Yk € I, i val 0 < u(k),v(k) son linealment
dependents.

Demostracié 4.1.32. Com que u(k),v(k) € S, per definici6
a(k)u(k +1) = b(k)u(k) — c(k — Du(k — 1), Vkel,

a(k)o(k + 1) = b(k)v(k) — e(k — Dok — 1), Vk e 1.
Llavors,

a(k)wlu, v] (k)

u(k)[b(k)v(k) = c(k = Do(k = 1] = v(k)[b(k)u(k) — c(k — Du(k = 1)],
clk — Dw(k)u(k —1) — u(k)v(k — 1)],
c(k — Dwlu,v](k —1).

Multiplicant per p(k) a banda i banda obtenim la igualtat que buscavem.

A més, utilitzant el Lema 4.1.28 obtenim que p(k)a(k)w[u,v](k) = ct Yk € I U{0}. Per
tant p(k)a(k)wlu,v](k) = ct a Vk € I. O
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Ara ja podem descriure la relacié entre els espais de solucions S i S*.

Corollari 4.1.33. ([5]){u(k),v(k)} és una base de S < {p(k)u(k), p(k)v(k)} és una base
de S*. Es a dir,
S* = pS.

Demostracié 4.1.34. Donada u(k) € C(I),
u(k) € S < alk)u(k+1) —b(k)u(k) +c(k —Du(k—1)=0, Vke Io
< p(k)a(k)u(k + 1) — p(k)b(k)u(k) + p(k)c(k — Du(k —1) =0, Vke I.
Definim u’(k)=p(k)u(k) i tenim

p(k)a(k) /
mu (k+1)—b(k)u' (k) +

plk)e(k — 1)

W(k—1)=0, Vkel
RSV

Pel Lema 4.1.28, tenim que

p(k = Dalk —1) = p(k)e(k —1), Vke I,

llavors,
c(k)d' (k+1) —b(k)u' (k) + a(k — )/ (k—1) =0, Vkel,
és a dir, v'(k) = p(k)u(k) € S*.

Finalment, donats u(k),v(k) € C(I), es verifica que

wpu, pvl(k) = p(k)p(k + 1)wlu,v](k), Vk e Tu {0}.

Per tant, w[pu, pv](k) = 0 < w(u, v|(k) = 0. O

En poques paraules, si coneixem una base de ’espai de solucions de S, podem obtenir
totes les solucions de 'equacié (4.1.1) amb una solucié particular del problema de valor

inicial de I’equacié (4.1.1). Concretament, fixant m € I U {0}, zo,z1 € Ri f(k) € C(I),
podem fer més precis el Corotari 4.1.12 i assolim el resultat segiient.

Proposicié 4.1.35. ([5]) (Principi de Superposicid). Si u(k) € C(I) és inica solucid
del problema de valor inicial

o

a(k)u(k +1) —b(k)u(k) + c(k — Du(k — 1) = f(k), kel, (4.1.9)
amb u(m) = xg i u(m + 1) = x1. Aleshores

u(k) = z(k) +v(k), kel,

on
o z(k) és la solucié del problema de valor inicial de ’equacid homogénia

a(k)u(k+1) —b(k)u(k) +c(k—1u(k—1)=0; k€ }, u(m) = xo, u(m+1) =z,
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e v(k) és la solucio del problema de valor inicial

o

a(k)u(k+ 1) = b(k)u(k) + c(k — Du(k — 1) = f(k); keI, u(m)=u(m+1)=0.

L’objectiu és, per cada f(k) € C(I) i m € TuU {0}, trobar I'inica solucié del proble-
ma de valor inicial definit a I'equacié (4.1.9). El procediment consisteix a substituir les
condicions inicials de la no homogenia a I'’equacié homogenia i a la completa imposar que
siguin 0, ja que simplifica enormement les operacions.

Aleshores, donada una base de S, podem trobar la solucié z(k) € C(I) utilitzant el
Wronskia, com es va concretar en el Corollari 4.1.18.

D’altra banda, el seglient concepte que ara introduirem sera la clau per poder trobar la
solucié v(k) € C(I) de la Proposici6 4.1.35 (Principi de Superposicid).

Definicié 4.1.36. ([5]) (Funcié de Green). Anomenem Funcid de Green per l'equacid en
diferencies (4.1.1), a la funcié g(-,s) € C(I x I), definida Vs € I com [inica solucié de
lequacio en diferéncies homogénia (4.1.2) que satisfa g(s,s) =0 Vs € I i compleix

e g(s+1,5) =1 Vs e ITU{0} o bé,

a(s)’

) g(n,n-l—l):a(%_sl_l), n+1ed(l).

Donat que g(-,s) € S Vs € I, es pot escriure en funcié d’una base de S.

Proposicié 4.1.37. ([5]) Sigui {u(k),v(k)} una base de S, aleshores
-1

9tk 8) = ol (3)

[v(s)u(k) —u(s)v(k)], k,sel.

I a més, es compleix g(s,s+ 1) = ?sl), Vs € IU{0}.

A continuacid, presentarem el calcul de la funcié de Green amb un exemple detallat.

Exemple 4.1.38. Considerem la segiient equacié en diferéncies de segon ordre amb co-
eficients constants,

wlk+1) = Tu(k) + 12u(k — 1) =2k +1, kel (4.1.10)

Per comencar, hem de trobar una base de .S, és a dir, un parell de solucions linealment
independents de 1’equacié homogenia associada a (4.1.10),
e]

u(k+1)—Tu(k)+12u(k—1)=0, kel (4.1.11)

En aquest cas tenim que,

sén una base de S.
Ara, d’acord amb la Definicié 4.1.13, procedim a calcular el Wronskia.

wlu, v](s) = u(s)v(s + 1) —v(s)u(s + 1) = 3°4°T — 453t Vs eI
Finalment, aplicant la Proposicié 4.1.37, la Funcié de Green associada a (4.1.10) és

-1

— k k
g(k,s) = 3848+1_4838+1[483 —3%°4%], k,sel.
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Amb I'ts de la Funcié de Green, arribem al punt clau que ens indica com obtenir
Pexpressi6 de v(k), és a dir, la solucié del problema de valor inicial definit a la Proposicié
4.1.35 (Principi de Superposicid).

Proposicié 4.1.39. ([5]) Donada f(k) € C(I) im € Tu {0} aleshores Minica solucid de
l’equacio
a(k)u(k +1) — b(k)u(k) + c(k — Du(k — 1) = f(k), kel,

que satisfa u(m) = u(m+1) =0 és

k
u(k) =Y g(k,s)f(s) kel

s=m+1

Demostracié 4.1.40. Evidentment tenim que,
um)=0iu(m+1)=gm+1,m+1)f(m+1).

D’altra banda, donat k €

k+1 k k—1
a(k) Y glk+1,5)f(s)=bk) > gk, s)f(s)+e(k—1) > glk—1,5)f(s)
s=m+1 s=m+1 s=m+1
k—1
= (alk)g(k +1,5) = b(k)g(k, s) + c(k — 1)g(k — 1,5)) f(s)+
m+1

k+1

k
+ 5 (alk)gk +1,5) = b(k)g(k, ) £(s) +als) > glk + 1,5)£(s)
s=k

I
—~
=)
—~ ®
=~
—
<
—~

k+1,k)—b(k)g(k,k))f(k) +a(k)glk+1,k+1)f(k+1)= f(k).
O

Tenint en compte ara la Proposicié 4.1.35 (Principi de Superposicid), el Corol-lari
4.1.18 i la Proposici6 4.1.39, obtenim a continuacié I'expressié de la solucié Unica per a
cada problema de valor inicial per a 'equacié (4.1.1).

Teorema 4.1.41. ([5]) (Fdérmula de Lagrange). Fizats m € I U{0}, xo,z1 € R i f(k) €
C(I), aleshores inica solucio y(k) € C(I) de l'equacio (4.1.1) que satisfa y(m) = xqg i
y(m+ 1) = x1 esta determinada per l’expressio

k
y(k) = 2(k)+ > gk, 9)f(s), kel

s=m+1

on z(k) € S satisfa z(m) = xg i z(m + 1) = x1. A més, si {u(k),v(k)} és una base de S
aleshores,

y(k) = (m[(%v(m + 1) — z1v(m))u(k) + (z1u(m) — zou(m + 1))v(k)]—
1 k k
" aOwlu, oo(0) M) S:;H”(SWSV (s) — (k) mZﬂu(s)p@)f(s)L kel



Demostracié 4.1.42. Només ens cal observar que donada {u(k),v(k)} una base de S,
la funcié p(k)a(k)wu,v](k) = ct Yk € 1. O

Podem concloure que utilitzant la Funcié de Green no cal aplicar cap metode que
depengui del terme independent com ara el metode dels coeficients indeterminats. Es a
dir, un cop hem trobat una base de S, tenim la solucié tant de I’equacié homogenia (4.1.2)
com una particular de ’equaci6é completa (4.1.1).

Observacié 4.1.43. ([5]) Es clar que la Férmula de Lagrange definida a la Proposicié
4.1.41 no depen de la base escollida.

Ara presentarem un exemple per mostrar com aplicar el Teorema 4.1.41. Utilitzarem
una equacié en diferéncies amb coeficients constants senzilla per facilitar la determinacid
d’una base.

Exemple 4.1.44. Considerem el segiient problema de valor inicial,

wlk +1) — 9u(k) + 20u(k — 1) =3k; keI, u(0)=1, u(l) = 4. (4.1.12)

En primer, hem de trobar una base de S, és a dir, un parell de solucions linealment
independents de ’equacié homogenia associada a (4.1.10). Es a dir,

(o}

w(k+1) — 9u(k) +20u(k —1) =0, ke l. (4.1.13)

En aquest cas tenim que,

s6n una base de S.
Ara, utilitzant la Definicié 4.1.13, calculem el Wronskia.

wlu, v](s) = u(s)v(s + 1) — v(s)u(s + 1) = 4°5°T1 — 55451 vs e T
Ara, aplicant la Proposicié 4.1.37, la Funcié de Green associada a (4.1.10) és

-1
g(k’ S> = 4s5s+1 5848+1[

554k — 355%), k,se (4.1.14)

Finalment, hem de trobar una solucié z(k) de ’equacié homogenia (4.1.13) tal que z(0) =
11 z(1) = 4. Tanmateix, veiem que

u(k) =4 kel,

satisfa que
uw(0)=4"=1, wu(l)=4'=4.

Aleshores, aplicant el Teorema 4.1.41 tenim que la solucié del problema de valor inicial
definit a (4.1.12) és

k
y(k) =4+ >~ g(k,s)3s, kel
s=m+1

on g(k,s) 'hem definit a (4.1.14).
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D’altra banda, podem utilitzar {u(k),v(k)} per obtenir la relacié entre la Funcié de
Green per 'equacié (4.1.1) i la Funcié de Green de l’adjunta.

Proposicié 4.1.45. ([5]) Si g(k,s), g*(k,s) € C(I x I) denoten les funcions de Green de
les equacions (4.1.1) i (4.1.5) respectivament, aleshores

g (k,s) = —g(s, k), k,sel.

Demostracié 4.1.46. Si considerem {u(k),v(k)} una base de S, aleshores pel Corol-lari
4.1.33 sabem que {p(k)u(k), p(k)v(k)} és una base de S*.
A més, usant la Proposicié 4.1.37 s’obté que, Vk,s € I:

5 (h.8) = AP S fu(s)uh) — u(s)o(h)]
s luls)uth) ~ (k)
— T ) — o(u(b)
= —g(s, k).
On hem considerat que p(s)a(s)w(u,v](s) = p(k)a(k)w[u, v](k). O
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4.2 Equacions en en diferéncies amb coeficients constants

En aquesta seccid, examinarem les equacions en diferencies de segon ordre amb coeficients
constants, les quals es relacionen directament amb la determinacié de la matriu inversa
d’una matriu Jacobi-Toeplitz, com s’ha esmentat a la Introduccié.

Considerem I = Z. Recordem que la segiient equacio,

o

alk)u(k + 1) — b(k)u(k) + etk — Du(k — 1) = f(k), kel, (4.2.1)

té coeficients constants < a(k) =a, b(k) =bic(k) =¢, Vke I

4.2.1 Resolucid estandard

En aquesta seccié, per explicar el funcionament de la resolucié estandard, hem extret tota
la informacié de [7]. Considerem ’equacié en diferéncies a coeficients constants

o

au(k + 1) — bu(k) + cu(k — 1) = f(k), kel, (4.2.2)

ona, b ceR1if(k)eC(I). La soluci6 general de 'equaci6 (4.2.2) és

o

w(k) = z(k) +v(k), kel

e z2(k) és la soluci6 general de ’equacié homogenia associada a ’equacié (4.2.2),

e v(k) és una solucié particular de l'equacié (4.2.2).

Conseglientment, per tal de determinar la solucié general de 'equacié (4.2.2), cal seguir
els passos seglients.

1. Determinacié de la soluci6é general de ’equacié homogenia.

L’equacié homogenia associada a 'equaci6 (4.2.2) és

o

au(k+1) —bu(k) + cu(k —1) =0, kel, (4.2.3)
ona, b, ceR.

Considegem {z1(k), 22(k)}, una base de S = {u(k) € C(I) | au(k+1) —bu(k) +cu(k—1) =

0, k € I}, és a dir, un conjunt de dues solucions linealment independents de I’equaci6
(4.2.3). Aleshores la solucié general de I'equacié (4.2.3) és

o

z(k) = Az (k) + Bze(k), kel,

on A, B €R.
Per trobar la base {21 (k), z2(k)}, podem observar que una soluci6 de la forma 21 (k) = m*,
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on m € Rom € C, podria ser adequada. Si substituim z1(k) = m* a I'equacié (4.2.3)

obtenim que Vk € I

amFtt —bmF £ em* 1t =0 & mFHam?® —bm 4 ¢) = 0.

k

Si m*=1 #£ 0, tenim que 21 (k) = m¥ és una solucié si es compleix

am? —bm +c = 0. (4.2.4)

L’equacié (4.2.4) s’anomena equacié caracteristica. En particular, les caracteristiques de
les arrels mq, mgy de l'equacié (4.2.4) determinaran la configuracié de la base. Podem
distingir tres casos.

1. Cas my, mo € R, tal que my # mo.

La base {z1(k), zo(k)} correspon a z(k) = ml i zo(k) = m5. Es clar que sén

independents, ja que,

0 0
m% m%: 1 1 — g —my £ 0,
ml m2 mq me9

Aix{ doncs, la solucié general de I'equacié (4.2.3) és

o

2(k) = Amk + Bmb | kel,
on A, B €R.

2. Cas my,mo € R tal que m1 = ms.

En aquest cas, només tenim una soluci6 independent z(k) = mlf pero es pot veure

facilment que 22(k) = km} és també una solucié i és independent de z;(k) = mk.

De manera que, la solucié general de 'equacié (4.2.3) és

[e)

z(k) = AmY + Bkm% = (A+ Bk)ym¥ | kel,
on A, B €R.

3. Cas mq1,mg € C.

La base {z1(k), z2(k)} correspon a z1 (k) = r¥cos(kf) i z2(k) = r*sin(k6) on r = Ve
i 6 = arctan (7V4abc_bz>. Aleshores la solucié general de 1'equacié (4.2.3) és

o

2(k) = Arfcos(kf) + Br¥sin(kf) , ke,
on A, B € R.

Introduim un exemple per il-lustrar aquest metode.

Exemple 4.2.1. Donada la segiient equacié homogenia,
u(k+1) —5u(k) +6ulk—1)=0, kel. (4.2.5)
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En aquesta circumstancia, ’equacié caracteristica de I'equaci6 (4.2.5) és
m2 —5m+6=0.

i té d’arrels m; = 2 i mg = 3. Per tant, correspon al primer cas en que mi,mg € R i
m1 # meo. Aixi, la solucié general de 'equaci6 (4.2.5) és

2(k) = A28+ B3 | kel

on A, B eR.

2. Determinacié d’una solucié particular de I’equacié completa.

En el cas d’una equacié completa, per trobar una solucié particular v(k) € C(I) po-
dem comprovar si v(k) té la mateixa forma que f(k) € C(I), que és la dada de l'equacié
(4.2.2). A continuacid, exposem alguns exemples de possibles formes per a v(k), en funcié
de la forma de f(k).

k

Y

1. Si f(k) =%, onr € R, en aquest cas, cercarem una solucié de la forma v(k) = Cr
amb C € R.

2. Si f(k) € Py, on P, = {p(z) € R[z]| deg(p(z)) < n}, considerarem v(k) com un
polinomi de coeficients indeterminats tal que deg(v(k)) = deg(f(k)).

3. Si f(k) = k", on r € R, aleshores buscarem una solucié de la forma v(k) = Ck",

amb C € R.
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4.2.2 Resoluciéo amb polinomis de Txebitxov i la Funcié de Green

En aquesta seccié presentarem un metode per al calcul de les equacions en diferencies amb
coeficients constants utilitzant equacions en diferéncies autoadjuntes. Demostrarem que
les solucions de les equacions en diferencies autoadjuntes amb coeficients constants sén
una. combinacio lineal de polinomis de Txebitxov. Aleshores, determinant la relacié entre
les solucions d’una equacié en diferencies amb coeficients constants i la seva corresponent
autoadjunta obtindrem un metode més simple per trobar les solucions.

En primer lloc, cal destacar un resultat que ens indica que per trobar la solucié del
problema de valor inicial

o

a(k)u(k +1) = b(k)u(k) +c(k — Du(k—1)=0; keI, wu(m)=mxy, u(m+1)=u2x1,

o
onm € I1ixg,x1 € R, és suficient resoldre el mateix problema de valor inicial per a

m = 0.

Proposicié 4.2.2. ([5]) Fizats zo,x1 € R, si v(k) € C(I) és linica solucid de

o

a(k)u(k +1) —b(k)u(k) +c(k — Du(k—1)=0; keI, u(0)=u=zo, u(l) =1,
llavors Ym € ;, la funcid z(k) € C(I) definida com z(k) = v(k —m) és [inica solucid de

a(k)u(k +1) = b(k)u(k) + c(k — Du(k—1) =0; k € }, u(m) = xo, u(m+1) = ;.

Definicié 4.2.3. ([5]) Donat q € R i ’equacid en diferéncies autoadjunta amb coeficients

constants
(o)

2qu(k) —u(k —1) —u(k+1)=0, kel, (4.2.6)
denotem per Sy l’espai de les seves solucions.

Definicié 4.2.4. ([5]) Donat g € R, I"inica solucid del problema de valor inicial

2qu(k) —u(k —1) —u(k+1)=0; k€I, u(0)=0, u(l)=1, (4.2.7)
s’anomena solucio fonamental i la denotarem com pq(k).

Observacié 4.2.5. ([5]) Donat ¢ € R, si definim ¢q4(k) € C(I) com @q(k) = @q(k — 1),
lavors {p,(k), ¢q(k)} és una base de Sj.

Proposicié 4.2.6. ([5]) La Funcié de Green per l’equacié autoadjunta amb coeficients

constants
(0]

au(k +1) —bu(k) + au(k — 1) = f(k), kel, (4.2.8)
1
g(k,s) = apq(k —s), kysel,
on q= %.

Demostracié 4.2.7. Per definicid, la Funcié de Green per 1’equacié (4.2.8) és una soluci6
especifica de I’equacié homogenia associada a (4.2.8). Per tant, ha de ser proporcional a

wq(k), on ¢ = 3.
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Com hem vist a l'equacié (4.2.7), les condicions inicials de la solucié fonamental estan
fixades en m = 0. En canvi, les condicions inicials de la Funcié de Green estan fixades en
m = s. Per tant, utilitzant la Proposicié 4.2.2, podem concloure que la Funcié de Green
per Iequacié (4.2.8) sera proporcional a ¢q4(k — s).

Finalment, multiplicant pel factor %, veiem que g(k, s) = %(pq(k—s) compleix g(s+1,s) =
1/a. O

Per consegiient, es dedueix la segiient versié de la Férmula de Lagrange conforme a la
definicié proporcionada pel Teorema 4.1.41.

Teorema 4.2.8. ([5]) (Fdérmula de Lagrange per a equacions autoadjuntes amb coeficients

constants). Fizats m € I U {0}, xo,z1 € R i f(k) € C(I), aleshores l"inica solucié del
problema de valor inicial

o

au(k+ 1) — bu(k) + au(k — 1) = f(k); k€ I, u(m) = w0, u(m+1) = a1,

k
u(k) = x1p4(k —m) — xopq(k —1—m) + 2 > gk —s)f(s)ds, kel
s=m+1

A continuacié, donats a,b,c € R i f(k) € C(I), analitzarem com transformar I’equaci6
en diferéncies amb coeficients constants

o

au(k+1) —bu(k) + cu(k — 1) = f(k), kel, (4.2.9)

en una equacié autoadjunta amb coeficients constants i establirem la relacié entre les
solucions de totes dues respectivament.

Lema 4.2.9. ([5]) Sigui p(k) € C(I), la funcid d’acompanyament definida a (4.1.7).
Aleshores, l’equacio (4.2.9) té les mateizes solucions que l’equacid autoadjunta

o

ap(k)u(k + 1) — bp(k)u(k) + ap(k — Du(k — 1) = p(k)f(k), kel, (4.2.10)

Demostracié 4.2.10. En primer lloc, és evident que podem assumir, sense perdua de
generalitat, que a > 0. Si considerem la funcié d’acompanyament p(k) € C(I), definida a
(4.1.7), obtenim que l'equaci6 (4.2.9) és equivalent a ’equacié

o

ap(k)u(k + 1) — bp(k)u(k) + cp(k)u(k — 1) = p(k) f(k), kel.

Finalment, utilitzant el Lema 4.1.28, tenim que, Vk € I cp(k) = ap(k — 1), demostrant
aixi el resultat. (]

Encara que hem demostrat que I'equacié (4.2.9) és equivalent a una equacié autoadjun-
ta, aquesta no presenta coeficients constants. No obstant aixo, exposarem com és possible
transformar I'equacié (4.2.9) en una equacié autoadjunta amb coeficients constants, de
manera que les solucions d’aquesta nova equacié es puguin relacionar facilment amb les
de I'equaci6 original.
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Per fer-ho, considerarem els segiients valors

<] b

r=y q= N (4.2.11)
Proposicié 4.2.11. ([5]) u(k) € C(I) és solucid de l’equacio (4.2.9) <
u(k) = o), kel
on v(k) € C(I) és solucid de l’equacid en diferéncies amb coeficients constants
vk +1) = 2qu(k) + s(@)o(k — 1) = a7 F f(k), kel (4.2.12)

tal que s(k) € C(I) és la funcid signe definida a (4.1.6).

Demostracié 4.2.12. Segons el Lema 4.2.9, u(k) € C(I) és soluci6é de I'equaci6 (4.2.9)
=

o

ap(k)u(k + 1) — bp(k)u(k) + ap(k — Du(k — 1) = p(k) f(k), ke l. (4.2.13)
Considerant r definit a (4.2.11), tenim que
p(k) = (¢ ta)k = s(e)kr=2F, (4.2.14)

Per tant, substituint I'expressié (4.2.14) a l'equacié (4.2.13),

o

as(c)*r= 2k u(k +1) — bs(c)*r 2 u(k) + as(c)* 2Dy (k= 1) = s(e)*r 2k f(k), kel

Ara, multiplicant pel factor s(c)™*r* obtenim
ar Fu(k +1) — br *u(k) + s(c)ar®> *u(k — 1) =rFf(k), ke i
av(k + 1) — br— (k) + s(Qav(k — 1) = r k), kel (4.2.15)

on v(k) = r'=Fu(k).
Finalment multiplicant I'equacié (4.2.15) pel factor 1 i considerant ¢ definit a (4.2.11),
obtenim el que voliem demostrar. O

Corollari 4.2.13. ([5]) Quan ¢ >0, u(k) € C(I) és solucié de l’equacié (4.2.9) <

o

u(k) = r*to(k), kel,

on v(k) € C(I) és solucid de l’equacid autoadjunta amb coeficients constants
[¢]

v(k+1) —2quk) +v(k—1) =a rFfk), kel (4.2.16)

Aplicant la Férmula de Lagrange per a equacions autoadjuntes amb coeficients cons-
tants definida al Teorema 4.2.8, per trobar la solucié v(k) € C(I) de 'equaci6 (4.2.16)
només cal calcular la solucié fonamental ¢4 (k).
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Lema 4.2.14. ([5]) Donat q € R, l’equacid autoadjunta amb coeficients constants

Squ(k) —u(k —1) —u(k+1) =0, kel, (4.2.17)

és una equacio de Txebixov amb parametre q, i les seves solucions son successions de
Tzebizov amb parametre q.

Lema 4.2.15. ([5]) Donat q € R, qualsevol successid de Tzebitrov amb parametre q es
pot expressar com a combinacio lineal de polinomis de Tzebitxov de seqgona espécie. Es a
dir, si u(k) € C(I) és solucio de l’equacio (4.2.17), aleshores Ja, § € R tal que

u(k) = alUi_1(q) + BUx—(q), ke L. (4.2.18)

Corollari 4.2.16. ([5]) La solucié fonamental pq(k) € C(I) del problema de valor inicial
definit a (4.2.7) és

@q(k) = Up—1(q), kel

Demostracié 4.2.17. La demostracio és immediata. Pel Lema 4.2.15, tenim que Ja, 8 €
R tal que

¢q(k) = aU;-1(q) + BUk—2(q), k€ I

Finalment, aplicant les condicions inicials del problema de valor inicial definit a (4.2.7),
obtenim que a« =11 8 =0. O

Conseglientment aplicant la Férmula de Lagrange per a equacions autoadjuntes amb
coeficients constants definida al Teorema 4.2.8 i el Corol-lari 4.2.16 obtenim el segiient
resultat.

Corollari 4.2.18. ([5]) Fizats m € IU{0}, ¢,z0,21 € R i f(k) € C(I), aleshores l"inica
solucié del problema de valor inicial

o

vk+1)—2qu(k)+vk—1)=f(k); kel, wv(m)=uzy, v(m+1)=ux,

K
v(k) = 21Up-m-1(q) = 20Uk-m—2(0) + Y Ur—s-1(q)f(s), k€L
s=m+1

Finalment, a conseqiiencia del Corol-lari 4.2.18 i el Corol-lari 4.2.13 podem escriure la
Foérmula de Lagrange per a equacions en diferéncies amb coeficients constants.

Teorema 4.2.19. ([5]) (Férmula de Lagrange per a equacions en diferéncies amb coefi-

cients constants). Fizats m € I U{0}, zo,z1 € R i f(k) € C(I), aleshores ["inica solucio
del problema de valor inicial

o

a(k)u(k + 1) = b(k)u(k) + c¢(k — Du(k — 1) = f(k); keI, wu(m)=mxzg, ulm+1)=ua.

és
w(k) = 21 (Va= 1) W __1(q) — zo(Va= 1) MU _m_a(q)+
k
—i—% Z (Va=1e)* 70, 1(q)f(s)ds, kel,
s=m+1
_ b
onq= 5=
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A continuacié, presentarem un exemple per mostrar ’aplicacié del Teorema 4.2.19.

Exemple 4.2.20. Considerem el segiient problema de valor inicial,

Su(k+1) —du(k) +3ulk —1) =k~ 3 kel, ud)=1, u(5)=4.  (42.19)

En aquest cas, tenim que m =4, xg=1,x1 =4iq = ﬁ = \/%—5 Aleshores aplicant el
Teorema 4.2.19, I'inica solucié del problema de valor inicial definit a (4.2.19) és

k
ulk) = A5 s(0) — (VBTH U o(a) + 2 S (VBB (0)(s? — 3) s,

s=H
on {Uy(2)}>2_ . és la successié de polinomis de Txebixov de segona especie i g = \/%,

Vk eI,
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Capitol 5

Conclusions

En el marc d’aquest treball de fi de grau, he aconseguit establir amb éxit la relacié entre
I’estudi de la invertibilitat d’'una matriu de Jacobi i la resolucié d’equacions en diferencies.
Un resultat clau és la constatacié que, només amb el coneixement de la base de la solucié
homogenia, podem abordar la resolucié completa de qualsevol equacié en diferencies amb
coeficients variables. A més, en el cas particular dels coeficients constants, hem demos-
trat que els polinomis de Txebitxev constitueixen la base de les solucions de '’equacié
homogenia. Aixo implica que podem proporcionar una solucié per a qualsevol equacié en
diferéncies amb coeficients constants sense la necessitat d’utilitzar I’equacié caracteristica
per trobar la base.

En el terreny personal, aquesta experiencia m’ha ajudat a desenvolupar habilitats com
I’elaboracié de definicions formals i la redaccié de demostracions organitzades i rigoroses,
capacitant-me per trobar maneres més clares d’explicar els conceptes complexos. A més,
ha reforgat les meves aptituds a ’hora d’entendre de manera eficag els articles acadeémics,
una habilitat clau per al meu creixement academic i professional. Estic profundament
agraida d’haver tingut l'oportunitat de dur a terme aquest projecte, que ha esdevingut
una gran part dels fonaments sobre els que comencgar a construir la meva carrera laboral.
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